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3axBaJIHUIIA

CsoMm menTopy, npod. ap paromydy Keukuhy, 3axBasbyjem mro me je yBeo
y CBeT omeparopckux ajreopu. Fberose mjeje, nmpuctyn perasamy MpodeMa u
HEBEPOBATHA WHTYUIINja Cy 3HAYAJHO YTHUIAJIA HA MOj MATEMATUYKHU CTUJI, KAKO Y
HAYIM, TAKO W Yy HACTABU. 3aXBAJHOCT MYy JyTYjeM W 3a CBE JIUCKYCHje KOjeé CMO
BO/IMJTU U CABETE KOje MU je JIaBao. buja je 9acT yIuTu of TAKBOT MHTEJIEKTYAJIIIA.

Keseo 6ux 51a ce 3aXBaJIIM U YJIaHOBUMA KOMWucHje, Jip Bumanu Byjomesuh
u gap 3narky JlazoBuhy, Koju cy BeoMa TaK/bUBO MPOYUTAIHM JIUCEPTAIU]Yy U
3HAYAJHO je YHAIIPEIUIU CBOjuM KoMeHTapuma. Takohe, KOpUCTUM MPUIUKY J1a UM
ce Kao IbUXOB ACUCTEHT HA MHOTUM ITPEJIMETHMA, 3aXBaJIUM Ha OJIJIMIHO] CAPaIibu.

I[Ipod. np Bojamy Kysmu, ca kum cam pajgmo TOKOM CTYIHjCKE pa3MeHe
y CJioBeHMju, HEM3MEpPHO XBaJja Ha TOCTOINPUMCTBY W BeOMa IIPEJIAHOM Pay.
3axBaJbyjeM My U IIITO MU je 3HAYAJHO MPOIITUPUO 00/IACT UCTPAKUBAIHA, & TOCEOHO
IIITO Ce Hallla capa/iibha Jajbe Pas3Buja.

BaxBaJIHOCT JIyTyjeM u cBoM yunTtesby Musopaay MuioBanoBuhy, HACTABHUKY
Mwuosbydy HWcammosuhy, rumuazujckom mnpodecopy lopany ‘Dypuhy wu
MHOroOpojuuM npodecopuma Maremarwdkor dakysireTa, KOju Cy MU Pa3BHjaIn
Jby0aB IpemMa MaTeMaTHUId U TUME OOJIMKOBAJIM MOj TPO(ECUOHAIHU IIYT, IITO je
YTHUIAJIO0 HAa ©300P MOT TIO3UBA.

Konauno, najehy 3axBaJiHOCT JIyTyjeM CBOjOj MOPOJIUIMA W KYMOBUMA KOJU CY
MM OMJIM HEIpecTaHa IMOAPIIKA CBUX OBUX T'OJUHA.

Csoj mokropar mocsehyjem O6aku Bpamku, mamu Becunm u cynpysm Tamapwm

KOje cy MOja WHCHUpAaIja, MOTUBAIIja WU CHara.

Y Beozpagy, mapwa 2025. Cphan Cueparosuh
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YBOI

Teopuja onepaTopckux ajaredpu uMa cBoje KopeHe y npBoj nojoBuau 20. Beka,
Kajila cy kKpajeM Tpehe gnerenuje objaB/bern nuonupcku ¢pon HojmanoBu pajioBu
([60]). Henennjy racuuje, l'esndann u Hajmapk ysoge kornent C*-aurebpu ([32]).
One cy m JaH JgaHac BeOMa UCTPAXKUBAHU OOjEKTH, a O 3HAYA]Y OIEPATOPCKUX
ajredpu HajOObe TOBOPH YMEH-EHUIIA JIa CY Y 0BOj objiacTu jgoje/bene e Puiicone
menasbe: Aman Kon (1982) u Bon Ilomnc (1990).

Y CIMYHO BpeMe je TMOKPEHYTO IHUTalkhe OPTOTOHATHOCTH y HOPMHUPAHUM
npocropuMa (Te HeMaMo CKaJapaHu IpOou3BoJ) y pagoBuMa Bupxoda u Ilejmca
([19],[35],[34],|33]), kaxo je u HacTasa rako3Bana B.J OpTOrOHAJIHOCT. YKOJIUKO je y
MUATAILY MPOCTOP Ca CKAJAPHUM IIPOU3BOJIOM, OHJIA CY JAeUHUINje eKBUBAJCHTHE.
Cama 00J1acT je MOHOBO MOCTaJa BPJIO akTyeaHa Kpajem 20. u modeTkom 21. Beka
(7], [43]).

Tpumecerak rogumua kKacuuje cy ysegenn Xwuubeprosu C*-momymu ([61]) -
NPUPOJIHO yormreme C*-ajgredbpu riae 3a ,ckajgape’ He y3uMaMO KOMILJIEKCHE
opojese, Beh enemenTe C*-anredbpu. V1 oBa obisiacT ce BeoMa pa3BUIa Y CBOJUX
MIPEKO TIeJIeceT TOJINHA ITOCTOjaba.

Konauno, mpe wHemTo BWIE OJi JeceT TOJWHA, I0YEJO0 je usydaBame B.J
oproronasgaoctn Ha Xwuiabeprosum C*-momymuma u C*-amrebpama ([13],[18]), u3
KOje je Ha mpupoJiaH HaunHH Jedunucana jaka BJ oproronasnuoct ([14]). Tlocebuo,
HEeKa CBOjCTBa Cy IIOYesIa JIa Ce UCTPaxKyjy IyTeM Tpada TpUIpyKEHOT OBOj
penamuju ([9]).

Wznarame y aucepranuju 6mhe npukasHo Ha ciaeaehn HauuH.

Y mpBoj riaBu Gulie wm3snoxkena teopuja C*-anredbpu ([59],[62],[26]), don
Hojmanosux amrebpu ([66],[73]), ompocro Xwumbeprosux C*-momyma ([54],[85])
Heonxo/iHA 3a npaheme m pazymeBarbe OCTaJUX pesyartara y paiay. Ogryduan
cMO ce Jia mpuKa3 Oyze jeraspHuju. Pasjiora cy jBa: MHOT€ TEXHUKE KOje Cy Ty

IIpUKa3aHe Cy 3HAYajHE U Yy JIa/bUM MCTPaKUBabUMa, a ujeja je u ja ce Oyayhum



UCTPaXKUBAYMMa Ca HAIIUX ITPOCTOPA OJIAKIIa U3y UIaBarbe.

Y npyroj riaBu cy mpukasaHe ocobmue pesanuje (jake) B.J opTOronasHOCTH,
07, OHUX TIMOHUPCKUX JIO0 CONCTBEHUX PE3ysTara u3 paja [45].

Y tpehoj rimaBu gedunucan je oprorpad UPHUAPYKEH peslalliji y3ajaMHe jake
BJ oproronamuocru (Buzgeru [9]). IlocebHo, pasmarpan je nujamerap oprorpada
y HEKUM CIEIMJaJJHUM, & BPJIO BayKHUM ciaydajeBuma CT-ajrebpu: Ha KJacu
orpaHUYeHuX oneparopa Ha XuiabeproBom npoctopy B(H ), Tj. y ciaydajy KOHAIHO
quMensuonaaHor Xwuiabeprosor upocropa H wa upocropy wmarpuma M, (C);
Ha Kjacu KomyTaruBHux C*-ajnredbpu ca u 6e3 jemuHuiie, Koje cy usomMopdHe
ca npocropom C(K) menpekuauux (GyHKIMja HA KOMIAKTHOM XaycgaopdoBoMm
npocropy K, omnocHo ca npocropom Co(€)) HenpekuHUX (DYHKIMjA HA JIOKATHO
KOMIIAKTHOM XaycaopdoBom mpocTopy {) Koje HecTajy y OECKOHATHOCTH.

Y 4eTBPTOj IVIaBU MMPUKA3AHU CY OPUTHHAJIHHU PE3YyJITAaTU U3 3ajeTHUIKOr Paa
ca meHTOpoM [45]. ¥V ToM pauy cy, uameljy ocrasor, gaTu oAroBopu Ha OTBOPEHA

muTamba u3 pajga [9):
(1) IIra cy m3osnoBane Tauke oprorpada Ko mpoussosbie C*-ajrebpe?

(2) ¥ xojum C*-anrebpama MOXKEMO [TOBE3ATH OMJIO KOja 1Ba HEM30JI0BAHA IBOPA

y CKJIQJLy ca pejaiujoM y3ajamue jake B.J opToroHajHOCTH?

(3) ¥V C*-anrebpama rme MOKEMO TOBE3aTH IMPOU3BOJHHA [[BA HEM30JI0BAHA
YBOpa, KOJHUKO je HajMambe IOTPeOHO ejleMeHaTa Jja OuMCMO IOBe3aJsiu
OuI0 Koja JiBa YBOpPAa, Tj. KOJUKHU je JrjaMeTap KOMIIOHEHTE ITOBE3aHOCTU

oprorpada ko npoussobie C*-aarebpe?

Banpago, OAroBOpH Cy jaKo JIeln: U30J0BaHe TAYKe Cy T3B. JIeCHO allPOKCUMATHBHO
nHBepTUOWIHE ejleMenTH; jeqauHa (C*-ajarebpa Koja HeMa je/IHY KOMIIOHEHTY
nosezanoctu je My(C); cBaka jBa HEM30J0BAHA YBOPA MOYKEMO IIOBE3ATH Y
HajBuiire 4 Kopaka.

Y 1meroj riaBu Cy HUPUKA3aHU PE3YJITATH M3 CAMOCTAJHOI paja KaHIuJaTa
(Bumeru [70]). VY memy je oapehen amjamerap KOHAYHO JUMEH3MOHAJHUX
C*-aynrebpu, jom jenwe 3sHadajue kjace CT-anredbpu. UMzysumajyhm ,Mmaje”
C*-anrebpe (C,C @ C u My(C)) nujamerap je 3 wim 4, nupu demy je 4 y camo
nBa ciayudaja C @ My(C) u M3(C). Tlopen Tora, mare cy omeHe pacrojama usmely
ypopoBa y C*-anrebpama Koje Cy MOT'Y IPeJCTABUTH Kao IUPEKTHE CyMe.

Konauno, y miectoj ryiaBu cy JaTh TPaBIU JIa/bel UCTPaKUBarba. duTaBa

obJracT je JoKMBeJa 3Ha4ajaH pa3Boj y NpeTxoaHuM rojuuama. llopen nurama

2



KOja TPHUPOJIHO MPOMCTUYY U3 HAINEI HCTPaKUBarba, IMOIMYT KapaKTepU3alluje
ceux C*-anrebpu uumju je amjamerap oprorpada 4, HajdaxKkemba IhjaMeTpa Yy
jOoIT HEKWM BaXHHM KJjacama, Ty Cy €W MHOra jpyra. [JaBHE mpobsieMu
cy: Hajlaxkeme OOJIMKa HpeciimKaBamba Koja dyBajy (jaky) BJ OpTOroHajgHOCT
([21],[31],]10]), namaxkemwe jeBux u JecHux cumerpuunumx Tadaka ([48],[82],[7]),
kao u kjaacudukaruja C*-anredbpu momMohy oBe pesaliije U MPEeTXO0HO HABEIEHUX

npecykasama, ([77],[51]).



I'maBa 1

C*-anredbpe, don HojmanoBe
anreope nu XujadoepToBu

C*-monyim

1.1 ("-anre6pe

Ja 6ucmo pomuu ;0 camux C™-ajredpu, MOACETUMO ce Hajupe JedUHUIM]e
HOPMUPAHUX, OJIHOCHO DBaHaxoBMX MPOCTOpa KOju Cy, IMITO CTPYKTYPHO IITO

WCTOPUjCKU F-€HU TTPETXOTHUTIN.

Hedbunnunuja 1.1.1. Hexa je X esexwiopcku upocwiop Hag tomem ckarapa F €
{R,C}. Hbeza 306eM0 HOPMUPAGHUM YKOAUKO TOCToju Pynkuuja (kojy 308emo

nopma) || - || : X x X — R xoja sagosomasa caegehia ceojcisa:
(1) ||z]| 2 03aceex e X ullz]| =0<«= x=0;
(2) || Az| = |A|||lz|| 3a cee X\ € F;
(3) llz+yll < llzll + llyll 30 cee z,y € X.

Yoynyhe hemo y mestom pagy cmarparu ga je nosbe ckaiapa F = C.
I[Torom monasumo no BamaxoBux mpocrtopa, Koju cy gedunucanu oko 1920.

To/INHE, & IPEJCTaB/bajy OCHOBHH 00jeKaT NCTPaKNBama (MYHKIIMOHAJIHE aHAJIN3E.

Hedbununuja 1.1.2. Bexwiopcku upoctiop X nazusamo Banarosum yrxosuko je

HOPMUPAH, U KOMUACTUAH Y MEWPUUL UHGYKOBAHO] HOPMOM.



Hapennu objekar y xujepapxuju cy DbanaxoBe aJjrebpe, Koju HacTajy
KaJa DbaHaxoB TpPOCTOp OICKPOMMO ONEpaIujoM MHOXKEHa C€a OJIroBapajyhum

CBOjCTBUMA.

Hedbunnunmuja 1.1.3. Anzebpa A je esexmiopcku UPOCWOP €4 OUNUHEAPHOM
ACOUUJATUBHOM oTepayujom mHoocera - : A X A — A koja 3agosomasa \(xy) =
(A\x)y = z(A\y) 3a cee x,y € A u X € C. Axo Goctioju esemenii 1 (xoza 306emo
jegunuya) waxas ga je l-x = x-1 = x 3a cee x € A, anzebpy A 308em0 YHUTAAHOM,

UHAYE OHG Je HeYHUTUAAHE.

Hedbununuja 1.1.4. Banaxosa anzebpa A je anzebpa waxea ga je A Bawnaxos

UPOCWOP U Ga j€ HOPMG CYOMYANTUUTAUKAGTUUBHE, UL]. GG BAHCU
lla - bl < |la|| - [|b]| 3a cee a,b e A.

Cumbout - heMo y /1a/beM TEKCTY U30CTaBJHATH.

TpenyTny cTpykTypy oborahyjeMo joIr jeITHOM OIepaliijoM.

Hedbununuja 1.1.5. A je Banarosa anzebpa ca UHBOAYUUJOM YKOAUKO TOPE]
go caga geunucanuxr ceojcwasa 6e3aHur 3a banaxrosy anzebpy, uocegyje u

apecaurasare 1 A — A (xoje 306emo unsoayyuja) 3a Koje sastcu:
(1) (a*)" =a 3a cee a € A;
(2) (ab)* =b"a”™ 3a cee a,b € A;

(3) * je wonjyzoeano auneapno Gpecrurasarve, @j. (Aa -+ pb)* = \a* +b* 3a cee
A€ F uceeahe A

Ocrajio je jma Jo1aMo MoCye b, HajBaskKHUAJU YCJIOB Koju HasuBamo C*-ycJioB.

Hedbununmja 1.1.6. A nazusamo C*-anzebpom yrosuxo je ona bBanaxrosa arzebpa

ca uneoAYUUjOM Tpu “emy gogatino easicu ||a*all = ||al|* sa cee a € A.

IIperxonny npedununujy namu cy 1943. romune Uzpaen l'emdang m Mapk
Hajmapk y pasay [32]. BampaBo, oHm cy uMaad JOAATHY AKCHOMY Ja je x'x
[O3UTUBAH 3a CBAKU I INTO he ce WUCIOCTABUTH Kao CyBHUIIAH ycjoB. Hazus
C*-anrebpa mao je Cerany pasy [30], npu gemy je C' OTEKIIO O] YMEEHUIIE 1A UX je
Bujieo Kao HekomyTtarupry Bapujanty C(T') (amrebpe HenmpekuaHux QyHKIMja Ha

jeIHOIMMEH3NOHATHOM TOPYCY ), JIOK je ™ of 3Hadaja wHBosyIwmje. Ipyra Bepsuja



je ma C mormxe of closed, jep hemo yckopo BuieTu ja Cy OHe yIIPaBO 3aTBOPEHE
*-mogasnrebpe on B(H), Tj. anrebpe orpaHWYeHMX Oeparopa Ha XuabepToOBOM
IPOCTOPY .

[Ipehumo caja Ha KOHKpETHE IPUMEpE, & U MOKAKUMO IO YeMy je TOJIMKO

C*-ycioB MohaHn ja 6ucMO UX pasMarpau ymMecto banaxoBux *-ajrebpu.

IIpumep 1.1.7. Hajjegnoctiasruju apumep C*-arzebpe je ckyd KOMUNCKCHUT
bpojesa C. 3a z € C enemenii z* = Z (konjyzosan komuaexcar 6poj), a Hopma
je mogyo Komunaercroz bpoja. Taga ce C*-ycaos c6ogu ma UO3HATU UGEHTUUTLET

|2* = [Zz].

IIpumep 1.1.8. Aunzebpa B(H) ceux ozparuvernux ouepattiopa Ha Xuabepiiosom
aupocwopy H je jegna C*-anzebpa. Hapaswo, sa T € B(H), ouepamop T* je
agjynzo6anu ouepatuop (jegurciisenu ouepatwiop waxas ga je (Tx,y) = (x, T y)
3a cee x,y € H), gox je mopma kaacuwna ouepaimiopcka wopma, wj. |T|| =
sup{|I Tl | Jl2l] < 1}.

IIpumep 1.1.9. Axo je gumensuja Xunabepiwmiosoz upocitopa jegrhaxa n € N, waga
je B(H) = M,(C), @j. y tuimiary je Gpocop céur malpuua n X n. Bugehemo
Kacruje ga cy bau, oHe 2paguenu OA0KOBU COUT KOHAYHO GUMEHSUOHAAHUL.
Zlogawirno, onu 3a m = 2 UPEGCULAB./aAJY OCHOBHE UPUMEPE HEKOMYWATUUSHUT

apoctopa. Hapasro, 3a n =1 gobujamo anrzebpy C xojy cmo eeh otucanu.

ITpumep 1.1.10. Csaxa 3atsopera x-tuoganzebpa B(H) je C*-anzebpa. Ilocebho,
anzebpa KoMUaKmHUT ouepatiopa Ha Xuasbeptosom upoctiopy (y o3nayu K(H))
je jegan wmaxas upumep. IIpumetiumo ga xaga je H Geckonauno gumensuonanan,

UWaga je ona HeYHUUAAHE.
IIpumep 1.1.11. Hexa je K xomuaxwan Xaycgopgos upocwop. Taga je

C(K)={f:K — C| f je neupexugra}

yrumasna C*-anzebpa tpu wemy je f*(z) = f(x) sa apoussorno f € C(K)
ux € K, a nopma je cyupemym nopma, wyj. ||f|| = sup{|f(z)| | = € K}.
Hapasno, jequruuya y 060j anrzebpu je pynryuja 1(x) = 1 = const 3a cee x € K.
Komuaxwunocu ckyaa K nam Zapaniyje ga je nopma oZparuvena, gox y C*-ycaosy

saoicu jegnaroci | f(x) f(x)| = | f ().



IIpumep 1.1.12. Axo X nuje xomUaklan, Moxce ce Gecutliu ¢a je HOPMA
nexe gynxuyuje f: X — C meozpanuvena. Huax, y cayvwajy ga je X aoxaaro
KOMUGKTLAH, MOAHCEMO TOHOBO KOHCWPYUCATU rwemy upugpyorceny C*-anzebpy.
Hauwme, 3a gpynxuyujy f : X — C xaocemo ga mectiaje y 6€CkOHAGUHOCTY AKO 34
cee € > 0 wocwoju xomuaxwar ckyu K C X wakxas ga 3a cee t ¢ K sasicu

|f(t)| <e. Caga nexa je
Co(X)={f: X = C | f je neupexugna u neciaje y 6ECKOHAYHOCTIU}.

Taga je CO(X ) neyrutiarra C*-anrzebpa ykosuko je MHOMCEWwE gePUHUCAHO TUAYKA
o WavKa, a = U HOPMA Kao Y UPeWTOgHOM TPUMEPY (apuMe@HUMo ga je HopMa
Konauma 3602 ycaosa ga f Hecwaje y 6€C’K?OHG/LLHOCU_J,U). Hapasro, neynuwianta je

jep jequrunma GyHryuja He Hectuaje Yy OECKOHAMHOCTIU.
Hapenna nsa npumepa cy Banaxope *-anredbpe koje nucy C*-anrebpe.

IIpumep 1.1.13. Ilpoctiop nusosa ll(Z), WJ. HU308A UHJEKCUPAHUL UEAUM

bpojesuma ca HOPMOM

KOHEOAYUUJOM KaO TUPOU3EOJOM
(’ry)n = Z TjYn—j
j=—00

u unsoayyujom (x*), = T, je Banarosa *-anrzebpa xoja nuje C*-anzebpa. Haume,

savicu ||z*|| = ||lz| sa cee x € I'(Z), aru ne sagosowasa C*-ycaos. Axo wip.
Y3MEMO ga je T € ll(Z) 2gejexg = 1,xr1 =19 = —1 ux, =0 3a cee octiare n € 7.
Taga je ||x*x|| = 5, gox je ca gpyze ciipane ||z||* = 9.

IIpumep 1.1.14. Hexa je D owsopen jegqunuunu guck y C. Jluck anzebpa je

gepurnucanra ca
AD)={f:D — C | f je netupexugna na D u woromopdra na D},

2ge cy cabuparve U mHodHcerve gepurucary Wanwka To Wavwka, unsoayyuja ca f*(z) =
f(Z) u na wemy gedpurucana cyapemym nopma je Banazxosa *-anzebpa koja muje

C*-anzebpa.

Yecro hemo KOpUCTUTH TEPMUHOJIOTH]Y Be3aHy 3a ejleMente C-anrebpe gaty

y caenehoj nedunurmju.



Hedbunnunuja 1.1.15. Hexa je A C*-anzebpa u a,p,u € A.
(1) Axo je a™ = a, Waga 3a a KaHCEMO a je camoagjyrzo6an;
(2) Axo je a*a = aa”, @Waga 3a a KaHcEMO ga je HOPMAAGH;
(8) Axo je p = p? = p*, Waga 3a p Kavicemo ga je Gpojexuuja;

(4) Axo je A ynuiaana (u ca 1 o03nauumo Heywpan 3a mmodicerve), Waga 3a

eAeMentl U 3a Koju eaorcu uut = 1 = u'u Kaorcemo ga je yHumapam;

(5) Axo je A ynu@anara, TWaga 36 eaeMenil u 3a Koju sascu u'u = 1 xascemo

ga je uzometupuja;

(6) Ba eremend@ u 3a koju je u'u UpojeKuuja, Kascemo ga je TUAPUUJAAHA

USOMETUPUIE.

1.1.1 VYaurusauuja C*-anredpe

Kon seyanramaux C*-aarebpu, ocToju jeJHOCTABAH HAYWH IIPOIIUPUBAHA 0
yunraaanx. Hamme, 3a C*-anredbpy A mepunumemo A := A@ C. Sarum, MHOKEHE

na A JnedunuIIEMO Ca
(@, A) - (b, p) = (ab+ Ab+ pa, Ap),

a MHBOJIyIHjy * : A— Aca (a,\)* = (a*, \). Ha kpajy, Hopmy Ha A JebMHUIIIEMO
Kao

[I(@, M5 := supllab + Abl|la [ b€ A, [[b]] < 1}

Taza je A yauranma C*-aare6pa (ca jemuuuniom (0, 1)) Kojy 30BeMO yHUTH3AIIL]A.
[Mrapurie, mocmarpajyhu *-xomomopduzam a — (a,0), MOKeMO uIeHTUDUKOBATH
A Kao uieaJt ol A.
Jokaxkumo 11a HaBeJleHa HOpMa 3a/10BOJbaBa TPaXKeH! YCJIOB. BaxKu
I(a, N[> = sup [lab + Ab||*
lloll<1

= sup ||(ab+ Ab)*(ab + \b)||

l[bll<1

= sup [|b*(a*ab + Aa*b + Aab + |A]*D)]|

l[bll<1

< sup ||a*ab + Aa*b + Aab + |\|?b||
[[bll<1

= [I(a, A)*(a, M| < [l(a; M)*|[[[(@; Al



na je [(a, A < [l(a,A\)[|. Cumerpuano, nobujano na je [[(a, A)[| = [l(a, A)]-

3ajeHo ca MPeTXoJHOM HejeTHAKOIINy 100ujaMo
[(a, M < [1(a, X)*(a, M < (@, M),

na Baxku C*-ycJjioB.

Ykonuko je A Beh yHuTasiHa, YHUTA3AI]Y A nedunuremo darn Kao A.

1.1.2 ChoekrTap ejieMeHTa

VY simHeapHoj aareOpu CMO ce YIO3HAJH Ca COTICTBEHUM BPEIHOCTAMA, MATPUIIA,
JIOK ce Ha OECKOHAYHO IUMEH3MOHAJHOM IIPOCTOPY TEOpHhja MOpa MPOITUPUTH.
Cnekrap he mam momohu ja jedUHUIIEMO HENPEKUIHU (DYHKIIMOHAJHA PAIYH
Koju he mMaTu BpJio Besuky ysory. Crnekrap ejgemMeHTa MOXKeMO JedUHUCATH U
y Banaxosoj (aeynurasnoj) anrebpu. OBue jgajemMo nedWHUIM]Y 3a HEYHUTATHE
C*-anrebpe. [Ipumernmo sa ce y ciiydajy MaTpUIHUX ajareOpu (Koje Cy yHUTAJIHE)

oBa JIe(PUHUIM]A TTOTIYHO MOKJIAIIA C& MMOMEHYTHM COIICTBEHUM BPEIHOCTUMA.

Hedbuaunuja 1.1.16. Hexa je A upoussomra C*-arzebpa u a € A. Cuextiap

ENEMEHTA O JePUHUUEMO KAO
o(a) : ={A € C | X 14 — a nuje unsep@uburam},
upu wemy 15 osnanasa jequruyy Yy YHULU3AUUIU.

Hedbuaunuja 1.1.17. Hexa je A apouseonna C*-anzebpa ua € A. Pezorseniinu

CKYT enementia a € A, y os3nayu p(a), gepurnuwemo xao p(a) = C\ o(a).

Y Hapeanux map Teopema, mnpermnocrasuhemo na je A BamaxoBa yHuTAIHA
ajrebpa - HapaBHO JI€0 C€ MOK€ IPOIIMPUTH W HA HEYHHUTAJHE HaMa MOTpedOHe

C*-aJsrebpe.

Jlema 1.1.18. Hexa je A ynutianna Banaxosa anzebpa. Taga easrcu:

(1) Axo je x € A Waxas ga je |1 — z|| < 1, @Waga je x uneep@uburan u x ' =

+o0o

Z(l —x)".

n=0

1
2) Axo je x € A unsepiubusan uy € A waxas ga je ||x — < ——, waga
(2) j D Y ga j vl < e @as

je eaementl y warohe uneepUUOUNGH.



(3) Aedpuruwemo apoctiop GL(A) = {x € A | z je unsepmuburan}. Taga je on

oweoper U UPECAUKABAIHE GL(A) Szt J€ HEeUPEKUGHO.
Jloxas. (1) Pamgm nakmer sammca, medwunummmo z = 1 — z. Tama je mo
oo

npernoctaBim ||z|| < 1, ma je E 2" alCOJlyTHO KOHBEPTEHTAH peJ W3
n=0

MYJITHILTIKATHBHOCTH HOpMe, Tj. u3 Hejeanakoctu ||2"|| < ||z
[e.e]

"

. Taga je

pen E z" kouBeprenTaH. lame, Baxku cienehe:

" N N+1
sz = lim ( 1—2)7;,2”:]&%0 <Zz —Zz )
= Jlim (1-2"") =1,
qHMe CMO JIOKA3aJIH Ja je T Z 2" = Z (1—a)"
n=0
(2) Mpumernmo majupe cexehe:
1=y =@ =y < e =yl 7] < 1.

-1

Onatine je u3 (1) eseMeHT Yz~ MHBEPTHOWJIAH, 1A je TAKAB U .

(3) Heka je z € GL(A) u y € A takas na je ||z —y|| < € < Hx’ln_l. Us (2),
sakspyuayjemo na y € GL(A) na je B(x,e) C GL(A). Opatie mobujamo na je
GL(A) orBopeH.

Ocraje na moxaxkemo mempexuanoct. Hexka je (), . HU3 Takas gla Ty — T,

upu uemy z,,r € GL(A),n € N. Tana je ||z, —z| < Hx_lH 5 3a CBe
JIOBOJbHO BeJinKe mpupomare opojese n u 0 < € < 1. Omatie je
1z = = aa ) < 5 <1

1a je npema (1) eleMenT r,r ' MHBEPTHOMIAH IIPH YeMy je

a:x;lz xnx 1 Z 1—x,2” :1+Z(1—xnx’l)k.

k=0 k=1

Kako je e* < e, mobujamo ma je:

ezt =27 = [la™ (ar! = )] < e | D 1 — @

k=1

= 1 _
<o D ege ==
k=1
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IMITO TIOKa3yje /Jia x;l KOHBEPIMpa T ', IIa je HaBEJIEHO IPECINKABAIHE

HEITPEKUTHO.

O

Kao nupekTiy mocse ity mpeTxo/iHor, J001jaMo Jia je CIieKTap eJIeMeHTa YBeK

KOMIIaKTaH CKYII.

Cras 1.1.19. Hexa je A ynuianana Banaxrosa anzebpa u x € A. Taga je cxyi
o(z) xomtarwan u o(x) C{A e C | |A| < ||lz|}.

Jloxas. Hajupe, npumeruMo ja je pe3oJBeHTHH CKyln p(x) OTBOpeH, jep ce
MOKe 3aIMCATA KA0 MHBEP3HA CJUKA OTBOPEHOI CKYIa HEIPEKUIHOM (DYHKITHjOM.
Hammve, p(z) = f, '(GL(A)), tze je f. : C — A nedunucana ca f,(A\) = \-1—=x
HenpekuaHa, MoK je ckyn GL(A) orBopen o mperxomuoj gemu. CaMuM TUM, CKyII
o(x) je 3aTBOPEH KO HEroB KOMILJIEMEHT.

T
Hame, ako je |A| > ||z]| # 0, onma je HXH < 1. Opmarie, Kako je eJeMeHT

Acl—x=A (1 - ;), 10 je oH muBepTUOMIaH o Jlemu 1.1.18(1), mro mokasyje
ma A ¢ o(x). Tume emo mokazamu 1a je o(z) € {A € C | |A| < ||z||}. Kao 3arBopen

MOJICKYTI KOMITAKTHOT CKyIa, o(x) je KOMIIAKTaH, YMMe je J0Ka3 3aBPIIEH. H

Hapeana teopema je T3B. OyHmamenTaana reopema banaxoBux ajaredpu - lboM

IIOKa3yjeMo J1a je CIeKTap eJeMeHTa HelPa3aH.

Teopema 1.1.20 (I'espdannosa). Axo je A ynumianna Banazxosa anzebpa, A # 0
vz € A. Taga je o(x) # .

Jloxas. Heka je x € A npoussosban. 3a KoMIuiekcan 6poj A € p(x), nedurummmo
byukmmjy Ry : A — A (xojy hemo 3Batm pesomsenta) ca Ry(x) := (A —x) ™'

[Ipumerumo Hajupe ja je 3a cBe A,y € p(x)
Ry(x) — Ry(x) = Ra(2) (1 — ) Ryu(x) — (A — ) Ra(2) Ry ()
((n—2)7' (A = 2)) ' Ry(2) — (A — 2)Ra(2) Ry ()
(A =2)(p—2)"") " Ryu(z) — (A = 2)Ra(2) Ry ()
= (p—2)(A =)' Ru(z) — (A — z)Rx(2) Ru()
= (b —z)RA(z)Ry(x) — (A — 2)Ry(z) Ry (z)
(
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e cvo Kopuctum fa je (A — z)Ry(z) = 1 u 6uranje ma je (u — ) '(\ — 1) =
(A—2)(p—z)"'. IlpuMeTnMo Ja KOMYTaTHBHOCT HE BasKU y OTIITEM CTydajy, aan
ojie Baxu jep je (u—xz)(A—xz) = (A —x)(pn — z).

[IpernocraBumo cynporao ga je o(z) = 0. Taga 0 ¢ o(z), 1j. 0 — = je
WHBEPTUOMJIAH eJieMeHT, Ta je m x uaBeptudunan. [lo Xan-bBanaxoBoj Teopemu,
nocroju yimaeapan ¢pyuknuonas f : A — C rakas ja je f (m_l) # 0. lecdunummmo
dbyukumjy g : p(z) — C ca g(\) := f (Rx(x)). Taga je mo Jlemu 1.1.18 dyukimja
A — R, (x) HempexkwmIHA, & 110 TPETXOTHOM HACYCY BaXKH JIa je

gAN) —glu)  , (Ra(z) — Ru(z)
A—p _f( A—p

) = —f (Ra(z)Ru(2)) — —f (R3(x)),

Kaja p — A, na je g xosomopdua dyukmuja. JdomgarHo, mpumernmo ga je g(0) =

f (Rolw)) = —f () #0.

Jedunmmmmo caga z := 1 — A\ 'x. Tazga je |1 — z|| = M| 7||z|| < 1 3a goBosmHO
oo

Besnko |A|. Tazia je 2z maseprubmtan mo Jlemmn 1.1.18, pu wemy je 27! = Z(l—z)".

n=0
Opatie je

[a=x2)7 | =)= < i 1=z = (= =2l =

N3 nperxomnor cienu na je

IRa(@)] = [|A =) Y| = A7 [ (1= A2) 7

_ 1 1
N (1_M) Al = ]

Al

— 0 xaga || = oco.

OpnaBre je g orpanumdena, nena QyHKIHja, MMa je KOHCTaHTHA 10 JIMyBHIOBO]
reopemu. U3 gumenune ga g(A) — 0 kaga |A| — oo, mobujamo ma je g = 0,
mTo je y KoHTpajukiuju ca Beh mokazanom ummenunom ga je g(0) # 0. Tuwme je

JI0Ka3 3aBpIIIeH. O
Hapeana Teopema je jeiHocTaBHA ITOCJIETUIA TTPETXOHOT.

Teopema 1.1.21 (Tlesspann-Masyposa). Hexka je A ynutaana Banazrosa anrzebpa.

Axo je ceaxu esementi a € A waxas ga je a # 0 unsepmwubusan, onga je A = C1.

Jlokas. Heka je a € A npoussosban. Taga o(a) # () mo nperxoanoj Teopemu, na
nocroju A € C rakBo ma je A1 — a memnBepTubmian. [lo mpermnocrasiu, oHaa je

Al —a =0, 1j. a = A\l omakJje cieau TBpheme. 0
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Jedunummmmo cajia CrieKTpaJIHu PaIujyc, KOjU je Y YBPCTOj CIIPE3U ¢a HOPMOM.

Hedbununuja 1.1.22. Heka je A ynutianna Banaxosa arzebpa u nexa je x € A.

Cuexmpariu pagujyc eaementia T gePunuuemo Kkao
r(x) :=sup{|A| | A € o(x)}.

Hamnomena 1.1.23. U3 Cwasa 1.1.19, jacno je ga je r(x) < ||z|. Taxobe, @o

UCTOM CTLABY, KAKO je CUEKTAD KOMUAKTUAH, U0 J€ CYUPEMYM 3aUPAEO MAKCUMYM.

IIpumep 1.1.24. Cuextipasnu pagujyc ce mootce GOKAGUATU CA4 HOPMOM, QAU U

HE MOPaA, WO UOKA3YJY HAPEGHA §6G UPUMEDG:

(1) Kog C*-anzebpe C(X) 2ge je X womtax@an, 3a cee f € C(X) sasicu ga je
r(f) = || fllco- Haume, xaxo je f neupexugha, @wo ona goCuuHce MAKCUMYM U
mumymym na X . Hakae, doctioju x € X @waxas ga je |f(x)] = || flle- Taga
je  f(x) = €| f]lo 3a mexo a € [0,27), da esement €| |l — f Huje
uneepuburan, ogaxae o geduruyuju saxmyuyjemo ga €| flle € o(f).

Camum @um je r(f) = || fllco, @ 68€h 3HaMmo ga 06prya HejegraKOCTd 8aHCU.

01
(2) ¥ gpyzom tpumepy GOCMATUPAIMO MATPULY T = ( 00 > € My(C). Taga je

A
0

eaemeniia T cactmoju og jeghe wavke, wj. o(x) = {0}, aa je r(x) =0 gox je

-1
MATTPUUG A — T = ( \ ) unseptubusna 3a cee X # 0. Taga ce cuexiwmap

napasro ||z|| > 0.

ITocraB/ba ce muTame Kaja ce HOPMa W CIIEKTPAJHHA PaIUjyC IOKJIAIAjy.
Oxroeop HaMm maje BjopmmHroBa TeopeMa Koja mpeicTaB/baBa Be3y usMely aaredpe
(pamujyca, Tj. maBepTHOMIHOCTH) 1 TomoJsoruje (rj. HOpMme). Jlokas hemo na
OBOM MECTY W30CTaBUTH (M3BOJM C€ €JIEMEHTAPHUM MeToj[aMa KOMILIEKCHE U
dbyuxmonanne ananuze). 3Hauajuuje hie HAM OUTH HEHE MOCTEIUIE - JIa Ce 3a
HOpMAaJIaH eJIeMEeHT CIEKTPAJHU PaJIAjyc W HOpMAa IMOKJAIajy, a MOoCeOHO Ja Ha
*-aJirebpu MOCTOjU jeIMHCTBeHA HOpMa Koja je unuu C*-anrebpom. leraspan mokas

ce moxke Buzetu y [72], Teopema 1.2.11.

Teopema 1.1.25 (Bjopaunrosa). Heka je A ynuianna Banazrosa arzebpa ux € A

r(z) = lim /"]

upoussomar. Taga eastrcu:
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IMocneauna 1.1.26. Hexa je A ynumasna C*-arzebpa u nexa je esemenia x € A

nopmanan. Taga je r(z) = ||z

Zoxas. N3 C*-ycioBa u 4uibEHUIIE J1a je eJIEMEHT T HOpMaJiaH, qobujaMo cieaehn

HU3 jeTHAKOCTH:

l2#[F = 11*)" 2| = lla"awa| = aaaal) = | (+"2)" (272} | = 2”2 ]” = [lo]"
Haxe, ||z||* = ||2?||. UnaykrusHO noKasyjemo na 3a n € N saxu ||z || = ||lz||*",
ma je

r(a) = lim 3] = ||z

[Tocemuna oBora je jma wa C*-ajaredpu MOCTOjU jeIMHCTBEHA HOPMA.

ITocneguma 1.1.27. Heka je A ynumanna *-arzebpa u || - ||1 w || -||2 cy gee nopme

na A waxee ga cy (A, | - ]1) v (A, ] - [|2) C*-anzebpe. Taga je || - |1 = | - ||2-
Joxas. Heka z € A. Tana je ||z||? = ||z*z||, = r (¢*z) 3a i € 1,2 10 nperxoaHOj
nocJsieanu, Tj. Hopma na C™-anrebpu je jemHCTBEHA. [

1.1.3 Xomomopdusmu BanaxoBux u C*-anrebpu; U aeann
Jedurummumo caga mopdpusme usmehy Banaxosux, omaocno C*-aarebpu.
Hedbunnunuja 1.1.28. Hexa cy A u B gee Banazxose anzebpe.

(a) Ilpecaurasare ¢ : A — B je zomomoppudam arzebpu axo je @ AUHEAPHO U

MYATUTAUKATUSHO, ). ako je p(xy) = p(z)p(y) 3a cee z,y € A.

(6) Hexa cy gogawino A uw B Banaxose *-anzebpe. Taga je ¢ *-xomomoppusam
ako je p : A — B zomomoppuszam u3 (a) xoju je gogatino UHBONYTUBAH,

wy. axo je p (z*) = @(x)* 3a cee x € A.

(8) Kaorcemo ga je xomomoppuszam ¢ usomewipuja axo je ||o(x)| = ||z|| 3a cee
x € A.

(2) Axo cy A u B ynutaane anrZebpe, Waga KarHcemo ga je TOMOMOPPHu3am

¢ : A — B ynumaaan axo je o(la) = 1p.
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Hapeana slema mokagyje Kako ce “-XoMOMOP(MU3MHU MPOMUPY]Y 10 YHATATHUX

Ha YHUTU3AIIWjA.

Jlema 1.1.29. Hexa cy A u B upoussomne C*-anzebpe u ¢ : A — B

*-romomopgusam. Taga je upecauxasare @ : A — B gedpunucaro ca
a+ Al — o(a) + Mg
Jequrctieena exCER3UJa UPECAUKABAILA © GO YHUTUAAHOZ - TOMOMOPPUIMA.

Zlokas. JIuHeapHOCT M WMHBOJIYyTUBHOCT cy ouuriemnu. /lokaszahemo jomr ma je y
nuTamy xoMmoMopduzaMm (Masa je u To nupekTHo). Haume, 3a npoussosbae A, u € C

ua,b € A Baxn

pla+A)pb+p) = (la) + A)(0(b) + p)

p(a)p(b) + wp(a) + Ap(b) + Au
o(ab+ pa + Ab+ Ap)
e((a+A)(b+ p).

[IIro ce Twuue jemmHCTBEHOCTH, aKO je 1 : A — B yHUTaJIHA EKCTEH3Uja

*-xomomopdusMa , Tajga 3a Npous3BobaH a + A € A Baxku (U3 JIMHEAPDHOCTH U

YHUTAJIHOCTH)
bla+A) =(a) + (A7) = p(a) + Alg = pla+ A),

Tj. ¥ = Q. [

WNurepecanTao je ma cy kKox C*-amarebpu  *-xoMOpduU3MU  ayTOMaTCKH

HENPEKUTHU IITO cjieu u3 caenehe yeme.

Jlema 1.1.30. Hexa cy A u B apoussonne C*-anzebpe u wexa je o : A — B

*-zomomopgpusam.

(a) Axo cy A u B ynu@aane C*-anrzebpe u @ ynuiaran * -romomopdusdam, waga

je op(p(x)) Gogekya ckyta oa(z) 3a cee x € A.
(6) |lp(x)| < |lz| 3a cee x € A. Hocebro, tpecausarve @ je netperugHo.

Jloxas. (a) Heka A € op(p(x)). Taga enement A\ — p(x) = (A — z) € B Huje
unBeprubmiran. Ouma HU A — ¢ € A He MOXkKe OUTH WHBEPTUOWJIAH jep ¢

IIpecJanKaBa I/IHBepTI/I6I/IJIHe eJjieMeHTe y I/IHBepTI/I6I/IJIHe eJIeMeHTe.
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(6) IlpernocraBumo Hajupe jga cy A u B yuunranue C*-anrebpe, a ¢ yHUTAJIHU
*-xomomopduzam. Taza je uz (a) r(p(z)) < r(x) 3a cee z € A. 3arum je u3

qumbeHure 1a je r(zr*x) = ||z x|
le@)II* = lle (@) || = r (¢ (a"2)) <7 (z"2) = [[2"=|| = [|=],

omakJe 3aksbyayjemo na je ||p(x)| < ||z

Y ommrrem ciyuajy, u3 (a) 3namo ga je ||p(x)||z < ||x]| 5 3a cBe x € A. Oupa
sax € AC Asaxu o)z = [[0@)z < llzllz = l[zlla, jep cmo camo

eJIeMeHTe YTOIWIN Y YHUTH3AIH]Y.

Osum cmo mokazanu Ja je ||¢]| < 1, 1j. ga je KOHTpakimja, mna je CBaku

*-xoMOMOPQU3aM HEIIPEKHUIAH.

[
[Ipehumo cana na gedunuUjy ugeaa.

Hedbununuja 1.1.31. Hexa je A anzebpa. Iloganrzebpa I C A ce nazusa gecHu
(ne6u) ugean axo 3a ceée a € A ub € I saocu ab € I (wy. ba € I). I hemo 36a@u
aNZeBAPCKUM UGEANOM AKO Je OH U gechu u aesu ugean. Taga je A/l waxohe anzebpa
(otepayuje cabuparba u MHOACEWE CY OHUZAEGHE).

Koauuwnux A/l je ynuaana anrzebpa wawno xaga je I mogyrapru ugean, wj.
Kaga uoctwoju esemenis u € A wakxas ga a —ua,a —au € I 3a cee a € A.

Kaga je A gogawuno Banazrosa anzebpa, U0g UGearom UOCMATLPAMO CEAKU
anzebapcku ugean Koju je 3aweopen Yy wnopmu. Kosuunuuky wmopmy wa A/l
gepuruwemo ca

o+ 1 = inflla+ ], a € 4,

u y3 wy A/l doctiaje Banazrosa anzebpa.

[MIro ce Tudae uneana y C*-anrebpama, onu cy ommcanu y cjegehoj Teopemu

(Bumeru Teopemy 3.1.3 u3 [59)]).

Teopema 1.1.32. Axo je I sawieopern ugean y C*-anzebpu A, twaga je I
camoagjynzosan (ta je C*-toganzebpa og A). Axo je (€x)rea QUPOKCUMATUCHA
jequnuya y I (suge@u tozaasme 1.1.8 Aupokcumatiusha jegunuya), Waga 3a cee
a € A saotcu

|la+ 1| = liin |la — exal| = liin |la — aey]|.
Cuenelie Tepheme je Teopema 3.1.4 u3 [59].
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Teopema 1.1.33. Axo je I sawusopen ugean y C*-anrzebpu A, waga je A/I jegra

C*-anzebpa, Upu uemy je na 1oj gePpunucana KoAUNHUYKA HOPMA.
Jean crangapan uaeas je jearpo “-xoMoMopdusMa.

CraB 1.1.34. Hexa cy A u B gee C*-anzebpe u ¢ : A — B *-xomomoppusam.

Taga je
Kerp={a € A | ¢(a) =0}
je ugean y A.
Jloxas. Hoka3z ciemu qupekTHO Ha ocHOBY Jleme 1.1.30(a). O

Meby wmneamuma ce ucruay wpusujasnu (I = 0, 1j. I = A). Maxcumaaru
ujeas je uiaeasl pasimdauT o1 A KOju HEje CaJaprKaH HU Y jeTHOM JIPYTOM WIeaJTy

pa3ImIuTOM o1 A.

Hedbununmja 1.1.35. C*-aazebpy A na3uamo UpoCOM YKOAUKO OHA HEMG

HUJEGaH HEWPUBUIANAAH UJEAN.

1.1.4 Cunekrap BanaxoBux u C*-ajaredopu

[TocmaTpajmo cajia moceban 0OOJIMK XOMOMOpdU3aMa, OHUX KOJI KOjUX je
KOJOMEH CKYI KOMILJIEKCHUX OpojeBa. Hbux moxkemo neduHUCATH Y TPOU3BOJHHO]

BanaxoBoj airebpu.

Hedbununuja 1.1.36. Hexa je A Banaxosa anzebpa. 3a romomoppudam @ @ A —
C waxas ga je ¢ # 0 xascemo ga je xaparxwep. Ckyd ceur xapaxwepa 36ahemo

cuexwap asrzebpe A u os3navasattiu ca A.

Tpeba pazukoBaTu MOjMOBE CIiEKTap ejeMeHTa u crekTap ajrebpe. Ho, ruje
carydajuHo 0abpaHo 0BO nMe, a yCKOpo hemo u npukasaTu Be3y usMely mux (jeaHa
OJI BUX je y HapeaHoj Jiemu, Jieo 1o (B)). OCHOBHA CBOjCTBa KapaKTepa Jara Cy

y caenehoj semu.

Jlema 1.1.37. Hexa je A ynumaana Banaxrosa anzebpa u o € A. Taga saotcu:
(a) ¢ je ynutaran.
(6) Axo je x € A unsepiuburar eaementu, waga je p(x) # 0.
(6) p(z) € o(x) 3a cee x € A.
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(2) ¢ je meupexugha xonmparyuja, wj. ||¢ll < 1.

(9) Axo je A C*-anzebpa u x € A camoagjynzosar eaementu, waga o(x) € R.

(h) Axo je A ouewi u C*-anzebpa, Wwaga je ¢ *-xomomoppusam wopme 1, wy.

lell = 1.

Jlokas. (a) Heka je © € A rmakas 5a je p(z) # 0. HapaBho, TakaB ejeMeHT

nocroju u3 npermnocraBke Ja je ¢ # 0. Tama je p(z) = ¢(xl) = p(z)e(1),

oJlakJie 3aK/bydyjemo sa je (1) = 1.

Kaxo je 1 = o(1) = p(z - o) = p(a)p(a"), na je p(x) # 0.

[Tpumernmo ma je us (a) ¢(p(z)l — ) = 0, na gupekrHo u3 (6) ciaeau na

©(z)1 — x Huje wHBepTHOWIAH, OJaKIe ciaemu na (x) € o(x).

Kako je cBakm 4jan crieKTpa HEKOr ejieMeHTa © € A 1o MOmysy He Behu o
|z||, a u3 (B) emement p(x) jecre wian crekrpa, 1o je |o(z)| < ||z||, omakite

3aKJby4dyjeMO JIa je ¢ KOHTPAKIHja U MOCeOHO HEIPEKUIHA.

Heka je z = 2" u p(x) = a+if € C. Taga je u3 (a) p(x)+i\ = p(x+i)), na
jems (r) |p(x) +i)\| < ||z +1i)|| 3a cBe A € R. TIpema Tome je o + (A + ()2 =
(@) + AP < Jlo 4 A" = [l(@+i0) (@ + 0] = [Ja* + X[ < [l=* + %
omakne caemu o + 203 + B2 < ||z||* 3a cee A € R. Ho xaxo je mopma

orpannvena, KoHadrno nobujamo S =0 u mga p(z) € R.

Buamo u3 (r) ma je mopma e Beha ox 1, ma xako je p(1) = 1 u |1 = 1,
nobujamo sa je ||p|| = 1. Ocraje na nokaxkemo jga je ¢ *-xomoMopdusam.
Heka je z € A m vera ¢y ¢(z) = a+1if u ¢ (") = v + id. IIpumernmo 1a
cy eneMeHTH T = T + 2" € Au xy = i(r—2a") € A camoaajyHrOBaHM.

Kopucrehnu (1), mobujamo ma je

(a+y)+i(B+)=p (1) ERuila—7)+ (0 —8) =p(r2) €R,

oJIaKJIe 3aKJbydyjemMo jma je f = —d u o = 7y, ma je p(x)" = a —if = ¢ (z¥),
IIITO je U TpebaJso MOKA3aTH.

]

Hanowmena 1.1.38. [Ipumemiumo ga cmo y geay (g) pet@rogre seme GoKa3aiU §a

Kapaxwepu wysajy ocobuny camoagjynzosarociu. Haume, y C cy yupaso pearru
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bpojesu camoagjynzosanu. Konawno, uz () sugumo ga xapaxepu na C*-anrzebpu

YYBaJY UHBOAYUUTY U UMATY HOPpMY 1.

Caenehu cras onmcyje TOMOJIONIKA CBOjCTBA CIIEKTPA, A (Teopema 1.3.5 uz [59],
y3 o3HaKy A = Q(A)).

CraB 1.1.39. Hexa je A ynuwiasna Banazxosa anzebpa. Axo wa cuexwpy

A gepunuwemo wWawKa WO WANKG WOUONOZUJY, OHGG OH UOCUAJe KOMUGKITUAH

Xaycgoppos upoctiop.

1.1.4.1 CneKkrap KOMyTaTUBHUX, YHUTAJHUX BaHaxoBux aJjaredpu

Hapennu craB moka3yje kopecrnonennujy m3mehy A m cKyma MaKCHMAaJHUX

ugeana y A.

CraB 1.1.40. Hexa je A womywawmueHa, yrumasna Bawnarosa anzebpa. Taga
uoctwmoju bujexyuja usmehy cuexupa ;21 U MAKCUMANHUT ugeanra y A ( y o3nauy A )
gatua ca

A A, ¢~ Kerop.

/loxas. Hajupe moka:kumo Jia cBaku MakcuMaJgan ugeaa y A, uup. I € A, MmoxkeMo
3aIlMCaTH KAo je3rpo HeKor Kapakrepa. [IpuMernmo a je cBaku HeHyJa eJIeMeHT
y A/I naBeprubunan. Hanme, ueka je m: A — A/I KOJIUIHUIKO MPECTUKABAE 1
a € A rakas ja je w(a) # 0. lokazahemo na je m(a) naseprudmian. Jledunummmmo
CKYTI

Joi={ba+z|bec Axecl} CA.

Tana je J, nBocrpanu umean y A jep 3a (ba + x),(ba+2') € J, u ¢ € A Baxknu
(ba+x)+ (Va+2")=(b+b)a+ (x+2') € J,, xao u ¢(ba + x) = (cb)a + cx € J,
u (ba + x)c = (cb)a + zc € J, (360r uumenune ga je A komyratusna). [[ITapure,
ako craBuMo da je b = 0, mobujamo ma je I C J,. Jlame, ako craBumo b = 1 u
x = 0, nobujamo ma je I # J,, jep je w(a) # 0, na a ¢ I. VI3 nupermnocraBke o
MakcuMaJHOCTH ujeana I, 3akpydyjemo na je J, = A, ma mocroje b€ Amx € [
takBu 1a je 1 = ba + x. Oxarne je w(b)mw(a) = w(ba + x) = (1) = 1, na je m(a)
JIEBO MHBEPTUOMJIAH, a 10 KOMYTATHMBHOCTH j€ W JIECHO MHBepTuOUIaH. Tume cMo
nokasasm j1a je 7(a) uaeprubmian 3a cse a € A. Kako je A/I Banaxosa asre6pa,
no lepdann-Maszyposoj teopemu je A/I uzomopduo ca C, ma je KBOIMjeHTHO

IIpecIuKaBambe T KapakTep duje je je3rpo ympaso I.
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[Tpumerumo naspe 1a je Ker p< A makcuMasian njeas 3a CBe KapakTepe ¢ € A.
Jearpo je yBek umead, jep 3a x € Ker ¢ u a € A Baxu na je p(za) = ¢(x)p(a) =0,
na xa € Kerp. lame, xako je p(1) = 1, To je Keryp # A. Hahumo makcumasian
umeasn I < A rakas ja je Kerp C I. Taga je mo nperxoanom macycy I = Ker 3a
Heku kapakTep 1. Onparie je Ker ¢ C Ker. Ho onna je p(a)l —a € Ker ¢ C Ker ¢
zacBea € A, naje0 =1(p(a)l—a) = ¢p(a)—1(a). Crora je p = 1, naje Kerp = I
MAKCUMAJIAH Ueall.

Konauno, ma Oucmo mokazajau OWjeKTUBHOCT, OCTAJIO je Jia ITOKaXKeMO
uHjekTuBHOCT. IIpermocraBumMo ma 3a @,1) € A Baxu Ker(yp) = Ker(¢). Tana,
no Beh onmcanom pauyny ox rope, ¢(a)l —a € Ker(p) = Ker(¢) 3a cBe a € A,

OJIAKJIE je ¢ = 1), TTO je U OUO IMUJb. ]

Cajia Kao 1mocJieIuiy MOKeMO U3BecTd Beh HajaB/beHy Be3y U3MeDy CIeKTpa

ajiredpe u CIIeKTpa eJIeMeHTA.

IMocneauna 1.1.41. Hexa je A xomymawiuera, yruttaita Banaxosa anzebpa u

easements x € A. Taga je
o(x) ={p(z) | v e A}.

Jlowas. Tlo Jlemu 1.1.37 (8), o(z) € o(z) 3a cBe @ € A. Y Apyrom cmepy, y3MUMO
npousBo/bal A\ € o(x). Tana je I := {b(A\—z) | b € A} < A nBocrpanu unean y A
ul ¢ I, (jep (A — x) auje naBepruOMIan). CaMuM THM, OH je CaJpKaH y HEKOM
MaKCUMAaJTHOM HJIea/Ty KOJU je OmeT je3rpo HEKOT KapaKTepa Mo IMTPEeTXOTHOM CTaBYy.
TNakae, I C Ker ¢ 3a nexu ¢ € A. Onate je (A —x) =0, ma je A = ¢(x), mrro

je m TpedaJio JI0Ka3aTH. O

1.1.4.2 Cuekrap kKomytatuBuux C*-anredopu

Hapenna nema gaje Bedy wmamely cmekrpa C*-ajiredbpe u crieKTpa HHeHe

YHUTH3AIIH]E.

Jlema 1.1.42. Hexa je A womymiawiuena C*-anzebpa. Taga cy A u A\{0}

TOMEOMOPPHU, UPU HeMY 0:4A—C gepunuwemo Kao A+ a > A.

Jloxas. Koncrpyummumo npecivkaBame U o ;1\{6} — Acatp V4. Hajupe,
A je MakcuMaJjaH ujeas y A. Hame, Kako je Y € A xomoMopduzaM, TO je u
merosa pecrpuknumja Y4 : A — C rakohe xomomopduzam. Axo je ¢4 = 0, onga

je A C Ker . llrapure, Ker 1y # A 1o JneduHUTIjI A. Kako je A makcumaJsiaH
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umeasn, 1o je A = Kery, na je ¢ = 0 jep mmamo Gujeximjy msmely crekrpa n
MakcuMaaHux uieasa. CamuM Tum, u3 1 € 2{\{6} caesm f1a je P4 # 0 ma iy € A.

Ca apyre crpane, HeKa je @ € A u jeduHEIIEMO CTAHIADP/HO ola + A)\) =
o(a@)+A3aac Au ) e C. Opo gedunnme npecymkasame ® : A — A\{0}
Koje je mHBep3HO npeciukasamwy V. Moxe ce nokasaru na cy ¢ u VU nenpeknana
[pecauKaBama, Te OHa MHIYKY]y XoMeoMopdusaMm u3mehy Au Z\{ﬁ} H

~

CraB 1.1.43. Hekxa je A xomywawmusna C*-anzebpa. Taga je A asokaano

xomuaxwman. Axo je A gogatino ywutiasna, onga je A KoMUGKTAH.

Joxas. 1lo Crasy 1.1.39, A je xommakran. Omarie je A JTOKAJTHO KOMIIAKTAH IO

Jlemu 1.1.42. Yuuramuau ciyqaj ciaeau u3 Crasa 1.1.39. ]

Canma waBemumo tBpheme 3a C(X) - komyrarusay yHuUTaIHy C™-ajgredpy
(Teopema 2.1.15 u3 [59] nmu Teopema 2.3.2 uz [72]).

—

CraB 1.1.44. Hexa je X womaax@an Xaycgopgpos upociop. Taga je C(X)
xomeomoppan ca X , upu uemy je romeomoppusam gaw ca WV : X — C/'(Y), t— evy,
2ge je evy : C(X) — C uspauynasare (esaryavyuja) y wauku, wj. evy(f) = f(t) 3a
feCX).

Hanomena 1.1.45. /laxae, cuextiap 3na cee o kKomywamiuehum C*-arzebpama.

—

Haotcanoctiu, on e 6ugu HeKOMYTWATUUSHOCTI - MOKHCE CE UOKA3ATLU §a je Mn((C) =

0.

1.1.5 Tesmpdangosa Tpancdopmaimja

Cama moxkemo JedwuHHCATH BeoMa BaxKHY TpaHcdopmainjy 3a banaxose
nu C*-anrebpe. Hajupe mouynmMo ca KOMyTATHBHUM, YHUTAJTHUM bBaHAXOBUM
ajrebpama.

Hedbununuja 1.1.46. Hexa je A xomymatiuera, yruttaitie Banarosa arzebpa.
T'ewgangosy wparcpopmavujy x : A — C’(/Al) gepunuwemo ca x(r) = T, Gpu wemy
je (@) = o(z) 3a upouseomarn ¢ € A.

Iloscerumo ce cajga jebuaUIAje MpexKe, KOjy heMO 4ecTO KOPUCTU Y JTaJbeM

pany.
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Hedbununmja 1.1.47. Hexka je X @ouorowru tpocwop. Pamusujy (xy)ren C X

308EMO MPENHCOM KO TOCTOJU Peaauuja < Koja je uapuyujasnu uopegarx Ha A u A

je yemepen cxyu, wWj. 3a cee A\, i € A toctwioju v € A waxo ga je A < v u p < V.
Mpeotca (x))ren Konsepzupa ka x € X axo 3a ceaxy oxoauny U wavke x

aoctwoju A\g € A waxo ga x)x € U 3a cee X = \g.

Hamomena 1.1.48. Ilpumep wmpeotce wa xoju cmo nasuxau je A = N ca

CWarGgapgrom pesavujom aopetwrka. lTaga cy mpesice 3aUpaso HU306U.

Jlema 1.1.49. Ilemgangosa wparchopmayuja je Heupexugar, YHUTAAHU

xomomoppuzam anzebpu u sadrcu ||| < |||

Zloxas. lokaxkumo Hajupe 1o0py geduHuCcaHOCT. Y3MUMO Q) — ¢ Ha, A. Ho, kako
je Ha A TONOJIOrHja HHIYKOBAHA KOHBEPIeHIHjOM TadKa 0 TAuKa, TO je or(T) —
o(2), 1j. T(py) = Z(p), unme cmo gokasam na T € C(A). Kako cy kapaxrepu
JITHeapHa U MYJITAILUINKATUBHA MIPECIUKaBamba, TO je /\?—i—\,uy = \NT+puyuzy =71y
zax,y € Au \pu € C, ma je y nuramwy xomomopduzam anredpu. Konaano, mo
Jlemu 1.1.37 mobujamo 1a je mpec/iuKaBame YHUTAJHO, JIOK 110 MCTOj BaXKW Ja je

Z(¢)| = |p(2)] < ||z||, onaxie xonauno saksmyuyjemo ja je ||Z]lo < ||z -

Jlema 1.1.50. Hexa je A xomymatwiueHa, yrutmarta Banaxrosa anzebpa. Taga je
z(A) = 0(2) u ||Z]|e = r(z).

-~

Jloxas. 3uamo na je T(A) = o(x) (Hocnemuma 1.1.41). Oparne je r(z) =
sup{[Z(¢)| | ¢ € A} = [|Z]|- O

3a cam J0Ka3 HapeaHe Teopeme Oumhe HaM TIOTpeOHA U  YyBeHA

Croyn-Bajepimrpacosa Teopema uz 1948. romune ([71]).

Teopema 1.1.51. (C@woyn-Bajepwiupacosa). Heka je X xomuartan Xaycgopdos
apoctiop u A C C (X ) 3aeopeHa, yrutiarta ~-toganzebpa Koja pasgeaja wWawKe.
Taga je A = C(X).

Y cayuajy kama je A komyraruBHa, yHuraiaHa C-anrebpa, lesbdanmoBa
Tpancdhopmalmja mWMa joll HeKa jada cBojcTBa. 1o Hac J0BOAM JI0 UyBeHE

lessdang-Hajmapkose Teopeme.

Teopema 1.1.52.  (Tewpang-Hajmaprosa weopema,) TI'ewgangosa
WPAHCHOPMAUUTA je USOMETUPUMKY ~-U0MOPHU3AM 30 KOMYTATUUCHE, YHUTLANIHE

C*-anzebpe. Jlaxae, C*-anzebpa A je KOMYWATWUBHA AKO U CAMO AKO TUOCULOJU
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komuaxwar ckyu X waxasa ga je A = C(X). Ckya X je saupaso A. Konauno, y
HEYHUTLANHOM cAyuajy, A = C’O(X ) 30 NOKANHO KOMUGKWAH CKYT X .
/oxas. Heka je A komyraTupHa, 3a moderak yaurajaHa C*-ajgredpa. Ilo Jlemn

1.1.49 x : A — C(A) je yuuranau xomomopdusam anredbpu, gok mo Jlemn 1.1.37

3HAMO J1a je @ € A jenan *-xomomopduzam. Omarie Baxku J1a je

quMe cMO TokKasasu ja lesbdanmoBa Tpancdopmanuja momryje u *. Konadro, y
[ATakbY je U30METPHja, jep je U3 KOMYyTATHBHOCTU CBAKM €JIEMEHT & € A HOpMAaJiaH
(ma je r(z) = ||z||), a mo Jlemu 1.1.50 je ||Z||oo = r(z) = |||

Ocrajio je ma mokaxkeMmo Jia je mpeciankasambe ,Ha'. Kako je x m3omerpuyku
*-xomomopduzaMm, JaKo ce mokasyje Ja je x(A) 3arBopena “-nomasnrebpa ajarebpe
C’(;l) (mogcerumo ce ga je A KOMIaKTaH, Xaycaopdos mpocrop). Os3naunmo
B = x(A). HosomHo je ma jokaxemo Ja B paszjpaja Tauke W NPUMEHHMO
Croyn-BajepmrpacoBy Teopemy. Y3MuMO TpPOU3BOJBHE (0, 1) € :4\1, TaKkBe Ja je
¢ # . Taga mocroju € A, Takso ja je ¢(z) # ¥(z). ¥Yamumo ouga T = x(x) € B.
Tana je Z(p) = ¢(x) # Y(x) = (), uume cmo nokasanu jJa B pasjsaja Tadke,
na je no Croyu-Bajepmrpacosoj Teopemu B = C (?1)

Ocrasio je ma permmmo HeyHuTaauu ciaydaj. Ho Tama 3mamo ja mocToju

~

n3omopduzam x : A= C (A) o nperxoguoMm. Tama 3a cee x € A C A Baxu

z(0) = 6(x) — 0, rxe je 0 myna dyrkmmja. To 3uadu 1a je A usomopdan ca
{f:A—C| f nenpexumna u f(0) = 0} C C(A).

Ho, nperxonno je nzomopduo ca 00(21), IITO je U OMOo IWJb. O]

1.1.6 Henpekngaun pyHKIIMOHAJTIHU PavYyH

Cama hemo mzBecTn (DYHKIIMOHAJHU PAdyH, IMITO he OUTH jemaH OJ IVIABHUX
ajlaTa y HACTaBKYy. YjeJHO, JOJIaKeme 0 OBOI' MeCTa je W OMO Pas3jior 3allTo
cMO (HAPABHO, MOPE]I HeHe CAMOCTAJIHE BaXKHOCTU M YUEHEHUIIE JI4 CMO OIMMCAJIH
komyTtarusHe C*-anrebpe) mokasuBasu lemdann-HajmapkoBy rteopemy. Illta
MOXKEMO OYEKUBATHU KOJI HeKoMmyTaTuBHuX C*-anrebpu?

3a Ty cBpxy 6uhe Ham norpebHa JgeduHuUIMja oJpeheHnx MojMOBa KAa0 U jeTHO

TBpheme.
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Hedbununuja 1.1.53. Axo je A ynu@aana C*-anzebpa u x € A, waga ca C*(z,1)

03Hauasamo najmary C*-togarzebpy xoja cagporcu x u 1.

JesiHOCTABHO Ce BUIU JI1a je

C*(z,1) = {p(x,x*) | p je HEKOMYTATHBHE IIOJMHOM I10 IPOMEHJBUBAM T U X*}.

Kana je r Hopmajian ejieMeHT, cATyaluja je jomn jeaHoctaBHuja. Hamme, Baxku

caenehn cras (3a mokas sumern Teopemy 1.4.2 uz [26]).

CraB 1.1.54. Hexa je A ynutwasna C*-anzebpa u x € A HOPMAAGH eNeMEHTI.

Taga:
(a) C*(z,1) je KomymatiueHa.

(6) Hexay € C*(z,1) u XA € C. Axo je A — y unsep@ubusarn y A, waga 1ezos
uneeps aputaga C*(x,1). Ogatine je oA(Y) = oc+@1)(Y)-

—

(6) Ilpecaurasarwe T : C*(x,1) — o(x) gepunucano ca ¢ — p(z) je
TomeomopPusam WOTONOWKUT Tpocopa. Axo A wema jequnuyy owga je
C*(z) xomeomopgpno ca o(x)\ {0}.

Haxie C*(x, 1) je komyTaTuBHa aKo je x HopMasian. CTora, MOXKeMO IIPUMEHUTH

lesbbana-HajmapkoBy TeopeMy 6ap JIOKAJIHO, Tj. Ha MOJIAIreOpH.

Teopema 1.1.55. (Heupexughu ¢yrnkyuonasmy pawyH)

Hexa je A ynumaana C*-anzebpa v x € A wopmanan. Taga aoctmoju
usometipuury *-usomopgudam ¢ : C(o(x)) — C*(x,1) C A waras ga je P(id) = x
u ®(1) = 1, zge id osnauasa pynryujy id(x) = =, gox je 1 Ppynryuja 1(z) = 1.
ITucahemo f(x) = ®(f).

Jloxas. Tlo nperxomuoj semu, neo (B), C(o(x)) je msomopduo ca C <C@)>
nyreM npeciaukasama [ — foZ. Ilo Iessdang-HajMmapkoBoj TeopemMu 1 peTXoIHoj
nemu, C (C’*/(x,\l)) je msomopdan ca C*(z,1) myrem npecaukapawa T — . L[]
Hammomena 1.1.56. Jlaxae, o8ge cm0 6ugesu Ga MONHCEMO UPUMEHUTLU
Heupexughe pynruuje wa wopmaare eaemeniie C*-anzebpu. Ogatine u Ha3UG
HeUpexugHu, PYHKUUoHaAnYy pawyn. Hcmaxnumo ga he 3a xkacnuje gedunucare
¢pon Hojmanose anzebpe toctiojattiu Bopenos (M@pruGU) PYHKUUOHAAHY PAYYH
(gogywe, 3a mwum wehemo uma@u Towpebe Ua 2a CGMUM WUM U Hehemo

HABOGUTIL).
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Cras 1.1.57. Hexa je A upoussonna C*-anrzebpa, esemeniti x € A Hopmasar u
f,g € C(o(x)). Taga:

(a) (f +9)(@) = f(z) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(2), f(z) = f(2)". Camum Wum,

ako je f peasnospegrocha, onga je f(x) camoagjynzosan;

(6) o(f(x)) = flo(x));
(6) 3a apoussonno h € C(f(o(x)) saorcu (ho f)(z) = h(f(x));

(2) Axo je x € A camoagjynzosan, onga je o(x) C R u Gocioju gexomaosuyuja
r =z, —x_ Wako ga je 1 x_ =z, =0 uo(xy),o(x_) C[0,00), Gpu

wemy cy nopme ||z ||, o) < fl=f|;

(9) Axo cy A u B gogamno yHumasne u @ : A — B ynu@eanu
*-womomopdusam, onga je p(f(z)) = f(p(z)).

Jloxas. okazahemo camo mesioe (r) u (). Illto ce tuue (r), npumernmo jaa je
®(id) = ®(id)* = 2* = x = ®(id), omaxne je id = id, a omarie Mpenackom Ha

C*-anrebpy Bumumo ja o(z) C R. Hasme, nedunummmo yHKImje

t, t=0 —t, t<0
ha(t) = , ho(t) =

0, wunave 0, nHa4e.

Tana cy dyuknuje hy u h_ Henpekusse Ha o(x) ma MOXKeMO JedUHUCATH T, =
hi(z) m x_ = h_(z) o dyukmmonasnom padayny. Jaswe je id = hy — h_ ma cana
nomohy ® y3 kopumheme (a) u (6) mobujamo Tpazkeno. leo mon (1) AupekTHO
Baxku 3a nosmuoMme. [lo BajepmrpacoBoj Teopemu, HahuMo HU3 TTOJTUHOMA P, KOjU
anpokcumupa f. Konadauo, p,(z) = ¢ (p,) — ®(f) = f(z) na je npeocrano camo

Ja IPUMEHNMO (¢ Ha UJEHTUTET KOJU 3HAMO J1a BarxKU 32 Pr,. O

1.1.7 Ilo3uTuBHU ejIeMEeHTU M IIOPeJaK

IlosuTnBHE eneMenTn he HaAM IpeaCTaB/HATH BazkaH (PaKTOP y UCTPaKUBAILY.
buxoBa cBojcTBa cy BeoMa MHTEPECAHTHA - M CaMO WMe He JI0JIa3W CIYyYajHO, a

BehrHa HBUX NMOTUYE U3 (PYHKITMOHATHOT PAIYHA.

Hedbununuja 1.1.58. Hexka je gatwia C*-arzebpa A. 3a eaemenii a € A KaxrHcemo
ga je wosuwmusar (y osdnayu a > 0) axo je camoagjynzosan (a € Ag) u o(a) C

[0, +00). Cryt ceur GosuTueHux esemenaitia iemo odnavasaiu ca A, .
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IToncernmo ce na je 3a cee a = a*, o(a) C R u3 Crasa 1.1.57. YV Crasy 1.1.57
cMO Takolje Ioka3aJu Jia CBAKM CAMOAJ[JyHI'OBAH €JIEMEHT UMa JIEKOMIIO3UIIM]Y
obiMKa ¢ = ay — a_, Tje Cy G4 U a_ 1o3uTHBHU. Jlakie, ako je a MO3UTHUBaH,
OHJIA je @ = Gy

Hapenna teopema moBesyje MO3UTUBHOCT U HOPMY, a CaMO j€ MHOCJIEIUIA

DYHKITMOHAJIHOT PavIyHA.

Jlema 1.1.59. Hexa je A ynuwasna C*-anzebpa u a € A camoagjynzosan

enement. Hexa je A = |la||. Taga je a > 0 axo u camo axo [[A1 — al| < A.

Jloxas. Heka je a = a" u A > ||al|. I3 CraBa 1.1.19 3namo ga je o(a) C [—A, Al
[Tocmarpajmo cana C(o(a)) u werose exemente id u 1 (id(z) = z, 1j. 1(x) =1 3a
cee x € C(o(a))). Taga je ||A\1 —id||ec = sup{|A — p| | p € o(a)} = sup{\ — pu |
w€ o(a)}, jep A—p > 0. Ho, npumenom dyukimonassor padysa je |[A1 —id||o =
IANL —a|, 7j. |A\1 —a]| < X ako u camo ako je A — o < A\ 3a cBe p € o(a), a 10 je
ekBuBaseHTHO ca o(a) € [0, A], 1j. a > 0.

[]

JemHocTaBHA TIOCTEUIIA TPETXOMHOT TBphema je ma je 30up aBa MO3UTUBHA

esiemenTa Takobhe nosurusan (Jlema 2.2.3 uz [59]).

IMocneaunua 1.1.60. Hexa je A upoussonna C*-arzebpa u a,b € A GosuttiueHu.
Taga je a4+ b > 0.

Hame hemo momohy pyHKIIMOHAJIHOT padyHa IIOKA3aTH J1a CBAaKU MO3UTUBAH

€JIEMEHT UMa je,ILPIHCTBeH KBaJIpaTHU KOPEH. HaI/IMe, BaxK1 Cﬂeﬂehﬂ CTaB:

Cras 1.1.61. Hexa je A upoussomra C*-anrzebpa u a € A G03uTWUBAH eAeMEHTI.
Taga Goctoju jequnciiicen TGo3umuear eiemeniti b € A waxae ga je b* = a. Taxae

b hemo y6ygyhe o3navasailiv ca v/ a.

Jloxas. Jlokazkumo npso nocrojame. Pynkimja /7 je Henpekuana Ha [0, 00), 1a je

na
JI03BOJLEHO 1 JIOBOJLHO Jla Jedunuiemo b = v/a, a onja je b = b*, o(b) = \/o(x

N

[0,00) m b* = a cBe mo Crasy 1.1.57.
JemuHCTBEHOCT TAKBOr eeMeHTa Takohe cieau u3 npuMene (yHKIUOHATIHOT

padyHa. 0

Moxke ce mokazaTu Jia cy cuekTpu ejiemenara ab u ba mctu 1m0 Ha ckasap 0

(Cras 2.1 u3 [73]).
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Jlema 1.1.62. Hexa je A upoussonna C*-anzebpa u a,b € A. Taga sasrcu:
o(ab) U{0} = o(ba) U{0}.

Hedbunnunuja 1.1.63. Hexa je A upoussonra C*-anzebpa u nexa a € A. Peaanu
geo (y osmauyu Re(a)) u umazunapnu geo (y osmauyu Im(a)) esementia a ce

gepuruwy Kao:
a-+a* a—a*
R = N | = -
e(a) 5 m (a) 5

Ogasge uocmoju gexomuozuyuja a = Re(a) + ilm (a).

Hamomena 1.1.64. IIpumetiumo ga cy Re(a) v Im (a) camoagjynzosariu.

Hapenna jiema je ouekmBana: 3uak munyc okpehe mopemak, Ho 6uhe KopucHa

y KJbYYHO] KapaKTEPU3NUIMjU TO3UTUBHUX eJIeMeHaTa.

Jlema 1.1.65. Hexa je A apoussonna C*-anzebpa u a € A. Axo je —a*a > 0,

onga je a = 0.

Zoxa3. MoxkeMo IpeTIoCTaBUTHU 113 je A yHUTaJIHa, HHAYe IMOCMATPAMO €JIeMEHT
a € A. Sanmmmmmo a = aq + ias Kao y MPeTXOHO OIKUCAHOj JOKOMITo3uIuju. Taa

je a* = a; —iap na je
a*a+ aa* = (a% +ia1a9 — ta9a7 + ag) + (a% + ta0a1 — ta1a9 + a%) = Qa% + 2a§.

ITo Cray 1.1.57 estemenT a? je mosutusas, a 1o Iocaemumum 1.1.60 3ak/byayjemo 1a
je a*a+aa”™ nmosuruBan eseMeHT, Tj. 1a je o(a*a+aa”) C [0, +00). Ca npyre crpane,
no npernocrasuu je o(a*a) C (—o0,0], a mo Jlemu 1.1.62 je onga u o(aa™) C
(—00, 0]. Onet mo Iocaemunu 1.1.60 je o(a*a+aa*) C (—o0, 0], ma je mo mpeTxomHo
nokazaHoM o (a*a + aa®) = {0}, omakye je Ha OCHOBY OCOOMHE CIIEKTPa €JIEMEHTA
a*a + aa® = 0. Ho, onga je a? = —a3, ma cy o(a1) = o(ag) =0, 1j. a1 = ap = 0, a

onatie je KoHadyHO a = (). [

Cama cMO y TPWIUIN JIa TTOKAXKEMO OCHOBHY KAPAKTEPU3AIU]Y MTO3UTHUBHUX

eJleMeHaTa - CBaKM je objmka x*x 3a HEeKO T € A.

Teopema 1.1.66. Hexa je A upoussonna C*-arzebpa u a € A. Taga cy caegeha

wephera ex6uUBaANEHTIHA:

(1) a > 0.
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(2) Ioctioju camoagjynzosan esemenii b € A waxae ga je b* = a.
(3) Hoctoju eaementi ¢ € A Waxas ga je ¢'c = a.

Jloxas. Ha ocuoBy Crasa 1.1.61 3akspyuyjemo ga (1) mosmaum (2) - camo
nedbunuimemo b = +/a.

Axo ozHaunmo ¢ = b, U3 yumwenunrle Jga je b camoanjynrosaH, gobujamo jga (2)
noBsadu (3).

Konauno, npernocraBumo ma je a = c¢*c. Pacummmo a Kao a = a, — a_, npu

geMy 3HaAMO jga ¢y ar,a_ > 0mara_. = a_ay = 0 mo Crasy 1.1.57. Hwm je ma
Jokaxkemo ja je a_ = 0. Tamga je
—(ca_)*(ca_) = —a_c*ca_ = —a_aa_ = —a_(ay —a_)a_ = (a_)> >0,

o QyHKIMOHAJIHOM padyHy jep je a_ > 0. Ho, omma je mo Jlemm 1.1.65

3

enemenT ca_ = 0, amm Takobe m3 mperxomuor Huza u (a_)° = 0, ma je omer 1o

dyukimonasinoM paayny a_ = 0, Tj. a = a, 1 OH je TO3UTUBAH. O]

Hamomena 1.1.67. IIpumemiumo ga je A, wo3utmiuean xKonyc, wj. ga axo je A = 0
ckanap u a,b € Ay @aga Aa,a+b € A,. Taxohe, Ay N(—A;) ={0}.

Caza moxkeMo yBecTH nopegak Ha C*-aurebpu.

Hedbununmuja 1.1.68. Hexa je A upoussomna C*-anzebpa u a,b € A
CamMoagjynzo6any esementiu. Taga moocemo ysecwiu pesavujy a < b, axo je
b—a>=0.

Penanuja < je penarmuja mapiujajgHor opeTka.

Hapemnu craB 1moka3yje HEKe CBOjCTBa KOja dyBajy MOPEJIaK.

CraB 1.1.69. Hexa je A upoussomna C*-anzebpa u a,b € A camoagjynzosaru

eneMeHUU.
(a) Axo je a < b, Wwaga je c*ac < c*be 3a cee ¢ € A.

(6) Axo je a > 0, onga je |la|]| = inf{\ = 0 | A1 > a}. Iloce6no, axo je A

yrumanra, a < ||al|l.
(8) Axo je 0 < a < b, onga je ||al| < ||b]|.

(2) Axo je A ynu@aana, 0 < a < b u eaemen@u a u b unsep@ubusHy, oHga je
0<bi<at.
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Jlokas.  (a) Buamo naje b—a = x*z 3aueko x € A, na je ¢*bc—c*ac = ¢*(b—a)c =

c'z*xe = (xc)*(zc) = 0, mo Teopemn 1.1.66.
(6) Cmemu mupektro u3 Jleme 1.1.59.

(B) U3 (6) je 0 < a<b<|bl|l, maje ||b||l > a, a kako je ||a|| naduMyM TakBHX,
ro je [lal[ < [|b]].

(r) Moxe ce jemHocTaBHO TOKazaTh Ja ako je x = 0, opga je m o+ > 0, ma

nocroju Vz—1. Uz (a) je Vb—lavb1 < Vb~ 1bvVb1 = 1, na je u3 ()
IVavo|? = |(Vavb ) (Vave )| = [Vb-lavb | < 1,

1. |[vVavb | < 1. Taga je |[vab 'va| < 1, a xaxo je Taj emement u
nosutuBaH, T0 je \/ab 'v/a < 1. Taza je

b = Va(Vab ' Va)Ve < Va ' IVa = a7,

IITO je U TpedaJio JOKA3ATH.

]

Hamomena 1.1.70. Mootce ce Goxasa@u (3a gokas eugewiu Teopemy 3.1.12 [72])
u ga ako je 0 < a <buac€l0l], onga je 0 < a® < b*. Ilocebro, waga sadicu u
0< va< Vb
Hanomena 1.1.71. M3 0 < a < b ne caegu ga je a®> < b*. Moowcemo ysetiu
2 2 30
A = My(C) u eaemenitie a = b=
2 2 0 6

ITTasuwe, axo 3a wexo o > 1 u cee a,b € A sasrcu ga 0 < a < b Gosrauu

a® < b, moorce ce tokaza@u ga je A nyotcno Komyiatiuena (eugetwiu Cwas 1.3.9

us [62]).

1.1.8 AmpokcuMaTuBHA jeIMHUIA

Bunenn cmo kako ma HeyHuTasaHoj C*-ajuredpu 101aMo0 jeJUHUILY, HO TO HEKaJ
MOKe MOKBapuUTH ocobmue Koje mocmarpamo. Ca npyre crpane, ucrocraBuhe ce
na ceaka C*-anrebpa mMa TaKO3BaHY almpokcuMaTuBHY jeaunauily. OBaj objekar he
O6uTH o1 M3y3eTHE BayKHOCTHU 3a Hallle jJajbe ucTpakuBambe. OCBPHUMO ce Ha JiBa

ocuoBHa npuMepa HeyHuraaaux C*-anrebpu: Co(R) u K(H).
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IIpumep 1.1.72. IHocma@pajmo apocop Co(R). Taga axo yowumo dynrkuyujy e,
koja je 1 na [—n,n|, 0 na (—oo,—n — 1] U [n + 1,+00), a auneapna na ocWaury,
onga je e, € Co(R) u e, f — f, xag n — oo, y nopmu 3a cee f € Co(R). Taxo ga

je Hu3 €, 3aMeHa 30 jequHUUY.

IIpumep 1.1.73. Cauuno, xog K(H), anrzebpe KomUakWHUT O0UEPATOPL HA
Xunabeposom upoc@opy H ca oponopmuparom 6a3om (€n)nen (K0ja nugje
ynmﬂa/ma) YOUUMO HU3 Py UPOJEKUUIA HG UOWUPOCTOP padauelli ca Upsur m
basnuzr eexwopa. Taga p, € K(H) u p, ne xoneepzupa y K(H), aau 3a cse

x € K(H) saorcu lim p,x = lim xp, = x, Gpu uemy je jegnakoc y HOPMU.
n—oo n—oo
Cama MoxkeMO JepUHUCATH AIPOKCUMATUBHY jE/IMHUILY .

Hedbununmuja 1.1.74. Hexa je A upoussomna C*-anrzebpa. Taga ce mpeosrca

(€x)reA MA3UBA GUPOKCUMATIUSHOM jeqururom 3a A ako easice caegehu ycaosu:
(1) ex >0 3a cee A € A;
(2) |leall <1 3a cee X € A;
(3) axo je A < i, onga je ex < e,;
(4) 3a cee a € A je li/{ne,\a =aq= li/{nae,\.

IIpe kpyuHe Teopeme, TOKaKUMO Hajupe cienehy jemy, rae hemo BugeTu jaa

je A}r yCMepeH CKYII, & yIIpaBo he HaMm TO OMTH alpOKCUMATUBHA, je/IMHUIIA.

Jlema 1.1.75. Hexa je A apoussonna C*-arzebpa u nexa je A}r ={acA|la>
0, |lall < 1}. Taga 3a upoussomne a,b € AL uocmoju c € AL waxras ga je a < ¢ u
b<e.

/oxas. OBo je nmupekTHa npuMeHa (GyHKIHOHATHOT padyHa. [locmarpahemo e
byukmumje f(t) =t(1—t) " zatc[0,)ugt) =t(1+t) ' =1—(1+t)"zat>0.
O6e cy no6po nedunucane npu uemy je g(f(t)) =t 3zacset € [0,1). Yamumo a,b €
Al . Hexa je y = f(a) + f(b) u ¢ = g(y). Kako je f(0) = g(0) = 0 (A moxxe Gurn
U HEeyHWTAJHA (3aIpaBO HAC CAMO Taj CIydaj MHTEPEeCyje), a Taja MOPaMO Ma3uTh
na 0 yonajae y criektap), To 10 (byHKIIMOHATHOM padyHy Yy, ¢ € A, mokasahemo ma
c € AL, Jlonarno, g > 0 u ||g|loy) < 1, ma ¢ € AL. Joxasahemo naa < cu b < c.
Heka je z = f(a). Taga je ounrmenno x < y (y je 36up npa nmosurusha). EjgemenTu

15 +2 u 14 + y cy uHBePTUOMIHI Y A u Baxu 15 +2 < 14 + y, na je mo Crasy
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1.1.69 (15 +y) ' < (1 +2) " aonarte 15 — (15 +2) 7' <15 — (15 +y)~". Ho,

OHJA je

a=g(f(a)) =13 -1z +2)' <1z - (I +y) " =g =c,
a aHaJIOTHO ce IoKa3yje u 1a je b < c. O
Teopema 1.1.76. Csaxa C*-anzebpa A uma aGpoKCUMATAUBHY JEGUHULY.

/oxas. Cana kaja 3HaMO U3 IpeTxoaHe jgeme jfa je A = A}r MPpeXkKa, 3a KOjy XxoheMo
JTa TIOKAaXKeMO J1a je allpOKCUMAaTUBHA jeIUHUIA, TOTPEOHO je jOIIl J1a JOKaXKeMO JIa

jesacex € A
lim ||z — A\z|| = lim ||z — zA|| = 0, 3a cBe = € A.
AEA AEA

Ba0<a<beAuax e A, us C*-ugenrurera u oneHa HOpMe ejgemMeHaTa u3 A

nmMaMoO
lz = barl|* = |2 (15 — b)*x| < [l&" (17 — b)[| < [|l="(15 — a)a]

u anasorno ||z — zb||* < |lz(15 — a)x*|.
13 nperxoznne jeme 3uaMo ga ako je x > 0, onma je g(x) € A, vae je g(¢)
UJeHTUYIHO JiedpuHrcano kao Tamo. Heka je a, = g(nx) € A. Hame, nedunumummo
t
ho(t) = (1 — g(nt) = t*(1 + nt)"* < —. Onza je
n
Edl

(15 = @)l = ()] < 0,

Camum TiM, y3 TO 11a je A Mpexka u y3 mpeTxoiHo JoKa3zaHo Ja3a 0 <a <be A
u ||z — bz|]* < ||z*(15 — a)z|| nobujamo

. B 2< . B 2< . x(1_ _
lim ||z — Az| \gggoansgp@llw Az|” < lim [lz* (15 — a)z =0,

a HAPABHO aHAJIOTHO JI00MjaMo U JIa je %}emA |x — zA|| =0 3a cBe z > 0.

IIpeocraso je ma gokazkemo 3a upousBo/bHO x € A. Ho, mososbHO je
uckopuctutu C*-ycios n Beh nokazano 3a nosurushe. Hanme (umajmo Ha ymy
majeA>0ul—\>0),

lz = Azl* = [I(1 = Na"z(1 = V]| < (1 = Na"z|| = 2"z — A"z,

OJIaKJIe, KaKo je & MO3UTUBAH O IPETXOTHOM, KOHATHO J00MjaMo lirﬁ |z — x| =
e

0 3a cBe x € A, IOK Apyra jeJHAKOCT aHAJOIHO BAXKH. O

Hamomena 1.1.77. Axo je A cetapabusna, onga owa aocegyje upedbpojuey

AQUPOKCUMATUUBHY JeGUHULY, KGO Y OUUCGHUM UPUMEDPUMQ.
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1.1.9 Ilo3uTuBHU JuHeapHU (PYHKIINOHAJIA

Hedbununmja 1.1.78. 3a auneapru dyrryuonan ¢ wa C*-arzebpu A xaxrtcemo
ga je Uo3utuUsaH axo je go(a) > 0 3a ceaxu esemenii a € A, . Jlogatino, ykosuko
je llell = 1, pynrxyuonan ¢ je cimarwe. Axo je gogawino p(ab) = p(ba), 3a cee
a,b € A, onga ce ¢ Hasusa Wpazosuwo ciare. Konauno, ctiarwe © je 6epHO aKo

uz p(a*a) =0 caegu ga je a = 0.

IIpocrop cBux cramwa Ha C*-anrebpu A osnauasahiemo ca S(A).

Iahemo Tpu ocHOBHA IIpUMepA.

IIpumep 1.1.79. Hekxa je A = C(X) xomywamuena C*-anzebpa. Taga je
C6AKU KAPAKUWED UWPA2OSUUO CULAHWE, AAU HUJE CBAKO ULPAZOSUUO CULAHE UWe
dopme. Ilpumetiumo ga axo je p Bopenosa seposattinocna mepa na X, waga je

apecaurasare T : A — C gatwio ca
7(f) = / fdu
X

WPa2o6UUL0 cUarbe.

IIpumep 1.1.80. Heka je A = M, (C) u a € A mampuua n X n. Taga je ca

1 n
tr,(a) = -~ Z aii
i=1

gaitio jegHo 6epHo WPazos8uMo Charbe.

ITpumep 1.1.81. Hexa je H Xunabepiios upoctiop. 3a jeguruuny eexwop & € H
gepuruwumo Pyrryuonan we wa B(H) ca we(a) = (a&,§). Taga je we cuare, anu

nuje wpazosuttio ocum axo je H = C. Oso ctiarwe 36ahemo 6eKTWOPCKUM CTUAMHEM.

Cras 1.1.82. (Kowu-Ilsapyosa nejegnarocii) Hexa je ¢ Gosuuear auneapat

pynxyuonar na C*-anzebpu A. Taga je |o(b*a)]* < p(b*b)p(a*a) sa cee a,b € A.

Jloxas. Ako je p(b*a) = 0, onya je TBphere TpuBnjanno. Jawe, Heka je p(b*a) # 0.
Kaxko je ¢ nmosurusan, To 3a cBe A € C Baxu na je p((Ab+a)"(Ab+a)) > 0. Heka

b*a
jeA= tw, re je t peanan 6poj. ITocme cpehuBama mobujamo

p(a*b)

t2o(b*b) + 2t|¢(b*a)| + p(a*a) > 0.
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Axo je p(b*b) = 0, ouna je p(a*a) > —2t|p(b*a)| 3a cBaku peanasn t, mro je moryhe

camo ako je |p(b*a)| = 0, mro cmo mpermocraBuan ma Huje. Ako je ¢(b*h) # 0,
_ lp(bra)] .
cTaBuUMO t = ————= u 1o6ujamo
p(b*b)
lp(0*a))? le(b*a)?
-2 + p(a*a) > 0,
(D) p(0°D) g
oflakJie MHOXKemeM ca ¢(b*b) mobujamMo TparKeHy HejeTHAKOCT. O

Hapennu craB onmcyje HOPpMY MO3UTUBHOT JIMHEAPHOT (DYHKITMOHAJIA ITPEKO

aIIlpOKCUMATHUBHE JeJIMHUTIIE.

CraB 1.1.83. Hexa je A upoussonmna C*-anzebpa u (€))ren HeHA
aupokcumaiueha jequnuua. Axo je ¢ uwosumusan AuHeapaH HYHKUUOHAN

na A, @Waga je on 0ZpaHUMEN U 8GIHCU
lpll = lim p(ex)-
ITocebno, yroauko je A ynuitianna, onga je ||o|| = ¢(1).

Joxas. Heka je A = {a € A | ||la| < 1} sarBopena jemwnumuna monta y A u
A, =A NA,. Hexaje s =sup{p(a) | a € A}

IIpernocraBumo na je s = +oo. Tama mocroju mHu3 a, € A;, Takas na je
. = 4 . .
v(a,) = n 3a cee n € N. Heka je a = E —- Taga je a mosurusanm jep je Ay
n
n=1

3aTBOpEH 3a cyMe u guMece. Takobhe, Kako je ¢ MO3UTUBAH, OH IyBa MIOPEJIAaK Ia je

ola) = ¢ (Z %) = Z SOE;n) = Z%a

n=1 n=1 n=1

mTo Huje Moryhe jep mociemmu u3pa3 Texu ka +o0o. Omatie je s < +oo. Ilo
Beh mpuKa3zaHOM pa3zjlaramy Ha peajlaH U UMAaruHapHU, OJIHOCHO TMO3UTUBHU U
HEraTHBHH JIe0, 3HAMO Jia je cBaku a € A; obiuka a = a; — ag + i(ag — ay) 3a
Heke a; € A, ma Ha OCHOBY IPETXOJHOM 3aKJbydyjeMo Ja je ¢ OrpaHmdeH ¥ Ja
je gl < 4s.

Hame, lifngo(e,\) nocroju (n liinap(eA) < Jlel), jep A < p noBnaum ey < e,
a Kako ¢ dyBa mopenak, to je ¢(ey) < ¢(e,). Ocraje ma IOKazKeMO CyIPOTHY
nejeqnakocr. Ho, 3a mpoussoban a € A;, no Komm-IIIBapriosoj HejemHakocTn

BaxK1

[p(a)f” = lim |ip(exa) | < limsup p(eX)p(aa),
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npu yeMy muieMo limsup y ciaydajy ga jumec He mnoctoju. Mmak, 3Hamo na je
A
e; < ey, maje p(e3) < g(er), kao u ma je |p(a*a)| < ||¢l|, omaxme sakmyayjemo ma
je
[p(a)]” <limep(es)el-

[Iponackom ca sup 1o cBuMm a € Ap, 1006MjaMO U TParXKeHy CYNPOTHY HEjeTHAKOCT

el < h/l\fn @(ey), amme je ToKa3 3aBpIIEH. ]

Kao nocaemuna nperxoanor craBa u Komu-IlIBapiioBe HejeITHAKOCTA MOXKe Ce

noxkasaTu cijieaeha mocsaeauria.

IMocaeauna 1.1.84. Hexka je A apoussonna C*-anzebpa u © G03UTUSAH SUHEADAH
dyrryuonan na A. Taga je ¢ camoagjynzosan, wj. p(a) = p(a*), a eadrcu u

() < ll¢l%e(a’a) sa cae a € A.

Takohe, moxke ce mokazaTu u cjiejiehu cTaB, KOju je Ha HEKM HAYUH CYIIPOTaH
CMep OJT IPETXOTHOT, & YUju je JoKa3 normyHo texHuwdku (Bumetun Cras 4.1.7 u3

[72]) m m3ocTaBBamoO ra.

CraB 1.1.85. Hexa je A upoussomra C*-anzebpa u @ UpoudsoLaAH 0ZPAHUMEH
AuHeapar Pynrkyuonan wa A @akas ga je |p|| = lii\fmp(e,\) 30 HeKy

AGUPOKCUMATUUSHY JeGUHULY (eA) rer- laga je ¢ Go3uTUBAH.

IMocnequuma 1.1.86. Jluneaparn ¢dynrkyuonar ¢ wopme 1 Ha YHUTLAAHO]

C*-anzebpu A je c@are axo u camo axo je p(l) = 1.
Crenehu craB je HekomyTaTuBHA Bep3uja XaH-BanaxoBe Teopeme.

CraB 1.1.87. Hexa je A upoussomna C*-arzebpa u a € A HOpmanaH, HEHYAL
enementu. Taga Goctoju care @ € S(A) warso ga |p(a)| = ||al|. Hocebro, 3a

apoussoman a € A tdoctioju p € S(A) wWaras ga je p(a*a) = |a|*.

Jloxas. 3a wopmasian ejiement a o Crasy 1.1.54 3uamo ga je B = C*(a, 1) C A
KoMyTaTnBHa C*-anrebpa u 1a je B = C(o(a)), na koucrpyumemo h € B Takap
na je |h(a)| = ||a]lec = ||a||. To Xan-BarnaxoBoj Teopemu, mMoxkemo mpomuputu h
10 dynkumonana 7 na A mopme jenam Kaxo je ||7]| = 1 = 7(1), no mperxommoj
noceauIn je T crame. Heka je ¢ pectpukimja cramba 7 Ha A. Tama je ¢ u masme

nosuTuBaH u auHeapa, a ||¢|| < 1. Ho, |p(a)| = |la||, ma je ||¢|| = 1, 1j. ¢ € S(A).
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Konauno, Kako je a*a mo3uTuBaH eJIeMeHT, a ¢ MO3UTUBaH GpyHKIMOHA, TO 110 C*

YCJIOBY ¥ TIPETXOTHOM TocToju ¢ € S(A) Takas na je

pla’a) = |p(a”a)| = [la*al| = [lall*,

quMe je JIOKa3 3aBPIIEH. ]

1.1.10 Penpe3enraruje

Hedbununmja 1.1.88. *-petpesentiayuja, uau  kKpahe  peupeseniuauuja
C*-anzebpe A je tap (H, ), upu wemy je H Xunabeptios apoctwop um: A — B(H)
*-xomomopgusam. Hectwio hemo usoctwiasmaitiu UPOCWOP U UOGPA3YMESAY §a je

PEUPEIEHUAUUIA CAMO UPECAUKABANE.
Buhe mam norpebne ciesiehe dumeHnIle Be3ane 3a perpe3eHTalmje.

Hedbununuja 1.1.89. (1) Axo je m unjextiusna, kasrcemo ga je (H,m) eepna.

(2) Axo Goctioju yurauwnu eextop § € H, @j. sextwuop Wakas ga je w(A)E = H,

petpesentuavyujy (H, ) 306emM0 yursuHOM.

(8) Ba gse peupesentiayuje ©: A — B(H;), i = 1,2 kaostcemo ga cy ynuiapHo
exsusaseniine, axo aoctwoju ywuwapan U @ Hy — Hy @Wakas ga je mo(x) =
Um(x)U” 3a cee x € A.

(4) Peupesentayuja (H,m) je mepasaootcusa (usu upegyuubuana) arxo wuje
YHUTAPHO eKeuBaseHling 36upy gee wetipusujaite peupesentmayuje. 0o
je ex6UBANEHUIHO YUHEHUUYU GG CY JeqUHU UHBAPUJAHUHY TOTLUPOCTLOPU Y

H @pusujanan {0} u H.

(5) 3a Xunabep@ose upocwiope H;, i € I, gepunuwemo Xuabepios upoctuop

@Hi Kao ckyu ceuxr damuaujae (x;)ier, 29e x; € H; 3a i € I u saocu

i€l
S |l < +o00. Craaapnu Gpouseog je gai ca {(z:), (5)) = S (i,
i€l el

Konauno, 3a petupesentuayuje 7; : A — B(H;), peupeseniayujy

€£97Q‘144.—$ B <63E9192)
gepuruwemo ca
((@ m) (@) (z)ier) = ((mi(@)(@))ier, 30 (2:)ier € D Hiva € A,

iel i€l
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Ba mape manarame Ouhe HaM 0J KOPUCTH jeJaH 3aTBOPDEHU JIEBU WJeas y
A - mamme, 3a C*-anredbpy A wm mnosurwBaH JuHeapaH (QYHKIMOHAT ¢ Ha A
nedunumemo N, = {a € A | p(a*a) = 0}.

Creneha jema cjiein HAKOH PyTHHCKE ITPOBEPEe 0OCOOMHA CKAJIAPHOT ITPOU3BOJIA.

JIema 1.1.90. Ilpecaurasarve (-,-), : A/N, x A/N, = C gedunucano ca
(@4 Ny, b+ Ny), = p(ba)
je cranapru uapoussog wna A/ N,.

Crneneha koHcTpyKIimja je mokaszana y paay lemdanma m Hajuapka, =HO
zuadajuo jy je yuamnpeano u Cerasi. [lo muxoBuM moyeTHuM CJIOBUMA JI00OUIA je

CBOj€e TPaJUITNOHATHO MME.

Teopema 1.1.91. (I'HC xoncupyxuyuja) Hexa je A apoussomna C*-anrzebpa u
¢ : A — C cmare na A. Taga tocttioju Xunabepitios upoctiop H,,, petupesenitiayuja
7, A — B(H,) u yuxauvan sextwop x, € H, waxas ga je p(a) = (my(a)x,, x,)

3a cee a € A.

loxas. 3a Xunbepros npocrop H, hemo y3eru kommrerupame npocropa A/ N, y
OJIHOCY HA HOPMY MH/IyKOBaHY CKAJAPHHUM IIPOU3BOIOM (-, -),. 32 PEIPEe3eHTAIH]Y
iemo yseru 7, : A — B(H,) neBo mHO)keme Ha A/ N, nedunncano ca m,(a)(b+
N,) = ab+ N, u upoxyxumo mo omneparopa #a H,. JJoKaKNMO OrpaHUYEHOCT

oneparopa 7,(a). Heka je b + N, € A/N, enement Hopme He Belie o7 jenaH, Tj.
(b+ Ny, b+ Ny = p(b°b) < 1.

Taza je
|mp(a)(b+ ]\@,)H2 = (ab+ Ny, ab+ N,) = ¢(b*a*ab).

Ha ocnosy Crasa 1.1.69, mobujamo na je b*a*ab < b*||al|*b, ma m3 mosmTuBHOCTH
omepatopa ¢ mobujamo @(b*a*ab) < |la|*¢(d*b) < |al|?, umme cmo moxaszamm
orpaHudeHocT 7, (a). IlpeciukaBame a — m,(a) je IMHEAPHO U MYyJITHILINKATHBHO.

Taxobe, ono ayBa *, jep 3a cBe b, c € A Baxu

(mp(a)(b+ Ny) ¢+ Ny)y = (ab+ Ny, e+ Ny
= ¢p(c"ab) = ¢((a"c)"b) = (b + Ny, my(a*)(c + Ny))o,

na je m,(a)" = m,(a®).
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Habumo cama nukimaan BekTop. Heka je (e))iea APOKCHUMATHBHA jEMHUIIA.
Hoxazahemo na je x, = li/r\n(e r»+ N,) € H, tpaxxenn Bextop. Hajupe, mpumernmo
na je (ex+ Ny)ren Kommjesa mpexka y A/N,, na je x, 106po nedunucan. Hanwme,
aKo je A < p Tama je ey < e, u gogarHo 0 < e, —ey < ¢, < 1. Taga je mo

dbyHsKIMOHATHOM padyHy (e, — e )\)2 < e, — ey, I1a KaKO ¢ 4dyBa IOpPeJaK
H(eu + an) —(ex+ N@)HQ = H(eu —ex) + NQDH2 = ‘P((eu - GA)2> < 90(‘3# —en),

omakJte n3 CraBa 1.1.83 3akspyuyjemo Tpaxkeno. Caja 3a Tpou3BObHO a € A Baxnu
mo(a)(ex+N,) = aex+N,, a Kako mociiefmbu KOHBeprupa ka a+N,, 1o je m,(a)r, =
a+ N, 3acse a € A. Onatine je A/N, C m,(A)x,, Tj. T, je UKITIAH BEKTOD.

Konauno, 3a cBe a € A Baxxnu
(mp(a)zp, Tp)p = li/{n(mo(a) (ex + Ny),ex+ Ny)y = hin p(exaey) = p(a),
IITO je u OUO IUJb. ]

Hamomena 1.1.92. Mootce ce uoka3aitiu ga je UpPewxrogha peupe3eHitlayi]ja

JjeguHctisera go Ha YHUMWAPHY eKEUBANEHUUTY.

Hammomena 1.1.93. Illpumetiumo ga je HOPMA UUKAUYHOZ BEKULOPG JeGgHAKA
jegan. Haume, mootcemo upetiuoctiasuitiv ga je A YHUTUAAHG, JEP O MOHCEMO

JeqUHCTUBEHO UPOJYHCUTIY HA A. Taga je

”%”2 = (T, Tp)p = (Tp(1)zy, Ty) = ©(1) = 1.

Konauno, ma kpajy oBor jpena, nokazahemo mapyry lesbcdamni-Hajmapkoy

TeopeMmy.

Teopema 1.1.94. (/Ipyza [lengpang-Hajmaprosa tweopema) Ceaxa C*-anzebpa
A wocegyje eepny peupesenmayujy ™ : A — B(H) na nexom Xuabepiiosom
apocwopy H. axae, A je uzomopgna C*-togarzebpu C*-arzebpe B(H ).

Zloxas. Y3amumo npousBosban eement a # 0. Tama je a*a nopmasan, na mo CraBy
1.1.87 mocroju crame ¢ : A — C Taxso ma je p(a*a) = ||a*al| = ||a||* # 0. ITo THC
KOHCTDYKIMjH, Haja3uMo Xuibepros npoctop H, u penpesenramujy m, : A —

B(H,) ca IuKJIMYHAM BEKTOPOM T, € H, Tako ga je
[7p(a)z, | = (mp(a*a)z,, xp) = p(a’a) # 0.
CamuMm M je m,(a) # 0.
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Cana mpoheMo 10 CBUM CTambuMa U JEKOMIIOHYjeMo mpocTop H = @ H,,
peS(A)
OJTHOCHO JIe(DUHUINIEMO peIpe3eHTAInjy T = @ m,. Ha ocHOBY mperxojHor,
pES(A)
3akspydyjeMo Ja je m(a) # 0 ako je a # 0, ma je m Bepua. CaMuM THUM, KaKO

je mpecsinkaBarbe WHjeKTHBHO, TO je A = m(A) C B(H). O

Hedbununmja 1.1.95. Hexa je A upoussonrna C*-anzebpa. Taga

D ..

Ty
p€eS(A) p€eS(A)

308EMO YHUBEPZAAHOM PEUPE3EHTLAUUJOM.

Hamomena 1.1.96. Xuxsbepitios upocitiop H moorce butiu GOUPUAUYHO ZAOMAZAH,
U ca We CWpaHe 06a WEOPeMa Modrce buu Heyuowpebrusa. Ca gpyze ciupare,
aomohy e gajemo geunuyujy rkonwkpetwne C*-anzebpe (y ognocy wa 0wy
atcmpakny ca Govewra 2aase). Taxohe, wom gajemo tocebar 3nauaj C*-arzebpu
B(H).

1.1.11 Ywucra crama

Hajupe hemo yBecTtu Kpajme Tadke, Koje Cy HAM HEOIXOJIHE 3a JeUHUIIA]Y,

OJTHOCHO KapaKTepHu3alldjy YUCTUX CTAbA.

Hedbununuja 1.1.97. Heka je gatwi sexwiopcku upoctwiop V u xoneexcaH ckyd
S C V. Tauka z € S nasusa ce xpajrwa axo uz z = (1 — N)x + \y, 3a nexe x,y € S

uX€(0,1), cregu z =z = y.

IIpumep 1.1.98. Axo je seximiopcku Gpociiop V. = R? u xoneexcru ckyGosu
Si= (@) | Jel+ 1ol < 1} 0 8o = {(2,) | 2 +47 < 1}, onga cy npajive Tarwse y
apsom cayuagy {(1,0),(0,1),(=1,0),(0,—1)}, gox je y gpyzom @Wo yera KpysHcHUUA
{(z,y) | 2* +y*=1}.

Konkperno, 3a S hiemo y3eTu cKyI crama Kao IOACKYII jeAuHrudHe jonre y A*.

Hawnwme, Baxku caemehe.

JIema 1.1.99. Hexka je A apoussonna C*-anzebpa. Taga je ckyu céur ciiara S(A)

KOHBEKCAH TOJCKYT jequruvne aoutie y A*.
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Jlokas. Y3mumo npousBosbHa crama fi1, fo € S(A). Tama je ca g = (1 = N)f1 + Afs
3a A € [0, 1] ounrienHo meduHUCaH NO3UTUBAH JMHEApaH (QYHKIMOHAJ HOPDME He
Behe oz 1. YamumMo nponsBosbHy anpokcuMaTuiHy jenunauily (e))iea v A. Taga je

mo Crasy 1.1.83 liin filex) =13ai€ 1,2 naje
liing(eA) =(1-2X) liin filex) + )\h{l’lfg(e/\) =1.

Onarie je ||g|| = 1, uume cmo mokazanu ja je g crame, Tj. jga je S(A) KoHBeKcaH

CKYTI. 0

Hedununmja 1.1.100. Hexa je A apoussonna C*-arzebpa. Kpajre wWavke ckyaa
S(A) nasusahiemo wuctum cwarvuma. IIpoctiop ceuxr wuciuxr c@area Ha A

osnavasahemo ca PS(A).

Komuko wmma kpajmux Tadaka y TpocTOpy YHKIMOHAJIA Ha banaxoBoMm
npoctopy? Creneha Teopema KjaacudHe aHa/M3e TOBOPU Ja je CKYI KPajmbux

Ta4d9aKa HEIIpa3aH, IITaBUIIEC Ja UX UMa JOBOJ/bHO da I'€HEepUIIy Ieo CKYII.

Teopema 1.1.101. (Kpeju-Muamanosa weopema) Hexa je X Banaxos apoctuop.
Taga ceaxu metupasan caabo”-komuakximan, xousexcar ckya C' C X* uma xpajry
wauky. Hogatwno, C' je 3amisoperve KOHGEKCHOZ OMOTAYA CKYUQ CEOJUT KPAJHHUL

wavaxa.

Cama moxkeMo nokasaru nojadany Bepaujy Crasa 1.1.87, Tj. ma mocToju IucTo
cTame, a He CaMO CTame Kao IITO je TaMo moka3ano. OBa Teopema je jeaHa off

KJBYIHUX KOje heMO mpuMeruBaTu.

Teopema 1.1.102. Hexa je A upoussonna C*-anzebpa u a € A nopmasar HeHyaa

enement. Taga Gocoju wuc@o cware ¢ € PS(A) wakso ga je |p(a)| = ||al|.

Jlokas. Tlocmarpajmo ckyn S = {f € S(A) | |f(a)] = |a]}. Tama je on
umenpasad o CraBy 1.1.87. Takobhe, on je ciabo*-3aTBOpEH y jeIMHUYHO] JIOIITH
ckyma A*, koja je mo Banax-AsraoriyoBoj Teopemu cjabo”-KOMITAKTHA, Ta je 1 S
caabo*-kommakTan. Konadno, S je kousekcan mo 1.1.99, ma o Kpeja-Muimanosoj
TeopeMHu IOCTOjU Kpajiba TadKa CKyIa S, Ha30BUMO je ca 1. Hokazahemo ma je v
YUCTO CTAIbe.

[Tpencrasumo 1 = (1 — A)hy + \ihy 3a Heke Yy, € S(A) u A € (0,1). Taga cy

11 u Y9 HOpME 1, ma cBakako Baxku |1;(a)| < ||al| 3a i = 1,2, na gobujamo
lall = [(a)] = [(1 = A)eoi(a) + Ape(a)] < (1= N)flall + Alal] = [|af,
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ofakJIe 3akbyuayjeMo na je |1;(a)| = ||al| 3a i = 1,2, 1j. na 1,12 € S, a kako je
Kpajiba Tadka cKyma S, To je ¥ = 1) = g, 1j. ¥ € PS(A). H

Ha xpajy momeHnMmo jorr jeiHy KapaKTepu3allujy YUCTUX CTamba. 3a JETAJbe

nornegatu Cras 3.6.5 u3 [26].

CraB 1.1.103. 3a ceaxo cwmarwe ¢ wna C*-anzebpu A, caegeha wephera cy

exsusaNeHWUHa!
(1) ¢ je wucto;
(2) Axo je 1 < ¢ Go3uTUBAH GYHKUUOKAN, TAYQ Je V) CKAAGPHU YMHOHCAK ©;
(3) THC peupesentayuja T, je upegqyuubuina;

(4) Baosicu ker o = N, + N.

1.1.12 Konayso aumeH3uonajHe C -aaredopu

Y 0BOM IOTIIOTJIAB/bY IJb HAM j€ Jia OIUIIEMO CBe KOHAYHO IUMEH3UOHAJIHE
(y BekTOpCckOoM cmucity) C*-ajrebpe.
Hajmpe, 3a nBe C*-anrebpe A u B nedunumemo gupexiwan 36up A & B kao

C*-anrebpy cBux ypehennx maposa (a,b) € A X B Ha KOMe je HOpMa JlaTa ca
1(a, b)|| = max{]|al, [[b]|}-
Jlema 1.1.104. Csaxa xonauno gumenduonasra C*-arzebpa A je ynuiiaina.

Jloxas. Heka je (e))aen anmpokcumarupha jenunuia 3a A. Kako je A koHauno
mumvensuonana, To je ckyn K = {x € A | [|z|| < 1} koMmakram, ma mocroju

KOHBEPreHTHA IMOJIMPexKa Mpeke (€))xepa. Tpazkenu jsumec je jeaunuia C*-anrebpe

A. ]

Jlema 1.1.105. Hexa je A xonauno gumenduoraana C*-anzebpa. 3a cearu ugean
I <4 A Gocmoju uyeniipaara apojexyuja p € A (gakae, ap = pa 3a cee a € A) waksa

ga je I = Ap.

Zloxas. Kako je A, KoHAYHO IUMEH3MOHAJHA, TO je | 3aTBOpeH mieaJ, ma je [
KoHa4HO juMmensuoHasHa C*-anredpa. ITo Jlemu 1.1.104, mocroju jenunauna p € I,
Tj. p je upojekuuja u pb = bp = b 3a cee b € A. Onasue je I C Ap. Ca upyre

crpane, u3 yumennne ja je I umeany A, cimemqu Ap C 1.
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Konagno, qokaxumMo J11a je p meHTpaJsiHa npojeknnja y A. Y3MUMO mpon3Bo/baH
a € A. Taga ap € I jep je I nmean y A. Kako je p jemmauna y I, To je ap = pap.

Konauno, omatie je

pa = (a*p)" = (pa"p)" = pap = ap,
IITO je W TpebaJjo JOKa3aTH. O

Jlema 1.1.106. Hexa je A xonauno gumensuonasna C*-anrzebpa. Taga tocttoju
apupogarn 6poj k € N, xao u uenwupasne upojexyuje p1,...,pr € A wWwakee ga je
k k
pip; =0 3a 1 # j, upu wemy je Zpi =1luA= ZApi, 2ge cy cee Ap; upociie.
i=1 i=1

Jloxas. Heka je Z(A) nenrap C*-anrebpe A, Tj.
Z(A)={a€ A|ab=ba3zacsebec A}.

Kaxko je Z(A) xkomyrarusaa C*-anrebpa (a 1 KOHATHO IUMEH3NOHAJIHA), TO TOCTOjI

konadan ckyn X = {1,...,k}, k € N rakas na je Z(A) = C(X). Tama cy p; =
k

x{iy € C(X) npojeximje Taxse 1a je p;p; = 03acse i # j u Zp; = l¢o(x). [Tomohy
i=1
uzomopdusma, MokeMo Haliu TeHTpaJIHE [IPOjeKImje Py, . .., pr € Z(A) 3a Koje je

k k
pip; = 0 3a cBe ¢ # j. Takobe, kako 1 € Z(A), 10 je Zpi =luA= ZAI%-
i=1 i=1

Jabe, IPUMETUMO Jla U3 MUHUMAJIHOCTH P; BayKH
Cp; C Z(Ap;) € Z(A)p; = Cp,

1j. Z(Ap;) = Cp;. ¥Y3mumo caja npoussosban uigean I y Ap;. Ilo Jlemu 1.1.105,
saamo fa je I = Ap;p, 3a Hekuy leHTpaJiHy npojekimjy p € Ap;. Ho, kako je
[IeHTap TPUBHUjaJIaH, jeJInHa HeHyJIa pojeKknuja je p;, ma je I = Ap; omaxie je Ap;

IIPOCTA. [

Jlema 1.1.107. Hexa je A upociia xoHnauno gumenduonasna C*-anzebpa. Taga
aocmoju n € N @wakas ga je A= M,(C).

/oxas. Heka je a € A mnpouwsBospbaH HeHysa ejiemeHT. Tama je AaA =
{inayi | zi, s EA} umean y A. Kako je A mpocra, a a € AaA, To je

2

AaA = A. Oparne je 3a mpomsBosbhe mHenyna a,b € A, aAb # {0}. Heka
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je B MakcmmaJiHa KOMYyTaTHBHA caMoaJjyHroBaHa mojayredpa C*-amrebpe A.

Kako je B koHavHO JuMeH3WOHAJIHA, WHeH crektap | je konadan. O3nagmmo

I' = {y1,92,...,yn}. Heka je najpe, CIMYHO IIPETXOIHO] JIEMH, €; = X{y} 3a& CBe
n

1 <7 < n. Taga cy npojeximje e; Mel)ycOOHO OPTOTOHAJIHE U BaxKu 5 e; =1, ma

i=1
je B msomopdua ca Ce; @ Cey @ --- & Ce,. Taua cBaku enement us e;Ae;, 1 <

¢t < N KOMyTHpa ca IPOM3BO/BHUM €j,1 < j < n, a e; redepumry yurtas B,
To je e;Ae; komyrtaruBaa. Ho, B je makcumasHa ma je e;Ae; cagpxkana y B.
[Tpermocrasumo ma je je dim(e;Ae;) > 1, Taja mocroje OpTOroOHAIHE MPOjEKIHje
p1,p2 € e;Ae;. HonmarHo, oba cy oproronayna Ha cBe ¢;, 2 < j < n. Tama je
-aJr reHepucan 1,P2,€2,...,6, KOMyTaTUBHA U B MMEH3H]
C*-anrebpa reHepucaHa ca pi, P2, €2, .. ., €, KOMYyTa a ehe eHsuje o,
B, mro nporuBpeun makcumasHoctu. lakie, dim(e;Ae;) = 1. VI3 mpukazaHor
pasnarama B u ummbenune ga e; € e;Ae;, 3akpyayjemo na je e;Ae; = Ce; 3a cBe
<7< n. BOJIHOM JI€JTy, 3HaM je e;Ae; . ¥Y3MUMO HEHYJIa €JIEMEHT
1 <4 < n. Ilo yBogaOM gemy, 3HaMO 1a je e;Ae; 0}. Y3 O HEHYJIa ejieMe

x = e;ae;j. Tana je u3 e;Ae; = Ce; n uumenure na cy £°z u £" IO3UTHBHU
* * * *
T T =€;x xre; = )\6]' nIrr = exrxr e; = Ue€j,
3a Heke \, i > 0. Ho, u3 C* yciosa
o * o 2 *||
A= latzl| = ||zl = [Jzz*]| = g,

. _1 .
na je 'z = Ae; u xx” = Ne;. Hedunnmumo u = A 22. Taga je v'u = e; u
uu” = e;. Ha ocnoBy oBora, ¢popmupamo eremente u; € A, 1 <i < n cauju; = e
u u;u; = e;. Konauno, Heka je u;; = uiu;f, 1 < 1,7 < n. Ogarie je, jeIHOCTABHUM

padyHOM
n
*

i = Wi E Ui = 17w, jupg = 0, kUi
i1

u

¥Y3mumo npousBosbHO = € e;Aej, Tj. x = e;ae;. Tana je

_ * * * _
.fEuj'ﬂ' = eiaejujui = eiaujujujui = €Z'CL'LLj7Z' = eiaujyium
= €;au;ju;u; = e;au;e; € e;Ae;.
Ogarne je zu;;, = Ae; 3a Hexo A € C. Cana je
T =T = TU Ui j = N&Ui; = AUj Ui ; = AUy ;.
3a cBako z € A, nedunumiemo A\, () € C ca e;ze; = A j(x)u; j. Camum TuM je
n n
xr = E €ire; = E )\Z'J(JI)U,Z'J.

ij=1 ij=1
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Ha oBaj Haunn HampaBum cMO “-u30MOpdu3am
x e A (N (z)) € M,(C)
uwsmehy A u M, (C), te je n? = dim A. O

Konauno, monma3umo 710 ommca  CTPYKType  NPOU3BOJ/bHE  KOHAYHO

nuMensnonasine C*-ajrebpe Koju je JIaT y HAPEIHOj TEOPEMU.

Teopema 1.1.108. (Ap@un-Begepbyprosa tweopema) Hexa je A  konauno

gumersuonasra C*-anzebpa. Taga uwoctwioje k € N u ny,...,np € N @arsu ga

je

Zloxas. Cnenu nupexktao u3 Jlema 1.1.104, 1.1.105, 1.1.106 u 1.1.107. O

[Topen crpykType AUpEeKTHOr 30Mpa, MOCTOje W MHOre Jpyre momMohy Kojux
MoxkeMo mpaBuTu HoBe C™-aymrebpa. To cy JUPEKTHH JIIMECH, TEH30PCKHU
[IPOU3BOAMU, IUPEKTHW Ipou3BOAM... Ha Taj HaumH g00MjaMO HOBE, OIIET BPJIO
sHadajoe kKjace C*-anrebpm kao mro cy Hup. AF m UHF anrebpe. Bumre

uadopmanuja ce Moxe nponahu y [26] y okBupy apyre riase.

Teopuja C*-anredbpu je onmmcana y MHOTMM PaJgOBUMa, KEbUTaMa ¥ YIIOCHUIIIMA.
OBze cMO XTenu Ja NPHUKasKeMO OHaj Je0 KOJU je HEONXOJaH 3a HUXOBO
pa3yMeBaibe, a mocebHO 3a jasbe npaheme Mmarepuje. [Ipenopydena jmreparypa
KOja je opne Kopmimhena cacroju ce of KiacHIHuX Kibura [62] u [59], kao u aBe
Hosuje kmure [26] u [72|. Ty cy u kmure [23],[24], kao u ennukmonenuja (20| u
kibure 1o romosuma 39|, [40], [37], [38]. Tpeba nHamomeHyTH U IpEryIeaHA YIAHAK
[36] moBomom 50 romaa ocTojama C*-anrebpu. [lopes oBux, Ty cy u Kibure Koje ce
BehuMm Jiesiom ojiHOCe Ha Teopujy dhor HojmanoBux anrebpu (Koja ey y HapeiHoj

ceKnuju) Kao mro je [66] n kmwura o Tromosuma 73], [74], [75].
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1.2 ®on Hojmanose ajrebdpe

1.2.1 Jaka u cjaba orepaTopcKa TOIIOJIOTHja

Ja oucmo msygaaau ¢pon Hojmanose anrebpe, ouhe mHam morpebue cienehe

nse Tonostoruje Ha B(H), tae je H XunbepToB mpocTop.

Hedbunnnmja 1.2.1. Hexa je (z,) C B(H) mpestca oZpanuvenur otepainiopa u

nexa x € B(H). Kaostcemo ga (z,) Koneepzupa jaxo Ka x ako je
lim||(zo —z)&]| =0, 3a cee £ € H.

Touonozuja UHGYKOBAHA 060M KOHBEPZEHUUJOM HA3UBG Ce JjaKa OUEPATUOPCKa

wouonozuja (y osnayu SOT).

IIpumernmMo na ako H mocMmaTpamMo Kao METPUYKUA IIPOCTOP Ca METPUKOM

WHJIYKOBAHOM M3 HOpME, jaKy KOHBEPTEHIIN]Y MOKEMO BUJIETU Ka0 TadKa II0 TavKa.

Hedbunnmmja 1.2.2. Hexa je (z,) C B(H) wmpesca oZpanuvenur otepatliopa u

nexa x € B(H). Kaowcemo ga (x,) koneepzupa caabo ka T axo je

lim((xo —x)&,m) =0, 3a cee &,n € H.

«

Totionozuja uUHGYKOBAHA 0BOM KOHBEPZEHUUJOM HA3UBA CE CAQDG OUEPATLOPCKA

woaonozuja (y odnauyu WOT).
JIako ce MoxKe TTOKa3aTu Jia jaKa KOHBEPIeHINja MOBJIadYH CJIady, JOK OOPHYTO

HE MOpa OUTH TATHO.

1.2.2 Teopema o bWKOMYTaHTY

Hedbunnnuja 1.2.3. Heka je H Xunbepitios apoctiop u X C B(H). Komy@an

cxytua X, y osnayu X' je ckyt gedpurucar ca
X' ={ye B(H) | zy =yx, 3a cee x € X}.
Bukomyiwiani ckyta X je ckyu X" = (X')'.

IIpumep 1.2.4. Hexa je H Xuabepwios upocwiop v 1 € B(H) jegunuua. Taga je
(C1) = B(H). Hauwme, 3a upoussowan z € C u A € B(H) je (21)A = A(z1),

ogax.ae caeqgu Ha6eqeHo.
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IIpumep 1.2.5. Mooice ce uokasaiiuv u obpaiino, ga je B(H)" = C1.

ITpumep 1.2.6. V cueyujarrom cayywajy xaga je H xonauno gumensuoraran, .
xaga je B(H) = M,(C), toxascumo tpetizogno, wj. ga je M,(C) = Cl. Hexa
je Ei; € M,(C) ma@puya xog xoje cy céu esemeniiv jegharu 0, ocum na meciy
(1,4) 2ge ce nanrasu 1. Taga je 3a tpousdsowny matipuyy A € M, (C)
EiAE;; = A Ey,
@a axo A € M,(C)', onga je
Az’jEij = E“AEJJ = E“EJJA = 6z‘jEijA,

2ge je 0;; Kponexepos cumbon. Ogasge 3axmyuyjemo ga axo je i # j, onga je
Ai; =0, wy. matipuya A je gujazonaana. Ca gpyze ciipane je

AiBy = EyAEy; = BBy AR, = B AE);

= B Ej AE; Eji = Aj By EjEji = Aji B,

WO 3HAYU §a CE C8E 8PEGHOCTIU HA JUJaZoHaI TokAaTajy, TUa je A = z1 3a Hexo
z € C.

Hgeja us 0602 upumepa ce MmOHCE UCKOPUCTUUIU HA OUEPATLOPE PAH2G JegaH
Kaxo Ou ce UoKa3ao Pe3yslall U3 Upetirogroz UpuMepa.
ITpumep 1.2.7. Hexka je (X, M, ) o-Konauwar Gpoctiiop ca MEPOM U TLOCMATLPATMO
M = L>(X,u) C B(L*(X,u)) zge f € L>(X, 1) geayje xao mmooicerve wauxa wo
wauxa. Moowce ce toxasativ ga je L™(X,pu) = L™(X,u). Ho, mu hemo osge
Wo Ypaguiu Ha cueyujarrom caywajy xaga je X = N u mepa 6pojavka, wj. wa
apocitiopy nusoea I1°(N) € B(I*(N)) - na wom tpumepy he ce jacro eugeiiu u
UPETUTOGHO OTUUCAHO JEJCTUBO.

3an €N, nexa je e, € I>(N) gepunucana ca e,(k) = d,x. Hapaso, e, € I°(N)
u na gpouseoman € 1%(N) geayje xao

(enf)(k) = en(k)f(K) = 0nrf(n) = (f(n)en)(k),

@j. enf = f(n)e,. Yamumo upouseomar A € I°(N) u f € I>(N). Taga je

(A()(n) = en(n)(A(f))(n) = (e A(S))(n) = (Alenf))(n) = f(n)(Alen))(n).
Jacwo je ga axo osnavumo g : N — C xao g(n) = (A(en))(n), onga umamo A(f) =

gf, aa je jeguno ocwano ga gokascemo ga g € I°°(N). Ho, wo caegu us caegehez

HU3AQ HeJegHarKocThi

l9(n)| = [(Alen))(n)] < [[Alen)ll2 < [|Allllen]l2 < [JA[ < oo
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BukomyTanT je neduHuMcaH MOTIyHO ajaredapcku, HO BUAeheMO YCKOPO Jia U3
caMe JedUHHUIAje cJieJie TOMOoJoIKa cBojcTBa. [Iperxomno 6mhe Ham moTpedOHA

HapejHa JedUHATI]A U JIEMA.

Hedbununuja 1.2.8. Hexa je K C H uowupocwop Xunabeptiosoz upocuwopa H u
x € B(H) apoussoman. Kasrcemo ga je K unsapujan@an 3a x yrxoauro je tK C K.
Lamwe, xaocemo ga je K pegyxyjyhu 3a x yxosuko je on umeapujariiaH U 3G T U
3a x*. Konauno, axo je M C B(H) upouseonmna *-toganzebpa, kasicemo ga je K
pegyryjyhu 3a M yxosuro je K pegyrkyjyhu 3a ceaxu x € M, wj. ykoaukxo je
MK CK.

Jlema 1.2.9. Hexa je M C B(H) upouseonna *-uoganszebpa. Hewa je K C H
3aWeopeH Uomupocwop u Hexa je p upojexuyuja ud H y K. Taga je K pegyxyjyhu

s3a M axo u camo axo jep € M'.

/loxas. Heka je K penykyjyhu 3a M n x € M, y € K. Taga no npermnocrasiu
ry € K, na je
TpYy = TY = pIy.

Axo je z € K+ npoussosan, onna je (xz,y) = (z,2*y) = 0, jep u 2"y € K. Camum
M 22 € K+, ma je zpz = 0 = prz. OBUM CMO JOKA3AJH 13 je TPa = pra 3a CBe
a € H, na je camuMm TUM xp = px, OJaKJIe 3aK/bydyjeMo ja p € M.

Ca apyre crpane, npernoctasumo Ja p € M'. Heka x € M u y € K. Y3umumo

nponsBosban z € K. Tana je pz = 0. Ofatie BazKu, y3 TPETXOIHO JOKAZAHO

0 = (vy,pz) = (pry, 2) = (TDY, 2) = (TY, 2),

na zy € (K)* = K. Tume cvmo nokazamu ga je MK C K, 1j. na je K peaykyjyhn
3a M. O

Cana cmo y moryhunocTn na jokaxkemo dyBeny ¢don HojmanoBy Teopemy n3

1929. ronune.

Teopema 1.2.10. (Teopema o 6uxomymaniuy) Hexa je M C B(H) ynumaasna
*-anzebpa. Taga je

70T _ qpvor _ M,
Upu wemy cy Upsa ¢ea CKyua 3aWE0PErLG Y jaK0j, 0gHOCHO CAab0] OUEPATUOPCKO]

WOUONOZUJU.
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/loxas. VI3 uumenure ja jaka KOHBEPreHIHja IOBJA4YHM cjaaly, J00mjaMo Ja je
75T ¢ 7T

Cana yaMumMo = € Ty nokaxkumo na x € M". Heka je (z,) C M mpexa
Koja cJ1ab0 KOHBEeprupa Ka . Y3MuMo caja npoussosbie y € M' u £, € H. Taga
je

(xy€,m) = lim(zay€, n) = lim(yzag,n) = (ya&,mn),

onakise je vy = yx, tj. v € M".

Konauno, gokazkumo Ja ako x € M”, onna = € ot JoBOJ/bHO je moKazaTh
ma3aceen e Nuwu&,&,...,& € H u npousBospro € > 0 nocroju g € M Takas
na je |[(x — x0)&]| < e,3a1 < j < n (rocy 6asun ckynosu SOT-romosoruje).

Osznaunmo & = (£1,...,&,) € H®" u nexa je S 3aTBOpeE MOTIIPOCTOPA

{(1’061,...,1'05,1) | XTo € M} = {(l’o@[n)f | X € M}

Omnpa je ounrsesno ckyn S peaykyjyhu 3a M ® I, vae je I, jequHu<aHa MaTpUa
nXxn (Ha gajbe ieMO KOPUCTUTH TEH30PCKHU 3AITUC KAKO OGUCMO CKPATHUJIH 3aIIUC, & He
nucaam uuTase Marpuie). Jledunumenmo p kao npojekimjy ca H®" na S. o Jlemn
1.2.9 nobujamo na p € (M ® I,,)’. Ho, jeqHOCTABHUM PadyHOM MOXKEMO 3aK/byIUTH
naje (M ®1I,) = M' @ M,(C). Camano, npumernmo na = ® I, € (M’ @ M, (C))
(momcerumo ce qa © € M") onakine je p(z ® I,,) = (z @ I,,)p. Kako 1 € M, 10 je
E=(1®1,)¢ € S. Camum M je p(z®R1,)€ = (x®1,)p€ = (x®1,)¢, nmaxz®1I, € S.
[To nedpurUIMjn pocropa S, mocroju ro € M Tako ma je

1((z @ I — (w0 © In))E|| <,

Tj.
1
2

I((z = z0)&rs -+, (= o))l = (Z Iz = xo)éj\|2) <se,

oflaKJjIe KOHAYHO 3aKjbydyjeMo na je |[(x — z0);|| < € 3a cBe 1 < j < n mTo je

TpedaJIo JI0Ka3aTH. Il

Hamomena 1.2.11. [lopeg ose gse thouonozuje, uocuwioje jous gee wWouonozuje,
o-jaka (uru yatmpa jaxa) u o-caaba (uau yawpa caaba) u Wakohe he rwurosa

3aWeoperba OUTHU JegHaka U Jegrara 3atE0PerUMa U3 UPetirogHe Ueopeme.
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1.2.3 ®Pon HojmanoBe ajirebpe m OCHOBHU IpUMeEpPU

Hedbunnnuja 1.2.12. 3a ynuiasny *-togaszebpy M C B(H) kascemo ga je
—SOT —WOor

o Hojmarosa axo je M = M" (ognocno M = M~ |, wj. M =M "~ ).
IIpumep 1.2.13. Ha ocnosy goka3da, 0gHOCHO  KOHCWAWAUUAL U3
Ipumepa  1.2.4-1.2.7, 3axnwyuwyjemo ga cy ¢don Hojmanose anzebpe:
B(H),C, M, (C), L>=(X, p).

Ipumerumo ja ako je M don Hojmanosa anredpa, onga je tou M’ auw MNM'.

OsBa IIocJIeJmba NMa BE€JIMKHN 3Haqaj.

Hedbuunuuja 1.2.14. 3a ¢on Hojmarosy arzebpy M C B(H ), uyeniap arzebpe,
y osnavyu Z (M), ce gepunuwe xao MOM'. ea excitipemmna cayuaja cy og Gocebnoz
anauaja: axo je Z(M) = C1 onga je M daxtaop, gox axo je Z(M) = M, onga M

308emo Abenosom.

IIpumep 1.2.15. Jlaxae, B(H) je daxmop, a L=(X,u) je Abenrosa.
Hnepecaniuino je ga je cearxa Abenosa uzomopdna ca L=(X, pu) 3a ogzosapajyhu

mepwvus apoctop (X, M, ).

Ha xpajy ucrakaumo ga cy ¢dpou Hojmanose anrebpe macrase npe C*-anredbpu
(13 ronuna panuje). Craka o Hojmanosa jecre C*-anrebpa 10K 06paTHO HE MOPa
6utn tagno (amnp. C|0, 1] aHuje dbon HojmaHoBa, nako je yHuTaHA; HAPABHO HUjeTHA
neyauraana auje dpon Hojmanosa). Konauno, ysejene cy Kako 6u ce TeOpUjcKu

3aCHOBaJIa KBaHTHa MEXaHHKa.

1.2.4 ExBuBaJ/IeHIIUja IIPOjeKIIja

[Ipojekruje y dpon Hojmanosum aiarebpama mMajy BEJMKHU 3HAUAj, IO IEMy Ce
OHe U pas3ymKyjy oj npousso/bHux C*-anredbpu. Hanme, C*-anrebpa C(0,1) nema
HETPUBHjATHUX IIPOjeKInja, MoK nxX o HojmanoBe mmajy mperpir. Y oBOM Jieiry
kopuctuhemo cienehe oznake: P (M) he nam o3HaUaBATH CKYTI CBUX IIPOjEKIMja HA
dbon Hojmanoroj asnrebpu M C B(H). 3a noackyn S C H, ca [S] hemo o3nauasaru
npojekIyjy Ha 3arBoper omorad ckyna S. Takobe, 3a npojekuuje (p;)ie;r C B(H)

hemo nedunMcaTn HHGUMYM, OJITHOCHO CyIIPEMYM Ca,

Api- [mpiH] .\ [UpiH] |

icl el iel el
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Jlema 1.2.16. Hexa je M C B(H) ¢on Hojmanosa anzebpa. IIpume@umo ga 3a

apojexyuge (p;)icr us M eaoice caegeha ceojctisa:

(1) Npi=1-\/(1—p);

i€l el
2) \/pi=1- N\ —p);
i€l el

(3) 3a apouseoman j € I sasrcu /\pi <pj < \/pi;
i€l i€l

(4) \pi u\/pi ce narase y M.

i€l i€l
Jloxas. okazahemo camo (4), ocTaso cy jeJJHOCTABHY 3aKJbYUIlM U KAJIKYJIAIH]e.

Ho, u 3a (4) je 10BOJbHO TpPUMETUTH Jia Cy Span (ﬂpﬁ[) u Span UpiH>
i€l i€l
peaykyjyhu za M', na no Jlemu 1.2.9 3akibyuyjemo na /\ p; u \/p,- IIPUIIAIAJY
icl el

M" = M. [l

Ha 6ucmo fedpuHmCcaIN €KBUBAJIECHIIA]Y TIPOjEeKInja, O/ K/bYyIHOT 3Ha4aja Obwhe
HaMm naprujasine uzomerpuje. logcernmo ce na je enement u neke C™-anarebpe
napIgjajiHa M30MeTprja ako je uw'u mpojekiuja. buhe mam morpebno ciemehe

TBpheme:

Jlema 1.2.17. Hexa je u € A eaemenii C*-anzebpe. Taga cy caegeha wepherva

eKxeUBANCHIUHA:
(1) u je Gapyujarna usomempuja;
(2) u=uuu;
(3) u* = uruu’;
(4) u* je Gapyujanra usomewmpuja.

Jloxas. TlpermocraBumo ja Baxku (1) u mokaxkumo (2). Heka je z = uu*u—wu. Taga
je
2"z = (Wuu' — u)(uutu — u) = vruutuutu — vruutu — wruutu + utu

=p’—p*—p*+p=0,
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rJIe CMO UCKOPUCTHUJIN J1a je u'u = p 3a Heky npojekiujy p. Caga uz C*-ugenrurera
Baxku ja je z = 0, mTo je u Tpedajo J0Ka3aTH.

U3 (2) nobujamo (3) KOHjyroBarmbeM.

N3 (3) mHOXKemeM ca u ciaeBa jgobujamo na je uu” = (uu’)(uu®), ma je (uu®)
UJEMIIOTEeHT, a HapaBHO (uu*)" = uu”, omakye 3aKJbydyjeMo Ja je uu” mpojexnuja,
Tj. Ja je u* mapuujajHa m3oMmerpuja Tj. ga Baxu (4).

Konauno, ako Baxu (4), nobujamo (3) kao mrro je us (1) Baxkuso (2), y3 3ameny

u ca u*. AKO MOMHOXKHMMO jeHaKOCT u* = u*uu® ca JgecHe crpaHe ca u J006MjaMo

(1). O

Hanomena 1.2.18. [lapyujasny usometipujy U € B(H) moorcemo gedurucaitiu
Kao OUEPATUOP KOJU Je USOMETUPUIa Ha jeghom geay upociiopa H , xonkpewino, U je
aapyujasna usometmpuja axo je |Uz| = ||U|| 3a cearu x € Ker(U)*. Ilmasuwe,
Y CKAQGY CQ UPETTLOGHOM AEMOM, OHga je cauka otepatopa U samsopena, ua UU™

je tpojeryuja na Im U, gox je U*U apojexuyuja na Ker(U)* = Im (U*).

Hedbunnuuja 1.2.19. 3a p,q € P(M), xaocemo ga je upojexuuja p
cYOERBUBANEHTUHA CO ( (y o3HauU P = ¢ ) axo UOCWOoJU UAPUUIAAHE U3OMETUPUIQ
v € M waxsa ga je v'v = p u vw* < q. Hamwe, kadrcemo ga je upojexuyuja p
exeusaneniing (uau Mapej don Hojman exsusanentuna) ca q (y o3nauu p ~ q)
axo "octwoju uapyujasna usomemipujo v € M waksa ga je vi'v = p uvv* = q. Axo

jep =X q, aru p 4 q, aGuwemo p < q.

Hanomena 1.2.20. Axo cy p,q € P(M) waxee ga je p < q, onga je p =< q.

Zlosomno je yzetwiu v = p.

CraB 1.2.21. Hekxa je M C B(H) ¢on Hojmanosa anzebpa. Taga je =

pedaekcusna u wpansutusra na P(M), gok je ~ pesayuja exeusasernyuge.

Zloxas. 1llto ce Tude pedieKCHBHOCTH, Yy CJIydajy ob0e pejamudje, OHIA je
IIOCTUTHYTa TOMONY v = p, jep je mpojeknuja mapiujajgHa msomerpuja. la je
penamnuja ~ CUMEeTPUYIHA CJIeIN N3 YUHEHUIIE Ja aKo je v TapIujaHa n30MeTpuja,
oHJa je To 1 v*. JIoOKaXkKMMO TPaAH3UTUBHOCT pejialyje <, a CJAUYHO Ce II0Ka3yje U
TpaH3uTUBHOCT penanuje ~. Heka cy p,q,r € P(M) takse na je p < qu q = 7.
Tajia mocToje napuujaine uzomerpuje u, v € M takse na je u*u = p,uu* < q,v*'v =

g m vv* < r. Taga je mo cBojcTBY maprujaanux wsomerpuja u3 Jleme 1.2.17

*

qu = quu*u = q(uu*)u = uu'u = u,
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ma je

(vu)*(vu) = u*(v'v)u = u'qu = u*u = p,
a Takohe je m

*

(vu)(vu)* = v(uu*)v* < vgu* = v(V*V)v* = (V' V)v* = V" <.

OBuM cMO moKa3asu Ja je p = r. O]

Hapenny meopemy majemo 6e3 mokasza (TBpheme M BHllle HErO OYEKHMBAHO),
npu dYemy je oHa camo japyraumju 3anuc Kanrop-BepHmrajuoBe teopeme o

KapJAuHAJIHIM OpOojeBUMA.

Cras 1.2.22. Hexa je M C B(H) ¢porn Hojmarosa anzebpa. Ao jep < q uq =3 p
sa p,q € P(M), onga je p ~ q.

ITocebno 3nauajua ocodbuna dhou HojmanoBux anredpu jecte j1a CBaKUA €JIEMEHT

HMa, TIOJIAPHY JEKOMITO3UIIH]jY, IIITO HIIP. HUje CBOjCTBO cBake C*-ajrebpe.

Teopema 1.2.23. (Ilosapra gexomaosuyuja)

Hexa je x € B(H) upoussoman u |z| = (a:*x)% Taga Gocoju Gapyujaita
USOMEWPU)Q V TWAKBEG §a Je T = v]a:] u Kerv = Ker x. Jlogatino, wa gexomuosuuuja
je jequnctusena y caegehem woznreqy: axo je x = uy 3a weko y = 0, upu wemy je
u aapyujasna udomempuje waksa ga je Keru = Kery, onga je u = v u y = |x|.
Konauno, tapyujasna udometmpujo v upuuaaga wajmaroj gorn Hojmarnosoj anrzebpu
Koja cagporcu x, y odnayu W*(x). Haxae, axo x € M C B(H), zge je M nexa ¢on

Hojmanosa anzebpa, onga v € M.

Jloxas. Heka je vy : Im (|z|) — Im(x) oneparop medunucan ca vo(|x|f) = z&,
3a mpomsBosban § € H. Kako cy nHopme ememenara |z|{ u x€ jemnake, vy je
JI06pO feUHMCAH 1 MOXKE Ce TIPOIIUPUTH JIO U30METPHje Ha 3aTBOPEHHe HABEJIEHUX
npocTopa Kojy o3Hauumo ca v. Ha Im(|x|)l = Ker |z| = Kerx nedunuimemo ra
kao 0. Camum TuMm, v je maprujanana n3omerpuja u Kerv = Ker x. Hapasuo, mo
nedurMnIjA je v|x| = x, Tako Ja je MPBU J€0 JOKA3AH.

[IIto ce Tnye jeMHCTBEHOCTH, HEKA je ¥ = uy 3a u U Y Kao y nmocrasiu. Taja

je (Keru)® = (Kery)" = Imy, ma kaxo je u*u mpojexmuja ma (Keru)*

, TO je
wuy = y. Omariie 1 HA OCHOBY j€IMHCTBEHOCTH KBaJAPATHOI KOPEHA JI00MjaMo J1a,
je

2] = 2"z = yuuy =y,
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1. |z| = y. Besano 3a ocrarak, npuMeTuMo J1a je

(u —v)|z|§ = uys — vlz|§ = 2§ — 2€ =0,

na kako je no npernocrasiu Ker u = Kery = Ker |z|, nobujamo na je u = v.
[Mocnenme, mokazahemo nma 3a csako z € W*(z) Baxu 20 = vz, ma v €

W*(z)" = W*(z). Hanme, 3a npoussosban & € H Baxku
zvlz|€ = za€ = xz€ = v|x|2€ = vz|z|E,

- —1
na je zv = vz wa Im|z|. Ca apyre crpane, 3a ce £ € Im |z| = Ker |z| je |x|z§ =
z|z|€ = 0, jep z komyTupa u ca |z| € W*(x). Konauno, uz Ker |z| = Ker v qobujamo

na je zv€ = 0 = vz€, omakie cjiein TPazKeHo. ]

Hapenna nocieauna Mmozke 6UTH KOPHUCHA, U TIOKa3yje KaKo J00ujaMo HOoJIapHY
JIEKOMTIO3UIIA]y KOHjyroBaHOT ejeMeHTa. Jlokas je jemHocTtaBaH W OBJIe ra

n30CTaB/baMO.

CraB 1.2.24. Hexa je x € B(H) @Wakas ga je 1e206a G0AGPHG GEKOMTO3UULIA

x =v|z|. Taga saorcu || = v|z|v" u 2™ = v*|z*|.

Casa MO2KeMO HACTaBUTH Ka JoKa3zy dopmyse Kamranckor koju he nam 6utn

O/l BEJIUKOT 3Havdaja y JIOKa3WBaby HOBUX, Tj. OPUTHHAJHUX PE3YJITaTA.

Jlema 1.2.25. Hexa je M C B(H) gon Hojmanosa anrzebpa u esemen x € M.
Taga [z H], [z*H| € M u [zH| ~ [z"H].

Joxas. Ha npojexnmje [xH]|, [v*H] € M cremu u3 Jleme 1.2.9 jep cy oH n 2*H
ounrnenno peaykyjyhu za M’ nma one mpunagajy M” = M. Heka je z = v|x|
HoJIapHa JIeKoMIo3unuja ejgeMenta . Taga v € M n v'v = ["H] u vw* = [z H],

oJIaKJjIe 0 JIepUHUIMU CJIe U IbUX0Ba €KBUBAJICHIIN]A. O

CraB 1.2.26. (©Qopmysa Kaunaanckoz) Hewxa je M C B(H) ¢on Hojmarosa
anzebpa u p,q € P(M). Taga je:

(pVg—p)~(g—pAq).

Jloxas. Hedbunummmo enement = = (1 — p)q. Taga je Kerz = Kerq @ (pH NgH).

Tume je
[t*H|=1-((1-q)+pANq)=q—DpAq.
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Ca npyre crpase je z° = ¢(1 — p), na anajorso gobujaMo aa je
[zH]=(1-p)—(1-g)A(1—=p))=1-p—(L-pVg =pVqg—p.
Cazna je nupekrtro 1o Jlemn 1.2.25 (pV g —p) ~ (g —p A q). H

[Ipebumo cama ma jgeduHUCArbe T3B. MUHHMAJHUX Ipojekimja. Oue he nam
OUTH M3y3eTHO BarKaH 10jaM y TOCEIbe JBe TylaBe. 3a moderak, gedunncahemo

homak ¢pon Hojmanose asredpe.

Hedbunuuuja 1.2.27. Hexa je M C B(H) don Hojmarosa anzebpa u p € B(H)
upojexyuja. Taga ce cxya pMp = {pxp | x € M} 3s06e howax Pon Hojmarose
anzebpe M.

Hamnomena 1.2.28. Hasue goaasu og ugentiupurayuje H = pH & (1 — p)H 2zge

ce prp ugenwupuryje ca

€ B(pH ® (1 -p)H),

pxp 0O
0 0

2ge prp sugumo xKao otepatmiop Ha pH. YV cayuajy xaga je M wuiiasa B(H), sastcu

ga je pB(H)p = B(pH).
VY ciaydajy Kaza je p mpojeknmja y M, Baxku cieneha BaxKHa TeopeMa.

Teopema 1.2.29. Hexa je M C B(H) ¢on Hojmanosa anzebpa up € P(M). Taga
cy pMp u M'p gon Hojmanose anzebpe na B(pH) u jegna gpyzoj cy xomytaniti.

Cama moxkemo ntpehu Ha J1eOUHAII]Y MUHUMAJIHE [IPOjeKITHje.

Hedbununuja 1.2.30. Hexa je M C B(H) ¢on Hojmanosa arzebpa. Kaorcemo ga
je apojexyuja p € P(M) munumanrna y M axo je p# 0 u pMp = Cp. Ipojexyujy

p 306emo Abenosom axo je pMp Aberosa pon Hojmarosa anzebpa.

IIpumep 1.2.31. (1) Axo je M = B(H), ouga je uz pB(H)p = B(pH),

UPOJERUUJA P MUHUMAAHA GKO U CAMO AKO je P paraa 1.

(2) Hexa je (X, pn) o-xonavwan mepwue upoctop. Taga f € P(L>™(X,pn)) axo
u camo axo f = xg 3a nexu mepous ckyu E C X. Axo je f munumanra
apojexyuja, onga je L=(E, p|g) = Cxg, a @o je mozyhe axo u camo axo 3a
cearu meprue ckyt F C E esaorcu p(F) € {0, u(E)}, @wj. axo je E atom
MEpE [
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MunuMaJTHE TIPOJEKITN]y Cy YIIPABO HEKOMYTATUBHU BEp3HUje aTOMa, Tj. IbUXOB

HA3WB HUje HUMAJIO CJIydajaH.

Cras 1.2.32. Hexa je M C B(H) ¢pon Hojmanosa anzebpa. Ipojexyujap € P(M)
Jje MUHUMAAHG GKO U CaMO GKO 3a Gpoussonmny upojexuujy q € P(M) waksy ga je

q < p saoicu ga je ¢ =0 uau q = p.

Zoxas. Axo je p munumasna, tj. pMp = Cp u q¢ < p, Taga u3 g = pgp € Cp, a
Kako je p mpojeknuja, 1o je ¢ = 0 mim q = p.

Ca npyre crpane, ako ¢y ¢ = 0 u ¢ = p jequHe Tpojekije Takse 1a je q < p,
ouya cy p u 0 jequne npojeximuje y pMp. Mozxe ce nokazaru ja je ¢pon Hojmanosa
ayirebpa 3ampao C*-anrebpa reHepucana CBOjuM Ipojekijama, na je pMp = Cp

U p je MUHUMAJIHA. ]

Ba dopmynamuje y moceImo] raasu, buhe HaMm morpedbHa u geduHUIM]a HOH
Hojmanosux anreopu tuma I. [Tomenumo na mocroje u pon Hojmanose asredpe
tunta II m Tuna III, ka0 m Heke WHUXOBE MOTKJace, Kao U Jia Cy TO BeOMa

UCTPaKUBaHU 00jEKTH - 3a HUX je, u3Mely octasior, noje/beHa PuiiacoBa MeIaba.

Hedbunnnuja 1.2.33. 3a gon Hojmanosy anzebpy M C B(H) kaorcemo ga je
wuta I axo cearxa wenyaa apojexuyuja uma newyaa Aberosy totwupojexyujy. Ona
je wuua I, axo 1 mootcemo upegctia8uily Ka0 CYMY N eKBUBANEHTUHUL HEHYAG

Abenosur upojexuyuja.
Bazku cieneha kapakrepusariyja.

Teopema 1.2.34. Qaxiop M C B(H) wuta I je *-usomopgar ca B(K) 3a nexu
Xunbeptios upocop K.

1.3 XwuabeproBu C*-Mmomyin

Ha Xwunbeprosom mpocropy JieuHUIIEMO CKAJTAPHY ITPOU3BO, HaT ojipeheHnm
II0JbEM CKaJIapa U HeroBa Bpe HoCT je 0poj. [loTmyHo mpupoiHo, TocToju HaUYrH J1a
cKajape 3aMeHnMO ca ejeMenTrMa C*-ajaredpu u Ha Taj HAYWH JTOOUjEMO MOJLYJIE.
[TpBu ux je pazmarpao Kammancku 1953. rogune y pasy [41], 10k ce kKao mMOHUPCKA
paji y myHOM cMHuCIy decTo y3uma paj [lamkea uz 1973. rogune ([61]).

Hecun Xunbepros C*-momyn V' wag C*-amrebpom A (nmm mecan Xuibepros A
MOJIYJI) je BEKTOPCKHU MPOCTOP KOju je jecHu A-Mojys cHajoeBeH A-BpeIHOCHUM

ckajapHuM npoussosoM (-, ) : V x V — A koju 3a10BosbaBa;
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(1) (x,ay + Bz) = a{z,y) + B{z,2) 3a z,y,2 € V,a, B € C,
(2) (z,ya) = (z,y)a 3a cBe x,y € V,a € A,

(3) (z,y)" = (y,x) 3a cBe x,y € V,

(4) (x,z) > 03acBe x € V; ako je (z,x) = 0 onya je z = 0,

u V je KoMILIETaH y OJHOCY Ha HOpMY JeduHmCcany ca ||z| = ||<x,:v>||%, reV.

1.3.1 OcHoBHU npumMepu

IIpumep 1.3.1. Ouuzaegno, cearu Xuarbeptwos upocwop je Xunrbepuwos C-mogya

(gaxae mogya nag C*-arzebpom xKomasexcruz 6pojesa).

ITpumep 1.3.2. Tuxohe, ceaxa C*-arzebpa A moorce ce sugettiv ka0 Xunrbepttios
C*-mogya mag cobom ca ckaaaprum apoudsogom (a,b) = a*b, gox je ogzosapajyha

HOPMG 3aUPaGo Hopma Ha A 360z C*-ycaosa.

IIpumep 1.3.3. Hexa je A upoussomra C*-anrzebpa. Ha ckyay
A" ={z = (z1,29,...,2,) | ©; € A 3a cee 1 <i < n}
JePUHUWEMO GECHO MHOMHCEILE Ca
z-a=(r10,220,...,T0),
a CKaAapru Tpousseoyg ca
(,y) = 2y + 3302 + -+ + TV
086aj Mogys HA3UBAMO CA0DOGAH KOHAYHO ZEHEPUCAH MOGYA.

IIpumep 1.3.4. Hexa cy H u K Xuabepwiosu upoctwiopu. Taga cy ozparudenu
ouepatiopu (y osnayu B(H,K)), kao u komGak@nu ouUepatiopu (Y O03HAUU
K(H,K)) us H y K Xuabepwiosu C*-mogyau nag, pegom, B(H), ogrocno K(H).

Jecro mmoorcerve na B(H, K) gedpunuwemo ca
B(H,K) x B(H) 5 (S,T) — ST € B(H, K),
gox je crarapnu Upousdeog gedunucam ca
(S,T) = S*T, S,T € B(H, K).
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Jegunuyuje 3a K(H, K) cy ananrozne.
Bugehemo xachuje ga ce ceaxu Xuabepwios C*-mogys mooice YuwoOUUTIU
y B(H,K) 3a ogzosapajyhe H u K, wi@o je mexa ananozuja ca gpyzom

Tenwgparg-Hajmaprosom weopemom.

IIpumep 1.3.5. Hexe je A C*-anzebpa. Popmupamo cxkyi

+oo
P(A) ={x = (z1,72,...) | 71 € A, Zx,:mk Koneepzupa y Hopmu aszebpe A}.
k=1

Ha I*(A) geunuemo gecho mmosicere u cRaAapaiy Gpoussog ca

x-a= (210,220, ...,Tpa,...) u {T,y) :Z.ﬁyk.

Osaj mogys Hasusa ce ciangapgry Xuabeptwios mogya nag A. Yectwio ce uopeg

oznaxe 1>(A) xopuciiu u osnaxa H.

IIpumep 1.3.6. Ha cauvan Havur K60 Yy Upetmrogrom upumepy, 3a Xuarbeptose

C*-mogyane Vi, i € I gepunuwemo cxyi

V={(z;) € H Vi | g xix; Koneepzupa y nopmu anzebpe A},
el el
KQO U §eCHO MHONCEHE U CKAAAPHU TPOU3BO].

Osaj mogya obesesicasamo ca 'V = @ Vi u Hasusamo gupextina cyma mMogyaa
iel

M;,iel.
Sunadgajna he mam 6utn jeana Bpera C*-Momyiia.

Hedbununmja 1.3.7. Hexa je A uapouszsonrna C*-anzebpa u V Xunabepios
A-mogya. Ca (V,V) osnauumo span{(z,y) | z,y € V}. Taga je saimsoperoe
ckyaa (V,V) jegan geoctipanu ugean y A. Xuabep@os A-mogys V' je ayn axo
je (V,V) = A.

1.3.2 Baxkne HejegHakoctu y XuiabeproBuM C*-Mompyinma

Y Xunbeprosum C*-momynuma Baxku ciaenehu obsmk Komu-IlIsapuose

HejeTHAKOCTH.

Teopema 1.3.8. Hexa je A apouseonrna C*-arzebpa u V' Xunabepiwios A-mogy.a.

Taga 3a esementie x,y € V u a € A sasce nejegnarkociin:
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(a) lz-all < [z|lf|all;
(6) (Kowu-Ilsapuyosa nejegraxocia) (x,y)(y, z) < ||lyl|*(x, z).

Jloxas. (a) Ilpumermmo na 3a ce a € A Baxu (xa,xa) = a*(z, x)a, na n3 Crasa
1.1.69 Baku

lzall* = [{za, za)|| < [lz]*[la*all = ||=[I*lal*,
OJIAKJIE CJIEJT TPAYKEHA HEjeJHAKOCT.
(6) 3a npousBosbHO a € A Baxu
0 < (z—ya,z —ya) = (z,z) — (z,y)a — a’(y,z) + a*(y,y)a,

na ako je a = ||{y, )| *(y,z) (Moxkemo mpernocraBuTH na je y # 0, uHaue

cy obe crpane HejeaHakocTH jemanake (), oHIA je

2[[{y, I~ @, y) (s ) < (o) + [y, ) |2, 9) (s v) (y, ).

Ho, xopucrehu monoso Ctas 1.1.69, nporemyjemo apyru cabupak Ha JIECHO]
cTpaHu u J06mjaMo J1a je
1y, ) 172 () (s ) (s ) < 1y, )12 1w ) 1z, ) (s )
= (w1 (=, y){y, ),

oJlaKJie CJIe/IN TpaXkKeHa HejeTHAKOCT.

ITocneguna 1.3.9. U3 geaa (6) Gpettixogre Weopeme caegu

1
(v, 2)| < llyll{z, )2,

rao u
Iz o) | < ll([ly]l-

Konauno, uncrakuumo ma camdno kao y CraBy 1.1.82, Moxkemo mnokasarTu
cnenehy Bapujanty Kormmu-IIIBapioBe HejeHAKOCTH 3a IMO3UTUBHE JIMHEAPHE

dyHKIMOHATE.

CraB 1.3.10. Hexa je A upouseonna C*-arzebpa vV Xunabepwios A-mogya. Axo
je @ uosutusaH sureapar Gynryuonan na A u esementiu x,y € V, waga easrcu

HEJEGHAKOCT
({2 y))I* < e(z, 2))e({y, ).
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1.3.3 ., KommakTHI’ omeparopu

Heka je A npoussospHa C*-anrebpa u V' XunbeproB A-Momyn HaJ BoM. 3a

z,y € V nebunumemo npeciukasame 0,, : V — V ca

O.4(2) = x(y, 2).

13 Iocaegune 1.3.9 3axkspydyjemo Ja je omepatop 0, , orpanmuen. Hanwme,

1624 ()| = llzCy, 2) | < N[l <y, 21 < = [llylll=]],

1. |04 < ||2||||ly]]. dame, agjyrnrosan omeparop My je 8, ., jep je

(2y(2), ) = 2y, 2),u) = {y,2)"(x,u) = (2, 9)(2,u) = (z,y(z, 0)) = (2,0,.(u)).

C*-anrebpy Koja HacTaje Kao 3aTBOpEme A-JHHEApHOT OMOTada OlMepaTopa
obsuka 6,, osmaudasahemo ca K(V), a mene esemente 3Bahemo ,koMmaxTauM’
oneparopuma. Hasus morude ox unmenurne na je oneparop 0, A-panra jeman -
cauka My je cazp:kana y noamomayiay zA. Tama cy imHeapue kKoMOuHAIM]e yIIPaBO
omeparopu A-konadyHor paxra. Wmak, HAIIOMEHUMO Jia OHU HUCY KOMIAKTHU
OIIEPATOPH Y MIPABOM CMHUCITY.

[Tpumerumo ma ceaku jecan XumioeproB A-mMomyst V' MOXKeMO ToCMaTpaTh Kao

nesu Xmibepros K (V)-momyn ca ckamapuunm npoussogoM [z,y] = 6,,. Taza je

Iz, 2] = [18o.all = llz]]*.

Hedbununmja 1.3.11. Hexa je A upoussonrna C*-anzebpa. Ilosesyjyha anrzebpa
(y osnauu L(V)) Xuabepmiosoz A-mogysra V' je C*-anzebpa ceuz ,komuakmunur”

otepattiopa Ha Xuabepiwosom A-mogyry A S V.

[ToBesyjyha anredbpa L(V') ce Mmoxke npeacTaBuT y 00JIAKY

L(V) = {

rae cy npeciukasama 1, c A =V, [, 0 X - AunT,: A — A nara ca r,(a) =
za, l,(z) = (y, z) u T,(b) = ab.
Hapenno tepheme je pedopmymnanuja Teopeme 3.4. u3 pama [22]. Cinvan

T, 1,

Tz

la€ A, z,yeV, TEK(V)},

MIPUCTYT, KOjU IOCMAaTpa CTPYKType OJiMcKe moBe3yjyhum aJsirebpama, MOXKe ce

BujleTn y pauy [68].

o8



Teopema 1.3.12. Hexa je V. Xunabeptwios C*-mogys nag C*-anzebpom A. Taga ce
V' wmootce usomemipuuru ymotumiv y B(H,K) 3a nexe Xunabepose upoctiope
H v K. Hlwasuwwe, H je Xuabepios upocwiop wWwaxkas ¢a UOCUWOJU GePHA
peupesentayuja w1 A — B(H), gokx usomettipuuro y@auare L :V — B(H, K)

3ago60/56a64a

(L(x)h1, L(y)hs) = (hy,m({x,y))he) 3a cee x,y € V u hy,hy € H.

IIpeTxomHO HaBeIeHA U3Iarama Be3ana 3a Xuwibeprose C-MoIyIIe Ipey3eTa cy
u3 kbura [54],[85] u [57]. OBae cmo maBesm camo ona Koja he mam 6urn norpebua,
JIOK Ce y IPETXOJHO IIOMEHYTHM KibUraMa Hajla3d M 3HATHO BHINE MaTepHjaJia

Be3aHuX 3a Xuiabeprose C*-moryiie.
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I'maBa 2

Penanuja (jake)
Bupxod-IlejmcoBe

OPTOI'OHAJIHOCTMN

2.1 Peaammuja bupxod-IlejmcoBe
OPTOTrOHAJJITHOCTH

[Tpuua o Bupxod-IlejmcoBoj oproronasmaocTu gatupa o npe ckopo 90 roguHa.
[Toscerumo f1a y TO BpeMe Huje HU MOcTojasia Tepmunosioruja C*-anredbpu, aan
jecte dpon HojmanoBux Koje bupxod u momumse y usBopuom pajry. Hanme, uyeja je
MIOTITYHO TIPUPOHA U YOIIIIITABA IT0jaM OPTOTOHAJHOCTH Y IPOCTOPUMA, T/Ie HEMAaMO
ckajapau npousBo. Leper Bupxod Ha moueTky cBOr nmuoHMpCKOr paja [19] wus
1935. ronune masogu ciegnehe: Ilpuposno je ma 3a BEeKTOp pg, KOju IOJa3u U3
HEKe TadKe p JITHEAPHOT MeTPUIKOT IMPOCTOPa, KaXKeMO J1a je HOPpMAJIaH Ha JIPYTU
BEKTOD pPr ako U CaMO aKO He MOCTOjU TadKa ca IpaBe pr Koja je OJuKa ¢ Hero
IIITO je TO TadKa p.

OBy uuejy y KOHTEKCTy (PYHKIIMOHAJIHE aHAIN3e, KOHKPETHHj€ HOPMUPAHUX
mmpocropa, 3HadajHo je wuctpaxkwuno Pobepr II. Ilejmc y mepumomy 1945-1947.
rogure y pagosuma [33], [34] u [35]. Ilo muma apojuru dbopmanuo neduHuCcaHA
OPTOrOHAJIHOCT U HOCU UMe, a Mu hemo je 3Batu Kpahe BJ oproronaanoct. lakite,
onrra AeUHAII]A je Y HOpMUPAHOM IIPOCTOPY, IPU deMy heMo Mu CBe BpeMe 3a

roJbe ckastapa nogapasymenatu C.
Hedbununuja 2.1.1. Hexa je X Hopmupan eexiiopcku Upocmiop. 3a Gexiiope
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x,y € X xaocemo ga cy BJ opiozonarnu (y osnayu x 1 y) axo sasrcu
[z + Ayll = =],

3a cee \ € C.

Hapasro, oBa gedwrMIMja wmma cBojy Beh omnmcany reoMeTpunjcKy

UHTEPIIPETAIN]Y.

Hanmomena 2.1.2. 3aupaso, y ceom upsom pagy je Llejmc uctpastcusao go waga
UOBHATE BUJOBE OPULOZOHANHOCTIU, @ Y UPEOCTLANA §6a CE BABUO 0680M KOG jeciie
upegmews Hauwez ucwpaxcusarba. Hasegqumo u e gpyze epcitie opttio2oHANHOCTUU
Yy Hopmuparum apocopuma: Pobepicosa (eugewmu pag [63]), jegnaroxparxa u

Iuwazopuna opmozonarnocii (pasmatipare y pagy [33]).

Y cBom pajuy [35] maje kapakrepusarmjy npeko dbyHKInoHaT a Koja hie Ham
OnUTH 3HAYAjHA U 3aIpaBO MECTO Koje NeMo IMOKyIIaTh 8 yOIIITaBaMO Ha CBAKOM

ciesieheM KOHKPETHOM WJIA CTPYKTYPHO OOTaTHjeM IIPOCTOPY.

CraB 2.1.3. Hexa je X mopmupan upoctwiop u nexa cy x,y € X HEHYAa 6EKTLOPU.

Taga je x L y axo u camo axo woctwoju suHeapar dyrrxyuoran f Hopme 1 wWaras

ga ge f(z) = llz| w f(y) = 0.

Jloxas. Ako Tpaxkenu pyHKIIMOHAJ TOCTOjU, OHJIA, KAKO je OH HOpME 1, TO je

2+ Ayll = [f (@ + Ay)| = [f(@)] = [l]],

Tj. * L y.

Ca mpyre crpase, ako je x L y, nedunumemo dyukimonasn f : span{z,y} — C
ca f(z) = ||z|| u f(y) = 0 u npomupumo o auneapHocru. OH je onza HOpMe 1, a
no Xan-BanaxoBoj Teopemu MoxkeMo ra mpomuputu j10 dyHkimonasa Ha X (6e3

noBehaBama HOpME) KOjU 3aJI0BO/baBa TPaXKEHa CBOjCTBA. O

2.1.1 Bupxod-IlejmcoBa oproronasuoct na B(H)

[TocraBma ce mnuTame Kako MokemMo onucatu B.J oprToroHajgHocT Ha
koHKperHuMm C*-ajrebpama. Kao mnpsa, mamehe ce B(H). Ha oBom mospy,
[IOCTOjU BWINIE PE3yJITaTa W W3 PA3JIUINTUX YIJIOBA KOJU JIOBOJE 0 TParKeHe
KapakTepuzamnuje. Hekum om mux cy J100WjeHM U3 Jpyradmjux norpeoa,

a Iocje Cy WCKOpUITheHW Yy omnucuBamy optoronajnoctu. I[lpsu pesynrar
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npenucyjemo Cramidiujy, Koju je ucrpaxyjyhu mepusanuje, y pauy [69], onucao
pacTojame IIPOU3BOJLHOI OllepaTopa JI0 CKaJAPHOT yMHOIIKA UJIECHTUTETa ITOMONy
MaKCHMAaJHOT HyMepudkor orncera. Hapemnnu pesysrar je Teopema 2 n3 momenyTor

paja.

Teopema 2.1.4. Heka je ga@ ouepawmiop A € B(H). Maxcumarru Hymepuury

otucez gehUHUUEMO Ca

Wo(A) ={A € C| 3 nus (z,) € H, ||z,|| = 1,
lim (Az,,z,) = A\, lim [|Az,|| = || A}

n—oo

Taga je WO(A) aamsoper xKonsexcar uogekyt cxyua C u
0 € Wy(A) < d(A,CI) = || A].

Barum, Marajua y paxy [56] y wucrpaxkuBamy pacTojamba Of KOHAYHO
JMMEH3UOHAJIHUX TOTIPOCTOPA OIEPATOPCKUX aJiredpu, YyOIIITaBa IMPETXOIHU

pe3ysTar yBoaehu mojaMm MakKCUMAaJTHOT HyMEPHUYKOT OIICera y OJIHOCY Ha OIlepaTop

A€ B(H).

Hedununnmja 2.1.5. Hexa cy gawiu otepatmiopu A, B € B(H). Taga maxcumanru
HYMepuYKY pagujyc otepamopa B*A y oghocy wa A gedpuruwemo xao
Wa(B*A) ={A e C| 3 nus (z,) € H, ||z,]| =1,
lim (B*Ax,, x,) = A, lim ||Az,| = ||A|}.
n—oo

n—o0

Hanomena 2.1.6. Axo je B =1, onga je Wo(A) = Wa(I*A).

Konauno, kapakrepusarmja oproroHainoctu Ha B(H) ce decro mpumucyje
Baruju u Hlempay (norsegaru Teopemy 1.1. u Komenrap 3.1. u3 paga [17]). dokas

hemo npeyseru u3 npersieHOr wiaHka (6], e cy nperxoaHa TBphema yobindeHa.

Teopema 2.1.7. Hexa A, B € B(H). Taga A L B axo u camo axo 0 € W4(B*A).

Llpyaum pevuma:

(a) Axo je dim H = oo, waga je A L B axo u camo axo GoCWoju HU3 jequHUYHUT

sexwmopa (x,) € H @akas ga saorcu lim ||Az,| = ||Al| v lim (Az,, Bzx,) = 0.
n—oo n—oo

(6) Axo je dim H < oo, waga je A L B axo u camo axo GoCWOju jequHuHU

sexmiop © € H wakas ga je ||Ax| = ||A|| v (Az, Bx) = 0.
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Jloxas. Kao 'y pany [69], moxe ce mokazatu na je Wa(B*A) nenpazas, 3aTBOpeH u
konBekcan moAckyn ckymna C. Kpos meo gokas mpernocrasipaliemo na je | Bl =1
(cBaKM HEHYJIA MOXKEMO CKaJIMPATH, a TBpheme je TpuBujasao 3a 0).
ITpermocrasumo ma je 0 € Wy(B*A). Taga no jgedununmju nocroju Hus3
jemmHMIHUX BeKTOpa (T,) € H Takas ja je nll_{rolo |Az,|| = ||A|| n nl1_>r£10(A:cn, Bzx,) =

0. Onga je

IA+ABI* = [(A+ AB)a,|*
= || Az,||* 4+ 2Re (M(B* Az, 2,)) + [A]*|| Bz,|?
> || Az, || + 2Re (AN(B* Az, z,)) — || A%,

oJlaKJjie KOpeHoBameM jjobujamo jia je A L B.

Y apyrom cmepy, mpermnoctaBuMo cymnpoTHo, Heka 0 ¢ Wa(B*A). Moxkemo
upernoctaBut 1a je Re(Wy(B*A)) > ¢ 3a meko ¢ > 0. Hamme, ako muje
TaKo, 3aMeHnMO B ca e'? B 3a oarosapajylie ¢ 1 HCKOPUCTUMO IOMEHYTE OCOOHIHE
Wa(B*A). dedurummmo cana ckym

3
S = {x € H| ||z|| = 1,Re(B* Az, z) < 5}
u osnaummo v = sup{||Az| | =z € S}. Kako je Re(Wa(B*A)) = e, 10

u3 JebUHUIMje MAKCUMAJHOT HYMEPHUYKOr paaujyca mobujamo na je v < |lA].
e |Al-v
2’ 2

|A||, unme mocTukemo kKoHTpagukimjy jep A L B.

Hedunummmo caga p = min{ } > 0 u gokaxkumo 1a je ||A — uBl| <

VY3MuUMO POU3BOJbAH jeIMHUIHYN BeKTOp * € H. Ako x € S, Tana je
(A = pB)z| < |[Az|| + pl|Bz|| < v+ p < Al — p,

u3 oxHoca p v v. JlokaxkuMo na ako x ¢ S BaXKu CMdHA MPOIEHA. Pasioxumo
Az = (a +ib)Bx + y 3a meke a,b € Ruy € H rakso ga je (Bx,y) = 0. Tana
je 0 < p < g < Re(B*Ax,z) = a||Bz||* < a umajyhu y Buny na je = jemuHuann
BekTOp Ban S. Omarie je
I(A = uB)z|* = [[(a + b — p) Bz + y[I* = ((a — p)* + 0°)[| Bz|* + [[y||*

= [(a® +0%)| Bz|* + ly[*] + p(p — 2a)|| Bz |

= || Az[* + p(p - 20)|| Bz|®

<Az ] + p(p — 20)| Bz ||* < [|A|* - w2,
[JIe CMO MCKOPHUCTHIIN Ja je 1 < a. OBuM cMmo mokazasm Ja je ||[A — uB| < ||A]l,

Tj. 1a je A £ B, mto je u 6Wo 1ub.

63



Ha oBaj maumn cmo jokasauu jgeo (a) y mormyHocTH, 10K Koi (6) Tpeba

JIOKa3aTHU Jla YMECTO HU3a BEKTOPa, MOYKEMO TTpOoHahu je/laH BEKTOD 3a KOjU BaXKH

| Azl = |A]| n (Az, Ba) = 0. =

2.1.2 Bwupxod-IlejmcoBa oproronasnoct u 'atooB u3Bos,

Besa m3meby B.J oproromamnoct m ['aTooBor m3Boma mpukazana je Beh y
nuonupckuM pajsioBuma Ilejmca. Ilpe wero npehemo na wy, nedunummmo ciaeaehu

TI0jaM.

Hedbununnuja 2.1.8. Hexa je X wnopmupan upoctwiop. Bextwiop x € X je 2aattixa
wauka cpepe S(0,||z]]) axo Goc@oju jegunctusen @Gynryuonas ocaonya, .

Pynryuonan F, € X* waxras ga je | F.|| =1 u F(x) = ||z].

Hammomena 2.1.9. Ilpumetiumo ga je dynruuonas ocaronua 6eh uwomenyt y

oxkeupy Cwasa 2.1.3.
Hapenno tepheme je mokazano y pazy [1], y okBupy Teopeme 2.1.

Teopema 2.1.10. Hexa je X Banaxos tpociiop u x,y € X. Axo toctwoju I atoos

. I i ety =
U360¢ HOPME Y WAYKY T, WJ. aKO Uocwoju Aumec lim
R>t—0+ t

on saupaso jegnax ReF,(y), 2ge je F, dynryuonanr us upeizogrne gedunuyuge.

, OHga je

Jogatuino, x L y axo u camo axo je F,(y) = 0.

Y pany [42], Keuknh yBomm konrent -I'arooBor m3Boja Kako 6u 3aMeEHHO

KJjiacudaH ['aTooB U3BO y TadKaMa KOje HUCY TI'JIaTKe.

Hedbununuja 2.1.11. Hexa je X upoussoman Banaxos upociwop, x,y € X u

e [0, 27?). p-Tawoos useog Hopme Yy WavKY T, Y UPABUY Y gePhuHUWEMO KaO

-l tey| — |l
Dyu(y) = lim ; :

Kipyuno je ga D, ,(y) yBeK IOCTOju Ha OCHOBY HADEIHOT CTABA.

CraB 2.1.12. Hexa je X upoussowan Banazros tpocitiop, x,y € X u ¢ € [0,2m).
Dynryuja o, R — R gatia ca o, (t) = ||z +te?y|| je xonsexcna. Camum @unm,

D, .(y) ysex Goctwoju.
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Jloxas. Y3amumo npoussosban A € [0,1] u s,t € R. Tazna je

Qry(AE+ (1= N)s) = ||z + (M + (1= N)s)e™y||
= [[A(z + te"y) + (1 — \)(z + se™y)||
< A, () + (1 — Nag,(s),

ma je o, komBekcHa dynkuuja. Kaxo je D, ,(y) mecun u3Bon dyHKIHjE oy y

KOOPJMHATHOM IIOYeTKY, TO OH YBEK IIOCTOJH Jep je (i , KOHBEKCHA. O]

Hapenno tBpheme 1maje kapaxrtepuzarujy BJ OpPTOroHaJHOCTH ITPEKO
p-Tl'arooBor u3Bosa, a y uramy je Teopema 1.4. u3 paga [42]|, npu gemy je mokas

MomudukoBaH y [43].

Teopema 2.1.13. Hexa je X Banaros upocwop, x,y € X u ¢ € [0,27). Taga je

x Ly axo u camo axo je inf D, ,(y) > 0,
%)

Jlokas. N3 uumennne ma je x L y, craBmpamem \ = te'?,t > 0, mobujamo ma je
|z + tey|| > ||z||, ma npumenom smmeca, a 3aTum mHOYMyMa, A06HjaMo Ia je
inf D, ,(y) = 0.

i Ca npyre crpane, axo je D, ,(y) > 0 3a cBe ¢ € [0,27), Tajga 13 KOHBEKCHOCTH
dbysKIHje @y, BaKH vy (t) — 0y (0) = (8 — 0)Dy . (y). Omatie 3a cee t > 0 u
¢ € [0,27) Baxum ||z + te?y| > ||z||, a kako To TpuBHjamHO Bazkm m 3a t = 0,
saksbyuyjemo ga je || + Ayl = ||z| 3a cee A € C, 1j. L y mro je Tpebasno

JTOKa3aTH. L]

Oge pesynarare KopuctuheMo moceOHO y HapemgHOM meiry. Hamomenumo ja je
moMohy oBux pe3ysirata Moryhe oCTBAPUTH U KapaKTepu3aluje y MHOIUM JPYTUM
npocropuma, oyt Teopeme 2.1.7 koja je mobujena kao [locienuma 3.1. y pary
[43].

[Tomenumo u ga je y pamy |[67] maro yommreme [aTooBor wm3Boga Ha

npousBosby C*-anrebpy. Hanme, y Teopemu 1.2. je mokaszano cienehe:

Teopema 2.1.14. Hexa je A apoussomna C*-anzebpa u a,b € A menysa

enementtiu. Taga je

iy o+l —flaf| _ 1
11m =
=0+ t lall

maX{Re e(a*d) | ¢ € S(A), ¢(a*a) = ||a||2} )
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2.1.3 Bupxod-IlejmcoBa oproronasnoct na C(K)

Hakon C*-anre6pe B(H ), orpannyeHux ornepaTopa Ha XuI0ePTOBOM IIPOCTOPY
H, pasmarpahemo C*-anrebpy C(K), 3a kommakrtaH, Xaycaopdos mpocrop K.
[To upsoj l'emdana-HajmapkoBoj Teopemm 3HaMO Jia je cBaka KOMYTaTHBHA
C*-anrebpa TakBa. Pesyirare Ha oBoMm nosby a0 je Keukuh y pany [44]. Hapeauo

TBpheme je Teopema 2.1. u3 momeHnyTOr pajia.

Teopema 2.1.15. Hexa je K xomuaximan Xaycgopgpos apocitop, f,g € C(K) u
Er={te K |[f()| = flI} Taga je

tgl| — ,
lim ||f + g” ”f” — max Re (e—zargf(m)g(x>) )
t—0+ t TEE)

[Tomohy me mokasyjemo HapemHy TeopeMy Koja he Ham u KacHUje OUTH O[1

BEJIMKOI 3Havaja, a oHa je [lociemauna 2.1. u3 paja [44].

Teopema 2.1.16. Hexa je K xomtaaxiuarn Xaycgoppos upociiop, f,g € C(K) u
E;={te K ||f@t)] =[]} Taga cy cregehu ycaosu exsusarenmu:

(1) fLg.

(2) Cryu F = {f(t)g(t) | t € Ef} Huje cagpotcan y owsopenoj uosypasuu (y C)

Ca ZPAHUUOM KOJA CagPHCU KOOPGUHATUHY UOYETUK.

3) Iocwioju eeposatlinocHa Mepa L 4uju je nocay cagpacar y Er wakea ga je
] Howuju g g Yy Ly gaj

/ F@)g(x) du(z) = 0.

ITocebno, axo |f| goctiuorce nopmy y camo jegroj wWanwku, wap. To, waga je f L g

axo u camo axo je g(xg) = 0.

Jloxas. Ha ocnoBy Teopema 2.1.15 u 2.1.13, (1) je ekBUBaJIEHTHO ca

inf ax Re (e taef (@) > 0.
goel[gl,zw) IzIéE}f{ (e € g(a:)) =

Ho, T0 je eKBEBAJIEHTHO Ca YCJIOBOM Jia cKyt {e '8/ @ g(z) | x € E;} canpxu Gap
jeTHy BPETHOCT YWjU je peajlHu J1e0 HeHeTaTHuBaH, IPU CBUM poTarnujama oko 0.

Kaxo 3a x € E; Baxu ga je |f(x)| = || f]], To je
111 Re (/@ g(2)) = Re (F(z)g())
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To je (1) < (2).
yC.HOB (2) je €KBUBaJICHTAH YUILCHUIIN Ja 3aTBOPEHU KOHBEKCHHN OMOTa4 CKYIIa

F canpxu koopaunarHu moderak. KoHBekcHu omorau ckyma F cacroju ce og

Tavgaka o0JIMKa, Wx)g(m) d\(z), Tme je A BepoBaTHOCHA Mepa YHjU j€ HOCAY
K

KOHa4YaH IOJCKYyN cKyna E;. Ilakmre, 0 = T}LIEO / f(z)g(x) d\,(z), 3a ru3 Mepa

K
An. ITlo Banax-AnaorsyoBoj reopemu, jenmuudana cdepa y C(K)* = M(K) je

cab0*-KOMITaKTHA, TIa IMOCTOJU BEPOBATHOCHA Mepa [ = klim An, 32 KOjy BazKe
—00
TpaykeHa CBOjCTBA, OJIAKJIE CJIEJIN Jia Baxku Jeo (3).
IIpernocrasumo camga na saxku (3). Taga 3a cee A € C, 3 p(Ey) = p(K) =1

u auenune 1a je |f(x)| = || f|| 3a x € Ey, Baxu na je

TESYIE / F + AgP(@)dp()
Ey

= | fII* + 2Re /f(x)kg(fv) dp(x) +|Al2/lg(w)l2dﬂ(w)
Ly Ey
= |lfII” + IMQ/!g(w)Vdu(ﬂf) > 111,
Ey
ma je f 1 g, uume je TBpheme JTOKa3aHO. ]

2.1.4 Bupxod-IlejmcoBa oproronamHoct Ha C*-ajnredbpama

n Xumibeprosum C*-Moayinma

Penammja BJ oproroHajHOCTM ce TPHUPOJHO Ca HOPMHUPAHUX IIPOCTOPA
npormmupyje Ha C*-anredbpe n Xuiabeprope C*-mosyse. Y oBoM Jiery npukaszahemo

KapaKTepusallyje oBe peJaliije IIPeKo cTamba Ha C*-aarebpu.

Teopema 2.1.17. Caegeha wepherwa cy exeusanreniing y C*-anrzebpu A:
(i) a L b;
(ii) Iocitoju cware ¢ : A — C wakso ga je

p(a’a) = [lal* u p(a’d) = 0.
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/loxas. Axo moctoju HaBeseHO crame o, Taga 3a cee A € C Baxko
lal|? = |e(a*(a + Ab))| < |la*(a + Ab)|| < |lal||la + b,

OJIaKJIe 3aKJbydyjeMo Ja je a L b.

Ca gpyre crpane, mpermocraBumMo ga je a 1L b, Ilo apyroj
lesbpana-HajuapkoBoj rmeopemm, mocroju yramawe w : A — B(H) 3a
oxrosapajyhu Xwunbepros npocrop H. Ounga je m(a) L w(b), na mo Teopemn 2.1.7

HOCTOjU HU3 JeIMHUIHUX BEKTOPA (T, )nen TAKAB 1A je
lim ||7(a)x,| = ||7(a)|| u lim (7(a)z,,(b)x,) = 0.
n—o0 n—oo
Youumo 3aTuM HU3 crama @, : A — C gar ca
on(a) = (x,, (a)x,) 3a cBe a € A.

Taza je
onla*a) = ||m(@)z, > 1 @u(a’b) = 0.
Kako je ckyn cBux crama Ha A ciaabo’-KoMmakTaH MMOACKyN ckyna A*, 1o

(¢n)nen MMa KOHBEPTEHTAH IIOAHMU3 KOjU KOHBEPIHpa Ka HEKOM CTamy ¢ ¥

caaboj-romosioruju. Tasma 3a ¢ U3 MPETXOMHUX 3aK/bydaKa BarKu
* 2 *
pla’a) = [|la|” n p(a”d) = 0,
IITO je ¥ OWO IUJb. ]

Kapakrepusanuja B.J oproroHajHocTH ejemenara XujabeproBor C*-mojyiia
npeko crama ofrosapajyhe C*-anrebpe nara je y pagosuma [13] u [18]. Osme hemo
M3JIO2KUTH TPUCTYII U3 JIpyror HaBejeHor pasa. [Iperxomno, buhe nam nmorpebua
Bep3uja Teopeme 3.1.8, npesesena ua Moy B(H, K) mro je Teopema 3.1 u3 pana
[18].

Teopema 2.1.18. Hexa cy H u K gea Xuabepiiosa tupocttiopa u Hexka A, B €
B(H,K). Taga je A L B akxo u camo axko UOCWOJU HU3 JEGUHUMHUL BEKWLOPA
($n>n€N Y H wakas ga je

lim ||Az,| = ||A]| v lim (Az,, Bz,) =0

Teopema 2.1.19. Hexa je V' Xuabepwios A-mogys u Hexa CYy gawuy eAeMeHlU

x,y € V. Taga x L y axo u camo axo wocwioju cware @ Ha A wakeo ga je
p((z,2)) = l2]* v ((z,y)) = 0.
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Jloxas. Ako mocroju TpazxkeHo crame, u3 ||| < 1 u ycnosa, 3a cee A € C Baxku

2+ Myll* = [[(z + Ay, = + Ay) |

> lo((z,2)) + Ap((z, 1)) + Ae((y, ) + (Ao ((y,y)]
= [|lz]I* + [APe((y, v) > [z,

ma je x L y.
Ca napyre crpane, ako je x L y, weka je L : V — B(H, K) u3oMeTpuiko
ynarawe V' 'y B(H, K) naro y Teopemu 1.3.12. Taza je

[1L(z) + AL(y)|| = [ L(2)]|, 3a cBe A € C.

[To Teopemu 2.1.18, mocToju HU3 jeAUHUYHUX BEKTOPA (Tn)neny y H TakaB ma
je [[L(z)x,|| — ||L(z)|| u (L(z)zn, L(y)x,) — 0 xkama n — oo. Hedunummmo

npeciaukaBama @, : A — C ca

pn(a) = (Tn, m(a)zn),

rie je m: A — B(H) Bepna penpesentaruja u3 Teopeme 1.3.12. Taga cy ¢, crama

na C*-anrebpu A. Takobhe, npumerumo 1a je

({2, 2)) = (L(@)2n, L(@)2n) — [|L(@)]I* 1 @al(z,y)) = (L(2)n, L{y)za) = 0,

kas n — oo. Kako je ckyn cBux crama Ha A c1ab0*-KOMITAKTAaH TOJCKYI CKYIIa
A*, 10 (¢p)nen MMa KOHBEPreHTAaH MOJHU3 KOjU KOHBEPIUpPA Ka HEKOM CTalby ¢ y

ciaaboj-ronosioruju. Tasia 3a ¢ U3 MPETXOIHUX 3aK/bydaKa BarXKU

p((z,2)) = [l2|* n o({z,y)) =0,

IITO je u OUO IUJb. ]

2.1.5 CgojcrBa Bupxod-IlejMcoBe opTOTrOHATHOCTHU

Y oBOM MOTHOIVIAB/bY HaBemneMoO jOII HEeKA BayKHA CBOjCTBA KOja IOCEJLYy]e
penanuja B.J opTOroHAJIHOCTH.

Buhe nam norpebne ciienehe nedpunuimje.

Hedbuannmja 2.1.20. Hexa je X peasar usu KOMUAEKCAH HOPMUPAH TUPOCTLOP.
Taga je X cuupuxtno konsexcarn axo us ||| + ||lyl] = |z + y|| vy # 0 caegu ga

wocwoju t wakxeo ga je x = ty.
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Hedbununuja 2.1.21. Hexa je X peasar usu KOMUAEKCAH HOPMUPAH UPOCTLOP.
Kaotcemo ga penravuja BJ optioZonasrnoctliv, uma c80JCUIBO AEBE JEJUHCTLBEHOCTIU
axo 3a cee x,y € X, x # 0, GocwWoju Hajsuwe jegan ckarap « WAKAE §a je
(ax + y) L z. Cauuno, pesayuja BJ oplioZonasnoctiv. uma c80JCTE0 geCHE
jegunctisenoctiu ako 3a cee x,y € X, x # 0, uocwWoju Hajeuwe jegar CKAAGD

a wakas ga je x L (ax +y).
Y mapeanom tBphemwy objenumene cy Teopema 1 u 2 u3z [34].
Teopema 2.1.22. Hexa je X peasahr uau KOMUAEKCAH HOPMUPAGH TUPOCTLOP.

(a) Axojedim X > 3, @waga je pesavuja BJ opiioZonarnoctiu y X cumelpuina

axo u camo axo je X Upocuop ca CKAAGPHUM UPOU3BOGOM.

(6) Axo je dim X = 2, waga je peaauyuja BJ opmozonasnocwiv y X seso

aguiiu6Ha aKO U CaMO AKO je HOPMa Ha X CUWPUKUHO KOHBEKCHA.

(8) Axo je dim X > 3, waga je peaayuja BJ opmiozonarnociiu y X .neso

AGUIWUBHA AKO U CamMo aKo je X UPoCUWop Ca CKAAGPHUM TUPOU3BOGOM.
Y tBphemy koje ciemu, mare cy Teopeme 4.2 u 4.3 u3 [35].
Teopema 2.1.23. Hexka je X peasarn uau KOMUAEKCAH HOPMUPAH TUPOCTLOP.

(a) BJ optiozonasrocti Ha X uma ce0jciieo siese jequHCTUBEHOCTUY, KO U CAMO

axo je Hopma Ha X CUWPUKWHO KOHBEKCHA.

(6) BJ opwiozonasnocti na X uma c60jc60 gecHe JeqUHCTUEEHOCTIL GKO U CAMO

axo je Hopma Ha X 240Ka.

Hapenno tBpheme je Teopema 3.1. w3 paga [13] koja mpukasyje kajga cy
BJ opTOroHaJHOCT ¥ OPTOrOHAJHOCT KOja MOTHYE M3 CKAJAPHOI IIPOM3BOJA HA

Xuabepropom C*-MOJLyJly €KBUBAJICHTHE.

Teopema 2.1.24. Hexa je V # {0} ayn Xunabepwios A-mogya. Taga cy caegeha

wephera ex6uUBaANEHTIHA:
(a) 3a cee x,y € V saorcu (v L y) < (z,y) =0;

(6) C*-anzebpa A je usomopgpna ca C.
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2.2 Peaanuja jake bupxod-IlejmcoBe
OPTOTrOHAJJIHOCTH

Canma hemo pedwHHCATH HOB THII OPTOTOHAJHOCTA Ha XMUJIOEPTOBUM
C*-monynuma, Koja je yBesen y [14]. Pesyararn koje hemo mpukazatu y oBoM

MIOTTOTJIaBJ/bY Ouhie yrmpaBo u3 TOT pajia.

Hedbununmuja 2.2.1. Hexa je A C*-anzebpa. Eremeniti x Xunbepiwiosoz A-mogyaa

V je jaxo BJ opiiozonanrar na eaemenili y € V, y osnayu x L5y, axo je
|z +yal| = ||z||, 3a cse a € A.
CraB 2.2.2. 3a cee x,y € V saorcu
() =0=>2 Fy=a2 Ly.
Jloxas. Axko Baxu (x,y) = 0, Taga 3a cBe a € A mmamo jia je
lz + yall* = [{z + ya, 2 + ya)|| = [z, z) + (ya, ya) | > |z, z)]| = [|=]]%,

1j. 15 y. Hame, ako je x 17 y, onma 3a cee A € C saxu ||z|| < ||z + \yeill,
i € I, tae je (e;),.; anpoxcumaTusHa jenununa 3a A. Kaxko je lir? lye; =yl =0,
1€

nobujamo Jia je x L y. ]

Hujenna o1 mpeTxoaHnx MMILIUKAIja HE BayKHA Y JPYTOM CMEDPY IITO TOKAa3Y]y

ciregehn mpuMmepn.

IIpumep 2.2.3. Hexa je A = Ms(C), aocma@par kao Xuabep@os C*-mogys nag

cobom.
. 0 . o
(1) Hexa je A = . Taga je I 1 A jep je
14X 0
I+ AA[ = = max{|1+ A, [1 = A} > ||]]
0 1-2A\
3a cee N\ € C. Anu I [5 A jep yxoauko c@iasumo B = —A gobujamo

|1+ AB|| =0 < |IJ.
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10 by b
(2) Hexa je A = . 3a apouseomar B= | = ° | eaoicu
0 i by by
1+4b by |
l7+aB=|| " ==
0 1

Haxae I 15 A, anu (I,A) = A #0.

Y HapeHO] TeopeMu TokazalieMo KapakTepusanujy jake B.J opToronaaHocTw.
Hajipe npumerumo ja je = L% y exsusanentno ca ||z|| < ||z 4+ \ya|| 3a cBe a € A
n\eC,Tj.

r 1%y < (z L yasacseac A (2.2)

ITo Teopemu 2.1.19 je x 1° y axo u camo axo 3a cBe a € A mocToju crame @,
na A Taxso na je o ((z,7)) = ||z]|* 1 v.((z,y)a) = 0. Crneneha Teopema mokasyje

Jla ce OBa eKBUBAJICHIIN]jA MOYKE IMMOCTUNU jeJIHUM jeJUMHUM CTAIEM Q.

Teopema 2.2.4. Hexa je V. Xunbepwios A-mogyns, u x,y € V. Caegehu ycarosu

cy mehycobro exeusaeHTHU:
(1) x 15 y;
(2) = Ly(y,x);
(3) dociioju ciliarse @ na A @axeo ga je p({x,x)) = ||z||* v o({z,y){y,z)) = 0;

(4) tociioju ctare p na A wWarso ga je p({x,x)) = ||z]|* u p({z,y)a) = 0 sa
cee a € A.

Jloxas. U3 kapakrepuzanuje 2.2 caenn na (1) = (2), nox u3 Teopeme 2.1.19 nmamo
ma (2) < (3). Hda 6ucmo nokazamm na (3) = (4), ZOBOJBHO je J1a MPUMETHMO J1a 32

cBe a € A, no Kommu-IlIBaprioBoj HejeHakocTr, BaKu

lo((z, y)a)* < o((z,y)(y,z))e (a*a)

Konauano, nmmumkaruja (4) = (1) ciean us kapakrepusanuje 2.2 u Teopeme 2.1.19.
[

Tasbe, 6asutiemo ce cojerBuMa perarmje L. TTokazaliemo ma ce kao y ciay4ajy
kiacuane BJ oproromamnocru (Teopema 2.9 (a) u3 pama [13]), 3a erxemente
z u y Xunbeprosor A-momyna V, penammja x L° y moxe ommcaru momohy

OpTOroHaJIHOCTH ojAroBapajyhux ejgemenara C*-anredpe A.
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CraB 2.2.5. Hexa je V. Xuabepmios A-mogys u nexa x,y € V. Taga eastcu:

(a) x 19y < (x,z) 15 (x,y).

(6) Axo je A ynutana vz 15y, @aga (x,y) nema gecru uneeps y A.

(6) x L%y & (v L% ya sa cee a € A) & (v L ya sa cee a € A).

Joxas. (a) Axo je x L y, Taga mocroju crame ¢ Takso ma je o((z,z)) = ||z

u p((z,y)a) = 0 3a cBe a € A. Taga 3a cBe a € A Baxu

Kz, 2)]| = llzl” = le({z, 2) + (z, y)a)| < |(z, 2) + (z,y)all,

na je (x,z) L% (z,y).

O6paro, axo je (z,3) 15 (z,y) rama (w2} < |(z,2) + (&, y)al 5 cne
ac A, 1. ||z|]* < |z, 2+ ya)| < ||z||||z + ya| 3a cBe a € A, ma je x 15 .

Heka je 1 jemurnma y A. Ako je z 1° y, Taja mocToju crame ¢ TakBoO Ja
je o({x,z)) = ||z|* m p({x,y)a) = 0 3a cBe a € A. Heka (z,y) uma mechn
uaBep3 b € A. Tana 3a a = b Baxku ¢(1) = p((z,y)b) = 0, mro je Hemoryhe.

Kopucrehu amnpokcumaTuBHy jeaumHuily 3a A, Jako TOKa3yjeMO IPBY
eKBUBAJIEHIH]Y, 10K cMo Beh komcraroBamm ma je  L° y < x L ya,Va € A.
[

O6par mena (6) U3 MPETXOMHOI CTaBa HE BAXKM: 33 KOHTPAIPUMED MOYKEMO

y3€TH IPOU3BOJbaH ejeMeHT & # () Takas Ja (T, T) HUje MHBEPTUOMJIAH.

Iokazkumo jour ma peraruja 1 nedbunucana na yuuranuoj C*-amreGpu Huje

aJMTUBHA U HUje CUMETPUYHA, Ka0 U JIa je jeauHuiia jako B.J opToronajna Ha cBe

caMOa/IJyHI'OBaHe eJjIeMeHTe.

Hamomena 2.2.6. Hexa je A ynumaana C*-anzebpa u créaliumo je Kao

Xunbeptios C*-mogyn Hag cobom.

(a)

Axo je a € A waxas ga aa® nuje unsepubuaan, waga 0 € o (aa*). Taga
tocwoju cwarwe ¢ na A wWakso ga je p(aa™) = 0. Ilo Teopemu 2.2.4(3)
MOodHcEMO 3aKpYWuY ga je 1 15 a. Axo je a € A neunsep@ubusaH, Waga
je bap jegan og esemenatlio aa® u a*a weunsep@ubuaan. Ogadae, 1 15 a
uru 1 L% a* 3a ceaxu neunsepimubuaan a € A. ITocebro, 1 1° a 3a cearu

Camoagjynzo6ar Heurnseptmubusan a € A.
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(6) Peaavuja 1° nuje aguiiuena. Haume, nexa je menyaa esemenii a € A
neunsepiubuaan u Gosuwmusan. Taga je |la||l —a € A @wakohe nenyaa

HEUHBEPTUOUNGH TOSUTUBAH eAeMeHl, Ua u3d (a) umamo ga je 1 1% a

ul 1% (|la||1—a), gox 1 L% (a+ (|ja]|]1 —a)) - gosomno je ysetiu c = —ml

u onga je |1+ |lallc|| =0 < 1.
Penayuja L5 nuje nu cume@puuna. Haume, Go Teopemu 2.2.4, a 15 1 <
al1{l,a) < alasa=0 gokje, do (a), 1 L¥ a 3a cee neunsepiubunrie

camoagjynzosane eaemenite a € A.
Kombunyjyhu Teopemy 2.1.7 u Teopemy 2.2.4 3akpy4ayjemo ciegmehe:
Teopema 2.2.7. 3a cée A, B € B(H) saorcu:

(1) Axo je dim H < oo, onga je A 1° B ako u camo axo Gocioju jequmudnu

sexmop x € H wakas ga je ||Az| = ||A|| v B*Az = 0.

(2) Axo jedim H = oo, onga je A 15 B axo u camo ako GoCThoju HU3 JeqUHUMHUT
sextiopa (T,),.y C H waras ga je lim |[Az,| = ||[A]| v lim B*Az, = 0.
n—00 n—00
ITocebro, 3a Henyaa Gosumusarn otepatmiop A € B(H) caegeha wepherva

eastce:!

(@1) Axo je dim H < oo, onga je A L° B axo u camo axo Gociioju jequmunu

sexwop ¢ € H wakas ga je Ax = |Al|lz v B*x = 0.

(a2) Axo jedim H = oo, onga je A 1% B axo u camo ako GOCTROju HU3 JeqUHUMHUT

sextmiopa (Tn), oy C H Wwaras ga je lim (Ax, — ||Al|z,) =0 u lim B*z, = 0.
n—oo n—oo

Joxas. Tlo Teopevu 2.2.4, A 1 B« A L B(B, A), tj. A L BB*A

Heka je dim H < oo. Ilo Teopemu 2.1.7, A | BB*A ako u caM0 aKO MOCTOjH
jemmununu BekTOp = € H Takas na je ||Az| = ||A|| v (Az, BB*Ax) = 0. Kako
je HB*A:)(:H2 = (Ax, BB*Ax), tBpheme ton (1) je mokazano. Kopucrehu Teopemy
2.1.7(6), caumano mokasyjemo jeo mogx (2).

[IpernocraBumo ma je A Henysia u nosuruBaH oneparop. Kopucruhemo Jlemy

2.1 u3z paga [83] koja kaxke ma Kama rox je (r,) HU3 jeAUHUIHUX BekTOpa y H

takaB 1a je lim ||Az,| = ||A||, orna je lim (Az, — ||A]x,) = 0. [Tocebro, ako je
n—oo n—oo
x jemuauaau BekTop y H takas na je ||Az| = ||A||, onna je Az = ||A||x.
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V cayuajy ma je dim H < oo, mokazamu cmo 1a je A 1% B ako u camo ako je
|Az|| = ||Al| # B*Az = 0 3a neku jeguumaan BekTop = € H. Kako je A > 0, 10 je
|Az|| = ||A]| & Az = |Al|z. Jakmne, B*Ax =0 < B*x =0 jep A # 0.

Axko je dim H = oo onzna je A 1° B ako u caMo aKo IIOCTOjH HU3 jeIMHIYHIX
BekTOpa (x,) C H Takas 1a je nh_)ngo |Az,|| = || Al u nh_}rg() B*Az,, = 0. IlpBu ycios je
exkuBasienTan ca lim (Az, — ||Al|z,) = 0. Ca apyre crpane, ako je lim B*Ax, =
0 onja je i B

Tim Bz, = | 4| B* (lim (4w, ~ [[Al|z,)) =0

u ako je lim B*zx, = 0 ouma je
n—oo

lim B*Az, = B* (h_{n (Azx,, — ||A\|xn)> =0

n—o0

Ia Cy U Jpyru ycJioBu MelycoOHO eKBUBaJIEHTHHU. [

Taza o Crasy 2.2.5(a), A 1% B ako u camo axo je A*A 19 A*B. Kako cy
A*A,A*"B € B(H) u A*A je nosuruBan, MoxkeMo npumenutu Teopemy 2.2.7 u3

KOj€e CJIeJIi HapeJIHO TBpheme.
ITocnenumna 2.2.8. Hexa A,B € B(H, K).

(a) Axo je dim H < oo, onga je A 1% B axo u camo axo UOCWOJU JeGUHUNHU

sextiop v € H waxas ga je A*Ax = ||A||*x u B*Az = 0.

(6) Axo jedim H = oo, onga je A 19 B ako u camo axo Gocloju Hu3 jequHuiHus
sexwopa (z,) C H waxas ga je lim (A*Ax, — |A|*z,) =0 v lim B*Az, =
n—oo n—oo
0.

Y cayuajy Xuibepropox C*-mogymna Han C*-amrebpom K (H) KOMIaKTHUX
omepaTopa, Teopema 2.1.19 u Teopema 2.2.4 mory ce dopmynucatu Ha ciaeaehu
nauunH. [lomcerumo ce na oneparop p : H — H wna cenapabuinoM XujadepToBOM

npocropy H HaszuBaMo @Wpazosutium axko je wpaz (y o3HAM tr)

—+00

tr(|p|) = Z<|P|€k,6k>,

k=1

KOHA4aH, Ipu 4eMy je (ex)reny OpToHOpMEpaHa 6a3a 3a H. CKyll CBUX TPArOBUTHX
omneparopa #a Xuiabeproom npocropy H osnagasahemo ca T'(H). Axo p € T(H),

TaJia ce HopMa Jiecpunumie Kao ||p||1 = tr(|p]).

Cras 2.2.9. Hexa je V' Xunbepwios K(H)-mogya u z,y € V.
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(a) L y axo u camo axo Goctioju Gocwoju Gosumuear otuepamop p € T(H)

wpaza 1, waxas ga je tr(p(z,x)) = ||z||* u tr(p(z,y)) = 0.

(6) x Ly axo u camo axo Goctoju Gosuiiusar otepatmiop p € T(H) wpaza 1,

@axas ga je tr(p(z, ) = ||lz||* u plz,y) =0.

Jloxas. (a) Opo cienn na ocHoBy Teopeme 2.1.19 u durbeHuIie Ja je CBaAKO CTarbe

¢ Ha K (H) obmuka a — tr(pa) 3a meku nosutusat oneparop p € T'(H) Tpara
1.

Axo x 1% y mama o Teopemu 2.2.4, mocroju crame ¢ : K(H) — C Taxso
na je p((z, 7)) = ||z||* u ¢({x,y)a) = 0 3a cee a € K(H). Hexa je p € T(H)
HO3UTHBAH orepaTop Tpara 1 takas ma je p(a) = tr(pa),a € K(H). Taga
je tr(p(z,x)) = ||z||* u tr(p(z,y)a) = 0 3a cee a € K(H). 3a a = {y,z)p
nobujamo ma je tr(p(z,y)(y,z)p) = 0. Kako je p(z,y)(y,x)p je nmosurusau

orneparop Tpara HyJa, o Mopa 6utu 0, ma je p(x,y) = 0.

O6parno, Heka mocToju mo3utuBan omneparop p € T(H) Tpara 1, takas ja
je p{x,y) = 0 u tr(p{z,z)) = ||z||*. Kako je p mosmTusan omeparop Tpara 1,
MoxkeMo Jiedbunucaru cramwe ¢ Ha K(H) ca ¢(a) = tr(pa),a € K(H). Taga
je p((z,x)) = tr(p(z, x)) = [lz]|* 1 o((z,y)(y, ) = tr(p(z,y)(y,2)) = 0. Ilo
Teopemu 2.2.4 MozkeMo 3aKsbyanTH 1a je ¢ 15 1.

O

Ha kpajy oBor gena, HaBoJuMO KJbyduHH pesyiarar u3 pajga [8] (Teopema

2.6.) koju omucyje Kaja je jaka BJ oproronasnoct Ha XusjabeproBom C*-MoOIysy

CUMETPUIHA pesalnja:

Teopema 2.2.10. Heka je A upoussonna C*-anzebpa u V dyn Xunabeptios

A-mogya. Taga cy caegeha wephera exsusasenitina:

(a) L je cumetipuuna pesavuja;

(6) 19 j€ CUMETUPUIHG PEAGUUIA,

( 6 ) 19 ce tokaatia ca OpwOZ0HANHOUAY UHGYKOBAHOM CKAAGDHUM TUPOU3EOJOM;

(z2) A uau K(V') cy usomopgne ca C.
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2.3 Penyknuja penanuje jake Bupxod-IlejmcoBe
OPTOTrOHAJIHOCTH HA MO3UTHUBHE eJIeMEeHTEe U

HE3aBHCHOCT OJI aMOujeHTa

Hajpe hemo nocmarparu pesanujy jake BJ oproronasinoctu va C*-aarebpu A
kao XunbeproBom C*-momysiom Hajg coboMm. dakire, 3a enemenrte a u b C*-anarebpe
A pehu hiemo na cy jaxo B.J oproronasmu (a L b) axko u camo axo je |la+be|| > ||all
3a cBe ¢ € A.

Hapenne nBe jieme cy j1e0 OpUrnHaJIHAX pesyirara u3 paja [45]. Y muma hemo
nokasaTu jia pesanuja jake BJ oproronasnoct (Ha C*-anrebpamva) usmeby a u b
3aBUCH CAMO OJI MUHUMAJIHE [To/1aredpe Koja caJipkKu a u b, Kao u ja 3aBUCU CAMO

ox anconyraux Bpeanoctu |a¥| = (aa*)V? u [b*] = (bb*)Y/2.

Jlema 2.3.1. Hexa cy A C B gee C*-anzebpe u nexa a,b € A. Taga je a 1° b y

A axo u camo axo je a 15 b y B.

Zoxas. 1lo Teopemu 2.2.4, y mpousBosbHOM Xwujibepropom C*-MOyJTy BaxKku Ja je
a 1% b axo u camo axo je a L b(b,a). Y cayuajy xaza je Xunbepros C*-momy.t

zanpaBo C™-ajrebpa HaJ coboM, cKajlapHu pousBoy je nat ca (b, a) = b*a. lakie
a 1%b akowucamo ako je a L bb*a. (2.3)

OpnaByie ciean 3ak/bydak, jep crangapiaHa B.J OpTOrOHAJHOCT 3aBUCH CaMO O

JIMHEAPHOT OMOTadJa ejeMeHara a u bb*a. ]

Hammomena 2.3.2. /lpyzum pevwuma, jaxa BJ opiioZonasnocti je yHywmpawsrse

ceojcttiBo a u b u He 3asucu 0g ambujeHLaNHE arZebpe.
CaJsta TOKaKMUMO U Ja MOXKeMo Ipehin NCK/BYYMBO Ha MO3UTUBHE €JIEMEHTE.
Jlema 2.3.3. Baowcu ga je a L% b axo u camo axo je |a*| L |b*].

Joxas. Hamme, xaxo je |b*|[b*]* = (bb*)/2(bb*)Y/? = bb* u3 2.3 mobujamo ma je
a 1° b axo u camo ako je a L° |b*].

[Tocmarpajmo enemente a u b € A u opojuuy A” xoja je don Hojmanosa
anrebpa. [Tocroju naprujanna nzomerpuja v € A” taksa ma je a = |a*|v u |a*| =

av*. TIpernocrasumo ma je |a*| L% b. Taga 3a cee ¢ € A C A” umamo 1a je
lall = llla*[vll < [lla™[]] < [[|a"] 4 bev™|| = [[(a + be)v™|| < |la + bl

7



OJTAKJIe MOXKEMO 3aKJbydnTH J1a je ¢ 1% b. Ciimamo, y apyrom cmepy, ako je a L° b

" ¢ € A Ipon3BOJHbHO, TaIa je
lla[ll = llav™|| < [la]l < lla 4 bev|| = [[(|a"[ + be)v]| < [[la®| + bell,

omake 3aksbydyjemo ga je |a*| L% b. Omarie je a L° b exBusamentro ca a 15 [b*],

mTo je expuBasenTHo ca |a*| LY |b*|, unme je TBpheme moxazamo. O

Y pajy [7] je nokazano ja jaka B.J opTOroHaJHOCT He 3aBUCH 0J] XUJIOGEPTOBOT
C*-momyna, Tj. yommreH je pesyarar u3 Jleme 2.3.1. Caeneha Jsiema npejcraBba

CraB 3.1. u3 mOMeHyTOr PaJia.

Jlema 2.3.4. Hexa je B C*-tioganrzebpa C*-anzebpe A, V. Xunrbeptios A-mogya u
U Xunbepimos B-tiogmogya mogyra V. 3a enemeniie x,y € U savrcu ga je © L%y

y U axo u camo axo je x L5y y V.

Zloxas. Uneja je cauana kao y Jlemu 2.3.1. JIoBo/bHO je mpumeTUTH Ja cy oda

x 1%y y U, ommocuo z 1% y y V, exsusasentau ca z L y(y, ). O
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I'maBa 3

OpTorpad npuapy>keH peJanuju

jake BJ opToroHaJiHOCTH

CBojcTBa Heke OuHApHE pejalnje MOXKEMO IpoydaBaTh MOMONY O]
npujpyxkenor rpada. Ha oBaj madmH je mnpoydaBaHa OPTOTOHAJIHOCT HA
ACOIMjaTMBHUM [pcTeHuMa y pajgosuma [16] u [29], mok je penamuja BJ
oproronasaoctn Ha C*-anrebpama pasmarpana y paiy [9] omakie he u najsehn
Opoj pe3yaTara y OBOj IJIaBU OUTU ITPUKA3AH.

Heka je A mpomsBosbaa C*-anrebpa cxsaliena kao jecHu XuibepToB MOJLYT
Hajt coboMm. Ilogcerumo ce sa peranuja jake BJ opTOroHAJIHOCTH HUje CHUMETPUTHA
penamnuja. Kako he mam kesba OuTH Jla TocMaTpamMo HeycMepeH rpad, yBernhemo

TaKO3BaHy jaKy y3ajaMHO B.J OpTOTrOHAJJIHOCT.

Hedbununuja 3.0.1. 3a esemeniue a,b € A xastcemo ga cy jaxo yaajamno BJ

opiiozonarru (u Guwemo a 1.5b), axo je a L5 b ub L5 a.

Iocmarpaliemo rpad, kora hemo 3saTu oprorpad, npuapyzen pesamujn L2,

[Tpernusnuje, I'(A) je rpad guju cy asopoBu
V(I'(A)) ={la] = Ca | a € A\{0}}

npu gemy cy asoposi [al, [b] € V(I'(A)) nosesanu axo je a L° b. Ha nasme, aBopose
heMo mieHTU(MUKOBATH Ca FHUXOBUM IPEICTABHUIINMA, 14 NEMO MUCATH G YMECTO
[a).

Iloscernmo ce ocHoBHuX Jedunuiuja u3 Teopuje rpacdona. ['pad je mosesan
aKO TIOCTOjU Iy T u3Mely mpou3BoJbHA JiBa uBopa rpada. KommonenTa moseszanoctu

rpada je mMakcumaJsiaH, y OJHOCY Ha WHKJY3Hjy, noBe3an mnojarpad. Pacrojame
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u3Mmelhy JiBa pas3jauyauTa 4dBopa rpada je jayxKuHa Hajkpaher myta uameby mux.
Axo He tocToju myT m3Mmehy HeKa JaBa IBOpa, BUXOBO pacTojame je oo. dujamerap
rpacda ['(A) (y ozuarmu diam(I'(A))) je MakcuMyM cBUX pacTojarsa u3Mely 4BopoBa
y rpady. Caugno ce meduHwHIe pacrojarbe KOMIIOHEHTE ITOBE3aHOCTH rpada.
Kaxxemo ma je uBop rpada m30J/I0BaH aKO HE TOCTOjU IIyT U3Mely mera u OmIo
Kor jpyror usopa y rpady. Kaga ropopumo o aujamerpy rpada, 3ampaBo hemo
YBEK TOBOPHUTHU O JUjaMEeTPy KOMIIOHEHTE IMOBE3AHOCTHU, Tj. U3 pa3MaTparma hemo
HajIpe n30aIuTH U30JI0BAHE TadKe.

Y oBom nesty Hahu hemo tagan nujamerap Tpu Tuna C*-anrebpu: B(H ), C(K)

u Cy(Q2) kao npumepa uveyunuraaue C*-amaredpe.

Jlema 3.0.2. Axo je b gecno unsep@uburan esemenit y yHuwanrnoj C*-arzebpu
A, onga a L° b woenauu ga je a = 0. ITocebro, gecro uneeplubuiny esemeniin

y yrutiaarnoj C*-anzebpu cy uszonosane wavke Zpagda F(A).

Jlokas. Heka je a € A rakas na je a L° b. CraBumo ¢ = —~bta, roe je bt
necuu unBeps eieMenta b. Jlo6ujamo [lal| < ||a — bb; 'a|| = 0, onaxse saksmbyyjemo
a=0. []

3.1 Hujamerap C*-anrebpe B(H)

3.1.1 H je kOHaYHO AUMEH3MOHAJIAH XUJIOEPTOB IMPOCTOP

Bumre myrta hemo kopuctutm KapakTtepusanujy B.J oproroHajgHocTH U3
Teopeme 2.2.7.

Y jajbeM TEKCTY, CJIMKY, OJHOCHO je3rpo omneparopa A € B(H) o3nauaahemo
ca. ImA u KerA, pemom. 3arBOopeme JMHEADHOr OMOTada MMOJACKyna V'
Xwuytbeprosor npocropa H o3nauaBahemo ca span V.

Kako je Ha KOHAYHO JIMMEH3MOHAJTHOM mpocTopy omeparop A € B(H)
MHBEPTUOMIAH AKO M CAMO aKO je JIeCHO MHBEPTUOWIAH, IPEe0CTaje J1a PAa3MOTPUMO
nyxkuHy myTta usmely HemHBepTubmiHux esnemenara y B(H). Ilpumerumo u ja
HEMHBEPTHOWIAH €eIeMEeHEHT HHKaJa HHje H30J0BaH 49Bop. Hamme, ako je A
HemHBepTUOMIaH, OHIa ocToju Henysa r | Im A, ma 3a oproronasHy mpojexiujy
P na span{z} umamo ga Baxku P*A = 0, mro nam maje P 1% A.

[Touehemo ca cayuajem kana je H nBommMensmnonasnasn. Hapemaa gema je camo
nocseauia Teopeme 2.2.7, jep ykosimko je A omeparop panra 1 (a To cy jeaunn

HenmHBepTHOWIHE ¥ oBoM ciydajy) u A 1L B, onma je A*B = 0.
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Jlema 3.1.1. Hexa je H Xunbep@os upoctiop, dim H = 2 u nexa cy A, B € B(H)

HEHYAQ HeUuHBEPTUbUIHU otuepatiopu. Taga je:
A1l°B& A*'B=0<1ImA L ImB.

Cras 3.1.2. Hexa je H Xunbepiwios upoctiop, dim H = 2 u wnexa cy A, B €
B(H) nenyaa neunsep@ubuanu otepamopu. lane, nexa tocwoje n € N u nenyaa
otuepaiiopu Cy, . ..,Cy, y B(H) @axo ga je A 15 Cy 1% --- 1% C, 1% B. Taga je
A*B =0 uau je Im A =Im B.

Aoxas. 1lo Jlemu 3.0.2, cBu C; mopajy OUTH HEMHBEPTUOUTHHU.

[Tpernocrasumo ja nocroju Cy; € B(H) takas ja je A 1% ¢, 1° B. Taza je
o mperxoauoj jgemMu ImA 1L ImCy uw ImCy; L Im B, na je ImA = Im B. Uctn
3aKJbydaK CJIe/IA 33 MPOM3BOJbAH MYT MMapHEe Iy KUHE.

Caza mpernocrasumo ga nocroje Cy,Cy € B(H) taksu ma je A 1° ¢ 1
C, 1° B. Kao u y nperxomnom macycy, InA = ImC, L Im B na je A*B = 0.
[ToHOBO, MCTH 3aK/bydak CJedd 3a MPOM3BOJbAH IIyT HEMapHe IyXKWHE, YhMe je

JI0Ka3 3aBPIIIEH. O

Caa MOXKEMO ONWCATH KOMIIOHEHTe IoBe3aHocTn y ciaydajy dimH = 2 u

OIpeIUTHU HUXOBE JTujaMeTpe.

CraB 3.1.3. Hexa je H Xuanbepwios upociiop u dimH = 2. Komuoneniue

uosesanocwiu opwozpaga U'(B(H)) cy uau uzososane waswke uil CKyaosu 00AuKa
S, ={A€ B(H):ImA = span{z} uauIm A = span{z}"},
2ge je x € H nenynaa sextwop. Hujametap ceaxoz S, je 2.

Joxas. Heka A, B € S, 3a uekn nenyna r € H. Taga je wmm Im A 1 Im B nin
ImA = ImB. Y upsoum cayuajy je A 1° B. ¥V apyrom, y3MuMo HpPOU3BO/BHY
oproronanHy npojekiujy P pamra jenan za (Im A)*. Taga P € S, u Baxu A 15
P 1° B. JTakse, S, je mOBE3aH 1 HeEros ujaMeTap je 2.

[Tokazahemo j1a cy cBe KOMIIOHEHTE TIOBE3aHOCTH Ca& BHUIIE OJ JeJIHOT €JIEMEHTa
6am opor obsmka. Heka je S’ jeqma TakBa KOMIIOHEHTa IOBE3aHOCTH U HEKa je
menyna egemenT A y woj. Kako A Huje m3osioBana Tauka, To A Mopa Outh
HenuBepTubuaan. Jakie, nocroju menyna x € H rtako ga je Im A = span{zx}.
[Tokaxkumo ga je S’ = S,. Ako B € §' onga je no nperxoanom crasy Im A = Im B

uwmi Im A 1 Im B, onakiie cienu ja je B € S, na 3akpyuyjemo S’ C S,. Y apyrom
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cMmepy, npernocraBuMo j1a B € S,. Taya je B noe3an ca A 1o nmpBoM ety JI0Ka3a,

onakye B € §', na je Tume nokazaHa 1 CylpOTHA MHKJIy3Hja. ]

Y cayuajy kazga je dim H > 3, curyanuja je apyraanja. Cienehu cras nmokasyje

Jla TaJia MOXKEMO CIIOjUTHA OMJIO KOja JBa HEM30JI0BaHA YBOpa y HajBuIle 4 more3a.

CraB 3.1.4. Hexa je H Xunabeptios upoctiop waxas ga je 3 < dim H < oco. /anwe,
nexa cy A, B € B(H) nenyara neunsepiubuaru ouepatiopu. Taga Goctioje nenyaa
ouepatiopu C1,Cs,Cs € B(H) @waksu ga je A 15¢, 1%y, 1% Cy L B,

Zoxas. Kako cy A u B HemHBepTUOUJIHU, TO TIOCTOje HeHyJ1a BeKTopu vy € Ker A*
u vg € Ker B*. ¥Y3MuMmo HeHysla BEKTOp v € span {UA,’UB}L. Heka cy cana
C1,Cy,C3 € B(H) oproronanse mnpojekiuje Ha span{va}, span{v}, omaOoCHO
span{vp}, pegom. Tama je A*C, = C7Cy, = C;C3 = C;B = 0 ma Baxu
TBpheme. [

Cana hemo, ca japyre crpane, nmokaszaTtu da kaga je dim H > 3, mocroje

nenaBeprubuaan A, B € B(H) Koje He MOXKEMO [TOBE3ATH IIyTEM JIy>KUHE 2.

IIpumep 3.1.5. Hexa je H (konauan usu 6beckonauar) Xuabepios Upoctuop
wakas ga je dimH > 3 u e;,es € H wmehycobro opiozonasnu JjequHuHU
sextwopu. Hewxa je A € B(H) opwiozonaana upojexyuje wa spanfe;}. Jawe,
nexa je B € B(H) gepunucan ca Be; = Bey = 5(61—1-62) u Bx = g% sa

X € span {61, 62}J—. Taga ce A u B ne mo2y tosesattiu Uyiiem gyaicune 2.

Jokas. Hokaxxkumo Hajupe jga A m B Hucy jako y3ajaMHO OPTOTOHAJIHM.
[Ipumerumo ma cy A m B camMoajjyHTOBaHW W HEMHBEPTUOWIHU, KaO U Ja je
Ker A* = span{e;}" u Ker B* = span{e; — e;}. Kako je A*B # 0, uz Crasa
2.3 u3 pasga [15] saxmyayjemo qa A L° B.

[Ipernocrasumo caga ma nocroju C' € B(H) axas ma je A 1° C' 1L° B. Omner
no Crasy 2.3 u3 paga [15], 3 A 1% C cremn na je C*A = 0, ma je InC L
span {e; }. ITo Teopemu 2.2.7, kako je C 1% B, nocroju HE3 jeUHUYHAX BEKTOPA
x, € H takBux na je nh_{l;lo |Cx,|| = [|C]| n 7}1_)11010 B*Czx, = 0. Kako je Cz, L e 3a
cee n € N, umamo na je Cx,, = A\,es + vy, 3a Heke A\, € C u y,, € span {el,eg}l.

1 1

N3 lim B*Cxz, = lim (—)\n (e1 + e2) + —yn> = 0 mobujamo ma je lim A\, =0 u
n—o0 n—oo \ 2 2 n—o0

lim y, = 0. Onga je lim Cx,, =0, naje [|C] =0, 1j. C' = 0. Tume cmo okazamm

n—oo n—o0

TBpheme. [
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Hapennu cras nokasyje na kaga je dim H > 4, traga ce nyt u3 Crasa 3.1.4

MOYKe CKpaTuTH 3a 1.

CraB 3.1.6. Hexka je H Xuabeptios upocttiop wakas ga je 4 < dim H < oo. Hexa
cy A,B € B(H) nenysa neunsep@ubusnu ouepamiopu. Onga Gocoje HeHya
otepatmopu C1,Cy € B(H) wakeu ga sascu A 150, 1°C, 1L° B.

Jloxas. Heka cy z,y € H jequanaan BekTopu Taksu ga je ||Az| = ||A|| u | By|| =
I|B||. Kako cy A u B HemnBepTuOWIHM, TIOCTOje jeuHUYIHN BeKTOpU v4 € Ker A”
u vp € Ker B*. Axo je ckajapuu npousBos (v4,vg) = 0, 1edUHUNIIMO U = U4 U
w=vg.

Ca jgpyre crpane, ako je (va,vg) F# 0, y3MUMO jeJMHUYHU BEKTOD
v € span {Am,vB}L, a IOTOM M jeJUHUYHM BEKTOp w € Span {By,UA,v}l.
Hedunummmo Cy,Cy € B(H) ca

Civa =va, Civ=v, Cl‘smn{mﬂ’}L =0,
Cyvp = v, Cow =w, 02|sp8m{vBﬂW}L =0
[pumernmo ga je ||Crvall = |Crv|| = ||CL| u [|Cow| = ||Covpl| = ||Cs|. Kako

je Az L Im C, Baxu C7Ax = 0. Takobe Baxxu A*Civs = 0. Hasme je mo Teopemu
2.2.7, A 1° Cy. U3 unmwenune na je w L ImC; crean CiCow = Ciw = 0, ok
m3 v L Im () 3akmyayjemo ma je C5C1v = Cyjv = 0. OBuM cMO 10Ka3aan Ja je
C, 15 C,. Iame, kako je By L ImCh, umanmo na je C5;By = 0. Takobhe Baxu

B*Cyvg = B*vg =0, ma je Cs 19 B, unme je moka3 3aBpIleH. O

OpaBre 3ak/bydyjeMo j1a je mujamerap y ciaydajy dim H > 4 jennak 3. lakite,
ocraJio je ma Hahemo gujamerap y ciaydajy kajga je dim H = 3. Hapeauu npumep

IoKazyje J1a je oH jeaHak 4.

IIpumep 3.1.7. Heka je H Xunabeptios upocttiop wakxas ga je dim H = 3. Hexa je
{e1, 2, e3} opwonopmupana 6aza 3a H u otepatuope A uw B € B(H) gedunuwemo

Ha C/Legeﬁu HAYMYUH:

1 1
A€1 = A@g = § (61 —f- 62) y Aeg = 563,
1 1
B€1 = 561, BGQ = B€3 = 5 (62 + 63) .

Taga je gyotcuna uywa udmehy A u B jeghaxa 4.
Zloxas. Jlokazahemo pemom cienehe:
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(i)
(i)
(iii)

A J° B;
Axko je A 1L° C 17 B, tazna je C = 0;

Axo je A 15c, 1L°c, 1° B, taga je C; = 0 wu je Cy = 0.

Hajmpe, mpumernmo j1a 3a A u B Baxe Hapeane ocobune: A* = A, B* =
B,||A|| = ||B]| = 1, Ker A* = span{e; — ey}, Ker B* = span {e; — e3}. Takobe

je A(er +e2) = e+ e u B(ea+e3) = eg + e3. Ilocse Kparkor padyHa MOKEMO

moburn 1a je ||Az| = ||A|l||z|| ako u camo ako x € span{e; + e2}, m0K ||By| =

I|B]|||y|| ako u camo ako y € span {es + e3}.

(i)

(iii)

[IpBo, mpermocraBumo 1a je A 1% B. Tana MIOCTOj! JeIMHUIHU BeKTOp * € H
takaB na je |[Az|| = ||A|| w B*Ax = 0. Taga = € span{e; + ey}, ma je
x = Az € Ker B* = span {e; — e3}. Kourpagukuuja. Takre, A 15 B.

IpernocraBumo make ga mocroju C' € B(H) takas ma je A 15 C 1° B.

Kako je C' 1 A, nocroju jeaummwann Bextop u € H taxas 1a je A*Cu =0 n

|Cul|| = ||C||. Jakne, Cu € Ker A*, na je Cu = X\ (e; — e3) 3a HEKH CKaJIap
A € C\{0}, omaxse e; — ey € Im C. Tasme, kaxo je B L° C u ||By|| = ||B|||v||
aKO M caMo ako y € span{es + e3}, umamo na je C*B(ex +e3) = 0, Tj.

C* (ex + e3) = 0. Bakspyuyjemo na es + e3 € Ker C* omakie ciemu na je
(ea + e3,e1 —ey) =0, jep e; — e5 € ImC'. Ho oBo Huje Tayno, na mpobujamo

KOHTPA/TUKITA]Y.
Ha kpajy, npermnocrasumo Ja mocroje venyina Cp,Cy € B(H) TakBu jia
AL1%c, 150, 1° B.

Kaxo je A 1L® Oy u ||Az|| = ||A||||z|| ako u camo axo = € span{e; + ey},
nobujamo 1a je CTA (e + e2) = 0, omaxuie caenu Cf (e1 + e3) = 0, 1j. e1+e5 €
Ker C}. Kako je C) 1% A, mocroju jemuuudnu BekTop u; € H Takas 1a
je [[Ciuq]] = ||Ci]] m A*Ciuy = 0. Hakme, Ciu; € Ker A, na je Ciuy =
A(e; — eg) 3a Heku ckamap A € C\{0}, omakie 3akipydyjemMo Ja e; — ey €
Im C;. Kako je (4 1% A, 1mocroje jeIUHUYHH BEKTOPH Us, Uz € H TaksBu
na je ||Crusll = ||Chl, ||Cousl] = ||Call,C5C1uy = 0 u C7Cyusz = 0. Ouua
Ciuy € KerCy u Cyus € KerCf. Kako je B 1L° Cy u |By|| = ||B]||yll
BayKM aKO U caMo ako y € span{es + e3}, mmamo na je C3B (ex +e3) = 0

onakye ciaenu ga je C5 (es +e3) = 0, 1.j. ex + ez € Ker C;. Konauno, kako
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Cy 1.° B, nocroju jeammuanu Bektop uy € H takas 1a je |[Couyl = ||Cal| u
B*Cyuy = 0. Hakne, Couy € Ker B*, na je Couy = 1 (€2 — €3) 3a HEKM CKAJIAp
pu € C\{0}. Omarie 3akpyuayjemo na es — ez € Im Cy. CBe 3ajesno, m1o6min
CMO J1a BarKWU:

61+€2,CQU3 EKGI‘CT, e —GQ,Cl’LLQ eImC'l,

es + e3,Crug € Ker C5, ey — e3, Couz € Im Cs.
Axo Baxu ma je dim Ker C} = 1, ouna je Coug = v (e1 + e3) 3a HeKn ckajap

v € C\{0}. Ho, oBo He moxke BaxkuTu jep es + e3 € Ker C5, na je (Coug, ez +

e3) = 0, mTo HUje TATHO.

Bakmyuyjemo na je onga dimKer C7 > 2. Kako je C) # 0 u dim H = 3,
nobujamo sa je dimKer C7 = 2 u dimIm C; = 1. Onga je Crus = Kk (e — e3)
3a Heku ckasap k € C\{0}. Ho, 1o je y kourpamukimju ca (Crus | ea—e3) = 0,

jep ea — ez € Im Cy u Chuy € Ker Cf.
OBuM cMo jloKaz3am Ja je ayuHa myTta usmehy A u B jeqnaka 4. O
Ha kpajy, cymupajmo pobujene pesyarare y jeTHOj TEOPEMU.

Teopema 3.1.8. Hexa je S ckyt c8uUT HEHYAQ HEUHBEPTUUOUAHUL OUEPATLOPG HA

KOHAUHO quMeH3uoHasnom Xuarbepuiosom upocuwopy H .

(1) A € B(H) je usonosan usop opwozpaga I'(B(H)) axo u camo axo je A

UHBEPTUUOUNAH.

(2) Axo je dimH = 2, @waga S nuje Gosezan. KomGoneniie wose3anociu

opwozpaga ['(B(H)) cy uau u30408aHU 480POSU UAU CKYTOBU 0OAUKG
S, ={A€ B(H):ImA = span{z} uau Im A = span{z}"*}
2ge je x € H nenyaa sexwop. ujametwiap ckyua S, usnocu 2.

(8) Axo je dim H = 3, waga je S KoMUOHEHTQ TOBE3AHOCTIU HUU j€ qUjaMETap

/.

(4) Axo je dim H > 4, @aga je S KomTGoneHnTia G06€3aHOCTIU YUjU je Jujametiap
3.
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3.1.2 H je 6becKoHaYHO AMMEH3WMOHAJIaH XUJIO0EpPTOB
IIPOCTOP
Kana je H GeckoHadHO auMeH3MOHAJaH XUJIOEPTOB IIPOCTOP, CUTyaldja je
TeXHUYKHU CJI0XKeHuja, mpu yemy u3 [Ipumepa 3.1.5 3uamo ma je nujamerap sehu o
2, ma ocTaje oI Jia MOKaXKeMO JIa TPOU3BOJbHA JIBA HEM30JIOBAHA IBOPA MOXKEMO
cuojutu 1yreM jyxwube 3. Opige hemo msocrasuTu joka3 (Koju ce moxke Hahn

y [9]) 1 HaBECTH CaMO KJ/bYYHH DE3YyJITaT - HauM€, KOHAYHO AUMEH3WOHAJIHU K

KOMYTATUBHU CJIydaj Omhe HAM KJ/bYYHH 34 JJa/be UCTPAKUBAIHE.

Teopema 3.1.9. Heka je H beckonauno gumensauonarar Xurbeptos upocwiop u
S ={T € B(H) | T nuje gecno unsepmuburan, T # 0}.
Taga saoice caegeha wepherva:

(1) Otepatop A € B(H) je usonosan wsop opwozpaga I'(B(H)) axo u camo axo

je A gecno unsepubusan.

(2) Cxyu S je xomGonwenia uosesanocuiu, opwozpaga U'(B(H)) wuju je

gujametiap jegrar 3.

3.2 JIujamerap KOMyTaTHUBHE yHUTAJIHE
C*-anreope

Buamo 1a je o [espdana-HajmapkoBoj TeopeMn cBaka KOMYTATUBHA, YHUTATHA
C*-anrebpa m3omopdua ca C(K), rae je K kommakran XaycaopdoB mpocTop u
nopma dbyukiuje f € C(K) nedunucana ca || f|| = max{|f(t)| | t € K}.

Kopucrehu Teopemy 2.1.16, moxkemo mpobutn KapakTepusainujy jake BJ

oproronasuoctu y C(K).

Cras 3.2.1. Hexa je K xomuaximan Xaycgoppos tupoctiop, f,g € C(K) u f # 0.
Taga je f 1° g axo u camo axo Gociioju ty € K wwaxas ga |f (to)| = ||f||

Joxas. Tlo Teopemu 2.2.4, snamo na je f 1% g ako u camo axo je f L ggf.

(OBzme nmocmarpamo C*-anrebpy C(K) xkao Xumibepros C*-momyst Haj coboM ca
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CKaJIapHUM MPOU3BOJIOM jiatuM ca (a,b) = a*b.) Ilo Teopemy 2.1.16, f L ggf ako

1 CaMO aKO CKyII

{F@gan) 1t e B} = 1F@P® |t € By = {IF 7o) |t € By)

HUje caJprKaH y oTBopeHoj morypasau y C ca rpaHuIioM Koja capKu KOOPIUHATHI
novyeTak. OUnIIEHO, OBO BaXKW aKO M CaMO aKO IOCTOju ty € E; TakBo nma je

Axo je |K| > 3, mujamerap oprorpada I'(C(K)) moxke 6urn 2 nau 3. la 6ucmo

TO JIoKa3aJm, ounhe Ham mmoTpebHa cieneha TexHUYIKa JeMa.

Jlema 3.2.2. Hexa je K xomuaxtan Xaycgopgpos upoctiop u ty € K. Taga
aocmoju f € C(K) wuja je jeguna nyaa ty ako u camo axo ty uma Gpebpojusy

aokaany basy y K.

Zoxas. Heka ty € K uma npebpojusy snokanny 6asy (Uy ),y vy K. Tama cy ckynosu
K\U,,n € N, 3arBopenu u qucjyHkThu ca ckynom A = {ty}. Ilo ¥Ypuconosoj jemu,

KOHCTPYHINEMO HHU3 HENPEKUTHUX (DYHKIHja f, : K — [O, 1] xoje ce anymmpajy
y to u jennaxe cy 1 va K\U,. Hedbunummumo f = Z — fn. llpumerumo ma pen

KOHBeprupa yHudopmHo 1o BajepriTpacoBom KpI/ITepI/IJyMy, na je f HempeKuHa U
f (to) = 0. Ako je t # to, Taga o XaycaopdoBoM CBOjCTBY, IOCTOJU HEKA OKOJIMHA
Tauke ty KOjoj t He mpunaa. Kako je (Un)nEN JIoKaJiHa 6a3a, TO 3aIpaBo MOCTOjU
n takBo na t ¢ U,. Tana t € K\U,, na je f(t) > 0. Hakne, f je Henpexnua
dyrakxmmja Ha K Koja mMMa caMo jeJHy HYJY.

O6parno, mpernocraBumo jia nocroju dyskmuja f € C(K) ca camo jemnom

nyiaom tg € K. Bes rybspema omrrrocTu, mnpernocraBuMo na je f > 0, wHade
1

nocmarpamo dbyukmajy |f|. 3a n € N osnaammo ckyn U, = f' ([0, —)) Tana
n

cy csu U, orBopenn ckynosu y K koju cajzipxe ty. Heka je U mponsBosbHa OTBOpEHA
okosmmHa Tadke to. Taja je K\U 3aTBOpeH MOJICKYI KOMIIAKTHOL, T1a CAMUM TUM U

kommakTad. Taga f moctmxke munumym o Ha K\U. Kako je f(t) > 03at € K\U,

Mopa BaxkuTu 1a je a > 0. Heka je m € N takas na je — < a. Ako t € U,,, onna
m

1
je ft) < — <a,mat¢ K\U, 1j. t € U. Baripyuyjemo na je U,, C U. OBum cmo
m

nokazamu ja je (Uy,), oy Ipedpojusa jlokaiHa 6a3a Tauxe . O

Cienieha nema Ham jaje momy orey 3a aujamerap oprorpada I'(C(K)) kana

ocToju Heka Tadka y K ca npedpojuBOM JIOKAJTHOM 0a30M.
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Jlema 3.2.3. Hexa je K xomuax@an Xaycgoppos apoctuop wakas ga je |[K| > 3.
IIpewitoctiasumo ga woctwoju wavwka y K ca upebpojusom aoxasrom bazom. Taga
aocwoje nenyaa neupexugne gynryuge f, g € C(K), apu wemy obe umajy bap jegny
nyay, wakee ga je f L% g u ga je jequna dymruyuja h € C(K) xoja 3agosomasa
fL5h 1% g nyaa dynryuja.

/oxas. 1lpernocraBumo ja tavka t; € K uma npebpojuBy jiokaiay 6a3y. [1o Jlemn
3.2.2 nocroju f € C(K) Takpa ma je t, mena jeauna myma. Memajyhn f ca ff
MozkeMo npernocrasutu Ja je f > 0. Heka f mocruzke HopMmy y Taukn t”.

JonaTHo, MOXKeMO IPeTHOCTaBUTH Ja IIocToju Tadka t € K,t' # t, Taksa ma
je f (&) < ||f]l. Hamme, ako je f(t) = ||f|| 3a cBe t € K\ {t1}, onma ysmumo t' €
K\ {t1,t"} (xoja mocroju jep je |K| > 3) u KOHCTpyHIIUMO HETPEKUIHY DYyHKIH]Y
a: K — [0,1] 3a xojy je a(t;) = a(t') = 0 u a(t") = 1. 3atum, byuxuumjy f
samernmo ca f + a. Cazma mmamo ga je 0 < f (t') < || f]|, kao u na je ¢, je jenuua
nysa dpyHKIEje f, a ga ¢ Apyre craHe f JOCTUKe HOpMY y Tadyku t’.

Hasme, moxemo upernocrasutu ga je f(t') > —|f|. Ako To Huje rTadmuo,
MOXKEMO KOHCTpyucaru Hempekuany dyukmujy 3 @ K — [0,1] TakBy ga je
B(t1)=0u (') =p (") =1wunorom samenurnu f ca f+ || f||5.

Hedunrummmmo g ca

g(t) = f(¥) = f(1).
Tana je g € C(K) nenyna nenpekuana dyukumja, g (t') = 0, u t; je jenuucrsena
TauKa y K0joj g moctmzke Hopmy (jep je |lg|| = f (). Ipumerumo ma Bazxu f L° g,
jep je g(t) = 0 axo u caso axo je F(t) = f (£) u onga |F(#) = |f (£)] # | /] Daxae
fLg.

[pernocraBumo mame ma je h € C(K) raxsa ma saxu f 1L° h 15 g. U3
h L® f cremm ma je |h(ty)| = ||h]], jep je t1 jemuna myma dbyskuuje f. Ca apyre
crpane, u3 unmenune 1a je ¢ L2 h caenn na je h (t1) = 0, caga 360r Tora IITO je
t; jenuna tauka y K y kojoj dyukimja g qocruxke nopmy. Cse 3ajemqHo, 1o6ujamo

na je h = 0, ynme cMO TIOKa3aJIu Jia je y OBOM CJIyd4ajy Jaujamerap oap 3. ]
Cajia MOKeMO JI0Ka3aTH IEHTPAJIHY TEOPEMY OBE CEKIIHje.

Teopema 3.2.4. Hexa je K xomuaxmar Xaycgoppos upoctuop wakas ga je | K| >

3. Hexa je gawe
Sk ={f€C(K) | f(t) =0 3a nexo t € K}\{0}.
Taga saoicu:
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(1) Uszonosanu weoposu opwozpaga I'(C(K)) cy unsep@ubuiny esementiu y

C(K), wj. nenysra enementuu cxyta C(K)\Sk.

(2) Crya Sk je womtonentia uosedanocmvu opwozpaga I'(C(K)). FHben

qujametmap je 3 axo bap jegha wawka ckyua K uma upebpojusy A0KaAAHY

6a3y, gok je unave gujamewiap jegrar 2.

Hanmomena 3.2.5. Ilpumep xomuakxiinoz Xaycgopdosoz uUpoctiopa %og Koz2a

HUJegHA TAYKA HeMa Upebpojusy A0KaAHY 643y je I’ , upeuusnuje, CKYu CEUT

dynryuja uz I =1[0,1] y I, na xome je 3agatia Wowor0Zuja UGPOU3BOYQ.

Jloxas. (1) IlpernocraBumo na dyukuuja f € Sk u Heka cy Tadke ly,ty € K

(2)

takse fa f (t1) = 0 u |f (t2)| = || f|l. Tama nmocroju dyukmmja h € C(K)
takBa jga je |h(t1)| = ||h|| # 0 u h(ty) = 0, HO oHzma y ckaaxy ca CraBom
3.2.1 Baxku ma je f 1% h, ma f muje usomoBan usop oprorpaca I'(C(K)).

[Ito ce Tuue npyror cmepa, JOBOJHHO je mpumenuTu Jlemy 3.0.2.
Hokaxkumo Hajupe Ja je aujamerap oprorpada I'(Sk) 6ap 2. Uzabepumo

HeHeraTUBHY Henysa dyHKIMjy f € Sk TakBy na 3a Heke Tauke t,t,t" € K

BaXK! J1a je

ft) =0, fE)=Ifl, 0<fE) <IfI

OBakBa (QyHKIHja MOCTOjU M0 KOHCTPYKIIMJU CAWIHO] MPETXOHO] JIEMHU.
Onma f? u f Hucy mcra Kiaca HeKor usopa oprorpada, a mo Crasy 3.2.1
saxu 1a f L5 f2.

Cama 1OKaKUMO 1 JIa je JujaMerap Marbu OJf 3. Y3MUMO IPOU3BOJHHE JIBE
dyuxuuje f,g € Sk Takse ma je f L g. pernocrasumo nomaruo aa ce K

cacToju o Oap YeTupu Tadke U HeKa cy tq, S, ts, So € K TakBe j1a je

ft) =0, g(s1) =0, [f) =], lg(s2)l = 1lgll- (3.1)

Axo cy cBe yetupu Tauke ti, ta, S1, S, MeycoOHO pasmaure, Ta ia 01a06epeMo

h € C(K) rakBy na je
[h (1) = [h (s1)| = [|Bll, R (t2) = h(s2) =0 (3.2)
maje f L5h 1%g.

Hasbe, mocMaTpajMo ciIydajeBe Kaja cy Heke Mely Tadakama tq, to, 1, So HCTE.

HapagHo, t; # ty 1 1 # Sg, TIa TTPEOCTAjY CIydajeBH:
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(i)

(i)

(iii)

(iii.1)

(iii.2)

Ako je t; = s1 mm ty = Sy Tama ty # S U So # ty, ma dyHKIHja h
Kao y (3.2) je u maspe mobpo neduHMcaHa HeHyIa DYHKIMjA 3a KOjy je
fALSh 1%y

Ako je t1 = sy Uty = S1, Tana je f L° g mro je y KOHTpasuKuMjK ca
IIPETIIOCTaBKOM.

Y mocienmem caydajy je t| = Sy m ta # s (cayuaj t; # So W
to = 51 pasMarpa ce aHaJIOFHO). [Ipumernmo na cy Taja Tadke ti,ts, S

Mehycobno paznuaute. [locToje maBa nomaciayuaja:

VY IIpBOM, MPETIOCTABUMO Ja f WMa JBe paszawdaure myne: t; u t;. Taga

je HapaBHO ) # ty. Moxkemo 6e3 Ty6/bema OMIITOCTH MPEeTHOCTABUTH
: / . /

na je t] # s1, nnade npuMeHumo (i) upu demy t; 3amenumo ca t;. Tana

cy ty,t1,ta, 51 9eTupu mehycobuo pazymunte Tauke. Heka je h € C(K)

HeHyJ1a (PYHKIMja TaKBa J1a je
h(t) =h(t2) =0, h(ty)=h(s1) =]

Tamaje f L5 h 15 g.

[IpernocraBumo 1a je t; jenwHa Henyiaa dyukmuja f. Korncrpywuremo

Henyna dyukimje hy, hy € C(K) Takse 1a je

hi (t) = lhall . ha(t2) = ha(s1) =0
ha (1) =0, ha(t2) = ha (s1) = [|ha]|.

Tanaje f L% hy 15 hy 19 g. OBEM CMO 3aBDIIIIIA U TIOCIICIBU CITY9a;.

Bparumo ce caga una tpheme. Ilo Jlemn 3.2.2, ako mujenna Tauka ckyna K

HeMa TpedpojuBy JIOKAJHY 0a3y, OHJIa CBaKa HeMHBepTHOWIHA (dyHKIHja Ha K
nma Gap aBe HyJte, ma 3a cBe f,g € Sk mocroju Henynaa dyHKIHja h € Sk TakBa

naje f L5 h 1% g. JTakie, y oBoM ciydajy je aujamerap 2.

Hacympotr nperxomgaom ciiy4dajy, ako HeKa Tadka K uMa 1mpebpojuBy JOKAJIHY

06a3y, OHJA TOCTOjU HEWHBEPTHOWJIHA (YHKIMja ca caMo jegHoM HysgoM. U3
IIPETXOIHOT pa3MaTpama, Kao u u3 Jleme 3.2.3 3ak/bydyjeMo Ja je y OBOM CJIydajy

mujamerap I' (Sk) jenmax 3.

Ha kpajy, ocrano nHam je ja mpoepumo ciayuaj |K| = 3 (3ampaso, pagu ce o

C? ca cympemyMm mHopmom). Kao rope, najumo tauxe ty, 51,1y, 55 € K ca cBojcTBOM

kao y (3.1). Kako je |K| = 3, neke meljy Taukama ty, to, S1, So Cy UCTe U JIUCKYyCHja
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ce 3aBpIllaBa Kao y HEKOM OJI NPEeTXOMHuX ciy4dajeBa. Hapasno, mocroju ypehena
TpojKa ca caMo jemHoM Hyia koopaumaaroMm y C?, ma je nujamerap y oBOM ciydajy

jenHax 3. O
Ocraje ma MpoKOMeHTapUIIeMO ciIy4daj Kaja K mma jBe Tadke.

Hanomena 3.2.6. Axo je |K| = 2 waga ce C(K) uoxaata ca C* na xome je
gedpunucana marxcumym nopma. Cryt Sk gedpuruwemo xao y Teopemu 3.2.4. Taga
je on satipaso jeguax Sk = {\(0,1), u(1,0) | A, u € C\{0}} v onuzregno je (0,1) 1L°
(1,0).

3.3 Imjamerap KOMyTaTHUBHE HEYHUTAJTHE
C*-anredpe

Cama hemo mocmarpatu gaujamerap HeyHuTaaHe KomyTaruBHe C™-ajrebpe.
3a cBaky takBy C*-anarebpy A mocroje HEKOMIAKTAH, aJ JIOKAJTHO KOMIIAKTAH
Xaycaopdos npocrop 2 Takas 1a je A mzomopdan ca Cy(£2), 1j. ca C*-amrebpom
HEINPEeKNIHUX KOMILIEKCHUX (pyHKIH]ja Ha {2 Koje HecTajy y beckonauanoctu. Heka je
name K = QU{so} AnekcannposibeBa kommakTudukamnuja ckyma §. Tana MozkeMo
unentudurosaru Cy(2) ca C*-nomanredbpom {f € C(K) | f(so) =0} yunurasmne
C*-anrebpe C(K).

Hajupe hemo npormuputu pesynrare u3z Craa 3.2.1 HA HEYHUTATHU CIIy4a;].

CraB 3.3.1. Hexa je K = Q U {so} Auexcangposnwesa romuarupurayuja
HEKOMUAKTWHOZ NOKANHO KOMUaKHoz Xaycgopposoz upocttiopa 2 u weka f,g €
Co(Q), f # 0. Taga je f 1° g axo u camo axo Gocioju t, € Q @Waxo ga je
£ (t)] = /1] u g (to) = 0.

Joxas. Hexa cy f,g € Co(Q) takse ma je f L5 gy Co(Q). permsnnje
lf 4+ ghll = |Ifll, 3acsehe Cy(Q). (3.3)

Ca apyre crpane, ako f u g mocmarpamo Kao ejemente C(K), Taga pesanumja
f1%¢gy C(K) 3naun

If +ghl = |Ifll, 3acsehe C(K). (3.4)

Hapagno, u3 (3.4) caemu (3.3). 3ampaso, onu cy exkuBaseHTHH. Hamme, 1o

Teopemu 2.2.4, 3a aBa ejxementa a u b npousposbHe C*-ajrebpe A Baxku 1a je
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a 15 b (y A) ako u camo axo je a L bb*a, 1j. axo je ||a + Abb*al| > ||a|| 3a cBe
A € C. Kako je nopma na C'(K) npormperse HopMe Ha Cy(§2), oba (3.3) u (3.4) cy
exkBuBasienTHa ca f L ggf, Koju He 3aBucu oy ambujerrasne C*-anrebpe (jemauHo
je Baxkno na cy fu gy Cy(2) C C(K)). HapasHo, oBJic MOXKEMO UCKOPUCTHUTH W
Temy 2.3.1.

THakre, ako cy f,g € Co(Q) menyna dbyuxuuje takse na je f L5 g (v Co(Q) ma
camuMm tum u 'y C(K)), Taga o Crasy 3.2.1 nocroju tauka to € K Taksa ja je
|f (to)] = || f]| m g (to) = 0. Kako je f # 0, Mmopa BaxkuTu ja je ty # g, na ty € 2,

qmuMe je JIOKa3aH jegaH cMmep. Ipyru cmep TpuUBHUjaJIHO BaXKWU. ]
Crneneha jtema ce 6asupa na Jlemn 3.2.2.

Jlema 3.3.2. Hexra je K = QU {so} Auexcangposmwesa romuakTiugpurayuja
HEKOMUAKTWHO0Z, NOKAAHO KomUaKwHoZ Xaycgopposoz upoctmopa ). Taga toctmoju
Pynxuuja f € Co(Q)) xoja Gopeg So, uma Wwawno jeghy nyay to € Q axo u camo axo

wavke So u ty obe umajy upebpojusy soxasny basy y K.

/oxas. Heka sy u ty € K nmajy npedbpojuse yiokatne 6aze y K. Ilo Jlemn 3.2.2,
nocroje dyukiwmje fo,go € C(K) takse 1a je s¢ jeauna Hyna dysakimje fo, T0K je
to jenuna mysna dyuruuje go. Onga dyukmuja f = fogo npumamga npocropy Cy(2)
U IheHe jejIMHe HyJie Cy yIPaBo So U ty.

O6parHo, mpernocraBumo Ja nocroju dyurmuja f € Cp()) ca camo ase
HyJIe, So U ty. Be3 rybipema OMmTocT, MOKEMO MPETIOCTABATH Ja je PYHKIIIja
Heneratusa, Tj. na f : K — [0,00). Tlo YpucoHOBOj JieMu, KOHCTPYHUIIEMO
dbyukumjy g : K — [0,1] TakBy 1a je g(so) = 0 u g(tg) = 1. Tama sy € K je
jenuua mymna dyskuuja h = f+ g € C(K), na no Jlemn 3.2.2 3akspydyjemo ja
TavyKa Sg UMa mpedbpojuBy Jokaany 6a3y y K. Ha canyan Haunn 3aksbydyjemMo Jjia

u typ uMa TpedpojuBy JOKaJHY 0a3zy y K, auMe je J0Ka3 3aBpIIEH. ]

Omner, caudHO Kao y yHUTAJHOM ciydajy (Bumeru Jlemy 3.2.3), dyukuumje y
Co(92) ca Tauno jemuom HysoMm y ) nahe HaM nmpumepe Ko KOjUX je JIyKUHA IIyTa

n3Mely wux jerHaka 3.

Jlema 3.3.3. Hexa je K = QU {so} Ausexcangposmwesa romuaxTiugpurayuja
HEKOMUAKWHOZ AOKANAHO KOMUAKUWHOZ Xaycgopposoz UPOCUWOPa Q.
Ipewutioctiasumo ga toctwoju wawka t1 € ) Wwaxsa ga Sy u t1 umajy upebpojuse

aokanne base y K. Taga tocmoje nenyaa dymnxuyuje f,g € Co(QL), apu uemy obe
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umajy wyay y Q, @akee ga je f L5 g u gogad@mo, axo za h € Cy(Q) eancu ga je
fL%h 1% g ongaje h=0.

Jloxas. Tlo Jlemn 3.3.2 nmocroju dyukimmja f € Cy(Q2) 3a xojy cy t; u so jenuue
uysne. Bes rybipema OMIITOCTH MOXKEMO IPETIIOCTABUTH Ja je [ HeHeraTuBHA,
unade ymecro f mocmarpamo dbynkimjy ff. Kao y mokazy Jleme 3.2.3, moxkeMo
IPETIOCTABATH JIa TIOCTOju Taduka t' # so,t; Taksa na je f (¢') # || f])-

Heka je g1 € C(K) neneratusHa QyHKIIja TaKBa Ja je t| jeIMHCTBEHA TavKa y
KO0joj oHa JtocTuxke MakcuMmyMm. HapaBho, TakBa pyHKIMja g mocroju. Hanme, Kkako
t1 uma ipebpojuBy JoKaHy 6a3y, nocroju dyukiuja o € C(K) taksa n1a je t1 mheHa
jemuna mynaa. Omma moxxemo y3eru ¢1(t) = ||af| — |a(t)]|. Moxemo npernocraBuTn
na je g1 (t') = g1 (so). Hamme, ako je g1 (') # g1 (s0), 6e3 ry6ibera ommrocTH,
ako je g1 (t') > g1 (s0), MOokeMO KOHCTpymcarn Henpexkuany dbyuxmmjy 3 @ K —
0,1] rakBy ma je B(so) = B8(t1) = 1 u B (') = 0. Barum, 3amernmo g; ca g, +
(g1 (') — 91 (s0)) B-

Caza hemo momohy dyukumje g; koucrpyucaru byukuujy g € Co(Q2) koja
takolje mocTUIKE MAKCHMYM y Tauky ti, uma nyiay y O u Baxu g L° f.

Ckym

Ky ={te K:[f(t)=|fl}U{t}

je saTBOpen m Tauke t', sy ¢ K. Heka je v : K — [0,1] menpeknana dynkimja

takBa 1a je v (so) =y (') =0u y(t) = 13a t € K;. lebunaummumo dbynkuujy g ca
9(t) = g1(t) = g1 (s0) + (2 [|g1 [l + 91 (50)) ¥ (£)-
Tana Baxe cienehe unmenuie:
(1) g(s0) =g (") =0, nma g € Cy(Q) n uma myny y ckyimy .

(2) Ako dyskmuja f moctuzke HOpMY y Tadku t, onna t € Ki\ {t1} na je g(t) =
g1(t) + 2]|g1]| # 0. OBum cmo moxazama ma f A2 g.

(3) Hame je g (t1) = 3||g1|- Takohe Baxku cnenehu Hu3 HEjeHAKOCTH

—llgll < =g1(s0) < g(t) < g1 () +2|gullv(t) < 3lgall V2 € K,

qrMe MO TIoKa3asu Ja je ||g]| = 3]|g1]|. Cana 3Hamo jga g JocTuke MaKCHMyM
y Tadky ti, HO TMOKaXKMMO Jla je t; 3alpaBO jeJImHa Ca OBUM CBOjCTBOM.
ITpernocrasumo ma je |g(t)| = 3|¢1|| 3a mexy rauxky ¢ € K. 3uamo na je

g(t) = —g1(so), na camum tum Huje moryhe na je g(t) = —3|g1]|. Kako je
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g peaJiHO-BpeJiHOCHA (DYHKIMja, octaje HaMm ciydaj Kaga je g(t) = 3|g1|-

[Ipumernnmo 1a je

(lgrll = g1 () + (2| gll + g1 (50)) (1 = ~(t)) = 0.

Kako cy oba cabupka Ha JieBOj CTpaHU HEHeraTuBHa, oba Mopajy OuTu
jennaka 0, ma je ¢g1(t) = ||g1]] m v(¢t) = 1. Ho jemumo t koje oBo ucmymasa je
t;. Tume cmo moKazasu Jia je t, jeimHa TadKa y K0joj PYHKIHja ¢ JTOCTUXKE

MaKCUMYM.

Konauno, ueka je h € Co(Q2) Taxsa ma je f 1% h 1° ¢. ITo Crasy 3.3.1, us h 15 f
zakspydyjemo na je |h (t1)| = ||k, jep je t1 jemuna myna dyuxuuje f y ckymy €.
Ca npyre crpane, u3 g 1% h cienu ma je b (t1) = 0, jep je t, jemuma Tadka y CKyIry
) y xojoj dbyukmmja g moctmxke HOpMY. Tume cmo jokasanu ga je h = 0, anme je

JIOKa3 3aBPIIEH. O
Cana MoxkeMo y mormyHocTn ommcaru gujamerap oprorpada I' (Cy(§2)).

Teopema 3.3.4. Hexa je ) nekomuakiwan, aru A0KAAHO KoMUaKwaH Xaycgopdhos
apocwiop u K = QU {so} Auexcangposmesa xomuaximiupurayuja apoctopa .

Zlame, nexa je
So={f€Co(Q): f(t) =0 3a nexy waury t € Q}\{0}.
Taga easrcu caegehe:

(1) Hszonosanu usoposu opwiozpaga I' (Cy(SL)) Goc@oje axo u camo axo Wawka
So uma upebpojusy aokainy 6a3y y K. V wom cayuajy ckyd uzorosanur

wauara je jegnar cxyuy Co(2)\Sq-

(2) Cxyu Sq je xromtonenmia uosezanocwiv opwozpaga 1 (Co(Y)). Hen
gujametmap je 3 axko UocwWoju wWavkae t; € () wWakea ga ona U Sy UMY

upebpojusy aokainy 6a3y y K. HUnave, wen gujametap je 2.

Jloxas. (1) IlpermocraBumo ja sg € K uma npebpojuy Jjiokauny 6a3y y K. Ilo
Jemu 3.2.2, nocroju dyuknuja f € C(K) taksa ja joj je So jeunHa HyJa, Tj.
f € Co(Q) u f mema nyaa y npocropy 2. Taga mo Cray 3.3.1, He mocroju
nenyna dbyukimja g € Co(Q) Taxsa ma je ¢ L° f. Cammm Tum, cBe Taxse

dyurnuje f cy msonoBanu usoposu oprorpada [' (Cy(£2)).
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Ca gapyre crpane, IPETIOCTABUMO Jia Tadyka Sy € K Hema npebpojuBy
nokasiHy 6a3y y npocropy K. Tama npomsBosbra dyskimja f € Co(§2) nma
jorn HeKy HyJy, o3naduMo je ca t; € (). Heka je tauka to € K TakBa na
je |f (t2)] = ||f]|- Korcrpyumumo uenysna dbyukuujy g € C(K) Taksy ja je
9(50) = g(t2) = 0 m g (t1)] = [lg|l. Tama g € Co(Q) u f L g, na dymxmuja
f uuje uzosoBan usop oprorpada I' (Cy(£)).

oka3 je mormyHno anaJjioran nokagy lTeopeme 3.2.4. Jenuna paz3imka je IITO
oJie dyuKIwmje Mopajy 6utn u3 ckyna Co(€2), Tj. so MOpa OUTH BUXOBA HYJIA.
Kaxko ce cBe Tavuke Koje ce MOMUIbY TPUIUKOM KOHCTPYKIIAje OBUX (DYHKITH]a,
Tj. Tauke ti,ts, S1,So,t’,t", pasmuKyjy om Sy, JOJATHU YCJIOB HE yTHYe Ha
nperxojiHe. Konauno, kopucrehu Jleme 3.3.2 u 3.3.3 Hajasumo aujamerap
oprorpada I (Sq).

[
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I'maBa 4

OpTorpad jake BJ
OPTOTOHAJIHOCTH IIPOU3BOJbHE

C*-anredpe

Y 0BOj raBu 6uhe IpUKa3aHU OPUTMHAIHE Pe3yaTarn u3 pajga [45], y koM cy

JIATH OJICOBOPHM HA MHOTa OTBOPEHA MUTama MOCTaB/beHa y pasy [9].

4.1 WM3o010BaHU YBOPOBU

Y oBom mornoryiassey omnucahemo mzosoBane usoposa oprorpada ['(A) u y
cIydajy yHUTaJHe, Kao u HeyHutajgae C*-aarebpe A.
CxomHo TOM 1By, mOTpeOHA HaM je AedwuHHUITja ATPOKCUMATUBHO

MHBEPTUOUJIHOT €JIEMEHTa Koja je yBejeHa y paiy [25] wa cienehn navun:

Hedbununuja 4.1.1. Hexa je A apouseomna C*-anzebpa u esementi a € A.
Kaotcemo ga je a aupokcumattiu6Ho gecHo UHBEPTUUOUAAH AKO TOCTLOJU MPEHCA

{a;}icr Waxo ga je aa; aupoxcumaueHa jegunuya 3a A.

[Ipumerumo 1a ce oBa jAeduHUNUja TOAy/Iapa ca JePUHUIMJOM JIECHO

MHBEPTUOMJIHOL ejieMenTa YKoauko C*-ajrebpa nMma jeauHuILy, Tj. BaxKu ciaeznehe:

CraB 4.1.2. Hexa je A ynumaana C*-anzebpa u enementi a € A. Taga je a gecro

UHBEPTUUOUAGH GKO U CAMO GKO Je G GUPOKCUMATUUBHO §ECHO UHBEPTUUOUNGN.

Jloxas. oka3z je nar y CraBy 2.7 y pasay [25] u maparpady Koju cjeau HAKOH

mera. L]
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CraB 4.1.3. Hexa je A upoussonra C*-anzebpa u nexa a € A. Taga cy caegeha
wepherva ex6uUBaNEHTIHA:

(i) a je aupokcumaTueHo gecrno UHBEPTUUOUAAH,

(ii) a ne GpuGaga HUJEGHOM JECHOM MOJYAAPHOM UJEANY;

(iii) 3a ceaxo wuc@o cwarve p sadxcu ga je plaa™) > 0.

Jloxas. Oso je Teopema 3.6 u3 paza [25].

BampaBo, y HaBeIEHOM paJy je TeopeMa WCKa3aHa CaMO 3a HEyHUTAJIHEe
Hekomyrtarune C*-anrebpe, a jokaszana 3a HeyHutasne C*-anrebpe (CBOjCTBO
HEKOMYTATUBHOCTH Hurje Huje Kopwuiiheno). Ho, oHa je Tadna w y yHUTAJIHOM
ciy4dajy. JlokaxxumMo To.

Tephema (i) u (iii) cy exBuBanenTHa o Teopemu 5.3.5 u3z [59).

ITpermocraBumo na (i) wmje rmauno. Tama mo CraBy 4.1.2 a Huje mecHO
uHBepTHOMIaH, a a € aA ; A. Camum tiMm je Aa”™ = (aA)” npasu JjieBu umean y
A ma je mo Teopemu 5.3.3 u3 [59] cajpkan y HEKOM MaKCHUMAJIHOM MOJLYJIAPHOM
JeBOM mjeasty, o3nadnmo ra ca J. Taga a € aA C J*, na ne Baxu (i).

Ha xpajy, npermocraBumo Ja He Baxku (i), Tj. Ja a € J 3a HEKH MaKCHMAaJaH
Momytapuu gecan uupean J. Taga aA C JA C J ; A. Opariie a HUje HECHO
uHBepTUOWIIAH, T1a He BaxKu (1), 9MMe CMO JOKA3aJd Jla Cy U MPBE JBE TBDIHHE

€KBUBaJICHTHE. ]
3a najbe m3narame buhe HaMm morpebHa ciegeha TeXHUYKA JieMa.

Jlema 4.1.4. Hexa je A apouseonna C*-anzebpa u Hexa a, b € A. Axo wocttioju

ciiare p maro ga je plaa*) = ||lal|* u p(bb*) =0, onga je a L b.

Jloxas. Ba mpouszBosbro d € A no Komwu-IlIBaprioBoj HejegHakocTH BazKu
Ip(bd)|* < p(bb*)p(d*d) = 0, ma je p(bd) = 0. IIpermocrasumo ma je |lal = 1

(nuade mogenumo a ca ||al|). Taga je
la + be||> = [[(a + be)(a + be)*|| > |p(aa* + ac*b* + bea* + bec*b*)|.

Ho, p(bca™) = p(bec™d*) = 0, xao u p(ac™d™) = p(bca*) = 0, ok je p(aa”) = 1.
Hakue
la + bel|* > 1 = [|all?,

ma je a L b. O

VY cienehem craBy hemo mokasaTu fa Cy 1€CHO HHBEPTUOUIHY €JIEMEHTH jeTUHN

M30JI0BaHU YBOpOBU y yHUTaHO] C*-anrebpu.
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CraB 4.1.5. Hexa je A ynuwanna C*-arzebpa u nexa je 0 # a € A esemenitc Koju

Huje gecho uneepwudbusan. Taga a Huje u3orosamn 4eop opuozpaga.

Zloxas. Heka je a ejneMeHT KOju HHje JJdeCHO HHBepTuOWIaH. be3 rybbema
oumrocru, Heka je |la|| = 1. Tama, no CraBy 4.1.2, a HuUje anpOKCMMATUBHO
necuo waBepTuOWIaH. /labe, mo CraBy 4.1.3, mMOCTOju YUCTO CTambe p TAKO 1A
je p(aa™) = 0.

Ca gpyre crpane, nocroju crame T Tako ga je 7(aa*) = 1. Ilocmarpajmo
exement b = /1 —aa*. Ou je no6po medunucan u nosurusad, jep je aa* < 1
u A uma jequnauiy. [Ipumerumo na je b # 0 jep 6u mHave BaxKujio aa” = 1 ma 6u

a 6uo mecno mupeprudbmiaan. /lame je
T(bb*) = 7(1 — aa™) =0,

JOK je
p(bb*) = p(1 —aa®) = 1.

Cama kopucrehu pesynrar Jleme 4.1.4, Baxku 11a je a 190 YKOJIUKO TIOCMATPaMO
crame T, 10K je b 1° a ykosmko mocmarpamo crame p. Jakie b 15 a, na a nuje

MW30JI0BaH 9BOP opTorpada. Il

Hapenna nsa Crapa 4.1.6 u 4.1.7 najy HaM IEJTOBAT OJTOBOP O M30JIOBAHUM

YBOpuMa y ciy4ajy HeyHuragaux C*-aarebpu.

CraB 4.1.6. Hexa je A upoussonna C*-anzebpa u nexa je b € A atporcumaiiuero

gecHo unseptmubusat esementt. Taga je b uszonosar weop optwozpagda.

Jokas. TpermocraBuMo cympoTHO, aa moctoju a € A Takas ma je b L° a. Taxa je

a 1° b 1a 3a cBako ¢ € A Baxu
|a + be|| > [|a]|.

Nzabepumo ¢ = —b;a, rme je b; aupoKCMMaTUBHH JIeCHU HWHBep3, Tj. bb; je

allpOKCUMAaTUBHA jeIUHUIIA. Taja je
lall < lla = bbial| — 0,
ma je a = 0. Konrpamgukimja. O

JlokaxKuMo cajia U CylpOTaH CMeD.
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CraB 4.1.7. Hekxa esemenii a € A Huje aUPOKCUMATLUBHO JECHO UHBEPTLUOUAGH.

Taga a Huje u3oa06aH 460p OPWOZPAPA.

Jloxas. TlpermocraBumo ja je |lal| = 1. Ako a HHUje AanTpPOKCUMATHBHO JECHO
nuBepTHOMIaH, Taja no Crasy 4.1.3 mocroju aucro crame p Tako ja je p(aa”™) = 0.
Taxobe, mocroju aApyro crame, 03HAYUMO Ta ca T, TakBo na je T(aa™) = 1. Kako
je p aucro crame, To nocroju b’ € A, b > 0, ||V/|| = 1 ma xome p gocTuke HOpMY,
1j. p(b') = 1. (Tlocrojame oBaksor b’ je aupekTHa noceauna Kajauconose Teopeme
o tpansutusHocTH, Tj. Teopeme 3.13.2 u3 [62]|, kao u Teopeme 3.13.14 u3 ucre
KEbITE. )

[ocmarpajmo caga enement b = ((1—aa*)b'(1—aa*))Y?. Ounraenso je b 106po
nedunncan u b > 0. Nako A moxa Hema jequnuity, b € A. Haume, A je umean y
yHuTHsammj A, ma (14 — x)y € A 3a npoussossre z, y € A. Crora, nucahemo 1
muciaehn na 15.

Hame je
p(0*) = p((1 — aa*)b'(1 — aa*)) = p(b' — aa*b' — Vaa* + aa*b'aa*).

Kako je p(aa®) = 0, 1o je p(aa®d) = p(b'aa*) = p(aa*daa*) = 0, omakie

sakspydyjemo na je p(b?) = p(b') = 1. Kao mocremuy, nobujamo ma je ||b|| = 1, a
camum TuM u b # 0. Hlrapume 7(1 — aa®) = 0, omaxse caemu 7(b%) = 0.

Onatie, mpumerom Jleme 4.1.4, MozkeMo 3ak/bydnTH 1a je al”b (mpeko crama

7), kao u 1a je b1 %a (upexo crama p). Jlakie, a Huje m3om0Ban 4BOp opTorpada.

]

Ha xpaj OBOI' IIOTIIOIJIaBJba Ba npumepa HeyHuraanux C*-ajarebpu
)

OIUIIMMO KaKO M3IJIeJajy U30J0BaHe Tadke opTorpada.

ITpumep 4.1.8. Hexa je A = Cy(0,1). Taga je f € A usonosan usop op@ozpaga
['(Cp(0,1)) aro u camo axo f(t) # 0 sa ceet € (0,1). Haume, wuc@a cwaroa na A
cy obauxa f > f(t), t € (0,1). Ilo Cmasosuma 4.1.6 u 4.1.7 f je usonrosan 46op
axo u camo axo je [ aupoxcumaiueho gecno unsepwiubusan. [lowom, o Cuasy
4.1.8 upetizogro je eKBUBAAEHTUMHO CO YUIEHUUOM §a je p(ff) > 0 3a cea wuctua

cwarea p, wj. f(t) #0 sa ceet € (0,1). [ozaegatuu u Teopemy 3.3.4.

ITpumep 4.1.9. Hexa je A = K(H) anzebpa c6uxr KOMUAKTHUT 0GEPATLOPA Ha
nexom Xunbepwosom upocwiopy H. Taga je T € A usdonosan weop opmozpagpa

(K (H)) axo u camo axo T uma zyctiy cauxy. Haume, céa wuciia ciiara Ha
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K(H) cy ga@a ca T — (Tz,x). Kao y apewixogrom apumepy, T je uzorosar u6op
optozpada axo U camo aKo je (TT*:I:, a:} > 0 witio je exeuBaNeHUWHO Ca YUrEHULOM

ga je T unjexwuuean, wj. ga T uma Zyctiy cauxy.

4.2 HexkoMmyTaTuBHA TOIIOJIOTHja

Y OBOM MOTIOT/IAB/EY NEMO M3JIOKUTH pe3yJsiTare U3 deTHpu AKeMaHOBa pajia
([2], [3], |4] u [5]) y mepuomy 1968-1971. ronuwue.

Heka je A (C"-amrebpa u Heka 7 WpeACTaB/ba IEHY YHUBEP3AJIHY
penpe3enTanujy Ha HekoM XwmiabeproBom mnpoctopy H. Ilosmaro je na ce
oukomyrant m(A), y osnamu 7(A)", ckpaheno A", moxe wmmentuduxosaru ca
npyrum gyanom A™. Camum tiam, A™ moxkemo mocmarparu kao ¢hon HojmaHoBy
aareopy. Ipyru myasi, o qHOCHO OMKOMYTaHT yHUBEP3aJHE perpe3eHTallrje 30BeMO
oBojunna. Yoymayhe, osnauapahemo ra ca A”.

Nako A e mopa jia mMa MpojeKIrja, Kao Ha MpUMep y Caydajy Kaja je A =
Cy(0,1), mena oojuuna, 6yayhu 1a je don Hojmanosa anrebpa, mocemyje MHOTO
npojekimja. Mehy muma, pasnukoaheMo oHe KOje Cy OTBOPEHEe, OJJHOCHO OHE KOje

Cy 3aTBOpEHE.
Hedbunnnuja 4.2.1. Hexa je p € A" apojexuuja.

a) Kaoicemo ga je p otwisopena axo je cyupemym wexe pactiyhe mpeorce g,

UOBUTUUBHUL EAEMEHATA U3 A;
6) Kaotcemo ga je p 3a@eopena ako je 1 — p owisopena;

¢} ) Kaotcemo ga je p womuaxiina, axo je 3aMW60pPeHa U aKo UOCTOJU eNeMEHT
a € A,a >0 @wakas ga je ap = p. (Hapasro, 060 uma cMucia y HEYHUTAAHO]

C*-anzebpu A, jep y cayuajy yruiiansre modtcemo ysetin a = 1y.)

Hanomena 4.2.2. [Ipumetwiumo anarozujy ca neupexugrum Gyrruyujama. Haume,
E je owieopen ckyu axo u camo axo je Xg CYUpemMym Uo3UTUUSHUL HEUPEKUGHUL
dynryuja, E je xomuaxmar axo u camo ako Uocwoju neupexugna dynxuuja f ca

KOMUAGKTHUM HOCGYEM WaK6a ga je X < f.

Hammomena 4.2.3. I[lpumetiumo wakxohe ga je cUexkwpasna Upojexuuja HeKoz
ao3utueHoz esemenia a € A oweopena (ogHOCHO saterpeHa) axo ogzosapa
0WBOPEHOM (ogHOCHo 3a’u_1,60p€HOM) unwepsany. Ilocebro, a wo hemo uectio

Kopuctuiiu, upojekyuja na jeazpo og a (koja ogzosapa ckyuy {0}) je saisopena.
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[Ipencrojeha Teopema mpejicTaB/ha HEKOMYTATUBHY BEP3Ujy Y PUCOHOBE JIEMe

u Ouhe BeoMa NMPUMEHJbUBA Y JTaJ/beM UCTPAKUBAILY .

Teopema 4.2.4. Hexa cy p, ¢ € A" upojexuyuje wakee ga je p Komuaxiina, ¢
saweopera u pq = 0. Taga uwoctwoju esemeniu a € A waras ga je 0 < a < 1,

ap=p uaq=0.
Jloxas. Oso je nokazano y Jlemwm I11.1 y pamy [5]. H
[Topen oBe riaBHe Teopeme, buhe HaM MOTPEOHO U MTAp TEXHUIKUX PEIYJITATA.

JIema 4.2.5. Heka cy p uq € A” saimisopene upojexyuge. Axo je ||[p(q—pAq)|| < 1

waga je u pV q 3aWB0PEHA.
Jloxas. Oso je Teopema I1.7 u3 pana [3]. ]

[Tomcerumo ce na mupojeknmjy p y ¢dou Hojmanosoj asrebpu A 30Bemo
MuHumarrom axko je pAp = Cp, mro je, y oBOM CiIydajy, €KBHBaJEHTHO Ca
YUEEHUIIOM Ja u3 ¢ < p ciequ ¢ = 0 wm ¢ = p. Opojuuna A” mma muoro
MUHUMAJHUX Tpojeknuja. [IpuToMm, cBaka MUHMMAaJIHA TPOjEKIMja je 3aTBOPEHA
(Bumern Cras 11.4 u3 pana 3] u [Hocnemuny 2 u3 pana [2]).

Y HapesHOj Jiemu heMO TOKa3aTu Jia MOCTOju Oujekinja n3Mel)y MUHUMAJTHUX

npojekimja na A” m uncrux crama na A. Hamme, Baxku cieneha nema.

Jlema 4.2.6. Iloctioju bujexitiusha KopecuoHgeHuwja udmehy uctiur ciiarba Ha
A u munumarnuz apojexuuja y A" axo ga munumannoj apojexuyuju p € A”

0g20680pa, YUCULO Cluarbe © WaKo ga je
pap = ¢(a)p, 3a cee a € A. (4.1)

/loxas. Heka je ¢ aucro crame Ha A. [IpoayKumMo ra jeITMHCTBEHO IO HOPMAaJIHOT
crama na A”. Kako je A” yBex ynurasna, Kpo3 1eo noka3, 1 he 6utu o3Haxa 3a
jenuuuny y A”.

ITo Teopemu 3.13.6 u3 [62], mocToju MuHUMATHA TIpOjeKIMja p TakBa Ja je
o(1 —p) = 0. Hame je p(a(l —p)) = ¢((1 —p)a) = 0 3a cBe a € A. Kako je p
MUHUMAJHA, TO je pap = Ap 3a Heko A € C. Onna je p(a) = p(pap) = @(Ap) = A
na Baxku pesanuja (4.1).

Ca zpyre crpane, Heka je p € A” munmmanna npojexiuja. Tana je pap = Ap
3a Heko A € C. Hedunumumo ¢(a) := A, 1j. Baxu (4.1). Jlako ce mposepasa

Jla je (p JuHeapHO, NMO3WTHUBHO W Jia MY je HOpMa jeliaH, Ia je crame. Takobe,
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©(1 — p) = 0. Ako mocroju mo3uTHBAH JUHeApaH (QYHKIMOHAN ¢ < , Tajga je
taxohe (1 —p) = 0, ma je ¢ (a) = Y(pap) = Y(p(a)p) = ¢(a)y(p), omaxme cremn
¥ = cp. (OBae moucroBehyjeMo ¢ u 1) ca HUXOBUM HOPMAJHUM €KCTEH3UjaMa Ha

A".) Tume cMoO J0Ka3aIM U JIa je ¢ 9UCTO. ]

Hamomena 4.2.7. Jlokaz upeizoghe aeme ce modtce Upamuitu u xpo3 [62],
KoHKpewino geaosy 3.6.11, 3.10.7, 3.11.10 u 3.13.6.

Jlema 4.2.8. Hexa je A gaiua C*-anzebpa u A" wena osojnuya. Hexa je gamwe

p € A" munumasna apojexyuja. Taga je p womuaxiina.

Joxas. Cpaka MuHuMajHa npojekmuja p € A’ je Kao mTO cMO TOMEHyJIU
3arBopena. Takobe, mo Jlemu 4.2.6 mOCTOjU jeIMHCTBEHO YUCTO CTambe , HA A
Tako n1a je ¢,(p) = 1 u pap = ¢,(a)p 3a ce a € A. Ilo Kanuconosoj reopemu
O TPaH3UTUBHOCTH, IOCTOjJU TO3UTUBAH eneMeHT a € A takaB ma je |ja|| = 1 u

vp(a) = 1. Jakine, pap = p. U3 C*-nnenrurera no6ujamo

1
(1 = a)zp|* = |lp(1 — a)p|| = |lp — pap|| =0,

oflakJe 3aksbydyjemo (1 — a)%p =0, ma je (1 —a)p = 0. Tume cmo mokazasm nia je

ap = p, WTo 1o JiePUHUNIMU 3HAYU /1A je P KOMIIAKTAH. O]

Jlema 4.2.9. Hexa je a tosu@usan eaementt C*-anzebpe A (a # 0). Taga Goc@oju

munumanna apojexyuja p € A" waxsa ga je

ap=llallp  uw p=<a/lal.

Jloxas. Heka je ||a|| = 1, unaue nogemumo a ca ||al|. [TocToju ducro crame ¢ Koje
nocTuzke HopMmy Ha a. Heka je p € A” munumasna npojexnuja Koja oarosapa ¢,
1j. (p) = 1, pbp = p(b)p 3a cBe b € A. Taza, Kao y IPETXOIHOM JIOKA3Y, MOKEMO
3aKJ/byUUTH JIa BaXKU ap = P, & KAKO je a MO3UTUBAH, TO KOHjyTOBamkEM J100MjaMO

u pa = p, a 3HAMO U Ja je pap = p. Omarie je
0< (1ar —p)a(lar —p) =a — ap — pa+ pap = a — p,
Tj. p < @, MTO je u TpedaJIO JTOKA3ATH. [

Jlema 4.2.10. Hexa cy p v q € A" munumanne upojexyuje. Taga je p V q
saweopena. Illwasuwe, ako je r waxsa upojexyuja ga sasxcu pr = qr = 0, waga

je wakxohe u (pV q)r = 0.

102



/oxas. Axo je p = q TBpheme je TpUBHjATHO.

I[Ipumerumo ma je p A ¢ = 0, jep ako Huje Tako, p A q 6u 6uIa HeTPUBUjATHA
MTPOjeKIja Mamba 0JT MUHUMAJTHE.

Jomr jemHoM, MOXKeMO uIeHTU(UKOBATH YHUCTA CTaba Ha A ca BUXOBUM
HOpMaJIHUM eKcTensujama Ha A”.

Heka je ¢, jeIMHCTBEHO YUCTO CTalbe¢ IPHUAPYKEHO MUHUMAJIHO] IPOjeKIUju
p, Tj. HeKa Baxku @,(p) = 1 u pap = ¢,(a)p, 3a cee a € A. Jlokasalemo ma je
vp(q) < 1. IlpermocraBumo cymporno, na je ¢,(¢) = 1. Taga je pgp = p, Tj.
0=p(l—q)p=((1—¢)p)"(1—q)p omakse uHa ocoBy C*-njeHTATETA 3aKIBYIYjEMO
naje (1—q)p = 0. Jaxire, Bazku gp = p Tj. ¢ = p IITO je HA OCHOBY MUHUMATHOCTH
q, Hemoryhe, ocum axo je q = p.

Hakme, p,(q) < 1 ma je

lapll* = |lpapll = llep(q)pll < 1.

Onatie je ||p(¢g —pAq)|| = |lpq|] < 1, ma je pV q 3aTBopena ua ocuoBy Jleme 4.2.5.
3a apyru zeo, npumeTumo 12 je pr = () eKBUBAJIEHTHO ca p < 1 — 7, Kao u Ja
je gr = 0 exBuBasienTHO ca ¢ < 1 —r. Ciequ na je sup{p,q} =pVqg<1—r, 1j.

(pV q)r =0, mTo je u Tpebaso JOKA3ATH. ]

4.3 Hujametap opTtorpada

Y oBoj cexkmmju gahemo oneny mujamerpa oprorpada ['(A), rme je A
npousBosbHa C*-ayredpa.

Oxroeop Ha 0BO TMTame je mar y pasy |9] 3a paznmuaure npumepe C*-anrebpu,
KOHKpeTHO, 3a Mmarpuute aynrebpe M, (C), n > 2, amrebpy B(H) orpanudeHux
omepaTopa Ha OECKOHAYHO JUMEH3MOHAJTHOM XUI0epToBOM IpocTopy H Kao u Ha
komyTtarusauM C*-anrebpama C'(K), rae je K xomnakrtan XaycaopdoB mpocTop.

Pesynratu u3 pana [9] cy caenehn:

1) Auarebpa My(C) je cnemubuyna. Cpe HeTpuBHjaJHE KOMIIOHEHTE
IIOBE3aHOCTH CacTOje ce OJ JIBa eJIeMeHTa; oIl Tperu3Huje, Of JIMHEeaApHUX
orepaTopa panra 1 duje cy ciuke oproronaJsse. /lujamerap cBake oBe KOMIIOHEHTE
roe3aHocTu je 1.

2) YV cBUM ocCTaIMM pasMaTPAHUM CJydajeBUMa, HMaMO CAMO jeJHY
HETPUBHUjAJTHY KOMIIOHEHTY MTOBE3aHOCTH, C& KOHAYHUM JIMjaMeTPOM; 3aIllpaBO OH je

ue Behu o1 4. Y caayuajy M3(C) qujamerap je 4, 1ok je nujamerap y ciay4ajy M, (C),
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n > 4, kaony B(H) jennak 3. Hujamerap C(K) je 3, ako nocroju 6ap jejHa Taduka

y K ca npebpojuBoM JIOKaJIHOM 06a30M, JIOK je OH 2 y OCTaJuM CJIydajeBuMa.
Pesynrar riraBae Teopeme 4.3.6 uckspydyje Tpu mase anrebpe, C = M;(C),

CoC = M, (C)eM,(C) u My(C), ce Tpu cy yuurasnue. Ebuxos oprorpad mozxkemo

JEeJTHOCTaBHO OIIMCATH y HAPEIHOM CTaBY.

CraB 4.3.1. Aunzebpa M;(C) nema meWpusujasruxr HeUHBEPTUUOUAHUT
enemMenatiia, gox je UPOJeKWUSHY UpPOCwop jegna wavka. Jaxae, optwozpap
['(M;) uma jegan w6op u Hema uBUUG.

Aanzebpa M;(C) @ M, (C) uma, go na mmootcerve ckarapom, gea HEWUPUBUJAAHG
neunsepwiubuana esemenita, (1,0) u (0,1). Onu cy mehycobro BJ optozonanmu.
Jlaxae, opmozpag U'(M;(C) @& M;(C)), ocum udorosanur wavakra, uma gea 46opa
U JegHYy UsuUUY Koja UT U06e3Yje.

Y anzebpu My(C) ceu meunsepm@ubustu —esementiy  TPUGAGajy HeKoj

KOMUOHEHTUY TUOBE3AHOCTUY KOJOG UM WAYHO 80 4AGHA.

Zloxas. 1lpa wm mapyra TBpAma Cy OYHUIVIEJHE U 3allPaBO OIMCAHE Yy CaMoj

dopmynanuju, oK je Tpeha onucana y Crasy 3.1.3. O

JIlema 4.3.2. Hexa cy p,q € A” gee pasaunuiie murumanne upojexyuje. Taga je

uq =pVq—p mMunumarra.

Zloxas. Kaoy Jlemu 4.2.10, p A ¢ = 0. Ilo nozunaroj popmynu Karmanckor, 3Hamo
majeqd =pVqg—p~q—pAq = q Haxie, 1ocroju napuujajta U30MeTpHUja
v TakBa Ja je ¢ = v'v u ¢ = vv*. Jdame, Kako je v = vv'v, gobujamo na je

q = vvrvv* = vqu*, na je
q/A//q/ _ UQU*ANUC]’U* C qu"qv* _ 'U(Cq)v* _ Cq’.
Haxie, ¢ je MUHUMAJIHA IO JTepUHULIA]A. [

CraB 4.3.3. Hexa je A C*-anzebpa xoja Huje usdomoppra wu ca jegrom og arzebpu
M, (C), Mi(C)® M;(C) u My(C), u nexa cy p, q € A” gee munumanne apojexyuge.

Taga Goctwoju jow jegna murumanra tpojexyuja r € A” waxsa ga je pr = qr = 0.

Zloxas. Oznaaumo s = pV q. Ilo Jlemn 4.2.10, s je 3aTBOpEHA.
Hajmpe, mpermocraBumo 1a je s # 1 = 1av. Tama je 1 — s merpuBmjaHa
orBopeHa mnpojeknuja. Crora mOCTOju MperKa IMO3UTHUBHHUX ejeMeHaTra y A uauju

je cympemym 1 — s. IloceGHo, TTOCTOjM HETPUBHjAJIAH TMO3UTUBAH eJleMeHT a € A
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takas Jia je a < 1 — s. Ilo Jlemn 4.2.9, nocroju munumasna r < a < 1 — s. Jlakiie
sr = 0.

Ocraje ma mokaxkemo Jia ako je s = 1, taga A mopa 6utu nuzoMopdHa HEKO] O/1
Tpu rope moMenyTe anredope. lakse, npermocraBumo j1a je s = 1. Tajga je sAs = A.
ITo Jlemu 4.3.2, s = p+ ¢, npu wemy je p¢’ = 0 u p u ¢’ cy MUHUMATHN. 3a CBAKH
eJIeMeHT a € A Baxwu

a = pap+ ¢'ap + paq' + ¢'aq’. (4.2)

Hokazahemo fa je cBaku 0J1 OBa Y€TUPU CabUPKa CKAJAPHUA YMHOXKAK (PUKCUPAHOT
enemenTta. Heka cy ¢, u ¢, onrosapajyha npuipyzeHa 4ucTa cTama. laga je
pap = py(a)p u ¢'aq’ = ¢, (a)q'. Ocraje na cpaaynamo ¢'ap u paq’. Y A" nmamo
HOJIapHY JIEKOMIIO3UIMjy ¢'ap = v|q¢'ap| npu wemy je v mapuumjajina U30MeTpuja.
[pumernmo na je |¢'ap|® = paq'ap € pA’p = Cp, na |¢'ap| € Cp. Tana je |¢'ap| =
Ap 3a Heko A € C, ma je omarie ¢'ap = Avp. Oznaunmo vp ca w. JIako ce mpoBepasa
naje w'w = puww* = ¢. Jokazahemo Ja je w jeJUHCTBEH 70 Ha cKajap Moya 1.
[IpernocTaBUMO /1a IOCTOjU HEKHU JAPYTHU eJeMeHT U Takab j1a je u'u = p u uu* = ¢'.
[Tocmarpajmo u*w. Kako je wp = up = p, umamo aa je u*w € pA”p na je u*w = \p
3a Heku ckajap A € C momyna 1. /lakse, Ouyio Koje JBe mapiyjajgHe m30MeTpuje
Koje II0Be3yjy p U ¢ Cy CKaJapHU yMHOXKIM jeaHa apyre. Jdaxne, ¢'ap = \vp = \w
jé CKaJlapHU YMHOYXKaK (DPUKCHPAHOT €JIEMEHTa y OJHOCY Ha d.

Haxue, nekommnozunuja (4.2) vac posogu 10 mounomopdusma uz A y My(C).
OH je m3omopduzam, ako Cy CBa YeTUpHU cabUpKa HEeTpUBHUjaJHa 33 HEKO a € A. Y
Ttom ciyuajy, A = My(C). Ako je unak ¢'ap = paq’ = 0 3a cBe a € A, tana je A
n30MOp(dHA CKYILy CBUX JUjaroHaJHUX 2 X 2 marpurga, Tj. aaredpu M (C)® M;(C).
Konauno, ako He mocToje [Be pas3judnTe MUHUMAJHE Npojeknuje y A, Taga je

A= M,(C). 0

Jlema 4.3.4. Hexa cy a,b € A tosutwiusnu esemeniuu Hopme 1. Axo wocttioju
apojexuuja p (ne HYAHCHO MUHUMAAKG) Takea ga je pa = p u pb = 0, Waga je
a 1% b. Axo gogatino toctoju u upojexuuja q waxsa ga je qa =0 u qb = q, onga
je a 150.

Jloxas. 3a cBako ¢ € A Baxu
la+bel| Z |lp(a+ be)|| = |lpall = llpl = 1 = |la].

Hpyru neo ciemu qUPEeKTHO U3 MPBOT. O
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Hanomena 4.3.5. [Ipeitizogha aema sastcu u 3ap € A, xao u 3ap € A” wo Jlemu
2.53.1.

Teopema 4.3.6. Hexa je A upoussonna C*-anzebpa koja wmuje uszomoppHa
ca M,(C), M(C) & M;(C), ognocno My(C). Taga ceu earemeniiv koju Hucy
ATPOKCUMATIUBHO JeCHO UHBEPTUUOUAHU YUHE JegHY KOMUOHEHTIY U0BE3GHOCTIU

opwiozpaga. ogatino, gujametap we KoMUoHeHme Huje sehu og 4.

Jlokxas. Heka cy a m b € A ejeMeHTH KOjU HUCY AIPOKCUMATUBHO JIECHO
nHBepTUOMITHU. Be3 ryb/berba OIMIITOCTH, MOXKEMO MPeTIOCTaBUTH Ja ¢y a,b = 0
(JIema 2.3.3), kao u na je ||a|| = ||b]| = 1. ITo CraBy 4.1.3, mocroje aucra crama @,
1 @y, Koja anyiupajy a’ u b?, penom. Osnaunmo muxose Hocehe mpojexiuje ca ¢,
u qp.

Taxobe, Heka cy p), W p) CIeKTpajHe NpojeKIuje ejeMeHara a W b Koje
oznrosapajy 3atsopenoM ckyiy {1}. Csu pl, p}, qa, @ Cy 3aTBODEHU U IITABUIIE ¢,
u g, cy muaumanne. Takobhe Baxku na je plq, = 0 u pyq, = 0.

MozkeMO pelyKOBaTH HpOjeKImje p, W Pj JIO MalbUX, TaKOhe MUHHMAJHUX
MIPOjEKIHja P, U Pp KOj€ UMAjy UCTO CBOJCTBO: Pu@ = Py, Pob = Db 1 PaGa = Poqp = 0.
Haume, mocroju umcTo crame, HA30BUMO Ta 1) KOje JTOCTHKE HOPMY Ha a, Tj.
¥(a) = 1. Heka je p, MuHUMaJIHA TPOjeKIMja Koja oarorapa cramwy 1. Mmamo
JIa je Paap, = Pa, OJAKIE ciefu p, < a (moriemaru jgokas Jleme 4.2.9).

[To CraBy 4.3.3, mocroju apyra MUHUMAJIHA MIPOjEKIHja I TaKBa Ja je ¢, =

qor = 0. Ounro je na y opojuuru A” Bazku
Pa L% gy L7 L% gy L7 py.

Ho, oBy pesanujy uz A”, moxemo npebanutu Ha ojrosapajyhy y A Taxo mro
KOHCTPYHIIIEMO ,IJIATKUje’ eJIEMEHTE.

Hanwme, kopucrelin mekomyratupHy Bep3ujy Ypuconope Jieme (Jlema 4.2.4),
KOHCTpyucahemo ejiemenTe ¢y, co u c3 € A. Kako je ¢, KoMmakTaH 1o KOHCTPYKITUjT
u p, V r 3arBopen mo Jlemu 4.2.10, To mocroju ¢; € A Tako jga je ¢1q, = ¢, U
¢1(paVr) = 0, omHoCHO ¢1p, = ¢ = 0. Ha ciimuan HAaYMH MOXKEMO KOHCTPYUCATH Co
TaKO JIa je CoT' = T, Coqq = C2qp = 0 ¥ KOHAYHO C3 3a KOTa je C3qp = qQp, C3T = c3pp = 0.

IIo Jlemu 4.3.4 umamo j1a je
al®¢ 1°¢ 1° C3 1’ b,

qrMe CMO JIOKa3aJId J1a je aujamerap npousBosbHe C*-ayirebpe He Behu ox 4. [
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I'maBa 5

Jujamerap oprorpada jake BJ
OPTOrOHAJIHOCTN KOHAYHO

nuMmensnonasiHux C*-anrebpu

Y oBoj raBu hemo nmpukazaTu opuruHasHe pesysrare u3 pagosa [45] u [70].

5.1 Pacrojame namehy uBopoBa y C*-anrebpama
KOje ce MOry IpeJCTaBUTHU Kao JUPEKTHEe

cyme yHHTaJIHNX C*-ajaredpm

Ba mBa crama p: A — Cu7: B — C ma C*-anrebpama A u B medpuHAIIIMO
npecimkaBame p BT AP B — C ca

(p®T)(a®b) =pla)+ 7(b).

Jlako ce Busu na ako cy p u 7 crama (Ha A u B, pegom), onpacy u pd0u 0d 7
crama (Ha A @ B).
Hapenna siema onmcyje uncra crama Ha C*-aiaredbpu Koja je mpejicraB/beHa Kao

JupeKkTHa cyma ape C*-anarebpe.
Jlema 5.1.1. Hexa cy A u B apouseonne C*-anrzebpe u C = AP B. Taga je
PS(C)=(PS(A)®0)uU (0@ PS(B)).

Jloxas. Hajupe, moKaXuUMO 8 ako je p 9ucTO crame Ha A, oHma je p @& 0 umcro

cratbe Ha C. IIpermocraBumo cymporso, j1a je p @ 0 = Ap + (1 — A\)Y 3a Hern
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A € (0,1) u mexka crama @, ¥ na C. Jebunumumo ¢ : A - Cu 1y : A — C ca
v1(a) = ¢(a®0) ogrocHo Y1 (a) = P (a @ 0). Cinano, nedurummmo @, : B — C u
Y9 1 B — C ca pa(b) = ¢(0® b) ogrocHo 15(b) = (0@ b). Ca oBa mpecinKaBama

Cy IIO3UTUBHU (byHKLH/IOHaJII/I 1 BazKHn
p=Ap1+ (1 =N 1 0=2Aps+ (1 —A)s.

Ounrsenso je po = 1o = 0, ma je |p1]| = ||| = 1. Haxue, p; u 91 cy crama.
Kako je p gaucro crame, BaxKu @1 = Y1 = p.
AmnaJjiorao, 3akspy4ayjemo ja je 0 & 7 uncro crame Ha C' ako T 4nucTo Ha B.
[IperniocraBumo, ca Jipyre crpane, ja je p uucto crame Ha C. ledunummmmo
pr : A= Cupy: B — Ccapla) = pla®0) omrocno pa(b) = p(0 & b).

[IpernocraBumo ma je

lpr @0 #0 m 0@ pao| # 0. (5.1)

OHnya MOXKEMO p 3aIUCATH KAO

1

1
= PO | ——=(p1®0) ) + 1|0 —— (06 .

[TpumeTumo ja cy GyHKIMOHAM Y 3arpajaMa HopMme 1 — jnakje crama. Takobe,
us 1 = |pl| m pla®b) = p(a®0)+p(06b) = pi(a)+ p2(b), Buammo 1a je [[p1 @ 0| +
|0 ® po|| = 1, ma y3umajyhu y o63up jgeduHUNM]y TUCTOT CTaba, TATHO jeJIaH O
llp1 @ 0] u ||0 @ p2]| je jemmak Hysa, MITO je y KOHTPAIUKIAUA CA TTPETIIOCTABKOM
(5.1). Hakse, uau je ||py @ 0| = 0 a ouma u p = 0D po, wim je |0 paf| = 0 n
rocjieuaHo p = py b 0. ]

[Ipumerumo cajia J1a yKOJIUKO Cy €JIEeMEHTHU jako y3ajamuo B.J oproronajHu
110 KOOpJIMHATaMa, OHJIa Cy jako y3ajaMHO B.J oproronayiau y naposuma. Hauwme,

BaXKu:
JIema 5.1.2. Axo je a; L° ay u by L by onga je (ay,by) 1’ (as, by). Ilocebmo je

(a,0) L% (0,b) (5.2)
3a upoussomre a, b # 0.

Joxas. Yamumo npousBosbHe ¢, d € A. Tana je
[(a1,01) + (a2, b2)(c, d)[| = [|(a1 + azc, by + bad)|
= max{||a; + axc||, [|b1 + b2d]| }

> max{||a[], [[ba][} = [(ar, b1)];
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jep je ||la1 + aqc|| = ||ar|| u ||by + b2d|| = ||b1]| 32 cBe ¢,d € A. Tume cmo nokazanu
1a je (ay,b1) L% (ag,bs), a mpyru cMep ce TOKa3yje aHAIOTHO.

Ha 6ucmo mokazasu (5.2), TOBOJBHO je J1a MPUMETHMO Jia je a 1.5 0 3a cse a.
(O6uuno, 0 ce uckibyuyje u3 oprorpada, jep je mnade cse noesano. Ho, ako cy
a, b # 0, ouma cy maposu (a,0), (0,b) # 0.) ]

[Ipobsiem HacTaje yrpaBo jep CympoTaH CMep He BaKd - MMOCTOje eJIEMEHTH KOju

Cy Y mapoBUMa jakKo y3ajaMHO BJ OpTOTOHAJIHM aJi HUCY IO KOOpJAMHAaTaMA.

Hamomena 5.1.3. Hpumetiumo ga (ay,b) L (ag,by) me Goeaawu nuiu ga je
a1 L% ay, nuwu ga je by L by. Haume, nexa cy I u P, pegom, ugeniiuwra
MALPUUE U Upojexyuja parza 1 4uju je jequHu HEHYAQ eAeMEHT Y UPBOJ 8PCUU
u Gpeoj Koaonu u usnocu 1, obe us My(C). Taga je (I, P) L° (P, 1), aru I 1L° P
nugje @wawno, jep I 1° P aau P L5 1.

VY cienehoj siemu hemo ommcaru msosioBane uBopoBe oprorpada C*-ajaredbpe

KOja ce MOXKe IMPEJICTABUTH Kao jupekTHa cyma C*-aarebpu.

Jlema 5.1.4. Hexa cy A u B apoussonne (newpusujarre) C*-anrzebpe u neka je
C=A®B. Taga

1. A® B je ynuttiasna axo u camo axko cy obe A u B ynuiwasre.

2. Hexa cy A u B ynumaane. Eaementi (a,b) nuje gecno uneepimiubuaah y
A @ B axo u camo axo bap jegan og a u b nuje gecno unsepwubusan y A,

ogrocro B, pegom.

3. Eaement (a,b) nuje gecno atpoxcumaiiueno unseepubusan y A® B axo u
camo axo bap jegar 0g a u b Huje aUPOKCUMATUUBHO JeCHO UHBEPTUUOULAH Y

A, ognocro B, pegom.

Jloxas. CeojcrBa (1) u (2) cy TpuBmjasHa, na jajeMo caMo J0Ka3 ocobune (3).
Axo (a,b) HEje anpOKCHMMATHBHO JecHO MHBepTHOMIaH, Taga mo Crasy 4.1.3
HOCTOjU 9HCTO cTame p TakBo na je p((a,b)(a,b)”) = 0. Ilo xapakTepuzanujn
YUCTHUX CTaba U MPETXOHE JIeMe, [IOCTOJU YUCTO CTalbe p1 Ha A, WU 9UCTO CTambe
p2 Ha B tako ma je (p1 @ 0)((a,b)(a,b)*) = 0 wau (0 & p2)((a,b)(a,b)*) = 0.
Haxse, wim je pi(aa™) = 0 wm je po(bb*) = 0. Cpakako, 6ap jeman ox a u b

HHUje alpOKCUMATHBHO JecHO nHBepTuOmIan mo Crasy 4.1.3.
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Ba Jpyrm cmep, NpETmocTaBuMO Jia 6e3 Tybsbema ONIITOCTH ¢ HUje
AITPOKCUMATHUBHO JIeCHO nHBepTubOMIan. Tama mocroju uucTo crame p; Ha A TaKBO
1a je p1(aa®) = 0. Ho, ouma je (p1 ®0)((a,b)(a, b)) = (p1&0)((aa™,bb*)) = 0. Kako

je p1 @0 aucro, To esemenT (a, b) HUje ATPOKCUMATUBHO JIECHO nHBepTUOUIan. [

Y HacTaBKy cekmnmje, mpermnocraBkahemo ma cy cse A, ..., A, yHutasHe
C*-anrebpe. Heka TBphema MOXKeMO JIAKO JOKA3aTH U Y HEYHUTAJTHOM CJIYUajy,
aJli HaM je /b Ja HaheMo aujamerap NpPOU3BOJbHE KOHAYHO JIUMEH3UOHAJIHE
C*-anrebpe, a oHe Cy JUPEKTHA CyMa YHUTAJIHAX. ¥ OBOj CeKIMju hemo mocmarpaTu
C*-anrebpy A koja je mupekTHa cyma yuuraanux C*-anredbpu, Tj. C*-anrebpy
A:Al@AQ@@Ak, r,uejek}?.

Teopema 5.1.5. Axo doctioje gea eaementia a; # 0 u b; # 0, © # j, Koju nucy
gecro uneepmubusny, Waga je pacmojarve usmehy (ay, asz, ..., ax) u (by,ba, ..., by)

najeuwe 3.

Joxas. Kako emementn a; um b; Hucy jgecHo masepTuOminu, To 1mo Crasy 4.1.5
nocroje aj # 0 u b # 0 Taxeu ga a; L° af (y A;) mb; L7V (y A;). Taga je

(a1, ai,...,a) L5(0,... al,...,0) L5 (0,..., 0, ...,0) L% (by,ba, ..., by),

mo Jlemu 5.1.2 jep cy cBu esleMeHTH jako y3ajaMHO B.J OPTOroHaJlHH IO

KOOP/IMHATAMA.. ]

Kako cmo 3amnTepecoBanm 3a cuTyanuje Kaja je aujamerap Behu om 3,
MOYKEMO MPETIIOCTABUTH JIa HEMAMO eJIEMEeHTe KOji HUCY JECHO WHBEPTHOWJIHU Ha
pazmumauTuM KoopauHarama. Tume hemo, y cBUM Hape HUM TBphemUMa, CMaTpPaTH
Jla y CBaKOj k-TOPKU MMaMO TAYHO jeIaH eJeMEHT KOju HUje JIECHO UHBEPTUOUIAH,
Kao ¥ Jia Cy OHHM Ha UCTHUM Io3ulirjama. butHo he mHam O6uTH u J1a ju ce HA TOM
€JIEMEHTY JOCTU2KEe HOPMAa WUJIU He.

[Ipo hemo mocmarparu curyarujy Kaja ce Ha €JIEeMEHTY KOju HUje JIeCHO

WHBEPTUOMJIAH JIOCTUXKE HOPMA.

Teopema 5.1.6. Hexa cy (ai,as,...,ax),(b1,be,....br) € A ysajammo jaxo
BJ opwozornasnu u ap je jequHu eaemenili Koju Huje gecHo UMBEPTUUOUNGH
y(ay,as, ... az). Hexa je ||ag|| > ||as|| 3a cee 1 < i < k—1. Taga je aj, 1.5 by, (y Az)
w ||br|l = ||bi]] 3a cee 1 < i < k—1 (Gocebno, axo je (by, ba, ..., by) nenyaa k-wopka,

waga je by # 0).
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Jloxas. Suamo na je
max{([lay + bicr]], [|az + bacall, . . ., [law + brerl]) } = [laxl,

3a cBe (C1,C,...,c;) € A, ma ako je ¢; = ¢g = -+- = ¢x_1 = 0, nobujamo |lay +
brck|| = |lak]| 3a cBe ¢ € Ag. Tume cmo nokazanu Ja je ay 19 by

Jlawe, Takohe je
max{[|by + arci], [|b2 + azcal], - ., 1ok + ancil|} = max{[[ba], [[ba], - - -, [[ox]]}-

Cama y3memo 1a je ¢; = —a; b, (a; ! je mecHu MHBEp3 ejeMeHTa a;) 3a cBe 1 < i <

)

k — 1, nobujamo
1k + arcel] = max{[[by]], 1b2]] - - -, [1b&[} = [|bk]],

1j. by L® ay. Taxobe, ako crasumo 1a je ¢, = 0, mobujamo ma je ||by|| = ||b:]| 3a cse

1 <7< k—1, unme je TBpheme y TOTIYHOCTH JTOKA3AHO. [

Y Hapennoj jsemu hemo BuAETH Ja je 3a OPTOTOHATHOCT K-TOPKH JOBOJHHA
OPTOrOHAJIHOCT eJieMeHaTa Ha KOjuMa Ce JIOCTUXKE HOpMa (OHU Cy CAMUM TUM
Hen30JI0BaHe Tavyke, [1a HUCY JIECHO WHBEPTUOJIHN) ¥ KOjU Cy HA UCTOj KOOPIAMHATH.

[TpumeTrnMmo 1a oHM He MOpajy OUTHU jeIMHU HA KOjUMa ce JIOCTHKE HOPMA.

Jlema 5.1.7. Hexa cy (ai,as9,...,ax) u (b1, be,... b)) esementuu C*-anzebpe A.

Hexa je ||ag|| = [Jas|| w ||b]| = ||bi]| 30 cse 1 <i <k —1 wuay L5 by. Taga je
(al,ag,...,ak) JLS (bl,bQ,...,bk).

Jlokas. 3a cee ¢ € Ay je |lag + brex|| = |lak|| w ||bx + arck|| = [|bk||. Onmarie je

max{||a; + bic1 ]|, ||ag + bacall, . .., |Jag + brck|| }

2 |la + beck || 2 llar]] = max{|[ar[], [[az]], . .., [lax|]},
3a POU3BOJBAH (C1,Ca, ..., C) € A, ma je (a1, ag, ... a5) L° (by,bs, ..., by). dpyru
CMep ce JI0Ka3yje aHAJIOTHO. L

Canma hemo 3akspyunTu J1a je pacrojaibe u3Mmehy sBe k-TOpKe HajBuIle 2
YKOJIUKO y 00€ IOCTOje JIeCHO MHBEPTHOMJIHU €JIEMEHTH Ha KOjUMa Ce JIOCTUZKE

HOpMaA.
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Teopema 5.1.8. Hexa cy (ai,as,...,a;), (b1, ba,...,by) € A Wakeu ga cy ap u
br jequnu esemenu KoJu HUCY GECHO UHBEPTUUOUAHU U HEKE UOCTLOjEe ai(i #+ k)
u bj(j # k) @waxo ga je ||a;l| = |lak|| w [|bj]] = ||bk]].- Taga je pact@ojaroe usmehy

(a1,a9,...,a;) u (b1, b, ..., by) Hajeuwe 2.

Joxas. Tpumermvo ma je (ar,ag,...,a;) L5 (0,0,...,1) L% (by,bo,...,bg).

JloBosbHO je ma mokazkemo camo npBy BJ oproronasnoct. 3a cBe (z1,Za, ..., Tk) €
A BaxKu
max{(la; + 0z, [[az + 0z2 ||, ..., lax + 1w} = max{a], [laz], ..., [lar—1 ]|}
= max{[|ail, ..., l|ax-l], [laxl},

Opy 9eMy je TOoCIe/iba jeJIHAaKOCT TadHa jep je ||ax|| < ||aq|-

Ilrasumre, y cpakoj yuuramuoj C*-amrebpu je 1 1° a; 3a ceaku emement
ar Koju HUje necHO wHBepTuOwWaan. Hamme, mocToju ymcTo crame p Tako ga je
plaray) = 0 jep ai, nuje necuo uuseprubusian. Ca Apyre cTpaHe, Kako je p CTambe,

10 je p(1-1%) =1 = ||1||*>. Taga o Jlemn 4.1.4, nobujamo ma je 1 1° ay. Omarie

je, 3a cBe xy, € Ay, |1+ arxyl| = ||1]|, ma xonauno 3a cBe (x1,Za,...,2;) € A Baxku
max{[|0 + ayz[|, 0+ agws ;- 11+ arel} = (|1} = max{|[0], [[O]], ..., [[1]},
quMe je JIOKa3 3aBPIIEH. ]

Ha xpajy, pasmarpahemo KoMOMHOBaHY CUTYyaIlUjy - KOJI jeJiHe k-TOPKe ce Ha

€JIEMEHTY KOjU HUje JIeCHO WHBEPTUOUJIAH JIOCTUXKE HOPMa, a KOJI JIpyTe He.

Teopema 5.1.9. Hexa cy (ay,as,...,ax), (b1, be, ..., b)) € A Wareu ga cy ay u by
JEGUHU EAEMEHTU KOJU HUCY JECHO UHBepTubusny. Jame, Hexa Goctoju a;(i # k)
3a xoju je ||a;|| = ||lak||, gox je ||bk]| > ||b;|| 3a cse j € [1,k —1]. Taga je pac@ojaroe

uamehy (a1, as, ..., ax) u (by,ba, ..., b)) Hajeuwe 3.

Jlokas. Kako by, nuje mecHo mHBepTUOUIIAH, TO OCTOjU HEHyJIa b, Koju Takohe nuje

JIECHO WHBEPTUOUIaH, TaKaB Jia je by 19 b,. Anm taga Baxku
(al, az,. .. 7ak) J'LS (07 07 ] 1) JI-S (||b;€||17 ||b;c”17 s ,b;) J'LS (bh b27 ce 7bk>'

IIpBa y3ajamuo jaka BJ oproronasHocT je nokazaHa y Teopemm 5.1.8, mox apyra
y3ajaMHO jaka B.J OpTOrOHAJHOCT JUPEKTHO CJIEIU U3 J0Ka3a Te TeopeMe.
Tpeha yzajamuo jaka B.J oproroHajaHocT je TauHa Ha OcHOBY Jleme 5.1.7, qume

je 1 oBaj JIoKa3 3aBPIIEH. 0
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BakspydyjeMo ca ciielehuM 3amarKemheM.

Hamomena 5.1.10. /[axae, jegunu caywaj y kome pacttiojaree mooce buitiu eehe
og 3 (waga je 4, jep 3namo ga je ysex mare og 5) jectie Yy cullyayuju xaga ce

HOPMA K0g 006G GOCTLUIICE HA EAEMEHTLY KOJU HUJE JECHO UHBEDPTUUOUAAH.

5.2 JIujamerap KOHAYHO IAUMEH3UOHAJIHUX
C*-anredbpun

Y oBoM Jiesty hieMo y 1IeIoCTH PEIUTH TUTAE JIhjaMeTPa ITPOU3BO/bHE KOHATHO
numensnonasine C*-anrebpe. IIpema Hamomenu 5.1.10, mpobiem HacTaje Kaja
Tpeba ga npumenumo Teopemy 5.1.6. Kama je A = C, memamo ejiemenara
KOjU HHUCY JIECHO WHBEPTUOWJIHU, & Ja ce Ha muMma Moxe joctuhu Hopma (0 je
jemmun HemuBepTubunan). Takobe, pazmuauru cy aujamerpu M,(C) 3a n > 2.
Crora, pasmukoBaliemo ciyuajeBe kama je Ay Heka ox C, My(C), M3(C) wnam
M, (C),n > 4. llogcerumo ce u na'y M, (C), kao yauramauoj C*-airebpu, YumbeHUIA
Jla eJIEMEHT HHUje JIeCHO WHBEPTUOUJIAH jecTe eKBUBAJICHTHA YUILCHUIIA JIa je OH

HEMHBEPTUOUIAH.

5.2.1 Cay4gaj C* ke N, k> 2
5.2.1.1 Cuayuaj CopC

Osze nocroje camo nBa HemsoJoana usopa, (0,1) u (1,0). Ouu cy ysajamuo
jaKO OpTOTOHAJHM, Ma WMaMO CaMO jeJHy KOMIIOHEHTY IIOBE3aHOCTH YHjU je

nujamerap 1.

5.2.1.2 Cayuaj C* k>3

ITokaszahemo ja je diam(C*) = 3 3a cBe k > 3. Ao cy a; u b, HeMHBEPTHOHTHN
(ma camum tuMm ay, = by = 0), mo Teopemu 5.1.8 pacrojamwe uzmely (aq,as, ..., ax)
u (b1, bo, ..., by) je najsume 2. Ca apyre crpaHe, YKOJIUKO Cy HEMHBEPTUOMIIHU HA
pa3IMYuTUM IO3UIjaMa, FUXOBO pacTojame je Hajsuire 3 mo Teopemu 5.1.5.

IIpeocraje ma mahemo mBa uBOpa Umje je pacrojame 3.

IIpumep 5.2.1. Pacwojare usmehy (0,1,2,1,...,1) v (2,0,1,1,...,1) je 3.
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Joxas. Axo je (0,1,2,1,...,1) 1% (ay,as,as,...,a;), Tama je 3a cse
A Ags . A €C

”(0 + a1/\1, 1 + 0@)\2,2 + CL3)\3, ceey 1 + )\kak)H 2 2,
2

ma axo je az # 0, craBumo A\3 = —— u A, = 0 3an # 3 u 106MjaM0O KOHTPATUKIIA]Y .
as
Haxite, az = 0. Hdame, 3a cBe A, Aa, ..., A\ € C Mopa BazkuTn
|(a1 + 0A1, ag + 1A, 0+ 23, . . ., ax + 1) || = max{]||a1]], ||az],- - -, ||ax||}-
Cazna meka je A\, = —a, 3a n # 3 u A3 = 0. Taga nobujamo na je |lai|| > ||a,|| 3a

cse n € [1, k.

Ha uctu mauws, ykomuko je (2,0,1,1,...,1) 1L (by, by, bs, ..., by) mobujamo ma
je by =0 u ||ba| = ||bn]| 32 cBe 1 € [1, K].

Haxe, suje Taano ma saxu (0,1,2,1,...,1) 15(2,0,1,1,...,1).

Ca gpyre cTpaHe, YKOJUKO MOCTOjU HEHYJIA eJIeMeHT (a1, as, ds, . .., dg) KOJU je
y3ajamMHO jako BJ oproronanan Ha o0a 4Bopa, Taja je a; = (0 u mwerosa HOpMa je
Belia mm jemHaka on cBuX ocranaux KoopamHara. Jlakie, a, = 0 3a cBe n € [1, k],
KOHTPAIUKITI]a.

Tana je pacrojame nzmehy mux Behe oj1 2, IITO UMILTUITUPA /14 je jeanako 3. [
Tume cMo mOKa3aJIM 18 BayKH
Jlema 5.2.2. diam(C?) = 1 u diam(C*) = 3 3a k > 3.

Hanomena 5.2.3. Hniliepecaniino je ga je gujametiap C* (ca max Hopmom) Marbu
YKOAUKO TOCMATPAMO clangaphy BJ optiozonasnocti (koja je caabuja) wiio je
aokazano y pagy [11]. V wom cayuajy je gujametap 4 (eugewiv Cias 5.15).
Ho, tocwioju u objawrserve 3a wo - y cayuajy BJ opwozonasmnoctiu je suue
UBONOBAHUL TAYAKE, UG UGKO je WO jaua Peaauuja, 6poj 480posa i KOMUOHEHTTU

U0BE3AHOCILY, JE€ MAOU.

Y HapesiHO] Teopemu heMo JaTh OIleHY JrjaMeTpa KOHAYHO JIMMEH3NOHAJIHE
C*-anrebpe Koja HEHje KOMyTaTHBHA, Tj. y TOM cJyd4ajy hemo jgokasatu na je

aujaMeTap Behn wium jeHAK OJ1 3 - cCAaMUM THUM, OH MOXKe OuTHu uin 3 uiu 4.

Teopema 5.2.4. Hexa je A = M, (C) @ M,,(C)®---® M,,(C), k> 2 apu wemy
je A2 C" 3a cee n € N. Taga je diam A > 3.
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/lokas. IlpernocraBumo, 6e3 rybspersa ommroct, 1a je M, (C) rakas na je ny > 2.
ITo Teopemu 3.1.8, 3namo ga je mujamerap M, (C) Behn oz 2, mnm mocroje ase
KoMIoHeHTe nioBesanoctu (y ciydajy Ms(C)). ¥V oba ciaydaja, Mmoxkemo omgabparu
JIBA HEMHBEPTHOW/IHA, HEHysa ejieMeHTa ay, b, € M, (C) takBa na je pacrojame
u3mely mux Belie o 2 (kox My (C) ysaumamo 1Ba Koja HUCY U3 MCTe KOMIIOHEHTE).
Axo omabepemo cBe ocrae a;, b; (i € [1,k—1]) na 6yy "HBEPTHOMIHE U Ca HOPMOM
MaroM off ||ag|| u ||bgl|, pemom (mro mapaBHO MOXKeMmo), Taga 1o Teopemu 5.1.6
o/Max 3akspydyjemo na je diam A > 2. Unaue, (a1, as,...,a;) u (by,bs, ... by) 6u
6un y3ajamHo jako B.J oproronajiHu wiu Ou 1mocTojao (ci,Ca,...,Cr) y3ajaMHO
jako BJ oproronanan na oba. Ho, oBo je mo teopemm 5.1.6, memoryhe, jep je

pacrojame ap u by Behe om 2. ]

Y nactaBKy hemo ce pBO OaBUTHU IMPEOCTAJUM CJIYUYajeBUMa Ca JIBa CaOUPKA,

a 3aTuM npehu Ha caydaj ca 3 wind BUIE CyMaH/Ia.

5.2.2 CuayuajeBu ca ABa cyMaH]a

ITpso hemo ce 6aButu curyarmjom e cy oba cabupka M, (C), n > 2, a morom
ciygajesuma e je jenan cabupak C, a npyru My (C), M3(C), omnocuo M, (C),n >
4.

5.2.2.1 Cuyuaj M,(C) & Mi(C),n, k> 2

[Tokazahemo ma je diam(M,(C) & M(C)) jennak 3 nezaBucHo ox n u k.
I[Io Teopemu 5.2.4 3maMo ja je aujaMeTap HajMame 3, a 1Mo Teopemama 9.1.9,
5.1.6, 5.1.8, 5.1.9, Tpeba jom ga uCOATAMO jEJIUHO CJIyYaj Kajla Cy jeJInHU
HEMHBEPTUOUJIHU €JIEMEHTU Ha WCTO] MO3UIMjU W UMajy HOPMY CTPOTO Behy o1

HOPM€ MHBEPTUOMJIHUX €JIeMeHaTa.

JIlema 5.2.5. Hexa cy (a,b),(c,d) € M,(C) @& Mi(C) waxeu ga cy a u b
HeunsepuwubuUsHe, gox cy ¢ u d unsepwubusre matwupuye. /[ogatino, Hekxa 8adtcu

lla|l > 1ol w ||e|| > ||d||- Taga je pactuojarve usmehy wux najeuwe 3.

/oxas. Kako cy a u ¢ HeMHBEpTUOWJIHU, TO TOCTOje HEUHBEPTUOWIHU, HEHYJIA

eJIeMeHTH a1 U ¢; TaKBU J1a J€ G 1° ai U c 1° cy1. Taga Baxku

(a7 b) JLS (alv dlag(Hale 07 R 7O)> J—S (Clv dlag(ov ) 07 ||Cl||)) J—S (Cv d)a
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rue je diag(||a1][,0,...,0) os3naka 3a k X k qujaroHaJHy MaTpUILy YUjU je jeMHU
HEHyJIa €JIEMEeHT Yy TIPBOj BPCTH M IPBOj KOJOHW ¥ U3HOCH | a1 ||.
[Ipsa u Tpeha y3ajamuo jaka BJ oproronasinocT Baxku Ha ocHOBY Jleme 5.1.7.
Konauno, npumernmo za je (diag(||ai|[,0,...,0))* diag(0,...,0,|lc1]]) = 0, macy
OBU €JIEMEHTHU OPTOTOHAJHH y CTAHIAP/IHOM CMUCIY, & CAMAM THM CY U y3ajaMHO
jako BJ oproronasnnu. [lonoso, mo Jlemu 5.1.7, Baxku u cpejithba y3ajamHo jaka B.J

OPTOrOHAJIHOCT. [
Tume cMo TOKa3aJIM 18 BaXKU U

JIema 5.2.6. diam(M,(C) & My(C)) =3, 3a cee n, k > 2.

5.2.2.2 Cuyuaj C @ M,(C)

Hokazahemo nma je diam(C @ M,(C)) = 4. Kako je y cBakoj C*-anrebpu

JaujameTap HajBuiie 4, T0BOJHHO je Jia Hahemo J1Ba YBOpa 4Uuje je pacrojare TadHO

)+ )

Zloxas. Hopma obe 2 x 2 marpure n3uocu 2. Ilo Teopemu 5.1.6, 3HaMO 118 oBa

4, mro hemo u ypajautu y cienehem nmpumepy.

20

IIpumep 5.2.7. Pactojarwe usmehy <1, [0 0

JIBa eJIEMEeHTa HUCY y3ajaMHO jako oproronasHa. lllrasuie, ako mocroju (a,b) €

C @& M,(C) koju je y3ajaMHO jaKO OPTOTOHAJIAH Ha 00a eJIEMEHTA, Ta/Ia MOHOBO I10

20 11
Teopemu 5.1.6, b I° 0 0 b LS [1 1], kao u na je ||b]| > ||a|. Jaxme, b

2 0 11
je Yy KOMIIOHEHTH IIOBE3aHOCTHU MaTPHIIA n . Anu oo umje moryhe

0 0 11

. 2 0 11
no Teopemu 3.1.8(3), jep Im ([0 0]) u Im (L 1]) HUCY HU WCTH, HUTHU

MelycoOHO OpTOrOHAJIHH.
Ha xpajy, ako mpermnocTaBuMo Jia moCToje JiBa HeHysa ejeMenTta (a,b), (¢, d) €
C & M5(C) raksu ma je

2 0 11
(1, [o OD 15 (a,b) 1% (¢,d) 15 (1, L 1]) ,
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2 0 11
suamo, 1o Teopemu 5.1.6, na je b 15 [() 0] ud 1 L 1], aJim Takobhe u Ja je

16| = ||al| u ||d]| = ||¢||, ka0 u na cy b u d venuBeprubuanu. Pazmarpahemo tpu

ciydJaja:

1. a = c=0: Taza je b 1L° d, vo oBo nuje moryhe, jep Imb u Imd uucy Hu
jenHaku HU Mel)yCOOHO OPTOTOHAJIHY Y CTAHIAPIHOM CMUCIY (MPUMETHMO U

na ¢y u paznuanta of 0).

2. a u ¢ cy oba unBeprubminn: Taga moHoso Mopa Baxuru b 1L° d, mro Huje

moryhe. Hamwe, 3a ce (x,y) € C @& My(C) Baxn
max{([a + cz|, |[b+ dyl|)} > max{|al, |[bl]} = [[o]],

118 AKO CTABUMO T = —c  'a, nobujamo b 1° d. Amasorso nokasyjemo u xpyru

cMmep jake BJ opTOroHAJHOCTH.

3. aje uaBeprudbmian u ¢ = 0 (06pHYyTa cuTyaIuja ce CJIMIHO paspemasa): Taaa
je 3a cBe (z,y) € Cd My(C)

max{[0 + az|, |[d + by} = max{[0], [|d][} =[],

na ako je © = 0, omma Baxku d L° b. Amu osa penauumja Huje moryha
Jak HH y jegHoMm cMmepy. Hamme, mo jemnocraBuoj mociemunu Jleme 3.1.1,
y M,(C), 3a meummseprubmmue matpune d u b, d 1° b & d'b = 0
Imd 1 Imb. llpumerumo na cy apyra u Tpeha ekBuBajeHInja CUMETPUYIHE,
1a ¥ IpBa pejalyja Mopa OUTH CUMETPUYHA, Tj. jaka BJ OpTOroHAJHOCT y
jeTHOM cMepy TOBJIAYH y3ajaMHO jaKy B.J OpTOrOHaJIHOCT 3a MPOM3BOJHHE

HenuBepTubuae exemente u3 My(C).

Hakje, Baxu:

JIema 5.2.8. diam(C @ M,(C)) = 4.

5.2.2.3 Cuyuaj C @ M;(C)

Ilokazahemo 1a je jujamerap y oBoM ciy4dajy jemHak 3. Kao y nperxomaum
cJIy4dajeBUMa, MPEOCTaJIO je Jla IMOCMAaTpaMO CUTYAIU]y KaJja Cy HEeMHBEPTUOWITHU

eJIEMEHTH Ha WCTOj IMO3UIMjU U KaJla je HUXoBa HOpMa cTporo Beha on HOpMe
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naBepTuOmwIHEX. OBO je Moryhe camMo yKOJIUKO Cy HEMHBEPTUOWIHU CYMaH/H y
oksupy M3(C).

JIema 5.2.9. Hexka cy (a,b), (c,d) € Cd M;3(C) @warsu ga cy a u ¢ unseplubuiny
(ﬂa camum Wum pazsuduty og 0 ), gox cy b u d meunsepiubusre mampuye.
Jogatuino, upewmtoc@asumo ga je |lal| < ||b]| w ||c|| < ||d||. Taga je paciojaroe

uamehy (a,b) u (¢, d) najsuwe 3.

Jloxas. Uneja je ma koucrpywuiemo marpuie e, f € M3(C) Takse ma je b 1%emn
d1® f, anm ca momaTHUM CBOjCTBOM Jia je e 15 f (mpumerumo 1a je y3ajamHO
jaka BJ oproronanHoct Huje moryha y ommrrem ciydajy jep je mujamerap Ms(C)

jemnak 4). Tana he Baxkurn
(a,b) L7 (0,¢) L7 (I£[l, f) L7 (e, d).

Hawnwme, npBa u Tpeha ysajamuo jaka B.J OpTOroHaJHOCT BaxkKe Ha OCHOBY Jleme
5.1.7, kao u cpesma y cmepy ca jesa Ha gecuo. Ho, 3a cse (z,y) € C & M3(C)

BaKu Jia je

max{][[f[| + 02|, [[f + eyll} = £ = max{[|[ £l [[ F]]},

mTo Jokasyje Hemocrajyhu cmep. lakie, ocTaso je 7a KOHCTpyuUIremo e u f.
Iocroje jemunmanu Bektopu z,y € C* Taksu ma je |bz| = 6] u ||dy|| = ||d||.
Takobe, kako cy b u d HeuHBepTUOMJIHU, [TOCTOje jeAMHUIHU BeKTOopu v, € Ker b
u vy € Kerd*. JTame, mocroju jequnmann BekTop w € span{bz, vy} (mpumernmo
na je mumensuja oor npocropa 3). Caja gedUHUIIIMO € Tako Jia BaXKH ev, =
Vp, €W = W T €|gpanfv, wir = 0. [dame, nedunmmunmo f ca fvg = vq, flp, e =0,
[Tpumernmo na je (bz,evy) = (bx,v,) = (x,b"vy) = (2,0) = 0 u (bx,ew) =
(bx,w) =0 jep je bx L w. Hakne, br L Im e omakie 3akspydyjemo jma je e br = 0.
Kaxko je ||bz|| = ||b]|, mo Teopemu 2.2.7 nobujamo ma je b L° e. IItasumre, 3Hamo
na Baxku ja je |levy|| = ||vp]] = 1 = ||e]| u b ev, = b v, = 0, jep vy, € Ker b*. Tlonogo,
o Teopemu 2.2.7 nobujamo na je b 1L° e. Ha comuan maunn je dy L Im f, na je
f*dy = 0. Kaxo je ||dy|| = ||d||, To Baxu ma je d L° f. Taxobe, || fva|| = |jvall =
L= |fll ud fvg = d*vg = 0, ma je d L f. Ha xpajy, |lew|| = [w]| =1 = [l]|
u ffew = f*w = 0 jep je w L vy, unme cmo moxasamm ga je e L° f, u tume

KOMILJIETUPAJIN JTOKA3. O
OBuM cMO TIOKa3aJH J1a, je

JIema 5.2.10. diam(C @ M3(C)) = 3.
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5.2.2.4 Cuayuaj Co M,(C),n >4

[To Teopemu 5.2.4 nujamerap je 6ap 3. Ca apyre crpane, mo Teopemu 5.1.6,
Kao y MPETXOJHUM CJIydajeBUMa, JeJIMHO je TMPEOCTAJIO Jla IIOCMAaTPaMO CUTYAIAjy
KaJIa Cy HEMHBEPTHOWJIHU €JIEMEHTHU HA WCTOj IMO3UIM)U U KaJla je HBUXOBA HOPMa
crporo Beha o1 nuBepTubmiHnx. OBO je Moryhe caMo YKOJIMKO Cy HEeMHBEPTUOUTHI
cymarau y okupy M, (C). Konauno, no Teopemu 3.1.8, nujamerap M,(C) je 3,
na je mujamerap C @ M, (C) najsumre 3 (MoKeMO TOBE3aTH MATPHUIIE 7L X 1L IIyTEM
Jly’KUHe HajBuile 3, a Ha npBy nozunujy (rj. mosunumjy rue je C) monucaru 0).

Tume cMO KOHAYHO JOKA3aJIU J1a je

JIema 5.2.11. diam(C & M,,(C)) =3 3a cee n > 4.

5.2.3 CuyuajeBu ca Tpu WU BUIIle CyMaHIa

[Tokazahemo ma je mujamerap KoHadHo jaumensmonasne C*-anredbpe ca Gap 3
cyMaH/a jefHaK 3 y ciydajy ja je oHa HekomyrtarubHa (caydajeee A = C" 3a
n € N cmo Beh pasmorpuim). Jlakie, MOXKEMO MPETHOCTABUTH Jia je HeKu n,; Behn
o 1 m na HenmHBePTUOWIHM ejleMeHTH a;,b; € M,, umajy crporo Behy HOpMY ¥

OJIHOCY Ha ocTajie (MHBEPTHOWIIHE) eJIEMEHTE.

Jlema 5.2.12. Hexa je k > 3,n; > 2 u

(al,...7ai,...,ak),(bl,...,bi,...,bk) €A= Mnl(C) S5 Mm((C)@@Mnk<C),
cy wWaxsu ga cy a;, b; jequru neunsepwubusru esementuu y k-woprama. Jogattiro,
nexa je ||a;l| > lla;ll, ||b:|| > ||bj]| sa cee j # i. Taga je pacimojarce usmeby roux
Hajeuwe 3.

/loxas. Kako cy a; u b; HEeMHBEPTUOWJIHU, TO IIOCTOj€ HEMHBEPTUOWJIHU, HEHYJIA

enementn o) u b, Taxo ma je a; 1L° a) u b; 1.9 b). Tokazaliemo ma je

(a1,... a5, ... ax) L5 (|d||1,...,al,...,0)
150, b B AL (b by ),

IIpU YeMy Cy CBU HEHAIlUCaHU ejieMeHTH jegHaku 0.

Hawnwme, npBa n Tpeha y3ajamuo jaka B.J OpTOroOHAJHOCT BarkKe Ha OCHOBY Jleme

5.1.7. Ilpeocraje ma moKaxkeMo cpefby. 3a cBe (T1,...,Z;,...,T;) € A, Baxknu ma
je

max{|[[|ail|1 + O0xl],.. ., lla; + bjasll, - .., 10+ [|b]| Lok [ }

2 |llail[ 1]} = max{[[[|ai]|1]], ..., ], -, 0]},
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mro fokasyje ma je (|lafl[1,...,a},...,0) L5 (0,...,b,...,||bj||1). Ho, u mpyru

CMep ce aHaJIOTHO IOKa3yje. [
Hake, Baxku

JIema 5.2.13. Hexa je A= M, (C)®...M,,(C)®---d M, (C),k >3 uAZEC"

3a upoussonro n € N. Taga je diam A = 3.

OBo mornas/be 3aBpIIaBaMo CyMupajyhu cBe MPETXOHO JTOKa3aHe pe3ysirare,

n3pakaBajyhu ux y je/IHOj TeOpeMH.

Teopema 5.2.14. Hexa je A = M,,(C) ® M,,(C)®--- & M,, (C),k > 2. Taga je:
(1) diam(Ca C) =1;
(2) diam(C & My(C)) = 4;
(3) diam(A) = 3 y c6um GPeoclasum CAYHaje6UMA.

Zloxas. [lokas je caap:xkan y Jlemama 5.2.2, 5.2.6, 5.2.8, 5.2.10, 5.2.11, 5.2.13. [
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I'maBa 6

Jlasbu mpaBIIM UCTPaKUBambha

6.1 MNcrpakmBama Be3aHa 3a JAMjaMeTap

[Ipuposan HacTaBak UCTPaXKUBarba MIPOOJIEMa TAYHOT JTHjaMeTpa jecTe MUTabe
KaKO Ce OH IIOHAIla y OJHOCY Ha KJachdHe KoHCTpykiuje y C*-amrebpama.
Crora, utame je koauku je mujamerap AF anrebpu u UHF anrebpu, OgHOCHO
C*-anrebpu kKoje cy dopMupaHe Kao TEH30PCKH Hpom3Boj Hekux C*-ajnredpu.
Ha oBoMm mocyiegmeM TIaHy, MOCTOjU Pe3y/ITaT, JOAyIIe KOju He pa3MaTrpa caMo
C*-anrebpe, Hero u mupe - Banaxose, Koju ce Moxke BumeTu y paiy [58].

Kako snamo na je mmjamerap oprorpacda mpoumsBosbHe C*-ajirebpe He Behwm
o1 4, mocTaBsba ce MUTAE JIa JIX TTOCTOjH HEKO YHYTPAIIhe CBOjCTBO ajredpe Koje
onpebyje kommko je or Taano. Hup. snamo ga M3(C) u Cod My (C) umajy aujamerap
4. Mozxkemo Jin onmcatu cee C*-ayrebpa Koje nmajy aujamerap 47

[MTocnenme nurame je onucano y pasuy [45]. Iwb wHam je na nokaxkemo Cras
4.3.3 ca apyraumjum ycjaoBuma. llurame je na sum cy cieneha derupu ycioBa

€KBUBAJICHTHA !

(1) 3a murmmasne mpojekumje p, ¢ € A", mocroju MuHMMaHA TIpOjeKIMja T

TakBa 1da je pr = qr = 0, Tj. Baxku 3akspy4dak u3 Crasa 4.3.3;

(2) IlpousBosbHa aBa MakCHMAaJHA MOJYJIAPHA JieBa uaeasa y A uMajy HempasaH

IIPECEK;

(3) Oproronanna mumensuja C*-anredbpe A je majmame 3. (OBue, opToroHasHa

JMMEH3Mja je MaKCHMaJlHA KapIuHAJIHOCT daMuiauje npojekuuja {p;ties 3a

koje je pip; = 0 3a i # j);
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(4) 3a mpomsBosbHA JBa uncra crama Ha A, mocroju umcro crame BJ

OPTOTOHAJIHO Ha 00a.

Hamomena 6.1.1. Takohe, 6uro 6u unitiepecanitino UpuKra3attiu Upettirogri, Cias

TYWEM UPEGYUUOUNHUT PEUPE3EHTLAUU]A.
JemnMuaHn 0Ir0BOD je MHakK Beh mokasaH.
CraB 6.1.2. Yceaos (2) Gosaawu ycaos (4), a exsusareniian je ca (1).

Jlokas. Hokaxxumo na (2) = (4).
Hexa cy ¢ n v uucra crama Ha A, m N, ogrocHo Ny, HUXOBH JIEBU HUJICAJIH,

neduHMCaHT ca

N,={ac A|plab) =0, 3acsebe A},

u cau4aHo 3a Ny. Ilo (2), npecek C'= N, N Ny, je nenpazan. C je uueas, ma caMuM
um u C*-anrebpa. ¥Yammmo ¢ > 0, ¢ € C. Taga mocroju ducro cramwe 7 Ha C|
TakBoO Ja je 7(c) = 1.

JloBo/bHO je Ja JIOKaXKeMO Jla MOXKeMO 7T mpomuputu Ha 1eny  A.
(mpermocraBumo ga je A yuwmranma). Ilo Xaw-BamaxoBoj Teopemu, mocroju
MTO3UTHBHA €KCTEH3Uja CTama T HOPME jellaH, Ia je To ctame. MoxkeMo mokazaTn
U Jla je TO YHUCTO CTame, M0 CTAHJAP/HOM IIPOIECY OMUCAHOM Y IOTJIAB/BY O
C*-anrebpama.

Hokazxmmo u na je (2) < (1).

U3 Jleme 4.2.6, 3HaMO J]a 3a MEUHUMAaJIHe IIpojekimje p,q € A”, mocroje uucra
cTama @, U Py TakBa Ja je o,(p) = p4(q) = 1 u pap = py(a)p, onnocno qaq =
v4(a)q 3a cBe a € A. Illpumernmo na uumennna Ja je pr = qr = ) eKBUBAJICHTHA
ca prp = qrq = 0, ma Mopa Baxutn @,(r) = ¢,(r) = 0. Omatae pr = gr = 0 je

exBuBaseHTHO ca 1 € Ker(p,) N Ker(yp,). O

6.2 Yysapm

[Ipobiem wmcTpazkuBama MIpECIUKaBamba KOje UyBajy HEKYy OCOOMHY, T3B.
qyBapa, jecTe IMUPOKO PacHpoCTameH U 3HadajaH. KOHKpeTHO, 3aHMMAajy HAC
npecmmkaBamwa 1 @ X — Y, rime cy X m Y HOpMEpaHU TpPOCTOpPH, TaKBa Jla aKO
jex Lyy X,onnajeT(z) L T(y) yY. OBae mogpasymMeBaMo OPTOTOHATHOCT
y ommTeM cMucay. HapaBHo, MOKeMO HaMETHYTH M HEKe JIOJaTHE OCOOMHE OBUM

npec/jimKaBambuMa IIOIIYT JIMHEapHOCTH, 6I/IjeKTI/IBHOCTI/I 1 CJINYHO.
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Hawnwme, ykommko ce pajiu I0MaTHO O TPOCTOPUMA Ca CKAJIAPHUM ITPOU3BOJIOM, U
T je nTmHEAPHO IIpECINKaBambe KOje 1yBa CKaJapHU IIPOU3BO/I, OHJIA Ce JTAKO ITOKaXKe
na je T' ckajapHu yMHOXKaK U30MeTpHje, Tj. MOCTOju KOHcTaHTa ¥ > () Tako na je
ITz| = ~||z|| 3a cBe z € X.

ITpeu pesynratu Besanu 3a dyBape B.J oproroHamHocTd natu cy y pamy [46],
rme cy X m Y peasintm HOpMupaHu npoctopu. Taj pesynarar je mpoIupeH Ha
KOMILJIEKCHE HODMUpaHe mpocTope y paiy (21|, 1ok je HaBemeHu pe3yirar Ha
jelHOCTaBHMjU HAYWH JIOKa3aH y pajy [86], mpu gemy je m pesysrar yommres -

AJOBOJBbHO je IIpeTIioCTaB/baT CaMO aJUTUBHOCT yMECTO JINMHECAPHOCTH.

Teopema 6.2.1. Hexa cy X u'Y nopmupanu apoctiopu nag tovem F = {R, C}.
AxojeT : X — Y (konjynzosarno) surneapho upecaurasarve Koje wyea cluaHgapgry

BJ opmozonanroci, onga je T crarapHyu ymHosrcar u3dometpuge.

IIperxomuu pesynraru cy ce Tunaiau crasjgapiane BJ oproronajiHocTu. Y
pagy [15] mara je kiacudukanmja CypjeKTUBHUX JIMHEApHUX 4dyBapa jake B.J

opToroHajHOCTH y 00a cMmepa Ha mpoctopy B(H).

Teopema 6.2.2. Hexa je & : B(H) — B(H) cypjexiiusho auneapHo
apecaurasare. Taga ® wysa jaxy BJ optozonasnoct y oba cmepa (Wj. 15y
axo u camo axo ®(x) L% ®(y)) axo u camo axo Gociioje ynuGapny oGepaiiopu
U,V € B(H) u ckanap ¢ € C\ {0} @warsu ga je

O(X)=cUXV 3acse X € B(H).

Barum je y pamay [10] pasmarpano nmrame dyBapa ysajamue jake B.J
oproronasroctu Ha B(H). OuekuBaHO, CIMIHO KAO KOJ JMjaMeTpa, HOCTOoje TPU
caydaja: kaga je dim H = 2, 3atum kajia je 3 < dim H < 400 © KOHAYHO KaJjia je
dim H = oo. Ilouehemo ca cpemmum caydajem, mro je Teopema 2.7. u3 momeHyTOr

paja.

Teopema 6.2.3. Hexa je 3 < dimH < oo u ®: B(H) — B(H) nenyaa auneapro
upecaukasare. Taga ® wysa ysajommny jaxy BJ optiozonasnocti y oba cmepa
((@j. x 1% y axo u camo axo ®(x) L% ®(y))) axo u camo akxo Gociioje yrudapru

ouepatiopu U,V € B(H) u ckaaap ¢ € C\ {0} waxreu ga je

O(X)=cUXV 3acee X € B(H).
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Hakie, kpajibu 0OIUK je ucTu Kao y ciaydajy jake BJ oproronajsnoctu (He
y3ajaMHe), ajii ce He MPeTIIOCTaB/ba CyPjeKTUBHOCT.

Cayuaj kaga je dim H = 2 je apyrauumju, jep mnozacerumo ce Jleme 3.1.1 koja
Kaxe ja je jaka BJ oproroHajqHOCT 3a HemHBepTHOMJIHE (a4 caMO 3a TakBe je
u Moryha) eKBHBAJIEHTHA Ca OPTOrOHAJHOIINY y CMHCIY CKaJapHOr MTPOM3BO/IA.

Canenehe tBpheme je Teopema 2.9. u3 paga [10].

Teopema 6.2.4. Hexa je dimH = 2 u ® : B(H) — B(H) nenyaa auneapHo
upecaurasarve. Taga © wysa ysajamny jaxy BJ opiioZonastocti axo U camo axo

toctwoje otepatiopu U, B € B(H) waxeu ga je U ynutuapar u
O(X)=UXB 3acse X € B(H).
IIpu wome je upecaurasare Y unjexmiuero axo u camo axo je B unsepmubusam.

Ko 6eckoHavyHo JMMEH3MOHAJHOT IIPOCTOPA je CUTyalldja MaJio JIpyraduja -

zaxTeBaheMo cypjektuBnoct P, a nobuhemo popmynanujy kao y Teopemu 6.2.2.

Teopema 6.2.5. Hexa jedim H = oo u® : B(H) — B(H) cypjexiiusho auneapHo
upecaukxasarve. Taga ® wysa ysajammo jaxy BJ optozonasrocii y oba cmepa axo
u camo axo uocwmoje yruwmapru ouepamopu U,V € B(H) u ckaaap ¢ € C\ {0}
waxeu ga je

O(X)=cUXV 3acee X € B(H).

[TocraBpa ce nuTame Ja Jid ce OBA TeOpeMa MOXKE YOIIIITUTH Ha HEKe JpyTe
BazkHe KJrace C*-ajarebpu mym jorn mupe Ha cBe C™-ayredpe.

Takohe, npupoHO TUTakE je KaKO U3IJIE/Ia]y HeJIMHeaApHa TPECINKaBabha Koja
qayBajy ((y3ajamuo) jaky) B.J oproronasaoct. Ha oBoM miany, KaHIUIAT je y pajy
ca wrianom komucuje b. KyamoM komIuieTHO permo mpodsieM HeJIMTHEAPHUX 1yBapa
craHgapaHe B.J OpTOroHAJHOCTH Ha KOHAYHO jauMeH3noHagHuM C*-ajredpama

(Bumern [53]).

6.3 JleBo m gecHOo cuMeTpUYHE TAUKe

[Tosnaro Ham je ga je (jaka) BJ OPTOrOHAJHOCT CUMETPUYHA CaMO Y
u3y3eTHUM ciydajeBuma. Ho, mocraBiba ce muTame Koje €y TO Tadke (JI€BO)
CUMETpUYHEe, Tj. OHE 3a KOjeé M3 JEJHOT CMepa OPTOrOHAJHOCTH, AyTOMATCKU

cnemqu jpyru. Koukperno, najemo ciaenehy nedbunuiujy - ona he outu omrira,
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3a MMPOU3BOJ/bAH HOPMHPAH IIPOCTOP, a obyxBaTahe caydajeBe U CTaHIap/IHE U jaKe

BJ oproronaJiHOCTH.

Hedbununuja 6.3.1. Hexa je X Hopmupan tpocttiop. 3a enemenit x € X Kasrtcemo
ga je Ae60 CUMETUPUIHG TUAYKA Y 0gHOCY HG (ja%y) BJ opwiozonanrroct, axo u3

x Ly (ognocno x 15 y) caeqguy L x (@j. y L% ) 3a cee y € X.

Ha comyan nHadywu ce HApaBHO MOTY YBECTH JIECHO CUMETPHYHE TadKe.

JleBo cumerpudHe TavuKe Cy NpBH Iy T bopMasm3oBaHe y pajy [64], a seh merro
paHuje UCTpaXkuBaHe y pagoBuMa [27] u [8].

JlecHo cumeTpuyHe Tavyke Cy MCTPaKWBaHe W MHOI'O PaHUje, KAo HIP. Y Paiy
[83], npu uemy ome Hucy dopmanno tako nassame. Illtasuine, oH je momohy
BUX Kapakrepucao msoMmerpuje u Komzomerpuje Ha B(H) m momarHo momohy
BBbUX OKapakTepucao dysape cranmapiae B.J oproronanunoctu Ha B(H). Creneha

reopema je Teopema 2.5. u3z paza [83].

Teopema 6.3.2. Hexa A,B € B(H). Taga A L B uosaawu B L A axo u camo

axo je B crxanrapru ymHoocar usometmpuje uil KOU30MeUWPUJeE.

Vctu ayTop ce y kacHujeMm pajy [84] 6aBuo r-7€BO CHMETPUYIHUM, OIHOCHO
r-JIECHO CUMETPUYHUM, KOje Cy IIUpe KJiace OJ KIACUIHUX.

SHadajaH HAIpEIAK y U3ydaBarby JIEBO CUMETPUYHUX, JTECHO CUMETPUIHHUX
Tagaka Kao M dyBapa, IpUKa3aH je y okBupy pajosa [48|, [47] u [49].

Y paxy [48] cy majupe ommcaHe JieBO CUMETpUYHE Tadyke 3a jaky B.J

OPTOrOHAJIHOCT Ha Npou3BOJbHO] o HojmanoBoj anrebpu R, mro je Teopema
3.3.

Teopema 6.3.3. Hexa je R ¢pon Hojmanosa anzebpa u eaemeniic A € R nopme
jegan. Taga je A aeeo cumewpuuna wavka 3a jaxy BJ opwozonaanoci y R axo

u camo axo je |Al munumarna apojexyuja y R.

Hapenena Teopema nHe Bazku 3a ommry C*-amaredpy. Haume, Teopema 3.6. u3

HCTOT pPaJia OMKCYje JIEBO cuMeTpudHe Tadke 3a (jaky) B.J OopTOroHaaHOCT.

Teopema 6.3.4. Heka je K xomuax@an Xaycgopgos apoctop u f € C(K). Taga

cy caegehu Yeaosu exeusaneHilin:
(1) f je naeso cumedipuuna wavka 3a BJ opwozonasnocii y C(K);

(2) [ je sae6o cumetipuvwna @awka 3a jaky BJ opozonasnoc y C(K);
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(3) = axq, 36 nexu cxarap o € C u uzonosany waury ty € K.

Hanomena 6.3.5. [pume@umo ga K = [0,1] nema usososanux wavara
ua camum WUM HU C[O,l] HEMA NEB0 CUMEWPUNHUT Y ogHocy Ha jaky BJ
opozonarnoct. Ca gpyze cupare, 1 (Pynryuja xoja je ugeniuurky jegrara jegan)
jectie MurumarHa upojexyuja, ta Teopema 6.3.3 ne saswce s3a owwine C*-anzebpe,

eeh camo 3a on Hojmanose.

Crenu omumc JIeBO CHMETPUYHUX Tadaka 3a CTaHAapAHy BJ opToroHajHoCT,

mTo je cajsprkaj Teopeme 3.12.

Teopema 6.3.6. Hexa je R don Hojmarosa anzebpa u esemeniti A € R Hopme
jegan. Taga je A ae60 cumetpuyna Wavka 3a cuangapghwy BJ optiozZonasrnoct y

R axo u camo axo je |A| uyenipasra apojexyuja xoja je murumarna y A.

WNuTepecanTHo je ma je cuTyaruja KOJI JIECHO CUMETPUYHUX TadaKa IOTIIYHO

npyraduje. Hapemno tBpheme je Teopema 4.4. u3 ucror paja.

Teopema 6.3.7. Hexa je R ¢pon Hojmarosa arzebpa u esemeniic A € R passuvuii
og 0. Taga je A gecno cumetipuura wavka 3a jaxy BJ optozonasnoct y R axo

u camo axo je A gecno unsepwubusar y R.

Curyarnuja je apyraduja u Koj KomytaruBaux C*-anrebpu, n pa3juKyje ce KO/
jake, omHOCHO cTaHjapaae BJ oproronagHocTH, mTo je omucano pegom y Crasy

4.3. u Teopemu 4.6.

CraB 6.3.8. Hexa je K womuaxwarn Xaycgoppos upocwiop u dynruyuja f €
C(K) mwaksa ga je f # 0. Axo je f gecno cumetipuwna Wawka 3a (jaxy)
BJ op@ozonaanocm y C(K), waga je f uneepmubusna. Ilwasuwe, axo
je [ uwneepmiubuara, oHga je OHG GecHO Ccumewmpuura Wawka 3a jaxy BJ

OPUWO20HANHOCU.

Teopema 6.3.9. Hexa je K xomuaxiwar Xaycgopgphos upoctiop u dpynkuyuja f €

C(K) waxsa ga je || f|leo = 1. Taga cy caegeha gea wephera exsusareniuna:
(1) f je gecro cumempuuna Wawka 3a cwangapguy BJ op@ozonaanocm y C(K);
(2) f je ynumogyaapra, wj. |f(t)] =1 3a ceet € K.

N mnocnenwme Ha TeMy JIECHO CHUMETpHYHHUX, leopema 4.7. pelraBa Cjyd4aj

craggapjaue B.J opToroHaJHOCTH.
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Teopema 6.3.10. Hexa je R ¢pon Hojmanosa anzebpa u esementi A € R nopme

jegan. Taga cy caegehu ycaosu ek6uBaNEHTTHU:
(1) A je gecho cumetipuvwna TWauka 3a cmangapguy BJ opozonasnoc y R;
(2) A je gupexiina cyma udomelpuje u KOu3oMewpuje;
(8) A je xpajrwa Tauka jegunuvne aotwe y R.

Ilopen cBera, j1at je HEKM BU yorrnTema leopeMe 6.3.2, Tj. KapakKTepu3alluje
kouzomerpuja y ¢pon HojmanoBum anredpama Ha ocHOBY jake B.J OpTOroOHAJTHOCTH.

Teopema 5.4. buhe KOpuCcHaA ¥ y U3ydaBalby dyBapa.

Teopema 6.3.11. Hexa je R ¢on Hojmanosa anzebpa u esementi A € R nopme
jegan. Taga je A wouszometipuja axo u camo axo je A 1% B 3a cse B KOJU HUCY

gecro unsepmubusru y R.

Ha xpajy oBor pajma, y Teopemmu 5.7. ommcanu cy JIMHEAPHU, CYPjeKTUBHU
qyBapu jake BJ oproronasnoctu y oba cmepa na ¢on Hojmanosum anredbpama

(ymopemuru ca Teopemom 6.2.2).

Teopema 6.3.12. Hexa cy R u S ¢on Hojmanose anzebpe u ¢ : R — S
CYpJERTUUBHO AUHeapHo upecaurasarve. Taga ¢ wyea jaxy BJ opmozonanarocti y
0ba cmepa axo u camo axo tocwoju yruwmapan U € S u *-usomopgpuzam ® : R — S
waxas ga je

©(A) = ||lp(D)||UP(A), 3acee AcR.

Y paxmy [47] cy ommcane JieBO cumerpudHe Tadke 3a craHmapany B.J
OPTOTOHAJIHOCT y Tpejayasy mpousBosbHe ¢don Hojmanoe asirebpe, mrTo je

nckazano y Teopemu 3.6.

Teopema 6.3.13. Hexa je R pon Hojmanosa anzebpa. Axo R. nema Henyaia 1€60
CUMETUPUNHUL WAYAKE Y 0gHOCY Ha cuuangapgry BJ optiozonasnocit, onga eaxrcu

Hexu 0g caegeha Wpu cayvaja:

(1) R = C u waga je ceaxu eaementti upeggyara R, = C aeso cumewipuvha

wavka 3a cuangapgry BJ opiiozonasrociti y R..

(2) R = 2 u @aga je nenynra dyrryuonar p € R, = I3 ae60 cumetlipurina

wavxa sa cliangapgry BJ opiiozonasnocti y R, axo u camo axo je ||p|| " p €

{wnec la=p-3}
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(3) R = My(C) u waga je nenyasa dynkuyuonas p € R, = (Ma(C),| - 1)
NEB0 CUMETPUNHG TaYwKa 3a clhangapghy BJ opwozonasrocti y R. axo u

1
camo axo je ||p||'p € {A € My(C) |0y =09 = 5 (7 29¢ ¢y 01,02 couciusene

epegrociy, matwmpuye A.

Hammomena 6.3.14. 3anumnpuso je ga yupaso ucwie WPU Mare aAZebpe
(Gpumetiumo ga je C ® C =2 [2) u osge tpase pasiuky, Kao willo je Wo 6UAO

Kog gujametipa opwozpagpa C™*-anrzebpe.

IMurame 6.3.15. Oweopero je uuare KAKO U3ZAEJAJY JECHO CUMEUPULHE
wavke Yy ogrnocy Ha cuwangapgry BJ optiozonasnocti y upeggyany upou3sonHe

C*-anzebpe.

Y rtpehem pajy [49], yBogu ce siokanm3alyja KOHIENTA JIEBO CAMETPUIHUX

TadaKa.

Hedbunnnuja 6.3.16. Hexa je X Banaxos upociwop u M C X. Taga je x € M
jegra M -i0xaamo aeso cumettipuvwra wavwka 3a BJ opiiozonasnocti ako © L y

wosaavu y L x 3a cee y € M.

Amnasorao ce medwunuUIty m M-I0KaaHO JIEBO CUMeTpUIHe Tadke. KOHKpETHO,
pasmarpan je ciay4aj kaga je X = A, rume je A npoussosbaa C*-ajnrebpa, HOK je
M = A, Tj. KOHYC TIOBUTUBHUX €JIEMEHATA.

Creneha tBpheme omucyje A, -JIOKAJTHO JIEBO CUMETPUYHE TadKe, a y MUATAILY

je Teopema 3.2. u3 momenyTor paja.

Teopema 6.3.17. Hexa je A apoussonna C*-anzebpa u esemenii a € A,
nopme jegan. Taga je a jegna A, -a0Kaano sae60 cumewpuywHa Wawkae 36 BJ

OPUWOZOHANHOCTT AKO U CAMO GKO je G MUHUMAAHG TUPOJeKuuja, wj. eaxcu aAa =
Ca.

Y caydajy A,-JIOKAJHO JIECHO CHMETPUYHUX Tadaka, CATYalllja 3aBUCH O
YUEHEHUIIE J1a JIU je A yHUTaJIHA ¥ aKO HUje, KAKBa je CTPYKTYpa allpOKCUMaTHBHE
jeuHATIE.

VY ciy4dajy yHUTAJIHUX, TBpheme je 3ampaBo joka3ano y oksupy llocitemure 4.2.

Teopema 6.3.18. Hexa je A ynuiaana C*-anzebpa u a € A, passuvui og 0.
Taga je a jegna A -aoKaano gecrno cumetlipuywha wavkae 3a BJ opwozonaanoct

aKo U CaMo aKo je a UHBEPTUUOUNAH.
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C*-anrebpy A 3Bahemo  o-yHWTAJHOM  aKO  TIOCTOju  NpedOPojuBa
arpokcuMaTuBHa jeaunuina y A. Ejgement a € A 30BeMO CTPUKTHO MO3UTHBHUM
axo je A = aAa. IIpu Tome, o3HATO je 12 je C*-anrebpa o-yHUTAIHA AKO U CAMO
aKo IOCTOjW CTPUKTHO mo3uTuBaH ejemeHT. [IlTaBuiie, mocroju KapakTepusanmja
CTPUKTHO IO3UTUBHUX €JieMeHaTa TpeKo dynkimonana. Haume, a je cTpurTHO
MO3UTHUBAH aKo je mo3utuBat u ¢(a) > 0 3a cBe HeHyJIa MO3UTUBHE (DYHKIMOHATIE
p HA A.

Crnenehe je kapakrepuzanuja A, -JIOKAJTHO IECHO CHUMETPUIHUX Tadaka y

komyTtaruauM C*-anrebpama (Teopema 4.4.).

Teopema 6.3.19. Hexa je A xomytwatwiuena C*-anrzebpa u esement a € A, Hopme
jegan. Taga je a jegna A, -A0KAAHO GECHO CUMEWPUYHA WaywKa Yy oghocy Ha BJ

OPUWOZOHANHOCUL GKO U CAMO KO je 4 CULPUKUHO UOSUTUUSTH.

VY omroj o-yaurananoj C*-ajarebpu mokasaHa je caMO UMILIAKAIM]a Y jeTHOM

cmepy (Cras 4.3.).

CraB 6.3.20. Hexa je A jegna o-ynumasna C*-anzebpa u a CUWPUKTHO
aosutmusar esement y A. Taga je a jegna A -A0KaAHO gecHo CUMETUPUNHA TUAHKD

3a BJ opwiozonanaroct.

IMurame 6.3.21. /Jla au sasicu u o0bpat upetixogroz ciiasa? IIITa moorcemo
pehu 0 AL -10KaAHO GECHO CUMETUPUMHUM TLAYKAMA HG TPOUZBOHHO] HEYHUTLAAHO]

C*-anzebpu?

Konauno, jara je kapakrepusaluja aJUTUBHUX, OWjeKTUBHUX UyBapa
Ha  I[O3UTHUBHUM  ejemeHatuma. lIperxommo, nedbunumumo 2Kopmamnose

*-uzoMmopdusme.

Hedununmja 6.3.22. 3a yrumiarne C*-anrzebpe A u B, suneapHo Upecaurasarve
J : A — B ce nasusa XKopganoe *-xomomopgpusam axo je J(a?) = J(a)? u J(a*) =
J(a) 3a cee a € A. Axo je goga@no J u OujexiliuéHo UpecauKasare, 306eMo 2a

2Kopgaros *-uszomopgusam.

Herassu o muma ce mory mnpomahm y [39] m [40]. Huop. 2Kopmanosn
*-uzomopdusmu cy wusomerpuje u Baxu J(ab) = J(a)J(b) ykomuko a u b

KOMYTHPA]y.
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Teopema 6.3.23. Hexa cy A u B ynu@asne C*-anzebpe. Ilpettaocmasumo ga
bUjERTUBHO, aguiuUBHO, upecaurasare @ : A, — B, wysa BJ opmwozonasnoct y

0ba cmepa. Taga tocwoju Hopgarnos *-uzomoppusam J : A — B wakas ga je
pla) = [le()[[J(a) sa ceeac Ay

IIutame 6.3.24. Kakxo usaiega Uupemtixogha Kapaktepudauuja 4yeapa i CAYajYy

UPOU3BOLHUL UAU bap o-yruttasnur C™*-arzebpu?

Ha kpajy oBor jiesia mOMEHMMO HAjHOBHje pe3yJTaTe Be3aHe 3a JIEBO WU
JIECHO CUMeTpWYHe Tadke Ha Xuabepropum C*-MOpyIuMa - HapaBHO, Ty hemo
rocMarpaTu jaky BJ opTOroHaJHOCT.

Y pajy [82], mokazaHu cy pe3ysTaTi BE3aHU 3a JIEBO U JECHO CUMETPUYHE TauKe
ua Xunbeprosum C*-monyimma B(H, K) u K(H, K). Mu hemo ose HaBecT camo
OHE KOJU ce OJHOCe Ha JIECHO CUMETPHUIHE TadKe, jep Cy KacHUje pe3y/TaTh Be3aH!
3a JIEBO CHMETPUYHE TadKe YONIITEeHW Ha Mpou3Bo/baH XuadbeproB C*-MomyI.

Hapenna TBphema cy Teopeme 3,4 u 5 u3 momMeHyTOT pajia.

Teopema 6.3.25. Hexa cy H u K Xuabepwiosu upoctwiopu u Hexa S €

B(H,K), S # 0. lpewitaoctuiasumo ga sazrcu nexu og caegeha gea ycaosa:
(u) H je beckonaumno gumeHn3uoHanam;
(uu) dim H > dim K.

Taga je S gecro cumempunna wawka y B(H, K) axo u camo axo je S gecwo

UHBEPTUUOUAGH.

Teopema 6.3.26. Hexa cy H u K Xuabepmiosu upoctwiopu u Hexa S €
B(H,K), S # 0. Hekxa je H xonauno gumensuonasar u 2 < dim H < dim K.
Taga je S gecrno cumetipunna wavwka y B(H,K) axo u camo axo je S crarapru

YMHOAHCAK USOMETUPUJE.

Teopema 6.3.27. Hexa cy H u K Xuabepmiosu upoctiopu u Hexa S €
B(H,K), S # 0. Hexa je H 6eckonauno gumensuonanan. Taga je S gecho

cumemipuuna wawka y K(H, K) axo u camo axo je S(H) = K.

Konauno, mTo ce Tude JieBO CHMETPUYHUX Tadaka, IpuKasaheMo pesyirare u3

pana [7].
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Hanmomena 6.3.28. Kopucwuhemo gedunuyujy ga je upojexuuja p € A
munumanna axo je pAp = Cp. Ipe@zogno je y [8] xopuwhena gepurnuyuja ga
je p MUHUMAAHG aKo He TOCTLOju Heryaa upojeryuje q < p, 2ge je q # p, ua wpeba
aasuwyu. Hatomenumo ga cy ose gee gepunuvyuje y don Hojmanosum anzebpama
exsusasenttine, aru y C*-arzebpama ne mopajy outwiu. Haume, osaro nabpojare,

UPBa UOBAAYY GPY2Y, aAU 00PATUHO HE MOPA OUTY TWAYHO.
Hapenno tepheme je Cras 2.6. u3 [7].

CraB 6.3.29. Hexa je V. Xunabepwios A-mogya u esementi x € V. Hopme jegan.

Caegeha wepherva cy eK6UBANEHTUHA:
(1) = je ne6o cumelipuuna wawka y V;
(2) (x,x) je aeso cumetipuura wWauka y A;
(8) 3a cearu esementi y € V saocu: x 15 y <= (x,y) = 0;
(4) (z,x) je murumarna apojexyuja y A.

Kao mocnemuity, mobmjamo ommc J1€BO CUMETPUYHHX Tadaka 3a jaky BJ
oproronajnoct y C*-amrebpama, mocMmarpajyhum C*-anredbpy kao XuiabepTos

C*-monyn maz cobom. To je Ilocnenuna 2.7. w3 moMeHyTOr paja.

ITocneauna 6.3.30. Hexa je A upoussomra C*-anzebpa u esementi a € A Hopme

jegan. Caegeha @Wepherva cy exk6uBaNeHTUHA:
(1) a je aeso cumetipuyna Wauka y A;
(2) |al? je aeso cumetipuuna Tawka y A;
(8) 3a cearu esemendi b € A eascu: a 1° b <= a*b = 0;
(4) a*a je munumanna apojexyuja y A.

Cras 2.11. u3 ucror paja je npedopmynamuja Crapa 6.3.29, y3 onrosapajyhu

npesasak ca ckajgapHor npoussoga u C*-anrebpa A na omepartop 6 u K(V).

Cras 6.3.31. Hexa je V Xuabepios A-mogya u esemenii © € V. nopme jega.

Caegeha wepherva cy exsusaseHUHa:

(1) x je neso cumetipuuna wWavka y V;
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(2) 0. je aeso cumepuywna wawka y K(V');

_ oS —0-
(3) Ba ceaxu eaemenii y € V eaorcu: x L° y <= 0, ,0,, =0;
(4) 0z je munumanna apojexyuja y K(V).

IIutame 6.3.32. Kaxo uzairega xapaxitiepudauuja gecHo CuMetpuiHuT wavaxa y
ogrnocy Ha jaxy BJ optiozonasnocti Ha upoudsomrom Xuabepimosom C*-mogyay,

ogrhocro C*-anzebpu?

Ha kpajy HaBOIMMO jOIII HEKe paJioBe m3 00JIACTU KOju OM MOTJIM ITOCJTYKHUTH

y nampuM ucrpaxusamuma: [81], [77], [76], [80], [78], [79], [65], [52], [50] [28], [12],
[55].
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Buorpaduja ayropa

Cpban Credanosuh je pohen y Ilammy, 21.6.1994. rogune. 3aBpmmo je
Ol ,Hwukonaj Bemumuposuh” u [Mlabauky rumuasujy y Illammy kao yuenuk
reHeparje, OCBOJUBINN HEKOJUKO HArpaja Ha JIPXKABHUM U MehyHapOITHUM
TakMuIerbuMa n3 Maremarunke. OCHOBHe akajgeMcKe cTyauje Ha MareMaTuarkoM
dakynrery Yuupepsurera y beorpamy, cmep Teopujcka MmareMaTuka W IpUMeEHe,
ynucao je 2013. rogmae m muriomumpao 2017. rommHe ca TPOCEYHOM OIEHOM
9,98. Macrep akageMcke cryauje, Momys Maremaruka, Ha HUCTOM (paKyITeTy
ynucao je 2017. romwne wm jgummomwmpao 2018. roawmHe OMOpaHUBINIA MAaCTEp
paa ,XapMOHHjCKa aHaJM3a Ha JIOKAJHO KOMHIakTHUM AbGesoBuM Tpymama’,
mos, MeHTopcTBoM tipod. sp Jparomydba Keukumha, ca mpoceunom omernom 10.
Harpaben ox crpane Maremaruakor uacturyra CAHY 3a Hajbopu MacTep paj y
obsractu matemartuke. /lokTopcke cryauje na Karenpu 3a MareMaTuvky aHaJIu3y
Maremarunukor daxynrera y Beorpamay ynucao je mkoscke 2018/19. roauwe.
[Tomoxkmo je cBe mcnmTe Ha JOKTOPCKUM CTyAujaMa ca orieHoM 10. Y TOKy ITKOJICKe
2023/24. je y nepuojy o anpusa Jo jysia 6opasuo Ha YHusepautery IIpumopcka
y Konpy y CioBenuju, y okBupy Erasmus+ pasmene crymenara.

3armocsen je na Maremaruyakom dakyarery YHusep3urera y beorpamy om 2018.
rogune (mperxofHo je y mkosickoj 2017/2018. roguuu pajmo Kao capajHuK y
HacTaBu Ha EsekrporexamdakoMm dakynarery y Beorpaiy), u To mpBy NIKOJICKY
FOIMHY Kao CapaJHUK y HacTaBW, a 3aTuM Kao acucteHT on 2019. rommne 110
nmanac. JIpxkao je BexxOe Ha KypcepuMa Anasmsa 1, Anammsa 2, Teopuja mepe
n unrerpanuje u Onabpana mnoryiaB/ba aHajgusde. Y TOKY JAPYTOT IIOJIyTOJIUIITA
2023/2024. ronune 6uo je 3amnocyen y Maremarnukoj rumuasuju y Beorpaiy kao
CIIOJHHU CAPATHUK.

Buo je wmam upojekra MunucrapcrBa mTpocBeTe, HayKe W TEXHOJOIIKOT
pasBoja Pemybsimke Cpbuje, , Torosoruja, reomerpuja u rjiodajiHa aHaIn3a Ha
MHOTOCTPYKOCTHUMa U JUCKPETHUM CTpyKTypama’ moj Opojem 174034, om 2018.
rogune. Vima objaBibeHy 30MpKy 3ajiaTaka Teopuja Mepe u uHTerpanumje (KoayTop
1np Anekcanapa Mapunkosuh, ISBN 978-86-7589-181-9).

Nwma objasibena npa pana (06a wa CIU smctn)

1. D.J. Kecki¢, S. Stefanovié¢, Isolated vertices and diameter of the BJ-orthograph
in C*-algebras, J. Math. Anal. Appl. 528-1 (2023), 1127476. (M 21, IF 2021:
1.417)

140



2. S. Stefanovi¢, Diameter of the BJ-orthograph in finite-dimensional
C™-algebras, Linear and Multilinear Algebra, 73(4), 718-728 (2025) (M 22,
IF 2022: 1.1)

Kao U jeJIaH paJi Ha PeleH3uju:

3. B. Kuzma, S. Stefanovi¢, Isomorphisms of Birkhoff-James orthogonality
on finite-dimensional C*-algebra, https://arxiv.org/abs/2502.07913, 26
CTPAHUIIA, HA PEleH3Uju

AxkruBan je unan [Ipymra maremarmuapa Cpbuje om 2017. rommnme. Unan
JIp2KaBHE KOMUCHje 33 MaTeMaTHIKa TaKMUYIeHha yUeHUKa OCHOBHUX TmKoja. O
2022. zamenuk jugepa exkune Cpbuje Ha JyHMOPCKO] OATKAHCKO] MaTeMaTUYIKO]
omumijau. Koayrop je 30mpke 1100 3asaTaka ca MaTeMaTUIKAX TAKMUYIEHHA
ydeHrnKa oCHOBHEX IKoJa 2015-2024. rogune (ISBN 978-86-6447-032-2).
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Mpwnor 1.

UsjaBa o ayTopcTBYy

MoTtnncaHu-a CphaH CtedaHosuh
6poj ynuca 2005/2018
UsjaBrbyjem

aa je OOKTOPCKa D,VICGpTaLl,VIja nog HacJsioBOM

Penauuja jake BJ opToroHanHoctu Ha C*-anrebpama, 1 oueHe Oy>KUHEe HeHor rpada

e pesynTaT COMNCTBEHOI UCTPaXMBaYKor paaa,

e [a npeasioXeHa Avcepraumja y LeNnHU HX Yy AenoBrMMa Huje buna npeanoxeHa
3a gobujare 6Guno koje gunnome npema CTyAMjCKMM nporpamuma Apyrnx
BMCOKOLLIKOSCKMX YCTaHOBA,

e [la Ccy pe3ynTaTh KOPEKTHO HaBeL4EeHM U

e [a HMCaM KpLuMO/ria ayTopcka MpaBa U KOPUCTUO WHTENeKTyarHy CBOjUHY
ApYyrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Bbeorpaay, 24.3.2025.

Ot Caosfoseltt




Mpwnor 2.

MU3jaBa 0 LCTOBETHOCTU LUTaMMNaHe U efleKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOpPCKor paga

Mme n npesnme aytopa CphaH CtedaHosuh
bpoj ynnca 2005/2018

Cryawnjckun nporpam MaremaTtuka

HacnoB paga Penauwuja jake BJ opTtoroHanHoctu Ha C*-anrebpama, 1 oueHe ay>XuHe

MeHTop _npod. ap Oparorby6 Kevkuh

Motnucanm Cphan CtedaHoBuh

n3jaBrbyjeM da je wramnaHa Bep3nja MOr AOKTOPCKOr paga MCTOBETHA €feKTPOHCKO]
Bep3vju Kojy cam npegao/na 3a objaBrbuBakbe Ha nopTtany AurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

[losBorbaBam aa ce o6GjaBe MOjM NMYHM Nofaun Be3aHu 3a gobujare akagemckor
3Bakba AOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe M npe3vMe, roavHa U MecTo pohea n gatym
onbpaHe papga.

OBn nuyHM nogaum mory ce o06jaBUTM Ha MPEXHUM CcTpaHuuama gurutanHe
6mbnnoTeke, y eneKTpoHCKOM KaTanory u 'y nybnukauujama YHuep3auteta y beorpaay.

MoTnuc gokropaHaa

Y Beorpaay, 24.3.2025.

Cplpt Cadrchelt

Y




Mpwnor 3.

UsjaBa o kopuwherwy

Osnawhyjem YHuepsutetcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® ga y Ourutantu
penosnTopujym YHueepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOpPCKY AucepTauujy noA

HaCcnoBoM:
Peaauivja jake BJ OPTOTOHAAHOCTU HA C*-aArebpama, v olleHe AYXXUHE HheHOr
[padba

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

AvcepTtauujy ca cBum npunosvma npegao/na cam y enekTpoHCKOM hopmMaTy norogHoM
3a TpajHO apxmBupamHe.

Mojy OOKTOpPCKY AucepTtaunjy noxparweHy y urutanHu penosmtopujym YHnBepsntTeTa y
Beorpagy mMory ga KopucTte CBM Koju NowTyjy oapeabe cagpkaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegnuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ogfiy4ymo/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLMjanHo

3. AyTOpCTBO — HEKOMepUMjanHo — 6e3 npepaje

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLMjanHO — AennUTn Nog UCTUM ycroBuma
5. AytopcTBo — 6e3 npepage

6. AyTopCcTBO — OenuTu nog UCTum ycrnosmuma

(Monumo fJa 3aoKpyxuTe camo jefHy O LUecT MOHYREeHUX NUUEeHLM, KpaTak onuc
NUuUeHuM gat je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc pokropaHAaa

Y Bbeorpaay, 24.3.2025.
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1. AytopctBo - [lo3BorbaBate yMHOXaBawe, AUCTpUOYyLMjy U jaBHO caoniiTaBake
Jena, u npepage, ako ce HaBefe MMe ayTopa Ha HauuH odpeheH of cTpaHe ayTopa
unu gaeaoua nvueHue, Yak n y komepuujanHe cspxe. OBo je HajcnobogHuja o cBux
nuueHun.

2. AyTopcTBO — HekoMmepuujanHo. [lo3Borbasate yMHOXaBawe, AUCTpubyunjy 1 jaBHo
caonwTaBake Jena, U npepage, ako ce HaBege UMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH o
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He o3BOrbaBa KoMepuujanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepage. [o3BorbaBate yMHOXaBaHe,
AncTpubyumjy M jaBHO caonwitaBawe pnena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBaka WNn
ynotpebe oena y CBOM Aeny, ako ce HaBede MMe aytopa Ha HauvH oapeheH of cTpaHe
ayTopa unu gaeaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOSbaBa KoMepuwmjanHy ynotpedy
Aena. Y ogHOCY Ha cBe ocTarne nuueHue, OBOM JIMLEHLOM Ce orpaHuyaBa HajBehu
o6um npaBa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HekomepuuwjanHo — AenuTu nog UCTUM ycroBuma. [Jo3BorbaBate
yMHOXaBare, OUCTpMOyLujy 1 jaBHO caoniwiTaBake Aena, v npepage, ako ce HaBeae
MMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH of cTpaHe ayTopa MMM Aasaoua NULEHLE U ako ce
npepaga AOUCTpuOyupa nog WCTOM MU CNMYHOM nuueHuoM. OBa nuueHua He
[103BOrbaBa koMepuujanHy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopctBo — 06e3 npepage. [Jo3BorbaBate yMHOXaBawe, ANCTPUOYLMjY U jaBHO
caonwrTaBawe fena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarwa nnun ynotpebe gena y cBom geny,
ako ce HaBege MMe ayTopa Ha HayuH oapeheH of cTpaHe aytopa wnu gasaoua
nunueHue. OBa nuueHLa 4o3BoSbaBa koMmepuumjandy ynotpedy gena.

6. AyTopcTBO - [JgenutM nog WUCTMM  ycnoBuMa. [lo3BosbaBate YMHOXaBahse,
ANcTprbyuujy 1 jaBHO caorwiTaBawe Aena, u npepage, ako ce Hasefe uMme aytopa Ha
HauMH ogpefeH of cTpaHe ayTopa WnM faBaoua nuueHue M ako ce npepaja
anctpubympa nog WUCTOM unM  crivyHoM  nvueHuom. OBa nuueHua [o3BOrbaBa
KomepuujanHy ynotpeby gena u npepaga. CnudHa je coTBEpCKMM nuueHuama,
OOHOCHO NuueHLamMa OTBOPEHOr koaa.
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