Jovo JARIC
Dragoslav KUIMANOVIC
Aleksandar SEDMAK

TENZORSKI RACUN SA PRIMENAMA U

, DIFERENCIJALNO) GEOMETRIJI I MEHANICI
| Teorija I primeri sa resenjima

™ ~ Univerzitet u Beogradu
" f Masinski fakultet




Uspomeni prof. dr Vladana Dordevica, akademika SANU



Jovo JARIC,

Dragoslav KUZMANOVIC,
Aleksandar SEDMAK

TENZORSKI RACUN SA PRIMENAMA
U DIFERENCIJALNOJ GEOMETRIJI | MEHANICI

Teorija i primeri sa resenjima

Univerzitet u Beogradu
Masinski fakultet



dr Jovo Jari¢, penzionisani red. prof. Prirodno - matematickog fakulteta

Univerziteta u Beogradu

dr Dragoslav Kuzmanovié, penzionisani red. prof. Saobracajnog fakulteta

Univerziteta u Beogradu

dr Aleksandar Sedmak, prof. emeritus MaSinskog fakulteta

Univerziteta u Beogradu

TENZORSKI RACUN SA PRIMENAMA

U DIFERENCIJALNOJ GEOMETRIJI I MEHANICI - Teorija i primeri sa reSenjima
I izdanje

Recenzenti:

dr Borislav Gaji¢, nau¢ni savetnik Matematickog institute SANU
dr Milan Lecié, red. Prof. MasSinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu

Izdava¢:  Univerzitet u Beogradu, MasSinski fakultet,
UL Kraljice Marije br.16, Beograd
tel. (011) 3370-760, fax. (011) 3370-364, www.mas.bg.ac.rs.

Za izdavaca: Dekan, dr Vladimir Popovi¢, red. prof.
Urednik: dr Milan Leci¢, red. prof.
Korice: Danica Nikoli¢, Nenad Pantic.
Stampa: “’Planeta-print”11000 Beograd, www.planeta-print.rs.

Tiraz: 200 primeraka

ISBIN 978-86-6060-173-7
Stampanje i izdanja odobrila: Komisija za izdavacku delatnost MaSinskog fakul-

teta u Beogradu i Dekan MaSinskog fakulteta Odlukom br. 24/2023 od 09.10.2023.

godine.
© Sva prava zadrzavaju autori. Nije dozvoljeno da, bez prethodne pismene

dozvole autora, bilo koji deo ovog teksta bude snimljen, emitovan ili reprodukovan,
ukljucujudi ali ne i ogranicavajuci se na fotokopiranje, fotografiju, magnetni ili bilo
koji drugi vid zapisa.







Sadrzqj

1.1

1.1.1
1.2

1.2.1
1.2.2
1.2.3
124
1.2.5

2.1

Uvodna razmatranja

Skupovi
Skupovi

Operacije saskupovima . ...,

Relacija

Semigrupa i Grupa .. oo
Prsten ...
Polie ... .
Moduli....... ... .
Algebra ...

Topoloski prostor

Hausdorfov prostor

25
27
30
32
32
33
33
34

38



Funkcije

3.1 Kompozicija (slozene) funkcija 41
3.2 Implicitne funkcije 42
3.2.1 Teorema o implicitnim funkcijama ..................... 43
3.3  Zavisnost funkcija 50

Linearni prostori

4,0.1 Vektorski potprostor ... ... i 63
4.1 Skalarni proizvod 67
4.2 Prostori sa unutrasnjim proizvodom 68
4.3 Norma 69
4.4 Svarcova nejednakost 70
4.5 Ortogonalni i ortonormirani skupovi vektora 74
4.5.1 Ortogonalnikomplement ................. ... ....... 80
4.6 Orijentacija i vektorski proizvod 82
4.6.1 n-dimenzioni vektorski proizvod .. ... i 86
4.6.2 ReciproCnabaza ... .. 86
4.6.3 Tenzorski proizvodvektora ........... ... . o, 89
4.7 Linearne transformacije 92
4.7.1 Zbiriproizvod linearnih tfransformacija . ................. 99
4.8 Specijalni tipovi linearnih transformacija 101
4.8.1 ReZIME ... 101
Matrice
5.1 Matrice 105
5.1.1 Osnovne operacije nad matricama .................. 105
5.2 Neki osnovni tipovi matrica 108
52.1 Kvadratnematrice .............. ... . ... . 108
5.3  Simetricna matrica 109
53.1 AntisimetriCnamatrica................... ... ... .... 110
54 Dekompozicija matrice na sferni i devijatoski deo 111
5.4.1 Vektorvrsteivektorkoline ........................... 115

5.4.2 Proizvod matrica u Clanovima njihovinh vrstaikolona ... 116



5.5

5.6
5.6.1

5.6.2

5.7
5.7.1
5.7.2

5.8
5.9
5.10
5.11

6.1
6.2

6.3
6.3.1

7.1
7.2

7.3
7.3.1

74
7.5

7.6
7.6.1
7.6.2

7.7

8.0.1
8.1
8.2

Particija matrice 117
Rang matrice 119
Nesingularna matrica i matrice ranga pune vrste i ranga pune
KOlONE .o 122
Rang simetricne matrice ................ ... ... .. .. .. 122
Trag kvadratne matrice 124
TraQ Proizvodad . ..o 125
SluCaj kada su obe matrice AiBtlipamxn ............ 126
Inverzna matrica 126
Idempotentne matrice 130
Adjungovana matrica 131
Minor. Kofaktor 135

Karakteristicni brojevi i karakteristicni vektori

Kvadratne forme 137
Karakteristicni brojevi i karakteristicni vektori 138
Minimalni polinom 151
Odredivanja minimalnog polinoma . .................. 165
Dijagonalizacija

Ekvivalentne matrice 157
Slicne matrice 157
Ortogonalne matrice 163
Teorema o polarnoj dekompoziciji ... ................. 169
Dijagonalizacija 171
Ortogonalna dijagonalizacija 175
Postupak dijagonalizacije simetricne matrice 177
Simultana dijagonalizacija ............... ... ... ..., 181
Specijalan sluCaj . ........ 184
Ortogonalna triangularizacija 185
Projektor

Posledica reprezentacije projektora P> =P .. ........... 192
Neke operacije sa projektorima 192

Invarijantni potprostori 197



8.3
8.3.1
8.3.2

84
8.5

8.6

8.6.1
8.6.2
8.6.3

8.7

9.0.1

9.1
9.3.1

9.4
9.4.1
9.4.2

9.5

9.6
9.6.1
9.6.2

10.0.1

10.1
10.1.1

10.2
10.2.1

10.3

104

10.5
10.5.1

10.6

Ortogonalni projektor 199
Odredivanje projektora ... 200
Ortogonalna projekcija . ... 201
Spektralna dekompozicija (simetricnih matrica) 205
Generalisane inverzne matrice 208
Resavanje linearne jednacine Ax=b 212
Metod najmanjeg kvadrata i singularne vrednosti ... ... 214
Op#sti problem najmanjin kvadrata ................... 217
Normalne jednadine ......... ... ... 218
Mur-Penrozova inverzna matrica od A 219
Diferenciranje

Vertikalni i horizontalni dvotackasti proizvodi ........... 229
Diferenciranje skalarnih funkcija 230
lzvod tenzorske funkcije tenzorske promenljive ......... 232
Razvijanje u Tejlorov red 234
Razvijanje u Tejlorov red skalarne funkcije ............. 234
Razvijanje u Tejlorov red vektorske funkcije .. ........... 234
Matricne funkcije 236
Lagranzeva polinomijalna interpolacija 243
UVOd . 243
Lagranzeva interpolacija . . ... 244

Generalisani karakteristicni vektori

20rdanOV BIOK . oo 265
Dualni prostori 267
Promenabaza ....... ... .. i 269
Kronekerov tenzor 269
Odredivanjedualnebaze ............ ... i 272

Kovarijantne i kontravarijantne komponente vektora (tenzora)
275

Dualna transformacija od A 275
Multilinearne funkcije. Tenzori 276
Terminologija . . ..o 277

Baza vektorskog prostora T/ (V) 278



11.1
11.2
11.3
11.4
11.5
11.6
11.7
11.8
11.9

12.1
12.2

12.3
12.3.1

12.4
12.5

12.6
12.6.1

12.7
12.7.1

13.1
13.2

14.1
14.2
14.3

Tenzori

Tenzorski racun

Uvod

Tenzori u Euklidskom prostoru

Bazni vektori

Koordinatne linije i koordinatne povrsi
Koordinatna transformacija
Kontravarijantni bazni vektori g’
Tenzori mesovitog tipa

Metricki tenzor

Geometrijska interpretacija

289
291
294
295
299
301
302
303
305

Sistemi velicina. Osnovne operacije. Primena

Sistemi veli¢ina
Neki vazni sistemi
Algebra sistema

Mnozenje (spoljasnji proizvod) ............... ...

Simetricni i antisimetricni sistemi
e-sistem
o - sistem, generalisani Kronekerov delta sistem

Neki korisniizrazi .......... .. i

Primena e-sistema i §-sistema na determinante

Kofaktor kvadratne matrice .....................

Invarijante kvadratne matrice

Neka osnovna svojstva determinanti
Izotropne matrice

Tenzorske operacije
Dizanje i spustanje indeksa
Skalarni proizvod
Algebra Tenzora

309
310

312
313

314
315

316
317

318
318

324
329

335
336
337



14.4 Kriterijum za odredivanje tenzorskog karaktera sistema 337

14.5 Relativni tenzori 339
14.6 Vektorski proizvod u E; 342
14.7 Vektorski proizvod bilo koja dva vekiora u E;. 343
14.8 Vektorski proizvod vektora i tenzora 346
14.10 Transponovani tenzor 350
14.11 AntisimetriCan tenzor 350
14.12 Fizicke komponente vektora i tenzora 353

Kovarijantni i apsolutni izvod tenzorskog polja

15.1 Kovarijantni i apsolutni izvod tenzorskog polja 359
15.2 Transformacija Kristofelovih simbola 366
15.3 Kovarijantni izvod tenzora 367
16.3.1 Pravila kovarijantnogizvoda ............. ... . ... ..., 371
15.4 Kovarijantni izvod relativnih tenzora 373
15.5 lzvod relativhog tenzora 376
16.5.1 Kovarijantiizvod viSegreda .................. ... ..... 378
15.6 Apsolutni (Bjankijev) izvod 378
15.7 Paralelna vektorska polja 380

Riman-Kristofelov tenzor

16.0.1 Svojstva Riman-Kristofelovih tenzora . .................. 385
16.0.2 Broj nezavisnin komponenata Rimanovog tenzora .. .. .. 385
16.1 Znacaj Riman-Kristofelovog tenzora 387
16.2 Rimanova krivina 388
16.3 Ravanski prostor 389
16.4 Prostor konstantne krivine 390
16.5 Ricijev tenzor 391
16.6 Bjankijeva identicnost 392

Holonomna i neholonomna baza

17.1 Potreban i dovoljan uslov da sistem linearno nezavisnih vektora
393
17.1.1 Metricki tenzor u odnosu na neholonomnu bazu ....... 406



17.2 Kristofelovi simboli u odnosu na neholonomnu bazu 407
17.2.1 Riman-Kristofelov tenzor u neholonomnim koordinatama 409

17.3 Tenzor krivine (geometrijska interpretacija) 409

Diferencijalni operatori. Nabla

18.0.1 divT tenzora drugog reda definisan na dva nacina ... .. 414
18.1 Gradijent 415
18.2 Divergencija 416
18.3 Rotor 417
18.4 Neki specijalni slucajevi 418
18.5 Klasifikacija vektorskih polja 419
18.6 Zadaci sa resenjima 422
18.6.1 Izvodi drugog reda - nacin obelezavanja ............. 425

Integralne teoreme

19.1 Element zapremine i povrsi u [E; 427
19.1.1 Element zapremine ....... ... ... . . i, 427
19.1.2 Neki korisni primeri ... .. i e 428
19.1.3 Povrdinskielement ....... ... ... ... . . 428
19.1.4 Primneri ..o 429
19.2 Grinova teorema. Teorema o divergenciji 430
19.3 Prva Grinova identicnost 433
19.3.1 Druga Grinova identicnost ............... ... ... ..... 434
19.3.2 STOKSOVA TEOrEMA . v o v v 434
19.4 Zadaci sa resenjima Integralne teoreme 435

Diferencijalna geometrija

Primena tenzorskog racuna u dif. geometriji

20.1 Uvod 445
20.2 Opste napomene, konvencije i notacije 445

Teorija krivih linija u E;
21.1 Uvod 447
21.2 Razni nacini predstavljanja krive 447



213

22.1

22.2
22.2.1

223
22.4
22.5

23.1
23.2
23.3
234
23.5

23.6
23.7.1

23.8

23.9

23.9.1
23.9.2
23.9.3

23.10
23.11
23.12
23.13

24.1

24.2
24.2.1

24.3
24.4

Luk krive. Prirodna parametrizacija

Freneove formule
Krivina i torzija
Prirodne jednacine krive

Podudarnost krivin .. ... ..

Freneove formule u N-dimenzionalnom prostoru
Darbuov vektor
Zavojnica - Spirala

449

457

460
461

463
467
470

Povrs S kao dvodimenzionalni Rimanski prostor

u ks

Predstavljanje povrsi u R;

Prirodna i dualna baza vektora na S
Metricki tenzor

Hibridni tenzor

Permutacioni povrsinski tenzor
Vektor normale na S

Promena baznih vektora. Drugi fundamentalni tenzor . . .

Kristofelovi simboli na povrsi S
Izvod hibridnih tenzora

Vajgartenova formula ...
KodacijevajednaCna ............ .o,
Gausova JednNACING . oo

Riman-Kristofelov tenzor krivine za povrs
Diferenciranje vektorskih i tenzorskih polja na povrsi
Zadaci sa resenjima

Povrsinske integralne teoreme

Fundamentalne forme povrsi

Prva fundamentalna forma povrsi
Druga fundamentalna forma povrsi

Odredivanje srednje i Gausove krivine povrsiS CE; .. ..

Tre¢a fundamentalna forma povrsi

477
481
481
485
486

487
490

493

495
498
498
499

500
503
505
507

509

509
511

512

Relacija izmedu prve, druge i trece fundamentalne forme 513



25.1

26.0.1

27.1
27.2

28.1

28.2

29.1
29.2
29.3

31.1
31.2
31.3
314
31.5

31.6
31.6.1

32.1
32.2

Krive na povrsi
Geodezijske koordinate 517

Geodezijska linija na povrsi
Gaus-Boneovateorema ... .. 527

Uloga druge fundamentalne forme

Asimptotske linije 536
Geodezijska torzija krive na povrsi 537

Glavna krivina. Linija krivine. Gausova i glavna
krivina

Klasifikacija tacaka povsi. Elipticke, parabolicke i hiperbolicke
tacke povrsi 541

Umboli¢ne tacke 546

Specijalne povrsi

Izometrija 549
Pravolinijske povrsi 553
Razvojne povrsi 556

Minimalne povrsi

Tenzorski raGun na mnogostrukostima

Diferenciranje tenzorskih polja na M 567
Parcijalni kovarijantni izvod 573
Kovarijantni izvod drugog reda 576
Tenzor torzije 578
Paralelna vektorska polja 579
Liov izvod 582
Slu€aj kada je tenzorsko polje nestacionarno .......... 586

Potprostori Rimanove mnogostrukosti

Kriva linija u vy, 594
Tenzori krivina prostora vy, i Vy 597



32.3 Hiperpovrs Rimanovog prostora 598
32.4 Kriva linija u Vy_, 600
Primena tenzorskog racuna u mehanici
Primena tenzorskog racuna u mehanici
33.1 Kretanje Cestice M u E; 610
33.2 Lagranzeve jednacine kretanja 611
33.3 Kretanje Cestice po zadatoj krivoj u E; 614
33.4 Kretanje Cestice po povrsi S 615
33.5 Prinude 618
33.6 Konfiguracioni prostor 620
33.7 Lagrazeve jednacine za sistem materijalnih cestica 620
33.8 Potencijalna i irotaciona sila 623
33.9 Invarijantnost Ojler-Lagranzevih jednacina 625
33.10 Teorema Neterove 627
33.10.INeterinateocrema ......... ... o i 629
Lezandrova transformacija
34.1 Lezandrova transformacija 631
34.2 Kako se Lezandrova transormacija odreduje 632
34.3 Matematicki formalizam 632
34.3.1 Lezandrova transformacija Lagranzijana L i Hamiltonijan H 633
34.3.2 Lezandrova transformacija u Termodinamici ........... 634
34.4 Hamiltonov formalizam 635
34.4.1 Nestandardna Lezandrova transformacija ............. 640
34.4.2 Neterina teorema i simetricna svojstvaJiQ ............ 641
Mehanika kontinuuma
35.1 Uvod 643
35.2 Telo. Konfiguracija 645
35.3 Anadliza deformacije i kretanja 647
35.3.1 ElementipovrSiizapremine ............. ... ... . 647
35.3.2 Rejnoldsova teorema ... ..o 649



35.4 Transportna teorema za oblast koja sadrzi singularnu povrsé50

35.5 Masa 656
35.6 Zakon konzervacije mase 657
35.7 Opsti zakoni balansa 658
35.8 Koli¢ina kretanja. Moment koli¢ine kretanja 660
35.9 Zapreminske i povrsinske sile 662
35.10 Moment zapreminske i povrsinske sile. Povrsinski i zapreminski

spreg 663
35.11 Vektor napona 664
35.12 Tenzor napona 664
35.13 Kosijevi zakoni kretanja 667

35.14 Jednacine kretanja u odnosu na referentnu konfiguraciju 670

Konstitutivhe jednacine

36.1 Dinamicki procesi 675
36.2 Potreba za konstitutivnim jednacinama. Idealni materijali 677
36.2.1 Idealnimaterijali ........... ... .. . 678

Opsti principi konstitutivnih jednacina

37.1 Opsta konstitutivna jednacina 683
37.2 Princip materijalne indiferentnosti 683
37.2.1 Sistem referencije. Dogadaj .............. .. o 684
37.2.2 Promena sistemareferencije . ........................ 684
37.3 Princip materijalne invarijantnosti 691
37.4 Materijalni izomorfizam. Homogenost 692
37.5 Grupa simetrije (grupa izotropije) 693

Prosti materijali

38.1 Prost fluid 699
38.2 Prosto ¢vrsto telo 701
38.2.1 lzotropno Cvrstotelo . ......... . o 703
38.2.2 Elasticnimaterijali ......... . ... . 704
38.3 Elasticni fluidi 708

38.4 Prirodna konfiguracija 709



Lagranzeve jednacine u mehanici kontinuuma

39.1 Lezandrove transformacije u mehanici kontinuuma - Elasticni

materijali 714
39.2 Lagranzevi mnozioci veza 715
39.2.1 LOQraNZijan . .. oo 717
39.2.2 OPSHSIUCA] . ..o 720
Literatura

Registar pojmova-pojmovnik



Predgovor

Kratak istorijat nastanka ove knjige

U periodu od Novembra 1998. god. do Januara 1999. god. boravio sam (J.J. )
na Tokyo Institute of Technology u okviru nau¢nog programa Japan Society for
Promotion od Science, verovatno, u to vreme, prvi naucnik iz Srbije. Bila je to
veoma aktivna nauc¢na saradnja (poseta) u okviru koje je doslo do dogovora da se
napise knjiga Tensor Calculus. Trebalo je da autori te knjige budu prof. Jovo Jaric,
Matematicki fakultet, Beograd, prof. Kikuo Kishimoto i asistent Masaki Omiya sa
Tokyo Institute of Technology. Za poslednje dve nedelje boravka (J.J.) ve¢ prvih 80
strana teksta na engleskom bilo je napisano. Krajem Januara 1999. god. J.J. morao
je da se vrati u Srbiju sa dogovorom da se saradnja nastavi. Neposredno pose toga
doslo je do bombadovanja Srbije i naSa saradnja je prekinuta. Dugo godina je sve
mirovalo dok se moj mladji kolega prof. Dragoslav Kuzmanovi¢ nije pojavio sa
predlogom da se ta knjiga napiSe u daleko opSirnijem obimu sa teZiStem na primeni
Tenzorskog racuna. Ova saradnja je pocela 2018. god. Preliminarni naslov knjige
trebalo je da bude

Tenzorski racun sa primenama u diferencijalnoj geometriji i mehanici kontinuu-
ma, sa zadacima i reSenjima.
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Zasto smo istakli deo Tenzorski racun sa primenama u mehanici kontinuuma?

Jer je sam naziv tenzor vezan, po svom poreklu, za mehaniku kotinuuma (Wol-
demar Voigt, po reci tension, napon). Njegov univerzalni karakter i primena sledi
kasnije.

Navedimo samo neka polja njegove primene: mehanika kontinuuma, elastri¢nost,
sve oblasti fizike, inZenjerske nauke, elektromagnetizam, teorija relativiteta, kvantna
teorija polja, medicina, ekonomija, statistika ....

Takode, primena Tenzorskog racuna je na velika vrata usla, ne samo u okviru
naucnih istraZivanja, nego kao redovan kurs na studijama.

Bili smo svesni da je literetura, ne samo iz ovih naucnih oblasi, na engleskom
jeziku, obimna i bogata. Ideja je bila da se literatura iz ovih oblasti upotpuni (
obogati), barem u srpskom jeziku.

Pa sta je to $to je novo u odnosu na veé poznatu literaturu? Nase iskustvo pokazu-
je da je bitno razmatrati tenzore kao elemente multilinearne algebre, a ne samo kao
veli¢ine koje zadovoljavaju posebne uslove njihove komponentalne reprezentacije.
Smatrali smo da se teziste izlaganja i prestavljanja tenzora usmeri u dva pravca:
invarijantost njegovog prestavljanja i podesnost za njegovo neposredno kori$éenje u
primeni na konkretnim problemima. Na Citaocu je da oceni i prosudi koliko smo u
tome uspeli.

U delu konkretne primene, kao elemeni multilinearne algebre, tenzori su tesno
povezani sa matricama drugog reda. To se prvenstveno odnosi na tenzore drugog
reda. Zbog toga je poznavanje matricnog racuna i linearne algebre od bitnog znacaja.
U literaturi te dve oblasti su, po pravilu, razmatrane odvojeno. Mislili smo da je
uporedno izlaganje iz ovih oblasti vrlo korisno. Isticali smo to i u zadacima koje
smo reSavali na oba nacina. Time je Citaocu prezentirana razlika u pristupu i, ujedno,
ilustrovana prednost tenzorskog racuna. Takode nam omogucuje da, uvek kada to
nije neophodno, koristimo bezindeksnu notaciju, ili blok notaciju. To ima svoje
prednosti prvenstveno u dva sli¢aja.

Prvi slucaj se odnosi na invarijatnost odgovarajuéih tenzorskih veli¢ina u odnosu
na bilo koju koordinatnu transformaciju. Drugi slucaj je predstavljanje fiZickih
zakona. Jasno je, da se pri razmatranju konkretnih problema, posebno kada su u
pitanju diferncijalne jednacine, nuzno Koristiti indeksnu notaciju.

Knjiga je podeljena na sledeée delove:

1. Uvodna razmatranja koja obuhvataju: Skupove, Topoloski prostor, Funkcije,
Linearne prostor, Matrice, Karakteristi¢ni brojevi, Dijagonalizacija, Projekto-
re, Diferenciranje, Generalisani karakteristi¢ni vektori.

2. Tenzorski racun,

3. Diferncijalna geometrija,

4. Primena tenzorskog racuna u mehanici kontinuuma.

U Uvodnom delu razmatrani su pojmovi, koji su bitni za razumevanje izlaganja

u ostalom delu knjige.
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Svaki od tih pojmova predstavlja oblast za sebe. Ovde ih razmatramo, po pravilu,
u obimu bitnom za izlaganje u ostalom delu knjige. Neki delovi su, po naSem
misljenju, novijeg datuma, ili zasluZuju veéu paZnju. Primera radi, navodimo deo
koji se odnosi na Teoremu o implicitnim funkcijama, Zavisne funkcije, Projektore,
Generalisane inverzne matrice,.... Neki od zadataka su reSavani na originalan nacin
(nama nepoznat u literaturi). Neki zadaci su standardnog karaktera i kasnije su, u
drugim delovima knjige, razmatrani metodama tenzorskog racuna. Po pravilu, u
literaturi, se najcesce ovaj deo razmatra na kraju knjige, kao njen dodatak. Za nas je
to bitni deo celine.

2. Tenzorski rac¢un pocinjemo sa pitanjem: ZaSto tenzorski racun?

Dajemo, po nasem misljenju, detaljno objasnjnje izdvajajuci sledece. Kako je
svaki jezik viSe od gramatike, tako je jezik tenzorske analize viSe nego notacija. Ona
ukazuje na sustinsko svojstvo veli¢ina koje razmatra isto tako kao $to govorom ljudi
ukazuje na osnovne ideje svoga razmisljanja. U ovom slucaju ideja je da je "fizicki”ili
”geometrijski’entitet isti, iako se njegov matematicki opis moze razlikovati. To znaci
da mora postojati veza izmedu bilo kojeg matematickog opisa ako se odnose na isti
entitet. Taj odnos predstavlja sustinu tenzorskog racuna (Aris).

Tenzorska notacija je izuzetno kompaktna i eksplicitna, posebno pri diferencira-
nju. Veoma je prakti¢na pri konkretnom racunanju. Kada je re¢ o notaciji napomi-
njemo sledece: matice i tenzori su dva razli¢ita pojma. Matrice su sistemi drugog
reda 1 matri¢ni racun je sastavni deo tenzorskog racuna. Svaki tenzor drugog reda
ima svoje predstavljanje preko matrica dugog reda.

Medutim, tenzori su sistemi u opStem slucaju viseg reda. Normalno je da se
ova razlika ogleda i u njihovom obeleZavanju. Primera radi, tenzoru drugog reda T
odgovara matrica T. Mi ovde i nadalje odstupamo od takvog obeleZavanja iz prostog
razloga §to Zelimo da izbegnemo prekomeran broj oznaka kao i da ukaZzemo da
vezu izmedju kvadratnih matrica i tenzora drugog reda. Tako sa T obeleZavamo u
ovom delu i nadalje knjige tenzor, matricu sa (7}), (T;;), (T”) u zavisnosti od
reprezentacije tenzora T, a sa detT njegovu determinantu. Isto vaZi i za tenzore viSeg
reda. U bilo kom drugom slucaju ta razlika e biti posebo naznacena.

Prvi deo se odnosi na tenzore u Euklidskom prostoru [E3, kao prostoru nasih
opaZzaja. Na taj nacin izlaganje o tenzorima i operacijama nad njima je pristupacnije
1 oCiglednije.

Generalizacija na Euklidske prostore veéih dimenzija je skoro trivijalna.

Takode sistem baznih vektora g; (g') posmatramo kao sistem prvog reda koji
ima tenzorski karakter. U tom sluCaju lako je pokazati da je, primera radi, g; ; = 0.
Takode svaku tenzorsku veli¢inu koja se moZe predstaviti u blok obliku, bez indeksne
notacije, tretiramo kao tenzor nultog reda. To nam znatno upros¢ava odgovarajuce
operacije nad tenzorskim poljima kao $to je diferenciranje. Taj pristup se primenjuje
u okviru cele knjige.

Nesto detaljnije smo se takodje zadrzali na V operatoru i integralnim teoremama.
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Po prirodi stvari, posle Euklidkog porostora, nastavljamo razmatranje Riman-
skog prostora. I u ovom delu, po¢injemo sa dvodimenzionalnim povrsima E; kao
najjednostavnijim Rimanskim prostorima, koji su dostupni nasSim opaZajima. Nasta-
vljamo sa:

3. Primenom tenzorskog rac¢una u diferncijalnoj geometriji.

Ovde Rimanska geometrija dolazi do punog izrazaja kao i sve tenzorske veli¢ine
koje ga karakteriSu kao $to su: Hibridni tenzori, Kristofelov simbol, Diferenciranje
vektorskih i tenzorskih polja na povrsi, Izvod hibridnih tenzora, Riman-Kristofelov
tenzor, povrSinske integralne teoreme, ...Dosta detaljna analiza je data pri izvodenju
i analizi osnovnih formi povrsi. Razmatrane su specijalne povrsi navodeéi primere
za njihovu reprezentaciju.

Poslednji deo:

4. Primena tenzorskog racuna u mehanici kontinuuma je veoma detaljno razma-
trana u delovima koji nisu uvek bili zastupljeni u standardnoj literaturi. Navodimo
neke delove.

Mehanika kontinuuma u odnosu na neholonomnu bazu, Invarijantnost La-
granZeovih jednacina, Neterina teorema, LeZandrove transformacije, LeZandrove
transforacije u mehanici kontinuuma, LeZandrove transformacije u termodinami-
ci,....Veoma znacajan deo zauzima deo koji se odnosi na Konstitutivne jednacine,...

Na viSe mesta i odeljaka pozivamo se na LagranZeve jednacine. Na kraju knjige,
izvodimo LagranZeve jedanacine za neproste materijale, koje prakticno obuhvataju
sve navedene oblike.

Na kraju, skreéemo paZnju ¢itaocu da smo na viSe mesta koristili termin AK-
KO u smislu AKO I SAMO AKO, ili POTREBAN I DOVOLJAN USLOV §to je
uobicajeno u literaturi.

Takode je termin REDOM uglavnom kori§éen kao sinomim za termin RESPEK-
TIVNO..

N oznacava Napomenu.
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1.1

1. Skupovi

Skupovi

U ovom poglavlju naveséemo samo one pojmove i operacije nad skupovima,
koji su bitni za nase dalje izlaganje.

Skup je osnovni pojam Koji se ne definiSe. Objekti skupa nazivaju se njegovim
elementima. Uobicajeno je da se skupovi obelezavaju velikim slovima A,B,C, ..., a
njihovi elementi malim slovima a, b, c,. ... Na primer piSemo

A={a,b,c}

da naznacimo da je A kolekcija elemenata a,b, c. Ako element x pripada skupu A
onda oznaCavamo sa
x€A.

Ako ne pripada skupu A tada piSemo
x ¢ A.
Uobicajen nacin predstavljanja skupa je
{x : x ima svojstvo P}

1 Cita se kao skup Ciji elementi x imaju svojstvo P.

Po prirodi stvari, naj¢esce se koriste sledeéi skupovi

- N skup prirodnih brojeva,

- Z skup celih brojeva,

- Q skup racionalnih brojeva,

- R skup realnih brojeva,

- C skup kompleksnih brojeva,

Sa F, u buduée ¢emo oznacavati bilo koji od ovih skupova.

Skup je konacan ako ima kona¢no mnogo elemenata, u protivnom je besko-
nacan.
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Skup koji nema elemenata naziva se prazan skup i obelezava sa 0. Primera radi,
takav je skup realnih brojeva x koji su reSenje jednacine x> 41 = 0.

Treba praviti razliku a od skupa {a}.

KaZemo da je A podskup skupa B i piSemo A C B, ako svaki element skupa A
pripada istovremeno i skupu B

ACB={x|xeA=xecB}.

Za svaki skup A je @ C A.
Tako je
ObCNCcZcQcRcC.

Slika 1.1: Skupovi brojeva.

Dva skupa A i B su jednaka, ako imaju iste elemente. Drugacije receno, svaki
element skupa A pripada i skupu B i svaki element skupa B istovremeno pripada i
skupu A

A=B={x|x€eA<xecB}.

Partitivni skup PA datog skupa A, je skup svih podskupova datog skupa, tj.
PA={X|X CA}.

Po definiciji
AcPA, 1 0ePA.

s Primer 1.1

A={a,b,c} = PA={0,{a},{b},{c},{a,b},{b,c},{a,c},{a,b,c}}.
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1.1.1 Operacije sa skupovima

Definicija 1.1.1 Unija dva skupa je skup koji sadrZi sve elemente koji pripada-
ju bar jednom od skupova A i B. PiSemo

AUB = {x|x € Ailix € B}.
= Primer 1.2
A={a,b,c}, B={a,c,de} = AUB=/{a,b,c,d,e}.

]
U opstem slucaju, kada imamo kona¢no mnogo skupova A1,A5,...,A,, njihova
unija je:
n
JAi=A1UAU---UA,.
i=1
Definicija 1.1.2 Presek AN B skupova A i B je skup koji sadrZi sve elemente
koji pripadaju 1 skupa A i skupu B. PiSemo
{ANB={x]x€eA i xe€B}.
= Primer 1.3
A={a,b,c}, B={a,c,de} = ANB={a,c}.
| ]

Ako je presek dva skupa A i B prazan, tj. AN B = 0, tada za ta dva skupa kaZemo
da su disjunktni.
Ako je dato kona¢no mnogo skupova A1,A»,...,A,, njihov presek je

n
(A =A1NAIN---NA,.
i=1

Definicija 1.1.3 Razlika A\B skupova A i B je skup svih elemenata iz A koji
ne pripadaju skupu B. PiSemo

A\B={x|x€A i x¢B}.

Napomenimo da ne mora biti B C A.

= Primer 1.4

A=A{a,b,c}, B={a,c,d,e} = A\B={b}.
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Definicija 1.1.4 Simetric¢na razlika skupova A i B je unija skupova A\B i
B\A, .
AAB = (A\B)U(B\A).

m Primer 1.5
A={a,b,c}, B={a,c,d,e}, = AAB={b}U{d,e}={b,d,e}.

Za graficko predstavljanje skupova i operacija sa skupovima koriste se Venovi
dijagrami (sl. 1.2).

AAB
AUB ANB A\B '
' ' ' (d) Simetri¢na

(a) Unija (b) Presek (c) Razlika razlika

Slika 1.2: Operacije sa skupovima.

Definicija 1.1.5 Komplement skupa A u odnosu na skup B (ili dopuna skupa
A do skupa B), gde je A C B je skup CgA = B\A.

B\A =

Slika 1.3: Komplement skupa.

= Primer 1.6

A={a,b,c}, D={a,b,c,de}, = CpA={d,e}.
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Par elemenata (a,b) nazivamo uredeni par (ili uredena dvojka) ako je tacno
odredeno koji je element na prvom, a koji na drugom mestu.
Uredeni parovi (a,b) i (c,d) su jednaki ako i samo akojea =cib=d.
Definicija 1.1.6 Dekartov proizvod skupova A i B naziva se skup A x B =
{(a,b)lac Aib € B}.

» Primer 1.7 Dati su skupovi A = {a,b,c} i B= {x,y}.

AxB={(a,x),(b,x),(c,x),(a,y),(b,y),(c,y)},
BxA={(x,a),(x,b),(x,c),(y,a),(»,0),(y,c)}.

Ocigledno da je A X B # B x A, $to znaci da za Dekartov proizvod skupova ne
vazi zakon komutacije.

Dekartov proizvod A x A se ozna¢ava sa A%, Dekartov proizvod R x R = R?
predstavlja realnu ravan.

SaR":=R xR x --- xR ozna¢avamo Dekartov proizvod n kopija od R. Dru-

n
gacije receno, R" je skup svih uredenih n-torki realnih brojeva, tj.
R" = {(x!,x%,...,x,....x"), ¥ € R za svako i}. (1.1)

Pojedina¢nu n-torku pogodno je obeleZiti jednim slovom, npr. x = (x', x?,... . x',... x"),
koju nazivamo tacka iz R".

I Definicija 1.1.7 Okolina tacke x € X je bilo koji otvoren skup u X koji sadrzi
tacku x.

Definicija 1.1.8 Okolina skupa A C U je svaki skup V koji sadrzi jedan
otvoren skup u kome leZi skup A. Specijalno, ako se skup A svodi na jednu jedinu
tacku x, govorimo o okolini tacke x. Ovo oznacavamo sa V,.

Definicija 1.1.9 Adherentna tacka skupa ¥ C X je tacka x tako da svaka
njena okolina ima neprazan presek sa skupom Y. Skup svih adherentnih tacaka
skupa Y naziva se adherencija skupa Y i oznaava se sa Y.

Definicija 1.1.10 Unutrasnja tacka skupa Y je tacka x € Y kojaleZiu Y,
zajedno sa nekom svojom okolinom.

Definicija 1.1.11 Skup svih unutra$njih tacaka skupa ¥ naziva se unutrasnjost
skupa Y i obelezava se sa IntY.
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Definicija 1.1.12 Skup Y C X je zatvoren (tj. njegov komplement je otvoren)
akkojeY =7Y.

Adherencija Y proizvoljnog skupa topoloskog prostora! X je zatvoren skup, tj.
Y=Y.

1.2 Relacija

Definicija 1.2.1 Neka su X i Y dva neprazna skupa. Bilo koji podskup X x Y
se naziva relacija iz X u Y. Bilo koji podskup X x X naziva se relacijau X.

Definicija 1.2.2 Neka je p relacija X u Y. Podskup od X,
eX:(ry) ep.yerh,

naziva se domen od p.

Definicija 1.2.3 Podskup od Y
{yeY:(x,y)ep,xeX}

naziva se kodomen.

Definicija 1.2.4 Oznac¢imo sa {X;o} i {Y;B} skupove X i Y (koji ne moraju
biti razli¢iti) u kojima su definisane operacije « i . Preslikavanje p skupa X u
skup Y naziva se homomorfizam {X;a} u {Y;} ako je

p(xay) = p(x)Bp(y)

za svako x,y € X.

Slika X, pri preslikavanju p, oznaCava se p(X) i naziva se homomorfna slika
od X. Ako je x € X onda je p(x) homomorfna slika od x.

ITopoloskog prostor biée kasnije definisan.
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Slika 1.4: Homomorfizam.

Ustaljena upro$éena oznaka za homomorfizam X u Y je

pxy)=px)py)

za svako x,y € X.

» Primer 1.8 Neka R oznacava skup realnih brojeva i neka + i - oznacavaju
uobicajene operacije sabiranja i mnoZenja na R. Onda je

plx)=e
homomorfizam iz {R;+} u {R;- }. .

Definicija 1.2.5

- Ako je p preslikavanje 1 — 1 skupa X u skup Y onda se p naziva izomorfi-
zam X u?Y.

- Akoje X =Y i p je homomorfizam, onda se p naziva endomorfizam.

- Akoje X =Y i p je izomorfizam, onda se p naziva automorfizam od X.

| Definicija 1.2.6 Unutrasnja operacija je preslikavanje X x X u X.

= Primer 1.9 MnoZenje realnih brojeva je unutra$nja operacija na skupu realnih
brojeva. "

Definicija 1.2.7 Neka su A i X skupovi. Preslikavanje A X X u X naziva se
spoljasnja operacija na X. Elementi A nazivaju se operatori> na X.

= Primer 1.10 Neka je R skup realnih brojeva, a R” linearni vektorski prostor.
Onda je a-x spoljasnja operacijana R", gde jea € A,ax € R". "

2U matematici se pod operatorom podrazumeva, u opstem slucaju, preslikavanje ili
funkcija koja deluje na elemente prostora i proizvodi elemente drugog, ili istog prostora.
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1.2.1 Semigrupa i Grupa
= Primer 1.11 Binarna operacija x na M je preslikavanje M x M u M, tj.
*: MxM—>M.

n
= Primer 1.12 Neka je * operacija na skupu M. Nazivamo (M, *) semigrupom
ako je x asocijativna operacija na M. "

U tom slucaju za x,y,z € M je
x#(yxz) = (xxy)xz=u€M.
Prema konvenciji jednostavno piSemo
U=X*Y*Z.
n Primer 1.13 Grupa ¥ je semigrupa (M, *) sa identitetom u kome svaki element
ima inverzni. "
Drugacije rec¢eno, skup M nazivamo grupom ¥ ako je u njemu definisana
binarna operacija * tako da je za svako
x,yEM = z=xxyeM,
i ima sledeca svojstva:
1. (x*y)*z=xx(y*z) - asocijativnost,
2. postoji jedinicni element e € M takav da je exx = x*xe = x, za svako x € M,
3. za svako x € M postoji inverzni element x~! € M takav da je x*x~! =
xxx=e.
= Primer 1.14 Ako je binarna operacija grupe komutativna za grupu se kaze da je
komutativna ili Abelova grupa. n
Grupa mora da sadrzi bar jedan element. Takva grupa X = (e) naziva se trivi-
jalna grupa. Po definiciji ona je i Abelova grupa.
1.2.2 Prsten

Definicija 1.2.8 Prsten je skup M u kome su definisane dve binarne operacije
sabiranje + : M x M — M i mnoZenje -: M x M — M, tako da je:

1. M Abelova grupa u odnosu na operaciju sabiranja +,

2. operacija mnoZenja - je asocijativna i distributivna u odnosu na mnoZenje,
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x-(y-2) = (xy)-z,
x(y+z)=xy+xz,
(y+z)-x=yx+zx, zasvakox,y,z€ M.

Ako M sadrzi jedini¢ni (identi¢ni) element e, tako da je e-x = x-e = x za
svako x € M, onda se prsten naziva prsten sa identitetom. Ako je prsten Abelov,
u odnosu na mnoZenje, onda se on naziva Abelov prsten.

1.2.3 Polje

Definicija 1.2.9 Prsten sa identitetom naziva se polje F ako su svi njegovi
elementi, izuzev nule (neutralni element sabiranja), regularni>.

m Primer 1.15 Slededi poznati sistemi su primeri polja, u odnosu na operacije
obi¢nog sabiranja i mnoZenja:

1. Skup racionalnih brojeva Q,

2. Skup realnih brojeva R,

3. Skup kompleksnih brojeva C,

m Primer 1.16 Slededi poznati sistemi su prsteni, u odnosu na operacije obi¢nog
sabiranja i mnoZenja:
1. Skup celih brojeva Z,
2. Skup svih polinoma P, jedne nezavisno promenljive, sa realnim koeficijenti-
ma.

1.2.4  Moduli
Modul M nad prstenom R je Abelova grupa M zajedno sa spoljaSnjim
mnoZenjem, koje se naziva skalarno mnozenje: R x M — M, tj. (a,x) — ax, tako da
je:
a(x+y) =ax+ay,
(a+b)x = ax+ bx,
(ab)x = a(bx),

zasvakoa,b € Rix,y € M.
Ako prsten R ima identi¢ni element e onda je

ex=1x, zasvakoxe M.

3Ako elment x € M ima inverzni element onda se kaZe da je x regularan ili nesingularan.
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1.2.5 Algebra
Definicija 1.2.10 Algebra <7 je modul nad prstenom R sa identitetom zajedno
sa unutraSnjom asocijativnom operacijom, koja se obi¢no naziva mnoZenjem,
tako da je
1. o prsten i
2. spoljasnja operacija (a,x) — ax je takva da je

a(xy) = (ox)y = x(ay).

Najvedi broj algebri su linearni prostori zajedno sa unutra$njom operacijom, koja
se naziva mnoZenje. OpSta definicija, koja je ovde data, obuhvata takve algebre
kao algebre tenzorskih polja nad prstenom funkcija.



2. Topoloski prostor

skupa X. Par (X; 7) je topoloski prostor ako je:
i Xert,b0e7
(i1) unija bilo koje kolekcje podskupovau 7 je u 7,
(iii) presek konacne kolekcije podskupovau 7 jeu 7.
Podskupovi u 7 nazivaju se otvoreni podskupovi od X. Familija 7 za skup
X naziva se topologija skupa X.

Definicija 2.0.2 Neka je (X,7) topoloski prosotor. Za potprostor S od X
kazemo da je zatvoren skup u (X, 7) ako je njegov komplement u X, tj. X\S

‘ Definicija 2.0.1 Neka je X neprazan skup i neka je T familija podskupova
| (CxS), otvoren u (X, 7).

Definicija 2.0.3 Neka je (X, 7) topoloski prostor. Kolekcija % otvorenih pod-
skupova od X naziva se baza topologije T ako je svaki otvoreni skup unija
¢lanova #.

N Uocimo da je i samo 7 baza od 7.

m Primer 2.1 Nekaje X = {a,b,c,d,e, f}i

T ={X,0,{a},{c,d} ,{a,c,d},{b,c,d,e, f}}.

Ondaje # = {{a},{c,d},{b,c,d,e, f}} bazaza 7 jer je 8 C 7 isvaki €lan T moze
biti izraZen kao unija ¢lanova . "
» Primer 2.2 Nekaje X = {a,b,c} i B ={{a},{c},{a,b},{b,c}}. Onda £ nije
baza za bilo koju topologiju skupa X. Da bismo to pokazali, pretpostavimo da je
baza za neku topologiju 7. Onda se 7 sastoji od unije skupova u 4, tj.

T ={X,0,{a},{c},{a,c},{a,b},{b,c}}.
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Medutim, 7 nije topologija, jer skup {b} = {a,b} N {b,c} nije u T prema definiciji
topologije. Kontradikcija, pa je pretpostavka pogresna. Znaci % nije baza bilo koje
topologije od X. "

Definicija 2.0.4 Neka je (X, 7) topoloski prostor, N podskup od X i p tacka u
X. Onda se za N kaze da je okolina tacke p ako postoji otvoreni skup U takav
dajepeUCN.

U specijalnom slucaju, kada je posmatrani prostor prostor realnih brojeva R,
koristi se termin interval za okolinu tacke p € R.

= Primer 2.3 Zatvoreni interval [0, 1] u R je okolina tacke %, jer je % € (%, %) -
[0,1]. .

» Primer 2.4 Interval (0,1] u R je okolina tatke %, jer je I € (0,3) C (0,1].
Medutim, (0, 1] nije okolina tacke 1, jer ne postoji otvoren skup U takav da je
1eUC(0,1]. ]

Definicija 2.0.5 Neka je A podskup topoloskog prostora (X, 7). Tatka x € X
je grani¢na tacka A akko svaka okolina x sadrzi ta¢ku iz A razli¢itu od x.

Kao posledica ove definicije sledi da je skup zatvoren akko sadrzi svoje grani¢ne
tacke.
Definicija 2.0.6 Neka je A podskup topoloskog prostora (X, 7) i A’ skup svih
grani¢nih tacaka od A. Tada je AUA’ zatvoren skup. Skup A UA’ naziva se
zatvaranje od A i oblelZava se sa A.

Definicija 2.0.7 Neka je A podskup topoloskog prostora (X, 7). Onda se za A
kaZe da je gust u X, ili svuda gust u X ako je A = X.

om prebrojivosti ako za svako x € X postoji prebrojiva familija {U;(x)} otvo-
renih skupova koji sadrZe x tako da svaki otvoreni skup V koji sadrzi x ima
bar jedan skup od U;(x) kao podskup. Prebrojiva familija {U;(x)} naziva se
prebrojiva baza u x.

Definicija 2.0.9 Za topoloski prostor (X, ) kaZe se da zadovoljava drugi
aksiom prebrojivosti ako postoji baza A za 7 tako da se baza 4 sastoji samo
od prebrojivog broja skupova.

Definicija 2.0.10 Za topoloski prostor (X, 7) kaZe se da je separabilan ako

| Definicija 2.0.8 Za topoloski prostor (X, 7) kaze se da zadovoljava prvi aksi-
I ima gust podskup koji je prebrojiv.
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Definicija 2.0.11 Neka su (X,7,) i (Y,7,) topoloski prostori. Onda se za
funkciju preslikavanja f : (X, 7, ) — (Y, 7,) kaZe da je neprekidno preslikavanje
ako je za svako U € 1, preslikavanje f~!(U) € 1,.

Definicija 2.0.12 Funkcija f : X — Y izmedu dva topoloska prostora (X, Ty ) i
(Y, 1y) je homeomorfizam ako je:

e bijekcija,

e neprekidna funkcija i

e njena inverzna funkcija f~! neprekidna (f je otvoreno preslikavanje).

» Primer 2.5 Bilo koji otvoreni interval u R je homeomorfan bilo kojem drugom
otvorenom intervalu. Npr. (0, 1) mozZe biti preslikan na (0,5) neprekidnim preslika-
vanjem x — 5x. Prostor [0, 1] nije homeomorfan prostoru (0, 1) niti prostoru [0, 1).
Granicne tacke predstavljaju problem pri neprekidnom preslikavanju. "

= Primer 2.6 Neka su topoloski prostori
X ={a,b,c,d,e} 1 Y ={ghi,jk},
a njihove topologije

T={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} i
= {Y,(D,{g},{i,j},{g,i,j},{h,i,j,k}}

redom. Funkcija f: X — Y, definisana sa f(a) = g, f(b) =h, f(c) =i, f(d) = ji
f(c) = k, definiSe homeomorfizam izmedu (X, 7)1 (Y, 1)). u

Definicija 2.0.13 Neka je I skup O; (i € I) familija otvorenih skupova to-
poloskog prostora (X, 7). Neka je A podskup (X,7). Onda se za O; (i € I)
kaze da je otvoreno prekrivanje od A ako je A C U;;0;. Konacan broj sku-
pova O;,,...,0; od O; (i € I) naziva se konacno prekrivanje skupa A ako je
ACO0;,U0,U---U0; .

Kona¢na podfamilija O;,,0;,,...,0;, od O;, (i € I) se naziva konac¢no pot-
pokrivanje od A ako je A C 0;,,0;,,...,0;,.

Definicija 2.0.14 Za podskup A, topoloskog prostora (X, 1) kaze se da je
kompaktan ako svako otvoreno prekrivanje A ima konacno potpokrivanje.

Definicija 2.0.15 Za topoloski prostor (X, 7) kazZe se da je povezan ako su
samo potprostori od X, koji su i povezani i zatvoreni, skupovi 0 i X.

I Definicija 2.0.16 Ako je A C X, a X ima topologiju 7, onda imamo relativnu
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ili indukovanu topologiju 7, definisanu sa
7, ={GNA|G € 1}.

Definicija 2.0.17 Podskup A od X je povezan ako je A u odnosu na relativnu
topologiju povezan.

Hausdorfov prostor

Definicija 2.1.1 Okolina tacke x u X je skup N(x) koja sadrZi otvoreni skup, a
koja sadrzi tacku x.

Podskup A C X je otvoren akko je okolina svake svoje tacke.

Definicija 2.1.2 Topoloski prostor je Hausdorfov prostor ako bilo koje dve
taCke poseduju disjunktne okoline.

U Hausdorfovom prostoru tacke su zatvoreni podskupovi. Uobi¢ajena topologija
na R je Hausdorfova.

Primeri

Slika 2.1: Primer Hausdorfovog prostora.
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Definicija 3.0.1 Neka su X i Y dva neprazna skupa. Funkcija f izX uY je
podskup X x Y takav da za svako x € X postoji jedno i samo jedno y € Y tako da
je (x,y) € f. Skup X naziva se domen od f (ili oblast definisanosti f) i kazemo
da je f definisano na X. Skup {y € Y : (x,y) € f zanekox € X} naziva se
kodomen f i oznacava se sa R(f). Za svako (x,y) € f kazemo da je y vrednost
f uxioznatavamo je sa y = f(x). U literaturi uobicajeni na¢nin oznacavanja
funkcije fodXuYjef: X =Y.

Takode termini: preslikavanje, operator transformacija se koriste za funkciju.

Ponekad je pogodno da se za domen funkcije koristi podskup © skupa X. U
svakom slu¢aju domen funkcije f oznaCava se sa D (f) C X.

Definicija 3.0.2 Neka f preslikava X u'Y.
(i) Ako je PR(f) =Y onda f preslikava X na Y i naziva se surjekcija.

(ii) Ako je funkcija f takva da za svako x1,x, € X iz f(x1) = f(x2) sledi da je
X1 = X, onda je ovo preslikavanje jedan-jedan (1-1) ili injektivno. Takva
funkcija f naziva se injekcija.

(iii) Ako je f(x) i injektivno i surjektivno onda je preslikavanje f jedan-jedan
inai f se naziva bijekcija.

n Primer 3.1 Preslikavanje R u R:

y = x> je bijekcija,

- y=¢"je 1-1 - injekcija, ali nije na,

- y=x>+x7 je na tj. surjekcija ali nije 1-1,
y = sinx nije ni na ni 1-1.
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v\

(a) f4: X4 — Y4 - bijekcija. ®) fi: Xi—Y-u
Xo )2 X )
e 5
d 4 4
c = 3 3
j=—3 %
(c)f2:X2—>Y2—na. (d)f32X3—>Y3—1—1.

Slika 3.1: Tlustracija razlicitih tipova preslikavanja.

Definicija 3.0.3 Neka je f funkcija iz skupa X u skup Y. Ako postoji funkcija
g takva da je g(f(x)) =x za svako x € X i f(g(y)) =y za svako y u Y onda
funkciju g nazivamo inverzna funkcija funkcije f. Nadalje ¢emo je obelezavati

sa f1.

m Primer 3.2 Neka je X =Y = R, skup realnih brojeva. Neka je f : X — Y dato sa
f(x) = x? za svako x € R. Onda je f bijekcijai f~'(y) =y zasvakoye Y. =

Od znacaja je pojam koji se odnosi na funkciju f : X — Y, koja nije bijektivna.
Taj pojam se uvodi slede¢om definicijom.

Definicija 3.0.4 Neka funkcija f preslikava skup X u skup Y. Ako je S bilo
koji podskup Y, onda skup f~!(S), definisan sa

FUS) ={x:xeXif(x) €S}.

nazivamo inverzna slika skupa S.

= Primer 3.3 Neka je f(z) = |z|, za svako z € Z. Funkcija f nije 1—1 jer je
f(1) = f(—1). Nije ni na jer ne postoji z € Z tako da je f(z) = —1. Dakle, f nije
bijekcija. Prema tome, ne postoji inverzna funkcija funkcije f, prema definiciji 3.0.3.
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Medutim, postoje inverzne slike. Na primer

f_l({1,2,3}) = {_17_27_37 17273}7
f1({-5,3,5,7,9}) = {-3,-5,-7,-9,3,5,7,9}.

Kompozicija (slozene) funkcija

Neka su X, Y i Z neprazni skupovi. Pretpostavimo daje f: X —-Yig:Y — Z.
Za svako x € X imamo da je f(x) € Y i g(f(x)) € Z. Kako su f i g preslikavanja od
XuYiodY uZ, redom, sledi da za svako x € X postoji jedan i samo jedan element
g(f(x)) € Z. Prema tome, skup

{(x,2) eXXZ:z=g(f(x)), xe X} 3.1

je funkcija od X u Z. Takvu funkciju nazivamo kompozitna funkcija, ili sloZena
funkcija od g i f i obeleZavamo je sa go f. Vrednost funkcije go f u x je

(g0 f)(x) = go f(x) = g(f(x)).

Y

Slika 3.2: SloZena funkcija.
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Teorema 3.1.1 Ako je f preslikavanje skupa X na skup Y i g preslikavanje
skupa Y na skup Z, onda je g o f preslikavanje X na Z.

Vezba 3.1 Dokazati Teoremu 3.1.1

Teorema 3.1.2 Ako je f preslikavanje (1 —1) skupa X na skup Y i g je pre-
slikavanje (1 —1) skupa Y na skup Z, onda je go f preslikavanje (1—1) X na
Z.

Vezba 3.2 Dokazati Teoremu 3.1.2

Teorema 3.1.3 Ako je f preslikavanje (1 —1) skupa X na skup Y i g je presli-
kavanje (1— 1) skupa Y na skup Z, onda je (go f) ' = flog .

Dokaz

Neka je z € Z. Onda postoji neko x € X tako da je go f(x) =z, paje (go f) " '(z) =
x. Takode, kako je go f(x) = g(f(x)) = z, sledi da je g '(z) = f(x), pa je
f Y g '(z)) =x. Ali tada je f~'(g7'(z)) = f ' og~'(z) = x. Prema tome, ima-

mo f~'og7!(z) = (g0 f)~!(z). Kako je z proizvoljno tada je (go f) ! = flog™!.

N Vazno je uociti da, u Teoremi 3.1.3, f je preslikavanje X na Y. Ako
bi ovo preslikavanje bilo samo injektivno onda kompozicija funkcija
(f "o (g™") ne bi bila definisana. Zna¢i domen funkcije f~! mora da
obuhvata sliku od g~! da bi kompozicija (f~') o (¢~!) bila definisana.

Implicitne funkcije

Ocigledno je da jednacina krive, u ravni Oxy, izraZena u eksplicitnom obliku
y = f(x), moze uvek da se izrazi u implicitnom obliku F(x,y) =y — f(x) = 0.
Obrnuto, ako je jednaCina data u obliku F(x,y) = 0, ona ne predstavlja, u opstem
slucaju, funkciju. Na primer

F(x,y) =y*—2xy—x =0, (3.2)

uvek predstavlja relaciju, tj. skup parova (x, y) koji zadovoljavaju jednacinu. Namece
se, prirodno, sledece pitanje: kada je relacija, definisana sa F(x,y) = 0 takode
funkcija? Drugim re¢ima, kada se jednacina F(x,y) = 0 moze eksplicitno resiti po y
u funkciji x, dajuci jedinstveno resenje.
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U prethodnom primeru, jednacinu (3.2) moZemo da reSimo po y tako da je

y=f(x) :x:lzx(1+x3)l/2.

(3.3)
Ocigledno je da imamo dve eksplicitne funkcije, iz jedne implicitne relacije: jedna,
koja odgovara znaku + i druga koja odgovara znaku -. Prema tome, moramo da
ograni¢imo nasu paznju na okolinu posebne tacke.

Na primer, tacka: x = 2, y = 8 zadovoljava relaciju F(x,y) = 0 (3.2), ali samo
jednu od eksplicitnih oblika (3.3). U opstem slucaju, ono $to nam treba je tvrdenje
da postoji funkcija y = f(x), koja zadovoljava F(x, f(x)) = 01 za koju je f(2) =8,
¢ak i kada ne bismo mogli dobiti njen eksplicitni oblik

fx) = x4x(1+23)"2.

Ovo je korisno ako Zelimo da posmatramo x kao funkciju od y, recimo g(y), za
koju ovde ne postoji eksplicitna formula. U tackix=—1,y=—1(lix=0,y=0)
smo u nevolji, jer obe formule su valjane. Odredimo kriterijum za takve tacke.

U tu svrhu, dokaZimo nekoliko opstih teorema, koje su potrebne. Dokaz najpro-
stijih teorema bice detaljno dat.

Sledeéa Teorema nam odreduje dovoljne uslove kada se ovaj problem moze
reSiti lokalno, u okoline neke tacke. Tvrdenje i dokaz ove teoreme prvo ¢emo dati
u najjednostavnijem slucaju funkcije dve promenljive F(x,y) i u elementarnom
obliku.

Teorema o implicitnim funkcijama

Teorema 3.2.1 Neka su F(x,y) i njeni parcijalni izvodi neprekidne funkcije u

otvorenoj okolini tatake (xo,yo). Ako je — (xo,y0) # 0 onda, u opStem slucaju,

d
u infinitezimalnoj okolina tacke (xo,yo): g
i) postoji samo jedna funkcija f(x) takva de je F(x, f(x)) =01iyo = f(xo),
ii) tako odredena funkcija f(x) je neprekidna i
iii) njeni izvodi su neprekidni.

Dokaz

i) Bez gubljenja u opstosti, pretpostavimo da je F(xo,yo) = 0. (Ako to nije
slucaj, tj. ako je F(xo,y0) = C, gde je C # 0, onda mozemo posmatrati funk-
ciju G(x,y) = F(x,y) — C za koju je o¢igledno G(xo,yo) =0.)

F
Neka F = F, nije nula u (xo,yo), ili krace F;(xo,yo) # 0.
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Prema uslovu teoreme postoji otvorena okolina tacke (xo,yo) u kojoj su F,
F; i F, neprekidne funkcije.Tada u uoCenoj okolini postoji infinitezimalni
pravougaonik

lx—xo| <a, [y—yol<b

u kome Fj(x,y) ima isti znak kao F(xo,yo). Neka je, bez gubljenja u opstosti,
Fy(x0,y0) > 0. (Ako je Fy(xo,y0) < 0 onda funkcija H(x,y) = —F (x,y) zado-
voljava traZeni uslov.). To znaci da je

F(xo,y0+b) >0 i F(x07y0—b) < 0.
Neka je (x1,y;) bilo koja tacka tako da je
lx1 —xo| <a, |y1—yo| <b.

Kako je F(xo,y0+b) > 01 F(x,y) neprekidno onda je F(x1,yo+b) > 0. Na
isti na¢in zaklju¢ujemo da je F(x1,yo — b) < 0. Za fiksnu tacku x; uvedimo
oznaku K (y) = F(x1,y). Onda je K(yo+b) > 01i K(yo —b) < 0. Prema tome,
postoji neko y imedu yo — b i yo + b tako da je K(y) =0, tj. F(x;,y) =0. Ova
vrednost y je jedistvena. PoSto ovo vazi za svako (x,y) za koje je |x —xo| < a
uoCenog pravougaonika i posto tako odredeno y zavisi od x piSemo y = f(x)
tako da je F(x, f(x)) = 0.

ii) Na osnovu prethodnog izvodenja dokaza sledi da je y = f(x) neprekidna

funkcija. Naime, iz x — xg sledi y — yo = f(xo).

iii) Prema teoremi o srednjoj vrednosti funkcije F(x,y) bice

JdF JdF
AF =F (x+ 0Ax,y+ 0Ay) — F(x,y) = =— Ax+ = Ay,
dx dy
gde su parcijalni izvodi izraCunatu u tacki (x + 0Ax,y + 6Ay). Za funkciju

F(x,y) =0je AF =0, pa je

oF
. Ay Ox
lim =2 = — 92X
A;gloAx 8i’
dy

gde su parcijalni izvodi izra¢unatu u tacki (x 4+ 6Ax,y+ 0Ay). U grani¢nom
slucaju, kada Ax — 0, dobijamo

JoF
dy _ ox
dx JdF

ay
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N Uocimo da smo tako dobili, u opStem slucaju, mali deo funkcije unutar
posmatranog intervala. Medutim, uslov teoreme je dovoljan za svako
x1 u tom intervalu. Onda moZemo poceti konstrukciju funkcije f(x)
pocevsi od tacke (x,y;) u datom intevalu produzujuéi je sve do tacke
u kojoj je F, = 0, jer onda ne moZe da se nade jednoznaCno reSenje.

N U mnogim slu¢ajevima nalaZenje kona¢nog oblika funkcije y = /(x)
koja zadovoljava uslove teoreme je veoma tesko i ¢esto nemoguce ili
nepotrebno. Najcesce je dovoljno da se zna da takva funkcija postoji.

Neki primeri

 Primer 3.4 Nekaje f: R? — R gde je f(x,y) = y> — 2xy + 1. Posmatrajmo skup
C = ((x,y)|f(x,y) =0). Onda je % = 2y — 2x jednako nuli samo ako je x = y.
Prema tome je f(y,y) =0 = —y*+1=0utatkamaP(1,1),Q(-1,-1)€eC
u kojima je 8£ = 0. Na osnovu teoreme sledi da je y = h(x) u okolini svih tataka u
C izuzev tacaka P(1,1)1 Q(—1,—1).

S druge strane parcijalni izvod a—y = 2y nije nikad nula u C i prema tome je
y = h(x) u oklolini svih njenih tacaka. Na kraju navedimo da je f(x,y) = 0 moguce
reSiti i po y i x tako da je

1 1
y=xtvx*2-1, x:2<y-|—y>.

Samo jedna grana, prve jedanacine je vazeca u okolini tacke (x,y) € C pod uslovom
daje |x| > 1. Medutim, u taCkama x = £1 ni jedna od dve grane ne definiSu funkciju
y = h(x) u svojim okolinama, jer za |x| < 1 nije definisana realna vrednost od

d
v/x% — 1. Uoc¢imo da su to bas te tacke u kojima je a—f =0.
y

Lako je videti da je druga jednacina, x = % <y + )1)) , definisana za svako y € C,
(y=0¢0). "
» Primer 3.5 Neka je

fy)=x' =22+ i C={(xy)|f(xy)=0}.
Onda su
af af

=4 —2x 1 == =2
o X X 1 Jy y
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i jednake su nuli u tackama (x,y), ako je: P(0,0), O(1/1/2,0)i R(—+/1/2,0). Samo
je tacka P(0,0) € C.

= Primer 3.6 f: R> — R’ gde je f(x,y) =y® +x*> —3xy—7. Onda je f(x,y) =0
u tacki P(4,3). Pretpostavimo da mozemo nadéi fukciju y = (x) u okolini tacke P
koja je reSenje jednacine f(x,y) = 0. U tim tackama je

F(x,h(x)) =1 (x) +x*> = 3xh(x) =7 =0,

gde smo sa (h(x))? oznatili sa h*(x). Diferenciranjem ove jedancine po x dobijamo
daje

320 ) Loy 3,88
Onda je
d’:jix) =37 (i) 7 3h) 24,
U tacki P(4,3) je d};ix) 5 Prema tome, uslovi teoreme o egzistenciji funkcije
y = h(x) u okolini tacke P(4 3) su zadovoljeni.
Uo¢imo da je to moguée samo ako je h%(x) —x # 0. S druge strane je gf =
3(y?* — x) tako da je h*(x) — x # 0 zadovoljeno u tacki P(4,3). ’ n

Teorema 3.2.1 moZe da se proSiri na razne nacine.
Na primer, na isti nacin se dokazuje da funkcija F (x,y,z) = 0 definise jedinstve-
nu funciju z = f(x,y) kroz tacku (xo,y0.z0) pod uslovom da

F;(x0,¥0,20) # 0.

Sledecéa teorema je prosirenje prethodne teoreme na dve simultane jednacine:

o(x,2) =0, w(x,yz)=0. (3.4)

Teorema 3.2.2 Neka je ¢(xo,Y0,20) = 01 W(x0,Y0,20) = 0. Neka su ¢(x,y,7) i
y(x,y,z) diferencijabilne u okolini R tacke (xo,y0,20) i neka je Jakobijan

do Jdo
I(Q.y) _|dy 0z
d(yz) |dy dy
dy 0z

(3.5)

razli¢it od nule. Tada, postoji jedan i samo jedan skup resenja
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koja su neprekidna i zadovoljavaju jednaCine @(x,y,z) =0, y(x,y,z) =0 a za
koja je yo = y(x0), 20 = z(xo). Stavise, y = y(x), z = z(x) su diferencijabilne.

Dokaz

Kako je Jakobijan (3.5) razli¢it od nule u tacki (xo,yo,20) tada je najmanje jedan od

d d
parcijalnih izvoda a4 ili v razlicit od nule.

dy  9dz
: Loy :
Pretpostavimo da je = razli¢it od nule u (x,yo,20). Tada, prema Teoremi

3.2.1 y(x,y,z) = 0 odreduje jedinstvenu diferencijabilnu funkciju z = ¢ (x,y). Ako
sada zamenimo ovu funkciju u (3.4); dobijamo F(x,y) = @(x,y, ¢ (x,y)) = 0.
Dalje, da bismo dokazali Teoremu 3.2.2 dovoljno je pokazati da je

JF _de Jdod¢

u (x0,¥0). U tom cilju, elimini§imo o9 iz ovog izraza koriste¢i identi¢nost

dy
v(x,y,0(x,y)) = 0. Onda je

dy Jdyd¢
i AVER dh S 3.7
dy * dz dy @.7)
: L o : : .
koja se moZe resiti po 5, U okolini tacke (xo,y0,20). Tada iz (3.6) i (3.7) dobijamo
y
dF Jd(o, d
oF _dlo.y) 9v (3.8)
dy  d(yz) ' 9z
d d
Medutim, (,¥) 1 a4 u (xo0,y0,20) su razli¢iti od nule, prema hipotezi i nasoj
d(yz) 9z
JdF
pretpostavci, redom. Stoga, isto vaZi i za s Prema tome, (3.6) odreduje jedinstvenu
y

funkciju y = y(x). Onda, zamenom ovog u z = @ (x,y) dobijamo z = ¢ (x,y(x)), tj.

z=2z(x).

Opstija teorema sledi.

Teorema 3.2.3 Neka je skup funkcija

E(xla"'7XM7y17"'7yn)7 i:17”'7n
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diferencijabilan u okolini tatke (x°, y°) = (x9,...,x9,9,...,y9). Dalje, neka je
Fi(x°, y) = 0 i neka je Jakobijan

oF  on

dy1 Iy
o) _|7 59)
o) B e :
Oreoyn) o IF,

dy1  dwm

razli¢it od nule u (x’, y°). Tada postoji okolina R od (x°, y°) i jedinstven skup
funkcija

¥i = filx1,.. 5 %m) (3.10)

koji je reSenje skupa jednacina

Fi(X1y. s Xmy Y1,y---,¥n) = 0. 3.11)

Osim toga funkcije f; su diferencijabilne.

Dokaz

Dokaz izvodimo primenom metode matematicke indukcije.
Pretpostavimo da teorema vazi za (n — 1) jednacina. Potrebno je dokazati da
vazi i za n jednacina. Teorema je dokazana za n = 1,2 (Teoreme 3.2.1 1 3.2.2).
Kako je Jakobijan razli¢it od nule, bar jedan od kofaktora njegovog poslednjeg
reda je razlicit od nule. Pogodno je da pretpostavimo da je to
d(F,....,F1) £0.
a(yl, oo aynfl)

Kako Teorema vazi za slucaj (n — 1), onda mozemo da resimo prvih (n — 1) jednacina
u obliku

Yo = Qa(X1ye ey Xmsyn), a=1,....n—1,

gde su funkcije ¢, diferencijabilne. Njihovom zamenom u poslednjoj jednacini,
dobijamo

D (1, X Yn) = F (X1, X5 @1y e e o, @13 yn) = 0.

Ako su izvodi

3 razli¢iti od nule, tada se mogu resiti po y, = @, (x1,...,X,) i tada
Yn
zamenom dobijamo

Yo = fa(X1,y o yXm) = @ (X1, Xm), a=1,....n—1,

(3.12)
Yo = fa(X1,. s Xm) = Ou(X1,. .. Xm)
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Medutim,
0P _ dF, d@pq OJF,
Oyn  9Iya yn  dyp
. Qg e . '
Izvodi oy, o mogu izraCunati iz prvih (n —1) od (3.11):
Yn
J0F, oF,
BIPa  OFs o a1
Yo Oyn  9Iyn
Odavde
d(Fy,....Fi—1)
a‘Pa :_a(ylv"'aytxflaymyOCJrl?"'vynfl) _
dyn d(Fi,....Fi—1)
3()’17---7)%71)
d(Fy,....Fyi1)

:(_l)n—a a())b---7)’(x717)’(x+1,---,yn—1,yn)
d(Fi,...,F_1)
a(ylv"'vyn—l)

paje
0P 1 0F, d(F,....F,_
— Y (-1 Li 1) +
ayn a=1 a)’a a(ylv"'7y06717y06+17"'7yn717yn)
d(Fy,....Fi1)
8]7}’1 a(yl,---aya—laya+la~--,)7n—1,)7n) _
dyn d(Fy,....Fi1)
8(y17"'>yn71)
d(F,...,F—1)
_ C n—aaFl’l 8()’17---»ya717ya+17---,yn71,yn)
= L= 3R, F )
a—1 Yo ( | P n—l)
a(ylw":ynfl)
ili
d(F,...,Fy)
0P Iy, -, Vn)
=——" o 3.13
Dy IF - F) (3.13)
a(}m---,yn—l)

P
Kako ni jedna ¢lan, na desnoj strani, nije jednak nuli, onda je 3 # 0.
Yn
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Primena ove teoreme je, od posebnog znacaja, u odredivanju inverzne funkcio-
nalne treansformacije.
Ako je m = n i F; ima oblik

E:gi(y17"'7yn)_xi7

gde su g; neprekidno diferencijabilne funkcije, tada Teorema 3.2.3 ima slededeéi
oblik.

Teorema 3.2.4 Neko su
X =8i(y1,---,¥n), i=1,...,m, (3.14)
gde su g; neprekidne funkcije promenljivih yy,...,y,, €iji su prvi parcijalni izvodi
neprekidne funkcije i neka je Jakobijan
(9()61, oo 7xn)
J=—"""F#0. (3.15)
a(ylv' oo ’yn)
Tada postoji jednoznac¢na inverzna transformacija y(yi,...,y,) u X(xy, ..., X,):
yi = fi(x1,. .. Xm). (3.16)

Dokaz

Jednostavno, primenimo Teoremu 3.2.3. Imajuéi u vidu oblik funkcija F;, dobijamo
da je Jakobijan transformacije (3.9)

d(g1,---,8n)

J= .
d(Y1,---1¥n)

Onda (3.15) sledi iz (3.14).

Zavisnost funkcija

Neka je:
x = (x'),i=1,...,n, tatka n-dimenzionalnog prostora X,
y= (»%), o =1,...,m tacka m-dimenzionalnog prostora Y i
*

y'=(°),0=1,...,m—1tacka (m— 1) — dimenzionalnog prostora Y* C Y.
Neka je G C X otvoren podskup i neka je

y =f(x), (3.17)

neprekidna 1 diferncijabilna funkcijaux € G
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ili
Yy = o, a=1,....m; i=1,....n. (3.18)

Definicija 3.3.1 Ako medu funkcijama sistema (3.18) postoji bar jedna funkcija
koja zavisi od ostalih funkcija, na skupu f(G), onda je sistem funkcija (3.18)
zavisan na f(G). U protivnom sistem funkcija je nezavisan.

Osnovnu ulogu pri razmatranju problema zavisnosti sistema funkcija (3.18) ima
Jakobijeva matrica (Jakobijan) ovog sistema

ay”*

2. 3.19
oxt 3.19)

-

Teorema 3.3.1 Neka je m < n i neka je sistem funkcija (3.18) zavisan na f(G).
Tada je u svakoj tacki skupa f(G)

rangJ = rang <m. (3.20)

9y
oxi

Dokaz

Prema uslovu teoreme postoji bar jedna funkcija sistema (3.18) koja zavisi od ostalih.
Neka je to funkcija y™. Znadi,

ym = (P(y17"'7ym_l)

I

za svako y* € D C f(G), gde je ¢ neprekidna i diferencijabilna funkcija svojih
argumenata. Onda je

dy" _ 99 9y°

oxi  Jy% Jxi’
odakle se vidi da je m-ta vrsta Jakobijeve matrice (3.19) je linearna kombinacija
ostalih vrsta za svako x € G. Prema tome rangJ < m za svako x € G.

Posledica 3.3.2 Neka je m = n i neka je sistem funkcija (3.18) zavisan na G.
y%

9 =0zasvakox € G.
X

Tada je det

Posledica 3.3.3 Neka je m < n i neka je rang J = m bar u jednoj tacki otvore-
nog skupa G. Tada je sistem funkcija (3.18) nezavisan na G.
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Pri dokazu Posledice 3.3.3 polazi se od suprotne pretpostavke, koja dovodi do
kontradikcije.

Napomenimo da se ovde i nadalje, podrazumeva sabiranje po ponovljenim
indeksima u rasponu vrednosti koje odgovarajuci indeks uzima.

Teorema 3.3.4 Neka je m < n i neka rang Jakobijeve matrice (3.19), u svakoj
tacki otvorenog skupa G, nije veci od r, i neka je u nekoj tacki xo € G jednak r, tj.
dye
anﬁ

a(y',...,y") B
| A0 wB=Lr (3.21)

X0

X0

Tada su r funkcija, za koje vaZi (3.21) funkcionalno nezavisne na skupu G i postoji

okolina tacke x takva da su ostale (n — r) funkcije zavisne od ovih r funkcija nad
tom okolinom.
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Dokaz

Pogodno je uslov (3.21) pisati u obliku

20",y
d(xl, ... x") |,

(Ovo je uvek mogude realizovati, bez gubljenja u opstosti, pogodnom prenumeraci-
jom funkcija i nezavisno promenljivih.)

Saglasno sa Posledicom 3.3.3, prethodne teoreme, funkcije y',...,y" su nezavi-
sne na G.

Pokazacemo da bilo koja od preostalih funkcija zavisi od njih u okolini tacke x.
Neka je yé) =y (x0), i = 1,2,...,m. Posmatrajmo sistem prvih r funkcija sistema
(3.18):

40, o,f=1,...r (3.22)
0

=t (3.23)
Y=y (xt, .0,
S obzirom na (3.23) i teoremu 3.2.1 o implicitnim funkcijama, sistem (3.23) u nekoj
okolini tatke x( moZe biti reSen po promenljivima x!,...,x":
=Ly X,
= (3.24)
X =L,y AT .
Pri tome su funkcije f!,..., f” definisane u nekoj okolini neke tacke

_ 1 ror+l1 n
20 = (¥0s-- -2 Y0s Xy 5---1X0)-
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Smenom ovih funkcija u funkciji y"*! dobijamo

Y =yt T ) = ey . (3.25)
Ova slozena funkcija definisana je u nekoj okolini zy. Pokazaéemo da je ona u toj
okolini nezavisna od promenljivih x’*!,... x", i da je, prema tome, samo funkcija
promenljivih y', ... y". Zato je dovoljno pokazati da je u nekoj okolini tacke z
ayr-'rl )
W:O, ]:r—i-l,...,n. (326)
U tom cilju neka je j jedna od vrednosti iz skupa (r+1,...,n). Onda je preslikavanje

okoline tacke (¥}, .. ,Yo:Xp) zadato sa

y =y,
y =y
y’“:q)(yl,...,yr,er,...,xj,. x"),

F=x  k=r+1,...n k#j

I

neprekidno i diferencijabilno. Njegova Jakobijeva matrica preslikavanja

1 0 .. 0 0

0 1 .. 0 0

: oo : (3.27)

0 0 .. 1 0

ayrH ayr+l aerrl aerrl
ay! a: 9y dxJ

se moZe izraziti u nekoj okolini tacke (y(l), ey y6,xé) pomocu proizvoda transforma-
cija:
- transformacije
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- transformacije

g (3.28)

xk:xl{), k=r+1,....n, k#j.

Prva od ovih transformacija je neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini tacke

(xd, ..., x5, x)), a druga u okolini neke tatke (v}, ..,¥h,x3). Onda se determinanta
Jakobijeve matrice (3.27) moze napisati u obliku

oyt AR,y a0,y y ) d(xt LX)
)

- (x,.oxnxl) oy, ...y xd)

oxi dy,...,y",x)) (3.29)

Prema tome,
a',....y

M
ad(x!,... x",x))

na G, odakle sledi (3.26). Dakle, y"*! nije funkcija od x/. Na isti na¢in se pokazuje
da y"*! nije funkcija od x"2,... X", pa je

Yy =G, ...y

u nekoj okolini tacke (y(l)7 ...,¥p)- Dakle, funkcija y” +1 je funkcija od y!,...,y" u
okolini neke tacke (y(l), ...,¥6) (koja odgovara nekoj okolini tacke Xy s obzirom na
neprekidnost posmatranog sistema funkcija).

Na isti nacin se pokazuje i zavisnost svake od funkcija y

y!, ...,y u nekoj okolini tacke Xo.

r+2 . ..,y" od funkcija

n Primer 3.7 Prethodna teorijska razmatranja ilustrovaéemo na jednom jednostav-
nom primeru.
Neka je dat sistem funkcija
u=sin(x+y),

v=rcos(x+y). (5.30)

Jakobijan ovog sistema jednak je nuli na celoj ravni

cos(x+y)  cos(x+y)

—sin(x+y) —sin(x+y) =0
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Lako se vidi da je rang matrice Jakobija, ovog sistema, jednak 1 u svim tackama
ravni. Prema Teoremi 3.3.4, funkcije sistema (3.30) su zavisne u okolini svake tacke
ravni. U ovom slucaju zavisnost ovih funkcija se lako nalazi u eksplicitnom obliku i
moZe biti zadata formulom

v=14v1—-u



4. Linearni prostori

Definicija 4.0.1 Bilo koja recipro¢na (uzajamna) veza izmedu tataka x i

uredenog skupa brojeva (x!,x,...,x',...,x") naziva se koordinatni sistem, a

brojevi x!,x%,...,x',...,x" koordinate tacke x.

Elementi R" se Cesto u literaturi poistoveéuju sa pojmom vektora. Takav vek-
tor je n-torka realnih brojeva, i nije usmereni linijski element, ili njihova klasa
ekvivalencija. Prezentacija vektora kao linijskog usmerenog elementa ima geome-
trijski karakter. Medutim, vektori se mogu interpretirati na potpuno drugaciji nacin.
Primer toga je funkcija f(x) definisana na kona¢nom skupu tacaka x; koja moze
biti predstavljena nizom svojih vrenosti f(x;), a koje mogu biti posmatrane kao
komponente vektora u nekom prostoru. Nadalje se podrazumeva da je re¢ o konac¢no
dimenzionalnim prostorima, ako se drugacije ne naglasi.

U tom smislu, ovde ¢emo tumaciti vektor sa algebarskog stanovista, koji je
element skupa R”, a u koji se uvode dve algebarske operacije: sabiranje vektora i
mnoZenje vektora skalarom.

Tada, za bilo koja dva vektora, x = (x
a € R, vazi

L) iy=(O',...,y") uR" ibilo koje

x+y:= (' 4y ")

ax = (ax',...,ax").
Onda se kaze da R" odreduje realni vektorski prostor nad R.
To nas dovodi do pojma vektorskog prostora V, nad poljem F.

Definicija 4.0.2 Vektorski prostor V, nad poljem F, je skup elemenata V (F),
koje nazivamo vektorima, a koji zadovoljavaju sledece aksiome:
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a) postoji binarna operacija u V, koja se naziva sabiranje i oznaCava sa +, takva
da je:
1. (u+v)+w=u+ (v+Ww) - asocijativnost,
2. u+v = v+u- komutativnost,
3. postoji element “nula”0 € V tako da je u+0 =u za svakou e V. U
literaturi ovaj element Cesto se naziva “neutralni element”.
4. Za svako u € V postoji element —u € V takav da je u+ (—u) = 0.
b) za mnoZenje skalarom, vazi:
1. a(bu) = (ab)u - asocijativnost u odnosu na mnozenje skalarima,
2. (a+b)u = au+ bu — distributivnost u odnosu na sabiranje skalarima,
3. a(u+v) = au+ av - distributivnost u odnosu na sabiranje vektora,
4. lu=nu,
zasvakou,v,weViabeF.

Ekvivalentna definicija prethodnoj definiciji, a koja se odnosi na skup V nad R,
u kompaktnijem obliku, glasi:

Definicija 4.0.3 Neka je {R;+, } polje, a {V;+} Abelova grupa. Ako je V R-
modul onda se V naziva vektorski prostor (linearni prostor) nad R. Elemente
(vektore) ovog prostora oznac¢avaemo sa v.

U cilju odredivanja dimenzije prostora V, uvodimo pojam linearne nezavisno-
sti.
Definicija 4.0.4 Skup vektora vy,...,V, je linearno nezavisan ako ni jedan
od njih nije linearna kombinacija ostalih; u protivnom takav skup vektora je
linearno zavisan.

Teorema 4.0.1 Skup vektora vy, ..., v, je linearno zavisan akko postoje brojevi

a',... d" koji nisu svi jednaki nuli, tako da je

a1v1—|—~--—|—akvk:0.
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Dokaz

Pretpostavimo, bez gubljena u opstosti, da je a' # 0. Onda je

a2 ak
Vi=—7W"2 - 1V
a a
pa prema definiciji sledi da su vy, ..., v, je linearno zavisni.

Obrnuto, ako je v; = b*vy -+ brvy, onda je
al'vi+---+d'vy =0,

gdejea' = —1#0,ad =b'zai> 1.

Teorema 4.0.2 Skup vektora, koji sadrzi samo nula vektor, je linearno zavisan.

Dokaz je trivijalan.
Posledica ove teoreme: Svaki skup vektora, koji sadrzi nula vektor, je linearno
zavisan.
Definicija 4.0.5 Linearni vektorski prostor V ima dimenziju n ako V sadrzi
najmanje jedan skup n vektora, koji su linearno nezavisni, ali koji ne sadrzi ni
jedan skup on n+ 1 linearno nezavisnih vektora.

Definicija 4.0.6 Ako je V n-dimenzionalan prostor, onda se skup vektora
B ={vi,...,V,}, koji su linearno nezavisni, naziva baza vektorskog prostora V.

Ako je % baza linearnog vektorskog prostora V i % ima konacan broj elemenata
onda je V kona¢no dimenzionalni prostor. U protivnom je beskona¢no dimenziona-
lan.

Ako je V definisano nad poljem realnih brojeva onda je V realan vektorski
prostor. Takode, vektorski prostor moZe biti kompleksan, ako je polje nad kojim je
definisan polje kompleksnih brojeva C.

Nadalje, ako se drugacije ne kaze bice re€i o realnim vektorskim prostorima.

Teorema 4.0.3 Bilo koji vektor x € V se moZe predstaviti na jedinstven nacin
linearnom kombinacijom baznih vektora

n
x:Zx’V,-Ex’V,-, i=1,...,n.
i=1
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Dokaz

Pretpostavimo suprotno, da reprezentacija vektora x u odnosu na bazu nije jedin-

stvena, tj. da je
X =x'v; =x'v;, i=1,...,n.

Odavde sledi da tada mora biti
(Xi — ? ) vV, = 0.

Kako su vektori v; linearno nezavisni sledi da je x' = X', zasvakoi=1,...,n.

N Ovde i nadalje koristimo Ajnstajnovu konvenciju o sabiranju, po
paru ponovljenih indeksa, po pravilu kad se indeks nalazi jednom gore,
jednom dole u posmatranom izrazu.

Baza linearnog vektorskog prostora nije jedinstvena. Ono $§to je jedinstveno za
svaku bazu daje

Teorema 4.0.4 Broj elemenata bilo koje baze kona¢no dimenzionalnog prostora
V jeisti.

Dokaz
Neka suvy,...,v,iVy,...,V, dve baze konatno dimenzionalnog prostora V. Potreb-
no je dokazati da je n = m. Posmatrajmo prvo bazu vy, ...,v,. Onda, prema definiciji
4.0.5 (str. 59), bilo koji sistem od n+ 1 ili viSe vektora mora biti linearno zavisan.
Ali sistem vektora Vi, ..., V,, je baza prostora V i kao takav linearno nezavisan. Sledi
da mora biti m < n.
Obrnuto, polazimo od baze Vi,...,V,,. Na isti nacin zakljucujemo da je n < m.

Iz ove dve nejednakosti sledi da mora biti n = m.

Teorema 4.0.5 Neka su vy,...,v, i Vy,...,V, dve baze prostora V i neka je
razlaganje jedne baze u odnosu na drugu dato je izrazima:

Vi =V; Vg, Vi =V, Vj.
Neka je x = x'v; = ¥'v;. Onda je

i)

S :
ViVl =wvivi = 6. 4.1)




o}

i)
3 4.2)

=

I
.

=

Dokaz

i) Smenom vy u izraz za v; dobijamo

Vi=V;Vk = vivivj,
odakle sledi da je
Vil = &7

Na isti na¢in, smenom V; u izraz za v; dobijamo
Jok _ S
v =6/ .

ii) U izrazu za X, smenom izraza za v;, dobijamo

e

Zadatak 4.1 Skup funkcija {1,x,x%,...,x"} definiSe n + 1-dimenzionalni line-
arni vektorski prostor V. Pokazati. "

Resenje

Potrebno je pokazati da je ovaj skup funkcija {1,x,x,...,x"} linearno nezavisan.
Posmatrajmo polinom ag + ax + ax* + - - - +a,x". Ovaj polinom je nula polinom,

tj.
ap+arx+apx* + -+ +ax" =0,

ako i samo ako su svi koeficijenti a;, i = 1,...,n jednaki nuli. Prema tome, funkcije
1,x,x%,...,x" su linearno nezavisne.

m Primer 4.1 Posmatrajmo sledece vektore, vektorskog prostora polinoma ko-
nacnog stepena, nad poljem realnih brojeva R:

Px)=x2—1, QO(x)=x*+x-2, R(x)=x*+3x+2.

Ispitati linearnu zavisnost ovog skupa vektora. "
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Resenje
Neka je linearna kombinacija ovih vektora nula vektor:
aP(x)+bQ(x) +cR(x) =0
tj.
a(*—1)+b(*+x—2)+c(¥*+3x+2) =0.
GrupiSudi uz iste stepene dobijamo
(—a—2b+2c)+ (b+3c)x+ (a+b+c)x* =0.
Ova jednacina vazi za svako x, samo ako su njeni koeficijenti jednaki nuli, tj.
—a—2b+2c=0, 0+b+3c=0, a+b+c=0,
i ima reSenje samo ako je a = b = ¢ = 0. Prema Definiciji 4.0.4 ovaj sistem vektora

je linearno nezavisan.

 Primer 4.2 Nekaje x = (x!,...,x") € R". Onda je

—x (1 0,. )+ (0,1,0 )+ +x"(0 .,0,1) =x"e;, '
gde je
€] (1,0,.. ,0),
€ = 0,1,.. ,0),
(4.4)
e, =(0,0,...,1).
Ovi vektori su ocigledno linearno nezavisni i razapinju” R”, tj. generiSu R". Nazi-
vamo ih standardna baza u R". "

Teorema 4.0.6 Svaki n-dimenzionalni vektorski prostor V,,(F) nad F je izo-
morfan prostoru F", gde je F" =F X F x --- X F.
—_—

n

Dokaz

Neka je {vy,...,v,} bazau V. Svaki vektor v u V mozZe biti napisan u obliku

v ="1'v;, i=1,...,n.
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Poznato je da su koordinate v/ (i = 1,...,n) jedinstvene. Defini§imo sada 1-1 kore-
spodenciju v <+ (v!,...,v") izmedu V i F", tj.
fW) =04,

izomorfizam izmedu V i F. Ako je w = w'v;, onda je
av+bw = av'v; + bw'v; = (av' 4+ bw')v;.
Prema tome,

flav+bw) = (av' +bw',... av" +bw") =
=a(v',... V) bW, W) = af(v)+bf(W),

tj. 1-1 korespodencija f je izomorfizam izmedu V i F". Znaci, V i F" su izomorfni.

Posledica ove teoreme. Bilo koja dva vektorska prostora, istih dimenizja, nad
istim poljem, su izomorfna, jer su oba izomorfna sa F", pa prema tome i medusobno
izomorfna.

Na osnovu ove teoreme moZe da se zakljuci, bez gubljenja u opStosti, da se
uvek moZemo ograniciti na vektorski prostor F", Ciji su elementi vektori koji se
predstavlaju uredenim skupom n-torki brojeva.

Ovakav izbor vektorskog prostora zahteva uvek i izbor baze u odnosu na koju se
vektori porstora R” predstavljaju. U tom slucaju se ne vide neposredno invarijantna
svojstva vektora i vektorskog prostora, koja su nezavisna od izbora koordinatnog
sistema. Prema tome, uvek kada je to moguce, posmatraemo vektorske prostore
bez uzimanja u obzir bilo koje baze.

Vektorski potprostor

Moguce je da je podskup W vektorskog prostora V nad R sam po sebi vektorski
prostor.

Definicija 4.0.7 Podskup W, vektorskog prostora V nad R je potprostor od V
ako je
av+bweW zasvakou,weWia,beR.
Iz definicije sledi da ako je W potprostor V ondaje 0 € W.
» Primer 4.3 Podskup vektorskog prostora R”, ¢iji su vektori definisani sa
(O,Xz, cee ,x,,)

je potprostor R".
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Vektorski prostor 0 i V su trivijalni potprostori vektorskog prostora V. Ako W
nije trivijalan potprostor onda se kaZe da je on pravi! potprostor V. "

» Primer 4.4 Neka je (R;+,-) polje. Onda je R" pravi potprostor nad R. .

Teorema 4.0.7 Ako je W potprostor prostora V onda je dim(W) < dim(V).

Dokaz

Ako je W pravi potprostor prostora V, onda postoji bar jedan vektor v € V koji ne
pripada potprostoru W. Znaci, takav vektor v ne moze da se razloZi u odnosu na
bazu potprostora W, pa je prema tome, dim(W) < dim(V').

Ako je W =V onda je o¢igledno dim(W) = dim(V'). Obrnuto, ako je dim(W) =
dim(V) onda je baza W takode i baza V, tj. dim(W) = dim(V').

Operacije, koje kombinuju vektorske prostore i dovode do drugih vektorskih
prostora su prosta pro$irenja elementarnih operacija definisanih na skupovima.
Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V.

Definicija 4.0.8 Zbir U i W, koji piSemo u obliku U + W, je skup
| U+W={u+vjueU,weW}.

Definicija 4.0.9 Presek U i W, koji ozna¢avamo sa U NW, je skup
| UNnW={ulucUiunecW}.

Definicija 4.0.10 Unija dva podskupa U i W skupa V, koji oznaavamo sa
UUW, je skup
UUW ={uluecUiliueW}.

Neka od svojstava ovde definisanih operacija date su u obliku sledecih teorema.

Teorema 4.0.8 U +W je potprostor V.

Dokaz

Potrebno je dokazati da je za svako u,v € U+ W, takode u+ve U +V i za
uelU+WijeauecU+V zasvakoa € R.

Za prvi deo dokaza pretpostavimo da je u,v € U +W. Kako jeu € U +W, onda
jeu=x+yzanekox € Uiy € W. Naisti nain sledi da je v=p-+q zaneko p € U

leng. proper
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iq € W. Onda je
u+v=x+y+p+q=(x+p)+(y+q),

gdejex+peclUiy+qecW.ZnaCiu+veU+V.
Za drugi deo dokaza polazimo od toga da jeu € U + W. Onda je

au=ax+ay paje axelU i ayeW.

Znaci au € U +W za svako a € R.

Teorema 4.0.9 UNW je potprostor V.

Dokaz

Neka suu,w € UNW. Tada je u,w € U i u,w € W. Kako su U i W potprostori,
onda je au+bw € U iau+bw € W, §to znaCida jeau+bw e UNW.

Lema 1

U JW nije, u opStem slucaju, potprostor V.

Dokaz

Neka jeu € U, u ne pripada W i neka je w € W, w ne pripada W. Znaci, u+w
ne pripada U UW.

Slika 4.1

Pitanje glasi: kada je unija dva potprostora potprostor. Odgovor na to pitanje
daje sledeca
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Teorema 4.0.10 Unija U UW dva potprostora U i W prostora V je potprostor
akko se jedan sadrzi u drugom, tj. U C W (ili W C U).

Dokaz

Prvi deo dokaza izvodimo kontradikcijom.

Neka je U UW potprostor od U i W. Pretpostavimo da je U ¢ W. Neka je
uc U\Wiwe W\U. Posto je U + W zatvoren u odnosu na operaciju sabiranja,
onda jeu+wec UUW. Znati u+w € U ili u+w € W. Pretpostavimo da je
u+w e U. Tacno je da je

w=(u+w)—u.

Kako su u+w € U i u elementi potprostora U, onda je njihova razlika w = (u+
w) —u takode u U. Medutim to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je w € W\U.
Znaci morabitiU C W.

Drugi deo Teoreme je jednostavan. Polazimo od togadaje U C W (ili W C U).
Onda je U UW = W potprostor od V.

Teorema 4.0.11 Neka je ve U+ W. Razlaganje v=u-+w, gdejeu e U i
w € W, je jedinstveno akko je U NW = {0}.

Dokaz

Neka je U MW = {0}. Pretpostavimo da postoje dva razli¢ita razlaganja vektora v,

t.
V=u;+WwW; =up+ Wy,

gde suuj,u; € U i wi, wp, € W. Onda je oCigledno u; —uy; = wp — wy. Kako
jeuj—w eUiwy,—w; €Wikako je UNW = {0}, sledi da jeu; —u; =0 i
wy —wp =0, pajeu; =uy i w; = Wy, tj. razlaganje je jednistveno.

Obrnuto, neka je v =u+ w jednistveno razlaganje, gde jeuc U,aw e W.
Pretpostavimo da je U "W # {0}. Tada postoji vektor z € U "W takav da je z # 0.
Onda je

Vv=u+w+az—az= (u+az)+ (wW—az)

za svako a € R. To znaci da razlaganje v nije jedinstveno. Kontradikcija. Prema
tome je UNW = {0}.

Definicija 4.0.11 Zbir U + W, dva potprostora U i W od prostora V, naziva se
direktni zbir i oznacava se sa U & W ako je UNW = {0}.
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Ova definicija motivisana je Teoremom 4.0.11.

Definicija 4.0.12 Ako je U W =V, onda se U naziva direktni komplement
WuV.

Teorema 4.0.12 Ako su U i W potprostori prostora V onda je

dim(U® W) =dimU +dimW.

Dokaz

Neka je {uy,...,u,} baza potprostora U, a {wy,..., W, } baza potprostora W. Onda
je skup vektora {uy,...,u,,wy,...,w,} linearno nezavisan, jer je U NW = {0}.
Ovaj skup vektora “rasteze”’prostor U & W, jer bilo koji vektor v € U & W moze, na
jednistven nacin, biti predstavljen u obliku

v=u-+w,
gdejeuc Uiwe W. Kako je
u=a%ug, a=1,....,p i w:bﬁwﬁ,le,...,q,

onda je
v:u+w:a“ua+bl3w5,

pa je prema tome
dim (U@ W) =dimU +dimW.

Operacija direktnog sabiranja moze biti proSirena na konacan broj potprostora
prostora V.

Skalarni proizvod

Pretpostavljamo da je koncept skalarnog proizvoda vektora u E” dobro poznat
¢itaocu. Navodimo ukratko osnovna svojstva skalarnog proizvoda u R” u meri koja
nam je potrebna za dalje izlaganje.

Definicija 4.1.1 Skalarni proizvod u R” je funkcija (-, - ) definisana izrazom

(W, V) =upvi+---+upv,, za u= [ul,uz,...,un]r, V= [vl,vz,...,vn]T e R"™
4.5)

Skalarni proizvod zadovoljava sledeéa svojstva:



4.2

68 Glava 4. Linearni prostori

(1) linearnost - (au+bv,w) =a(u,w)+b(v,w),
(2) simetri¢nost - (u,v) = (v,u),
(3) pozitivna definitnost - za svakou € V, (u,u) >0, a (u,u) = 0 akko jeu =0.
Skalarni proizvod nam omoguduje geometrijsku interpretaciju duZine vektora
kao i ugla izmedu dva vektora. Ovaj koncept se proSiruje na apstraktne vektorske
prostore, tako da se njegov geometrijski koncept moze primeniti i na apstraktne
vektore.

Prostori sa unutrasnjim proizvodom

Sva dosadas$nja razmatranja, vezana za linerni vektorski prostor, bila su opsteg
karaktera i nisu sadrZavali pojmove intenziteta (duZine) i relativnog poloZaja vektora.
Uvodenjem pojma unutrasnjeg (ili skalarnog) proizvoda, ove veli¢ine mogu biti
definisane. Vektorski prostori, u kojima je definsan unutrasnji proizvod, nazivaju se
prostori sa unutra$njim proizvodom?.

Definicija 4.2.1 Unutrasnji proizvod na kompleksnom vektorskom prostoru
V je funkcija ¢ : V x V — C sa svojstvima:
¢(u,v) = @(v,u),
i) p(Au+pv,w)=2A0(u,w)+ue(v,w),
iii) ¢(u,u) >0i@(u,u)=0<u=0,
zasvakou,v,we ViA eC.

U i) nadvucena linija oznacava konjugovano kompleksnu veli¢inu.

Svojstvo i) obezbeduje da je ¢(u,u) realno i zajedno sa svojstvom iii) zahteva
da je funkcija ¢ pozitivno definitna.

Uobicajeno je da se unutrasnji proizvod obelezava sa

o(u,v)=u-v.

Koristeéi ovaj naCin obeleZavanja, definiciju unutraS$njeg proizvoda iskazujemo u
ekvivalentnom obliku

Definicija 4.2.2
i) u-v=Vv-u- konjugovana simetrija,
i) (Au+pv,w)=A(u,w)+ u(v,w) - linearnost po prvom vektoru,
iii) w'u>0iu-u=0<« u=0-pozitivha definitnost,
zasvakou,v,weViAeC.

Realni vektorski prostor, sa unutrasnjim proizvodom naziva se Euklidski pro-
stor. Kompleksni vektorski prostor, sa unutra$njim proizvodom naziva se unitarni
prostor.

%eng. inner-product space
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U realnom vektorskom prostoru ne postoji pojam konjugovano-kompleksan i u
prethodnim izrazima izostavlja se crtica iznad veli¢ina. Tada se (i) pojam konjugo-
vana simetrija svodi na pojam simetrija.

Duzinu ili intenzitet vektora v € V oznacavacemo sa v = ||v||. To je pozitivan
realan broj, definisan izrazom

v=|v|]| =+Vv-v. (4.6)

1z (iii) ocigledno je da je duzina nula vektora jedanka O.

Pri uvodenju oznake v = ||v|| za duZinu eksplicitno smo nagovestili da je unu-
trasnji proizvod norma®. Obrnuto ne vazi.

Vektor Cija je duZina jednaka 1 naziva se jedini¢ni vektor. Svakom vektoru
v # 0 odgovara jedinicni vektor

e, = —.
v

Ovako uvedena definicija duZine predstavlja uopstenje pojma duZine u tro-
dumenzionalnom realnom Euklidskom prostoru. Poznato je da je u tom slucaju
v=(vi,v2,v3) i

3
V2 = Z ViVi.
i=1

U slucaju trodimenzionalnog kompleksnog prostora, ovaj izraz ne predstavlja realan
broja. Primera radi, posmatrajmo ” duZinu” jednodimenzionalnog vektora ix, gde je
i imaginarna jedinica. Prema prethodnom izrazu, sledi da je

V (ix)- (ix) =V —x2,

S$to je imaginarno u slucaju kada je x realno. Medutim, po definiciji, duZina je
uvek nenegativan realan broj. To ¢e biti zadovoljeno samo ako funkcija unutrasnjeg
proizvoda zadovoljava svojstva koja su navedena u prethodnoj definiciji. U tom
slucaju je

3
wv=>y u. 4.7)
i=1

Specijalno, kada je u = v, onda je

Norma

3Pojam definisan na str. 70
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Definicija 4.3.1 Norma na linearnom vektroskom prostoru V definiSe se kao
realna funkcija ¢ija se vrednost obelezava sa ||v||, a koja zadovoljava sledece
aksiome:
(i) Pozitivnost: |v|[>0 i [v]|=0 = v=0,
(i) Homogenost: [|[Av]| = |A|||v|],
(iii) Nejednakost trougla: [[ul|+||v|| > |[u+v
zasvakou e ViveVizasvako A € C.

’

Kao §to nam je poznato, svaki unutrasnji proizvod daje normu. Zaista, pozitiv-
nost norme je jedna od aksioma unutrasnjeg proizvoda. Svojstvo homogenosti sledi

iz
levll =/ (ev, ev) = /le*(v, v) = [e|/ (v, V) =[] [|v]].

Konac¢no, nejednakost trougla za unutrasnji proizvod vazi prema Teoremi 4.4.2, str.

70.

Svarcova nejednakost

Na osnovu svojstava unutra$njeg proizvoda mozemo dokazati sledece nejedna-
kosti, koje su bitne za dalje izlaganje.

Teorema 4.4.1 — Svarcova nejednakost.
lu-v| < [luf[||v]] = uv, (4.8)

gde |- | oznacava modul kompleksnog (realnog) broja.

Dokaz

Ova nejednakost trivijalno vazi ako je u, ili v nula vektor. Pretpostavimo da su oni
razli¢iti od nule. Konstrui§imo vektor (u-u)v— (v-u)u. Na osnovu svojstva i) duZina
ovog vektora je nenegativna, tj.

[MZV2 —(wv)uwv)|*>0 = uH*>@v)(uv)=|uv?

jerjeu > 0.

Teorema 4.4.2 — nejednakost trougla. Norma asocirana unutra$njim
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proizvodom zadovoljava nejednakost trougla
|lv+wl| <|v|]+]|w| zasvakov,weV. 4.9)

Jednakost vaZzi ako su v i w paralelni vektori.

Dokaz

|]v—|—w||2 =(Vv+w,v+w) =
=V +|wl*+v-wtwv=

2 2
= VI + Wl + 2Re(v-w),

gde Re oznacava realni deo kompleksnog broja. Koriste¢i Svarcovu nejednakost,
ovaj izraz moZe da se napiSe u obliku

2 2 2
v+ wil* < V1= + Wl 201 vIHIwl = (vl -+ Twi)?

odakle sledi nejednakost trougla.

m Primer 4.5 Zbir vektora

1 2 3
V= i w=/|0 je v+w=| 2
—1 3 2

Njihove Euklidske norme su:
[v]=v6 |lw||=+V13, dokjenorma zbira |v+w|=+17.

Prema nejednakosti trougla (4.9) je v/17 < v/6+/13. "

Svaki unutrasnji proizvod dovodi do norme, pa se moZe iskoristiti kao mera
intenziteta ili duZine elemenata osnovnog vektorskog prostora. Medutim, ne moze
svaka norma u analizi i primeni nastati iz unutrasnjeg proizvoda.

Navedimo primere normi, koje ne slede iz unutraSnjih proizvoda.

u Primer 4.6 1-norma vektora v = (v|,...,v,)” € R" definiSe se kao zbir apsolut-
nih vrednosti njenih ¢lanova

[VIly = 1]+ [val. (4.10)
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= Primer 4.7 max- norma ili cc-norma je
IV, = max {|vi|,...,|val}- 4.11)

Potvrda svojstava pozitivnosti i homogenosti ove dve norme neposredno sledi;
nejednakost trougla direktna je posledica elementarne nejednakosti

ja+b| <la|+[b], a,bcR

za apsolutne vrednosti.
Euklidska norma, 1-norma, kao i ce-norma na R” su tri primera opste p-norme,

definisane izrazom
n
Ivll, = {/ Y vilp. (4.12)
i=1

Ova veli¢ina definiSe normu za svako 1 < p < oo, co-norma je granicni slucaj
relacije (4.12), kada p — oo. Zapazimo da je Euklidska norma 2-norma i Cesto
se navodi kao p-norma koja dolazi (izvire) iz unutra$njeg proizvoda. Svojstva
pozitivnosti i homogenosti p-norme nije teSko dokazati. Dokaz nejednakosti trougla,
medutim, nije trivijalan. On se moZe zapisati kao

n n n
\’/Zvi-i-wi\pg (/Z\vi\l’+</2|w,-|” (4.13)
i=1 i=1 i=1

1 poznata je kao nejednakost Minkovskog. Potpun dokaz moZe da se nade u [Aljanci¢].
Za standardnu normu preko skalarnog proizvoda, koristimo uobicajenu oznaku
za rastojanje izmedu dve tacke u Euklidskom prostoru (vidi (4.20)).

= Primer 4.8 Sem standardnog proizvode u R?, na primer
V-W =V W] +V2Ws,

moguce je definisati i druge skalarne proizvode. Na prostom primeru vidimo da se
moZze uvesti i tzv. tezinski unutrasnji proizvod

(V,W):2V1W1+5V2W2, V= ( Vi >, W= < Wi > (4.14)

V2 w2

Proverimo da ova formula zaista defini$e unutrasnji proizvod. Aksiom simetri¢nosti
sledi neposredno. Osim toga, vazi

(cu+dv,w)=2(cu;+dvi)wi+5(cup +dvy)wr =
=cQRuiwi+5upwr) +d2viwi +5vawa) =c(u, w) +d(v, w),
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Sto potvrduje linearnost po prvom ¢lanu. Linearnost po drugom ¢lanu sledi na slican
nacin. Osim toga je, (0,0) = 0, dok je

(v,v) =2v? +5v3 >0, kadajev#D0,

jer je najmanje jedan od sabiraka striktno pozitivan. Ovim se konstatuje da je (4.14)

legitiman unutrasnji proizvod u R?. PridruZena tezinska norma ||v| = /2v +513
definiSe alternativnu “ne-Pitagorinu” oznaku duZine vektora i rastojanje izmedu dve
tacke u ravni.

Manje o¢evidan primer unutrasnjeg proizvoda u R? uvodi se izrazom

(V,W) =viw —viwy —vaw; +4vyws. (4.15)

Bilinearnost se potvrduje na isti nacin kao prethodno, a simetri¢nost direktno. Pozi-
tivnost je osigurana zapazivsi da je

(V,v) =2 =201 +4v3 = (v — ) >+ 313 >0

uvek nenegativno i, ¢ak, jednako nuli, akko vi —v, =0, v, =0, tj. samo kada je v=0.
Smatramo da (4.15) defini$e jo$ jedan unutrasnji proizvod na R?, sa pridruzenom

normom
IVl = VO ov) = v —2viv +43,

Drugi primer (4.14) je specijalan slucaj opSte klase unutra$njih proizvoda.

n Primer 4.9 Neka je ¢y, ...,c, > 0 skup pozitivnih brojeva. Odgovarajuci teZinski
proizvod i teZinska norma u R" definisane su sa:

(vow) =Y amom, ¥ =/ v) = | L. (4.16)
i=1 i=1

Brojevi ¢; nazivaju se tezine (tezinski koeficijenti). Napomenimo da veca teZina
c; i-te koordinate vektora v viSe doprinosi normi. MoZemo da preinacimo teZinski
unutra$nji proizvod preko korisnog vektorskog oblika

C1 0o 0 ... 0

T 0 (&) 0o ... 0
(v,w)=v'Cw, gdeje C=|_ . |, @

0 0 O Cn

gde je C dijagonalna tezinska matrica. "
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Ortogonalni i ortonormirani skupovi vektora

Definicija 4.5.1 U slucaju prostora sa unutra$njim proizvodom, ugao o izmedu
dva vektora u i v definiSe se izrazom

cosa = = (4.18)
uy

Ova definicija ima smisla, jer je na osnovu Svarcove nejednakosti

lcosa| < 1. (4.19)

Definicija 4.5.2 Za vektore u i v za koje je u-v =0, ili v-u = 0, kaZe se da su
ortogonalni.

Sa L éemo oznacavati ortogonalnost. Tako na primer, u _L v znaci da su vektori
u i v ortogonalni.

Ovi pojmovi su uopstenje pojmova u slu€aju realnih prostora sa unutraSnjim
proizvodom, jer je u slucaju ortogonalnosti |¢t| = /2.
= Primer 4.10 Skalarni proizvod vektora v = (1,0,1)7T i w= (0,1,1)7 u R3 je
v-w = 1. Njihova norma je ||v|| = ||w|| = v/2. Ugao izmedu njih

I | . g— T
V2.2 2 3

S druge strane, ako definiSemo njihov teZinski unutrasnji proizvod kao

cos0 =

V-W = viw) + 2vowy 4+ 3v3wa,

ondaje v-w =3, ||v|| =2, ||w|| = V/5, pa je njihov "teZinski ugao”

3
costY) = —=.
2V/5
U tom slucaju je ¥ > 6.
u

= Primer 4.11 Neka je V prostor neprekidnih kompleksnih funkcija na intervalu
[0,1]. Lako je pokazati da je za f,g € V

()= [ rwgma

unutra$nji proizvod.
Neka je familija funkcija { f,} definisana izrazom

fu=e™ re0,1], n=0,%£1,....

Jasno je da je f, € V za svako n. Lako je pokazati da je (f,, f) = 0, ako je m # n.
Znadi, f, L f,, ako je m # n. "
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Bitno je napomenuti da su prostori sa unutrasnjim proizvodom specijalni tipovi
normiranih linearnih prostora.

Teorema 4.5.1 Duzina v vektora v € V je norma ||v||.

Dokaz

Sledi neposredno iz Definicija 4.2.2 i 4.3.1 i Svarcove nejednakosti.

Definicija 4.5.3 Metricki prostor je neprazni skup .# u kome je definisana re-
alna funkcija d : 4 x .# — R, koja se naziva funkcija rastojanja, a zadovoljava
sledeée aksiome:

(1) d(u,v) >0id(u,v) =0akkou=v,

(2) d(u,v) =d(v,u), simetrija,

(3) d(u,w) <d(u,v)+d(v,w) nejednakost trougla.
zasvakouw,viwe Z.

Lako je pokazati da je prostor sa unutrasnjim proizvodom metricki prostor.

Teorema 4.5.2 Svaka norma definiSe rastojanje izmedu elemenata vektorskog
prostora u obliku
d(u,v) =|u—v|. (4.20)

Dokaz

Neka je w =u —v. Onda iz uslova ||w|| > 01 ||w|| = 0 akko w = 0 sledi
lu—v||>0 i |u—v|=0akkou=v,

tj. svojstvo (1).
Dalje, iz uslova ||w|| = ||—w/|| sledi

o —=vi[ = [[v—ul],

tj. simetrija (2).
Konacno, iz (iii), zamenom u sau—viv sa v—w, sledi

[Ju—wl| < flu—v]+[w—v],

tj. nejednakost trougla (3).

Iskustvo je pokazalo da je lakSe Kkoristiti vektore koji su ortogonalni i jedinicni
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nego proizvoljno izabrane vektore.

Definicija 4.5.4 Neprazan skup ¢ = {v; |i € N} vektora prostora sa unu-
traSnjim proizvodom V naziva se ortogonalni skup ako je v;-v; = 0 za svako
i # j € N. Ako je jo$ i svaki vektor v; jedini¢an vektor, onda je skup & ortonor-
mirani skup. Prema tome, skup & je ortonormiran ako je

V,'-Vj = 5,']',
za svako i, j € N.

Ovde i nadalje, &; ; oznaCava Kronekerov delta simbol definisan sa

1, i=j
a-:{ = @421)
Y 0, i#j.

Lako se iz ortogonalnog skupa vektora dobija ortonormirani skup. U tom slucaju
je potrebno svaki vektor, ortogonalnog skupa, normirati, tj. podeliti njegovim inten-
zitetom i svesti ga na jediniCin vektor.

Teorema 4.5.3 Bilo koji ortogonalni skup vektora razli¢itih od nule u V je
linearno nezavisan.

Dokaz

Naka je &' = {v, | i € N} ortogonalan skup vektora razli¢itih od nule. Pretpostavimo
daje Y;A;v;=0.0Ondaje 0 =Y ;A;(v;-v;) = A;. Prema tome, & je linearno nezavisan
skup.

Posledica 4.5.4 U kona¢no dimenzionalnom linearnom vektorskom prostoru
V,, ortonormiran skup ne moZe da ima viSe linearno nezavisnih vektora od n -
dimenzije prostora.

Za ortonormirani skup kaZe se da je kompletan ako nije podskup nekog drugog
ortonormirnog skupa istog prostora. Prema tome, svaki ortonormirani skup od n
vektora je kompletan i maksimalan u smislu najveceg broja linearno nezavisnih
vektora. Znaci, kompletan ortonormirani skup je baza linearnog vektorskog prostora
sa unutraSnjim proizvodom.

Bilo koja baza prostora V,, moZe da se koristi za konstrukciju ortonormirane
baze. Proces nalaZenja takve baze poznat je pod imenom Gram-Smitov* postupak
ortonormalizacije.

4Gram-Schmidt
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Teorema 4.5.5 Neka je {vy,...,v,} proizvoljna baza prostora V,, i neka je

u; =vj e =u/|lul,

w =vy—(va-eq)e e =uw/|luyl],
n—1

u;, =V, — Z(Vn'ej)ej €y :lln/HllnH
=1

Onda {ey,...,e,} je ortonormirana baza prostora V,,.
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Dokaz

Postupak za odredivanje traZene baze sastoji se iz dva koraka:

1. nalaZenje medusobno uprvnih vektora uy, ..., u,,

2. njihovog normiranja.
Korake éemo izvoditi sukcesivno.

Neka je prvi vektor ortogonalne baze u; = v;. Njegov jedini¢ni vektor je e; =
u; /|luy||. Vektor u, biramo u ravni koju odreduju vektori e; i vy, tako da je

Uy = vy —0geg.

Koeficijent ¢t odredujemo iz uslova ortogonalnosti u; i ey, tj. iz uslova u;-e; = 0.
Odavde dobijamo o = v;-ey, pa je

w=v,—(vyre;)e; i e=u/|uy.

Vektor uz odredujemo u prostoru vektora vs, €; i e;, pod uslovima da jeus L e; i
u3 L e;. Njegov jedini¢ni vektor je e3 = usz/||us].
Ovaj postupak ponavljamo, pa za k-ti vektor traZzene baze, dobijamo
k—1
w=vi— ) (Virea)eq i e =u/|u,
a=1
gde jeey-eg = Ggp, ¢, f=1,....k—1.
Ovako odredeni vektor je upravan na sve vektore ey (@ =1,...;k—1). Iz
prethodne relacije sledi da je

k—1 k-1
ueeg =vieeg— Y (Vieeq)(eq-eg) =Vi-eg — Y (Vi-€q)8op =
a=1 o=l

= V]géﬁ —Vk~e,3 =0.

Ovako odredenih, medusobno ortogonalnih, vektora u; moZe biti najvise n, jer pri-
padaju vektorskom prostoru V,,. Na osnovu Teoreme 4.5.3 oni su linearno nezavisni
i prema tome definiSu ortonormiranu bazu prostora V,.

Izraz
k=1
w=vi— Y (Veex)eq i er=w/|wl, k=1,...n, (4.22)
o=l
predstavlja formulu za odredivanje ortonormirane baze, prostora V,,, u postupku koji
je ovde iznet. Za k = 1 suma u ovom izrazu ne postoji.
Napomenimo da prvi vektor baze biramo proizvoljno. Pri svakom izboru dobija-
mo drugu ortonormiranu bazu V,,.

= Primer 4.12 Pokazati da skup funkcija {1,x,x%,x*} na [—1, 1] nije ortogonalan.
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s Primer 4.13 Za skup funkcija fo(x) = 1, fi(x) = x, fo(x) = x%, f5(x) = x°
primenom Gram-Smitovog postupka, (vidi (4.22)),

w0 = fo),
01 = i)~ (1,
0) = (o)~ (20 ()~ (20, ),

gde je unutrasnji proizvod definisan sa

1
(F@.90) = [ F@ewar,

dobijamo ortogonalan skup funkcija { @y, @1, @2, 3 }:

(Po(x)zl’
q)l(x) =X,
1
42 _ -
(pz(X)—X 37
@3(x) =x° — %x.

]
= Primer 4.14 Neka je baza F3 odredena vektorima: v = (1,1,1), v, = (0,1, 1),
v3 = (0,0,1) u odnosu na standardnu ortonormiranu baza: e; = (1,0,0), e; =
(0,1,0), e3 = (0,0, 1).
Na osnovu formule (4.22) jedna od ortonormalnih baza odreduje se prikazanim
postupkom.

1 1

u =vj, élzﬁulzﬁ(l,l,l);
(v2-8)e f=2 =
w=v,— (v , v -
2=V 2-€1)€] 2 € N
Lo, &=
= — =—(— :
2 3 s Ly ’ 2 \/6 )
_ 1 _ 1
w3 =v3—(v3-€)e; — (v3-&)e, V3 elzﬁ, V3‘62=% =
1 1
=—(0,—-1,1 é&;=—(0,—-1,1
u3 2(7 7)7 €3 2(7 a)
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4.5.1 Ortogonalni komplement

Neka je V linearni potprostor u kome je definisan unutrasnji (skalarni) proivod.
Onda se koncept uzajamne ortogonalnosti vektora mozZe proSiriti na uzajamnu
ortogonalnost potprostora.

Definicija 4.5.5 Dva potprostora U i W prostora V sa unutra$njim proizvodom
su ortogonalna, ako je svaki vektor u € U upravan na svaki vektor w € W.

Definicija 4.5.6 Neka je U potprostor prostora V sa unutra$njim proizvo-
dom. Onda je ortogonalni komplement U podskup svih vektora skupa V, koji
ozna¢avamao sa U™, takvih da je

Ut ={veV|vvu=0, zasvakoucU}.

Teorema 4.5.6 Neka je U linerani potprostor prostora V sa unutra$njim proi-
zvodom. Onda je
i) U™ linearni potprostor od V,
i) V=UaU",
iii) dimV = dimU + dimU*,
iv) (UY)" =U.

Dokaz
i) Ako suwi,w, € U' ondajeu-w; =0iu-w, =0 zasvakou € U. Tada je
(OC]Wl I Otsz)-ll =oqwi-u+ apwy-u =0,

za svako o, 0 € R. Znadi aywy + 0wy € UL, tj. U~ je potprostor prostora
V.

ii) Posmatrajmo vektorski prostor U +U~. Nekajez € UNU~*.Ondajez € U
i zc U™ paje, prema definiciji ortogonalnog komplementa, zz=0 =
z=0.Prematome je UNU+ =0.Znali U + U+ =U QU™ .

Potrebno je jos pokazati da je U @ U+ = V. Uvek je mogude birati ortonor-
miranu bazu eq,...,e, uV, takodajeey,...,e;, k < n, baza U. Onda je za
svakoveV

n
v:Zv,-e,-, Vi =V-€;, i:l,...,n.
i=1

Ocigledno da se vektor v moZe predstaviti jedinstveno u obliku

n k

v=Y wvier+ ) viep =w+u,
T=k+1 A=1
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gde je

k n
u—= Zvlel, W= Z Vz€r.
A=1

T=k+1

Jasno je da Zﬁ;] vy ey € U. Takode je Y7, vier € Ut, jerje e-e;=0;i

n n k
( Z vre7> u= ( Z Vr%) : Z u) e, =
T=k+1 T=k+1 A=1

k

n
Z veuy ec-e) =0,
Skt A=t

zasvakou € U. Prema tome je V=U QU".
iii) Kao posledica ovog jedinstvenog razlaganja V = U @ U~ sledi da je

dimV = dimU +dimU-~.
iv) Znamo da je U~ linearni potprostor prostora V. Onda je njegov ortogonalni
komplement (UL)L iv=U'to (UL)L. Takode je V = U ®U~*. Prema tome

1
U@UL:ULEB<UL)

Kako je ovo razlaganje prostora jednoznac¢no i simetri¢no sledi da je (U L) =
U.

Posledica 4.5.7 Bilo koji vektor v € V moze biti jednoznacno predstavljen u
obliku
v=u+w, (4.23)

gdejeucU,awc U™t
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Lema 4.5.8 Pitagorina teorema
Neka je

V=u-+Ww, V|=Uu]+Wwp,

uu cU, w,w GUL,
onda je

V-V =u-u; +wW-wj

VI = flull? + [Iwi]*.

d
Dokaz je trivijalan.
Orijentacija i vektorski proizvod
Neka su {uj, up,...,u,} i{vy, va,..., v, } dve uredene baze prostora V. Onda

je
Vj:aljll,', i,j:1,2,...,n.
Matrica A = (a}) je regularna.

Definicija 4.6.1 Uredene baze {u;, uy,...,u,}i{vy, va,..., v,} su iste ori-
jentacije u V ako je det(A) > 0. One su suprotne orijentacije ako je det(A) < 0.

» Primer 4.15 Nekasu {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}i{(1,1,0), (1,0,—1), (2,1,3)}
dve uredene baze u R*. Kako je matrica

1 1 2
A=1|1 0 1 i det(A) =—4,
0 3

-1
ove uredene baze su suprotne orijentacije. "
= Primer 4.16 Baze {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} i {(1,1,0), (2,1,3), (1,0,—1)}
su iste orijentacije. Dokazati. "

Definicija 4.6.2 — Vektorski proizvod u R?. Nekasuu=u'e;iv=1'¢e;
vektori u R3. Vektorski proizvod vektora u i v je vektor

UXV= (M2V3—I/£3V2) e1+(u3vl —ulv3) e+ (ulVZ_MZVl) €.
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Korisno je ovaj proizvod napisti u obliku determinante

€ € €3
uxv=|u' u? |,
Vl V2 V3

u odnosu na standardnu bazu {e;,e;,e3}.

N Pitanje odredivanja vektorskog proizvoda u odnosu na krivolinijske
koordinate, tj. u odnosu na nestandardnu bazu, razmatracemo u delu
Tenzoski racun.

Sledeca svojstva vektorskog proizvoda formuliSemo u obliku Leme.
Lema 4.6.1 Nekasuu,v,w e R?iceR. Ondaje:
(a) uxv=—vxu - anti komutativnost;
(b) (cu) x v=c(uxv)-homogenost;
(c) uxv=0akko suuiv linearno zavisni;
(d) (u+v)xw=uxw+v xw - distributivnost;

(e) proizvod u X v je upravan na vektore u i v, tj. njegov skalarni proizvod sa

vektorima u i v je nula;
() [[uxv|| = |[u]|-||v] sin 6, gde je 6 ugao izmedu vektorau i v;

(g) det(u, v, uxv)> 0 definiSe pozitivnu orijentaciju, pravilo desne ruke, ako

su vektori u i v linearno nezavisni.
(h) ax (bxc)+bx(cxa)+ecx(axb)=0,svojstvo Jakobijana.

Dokaz prepustamo ¢itaocu.

d
4

Koristeéi ova svojstva vektorskog proizvoda dajemo tabelu njihovog proizvoda
za ortonormirane vektore standardne baze u notaciji koja je uobicajena u prostoru

R3.
X i j k
i 0 k -j
jl-k 0 i
k| j i 0

Definicija 4.6.3 Mesoviti proizvod vektora u, v, w € R? je skalar
[w,v, W] = (uxv)w.
U odnosu na standarnu bazu u;e;, v;e;, w;e;, lako je pokazati da je

U, u u3
u(VXwW)= vy v w3
wi w2 w3

(4.24)
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Odavde sledi da je
u(vxw)=v- (wxu)=w (uxv).

Geometrijska interpretacija mesovitog vektorskog proizvoda je zapremina ¥
paralelepipeda definisanog nad tim vektorima kao stranama, tj.

YV =lu (vxw).

__=__________>

|
7

Slika 4.2: Paralelepiped.

N Uocimo da je matica (u,v,w) kvadratna i da je skalar [u, v, w] poznat
pod imenom determinanta.

det(v1,v2,v3) = [Vi,V2,V3].

Vrlo vaZna veli¢ina o kojoj ¢e biti posebno reci.
Od znacaja je da se odredi dvostruki vektorski proizvod (u x v) x w vektora
u, v, w € R na standardan nac¢in. Znamo da je vektor u x v upravan na ravan vektora
uiv, jer je upravan na oba. Onda svaki vektor koji je upravan na u x v mora biti
u ravni vektora u i v. Kako je vektor (u X v) X w upravan na u X v on mora bitu u
ravni vektora u i v. Drugadije reeno, (u x v) X w je linerna kombinacija vektora u i

v, tj.
(uxv)xw=au+bv, (4.25)

gde su a,b, € R. Skalarnim proizvodom ove jednacine sa w dobijamo
a(u-w)+b(v-w) =0.
Resenje ove jednacine po nepoznatim a i b je

a=c(v-w) i b=—c(uw),
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gde je ¢ neodredeni skalar. Zamenom ovih vrednosti za a i b u izrazu (4.25), dobijamo
(uxv)xw=c(v-w)u—c(u-w)v.
Kako je ovo identitet po vektorima u, v, w, onda mora biti nezavisno od njihovog
izbora. Izborom u = w = e i v = e, iz poslednje jednacine, dobijamo da je c = —1.
Zamenom vrednosti za ¢ u poslednjoj jednacini, dobijamo
(uxv)xw=(uw)v—(v-w)u. (4.26)
Na sli¢an nacin se moZe pokazati da je
ux (vxw)=(uw)v—(av)w. (4.27)

Iz ova dva izraza se vidi da vektorski proizvod nije asocijativan.
U specijanom slucaju kada je w = u biée

ux (vxu)=[(wu)l—uxulv.

(Vidi poglavlje 4.6.3, str. 89).

N Izrazi (4.24), (a) 1 (4.27) su jednostavni primeri, koji se jednostavnije
i elegantnije mogu izvesti (prikazati) kori§¢enjem tenzorskog rauna.

Zadatak 4.2 Pokazati da je

uu uv
v-a vV

2 2 2
[l < v = JJul | ]| = (w-v)* =

U delu Vektorski prostor, meSoviti vektorski proizvod (Def. 4.6.3, str. 83), uvodi
se oznaka [vy,V;, V3] za determinantu matrice (vy,va,V3), tj.

det(vy,va,v3) = [vq,V2,V3].
U ovim oznkama meSoviti proizvod v;- (v, X v3) ekvivalentan je [vy,v2, V3], tj.
vi-(v2 X v3) = [v,V2,V3].

= Primer 4.17 Neka su u i v dva nekolinearna vektora data u tatki xo u R3. Odrediti
jednacinu njihove ravni S koja prolazi kroz tacku xg. "
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Resenje

Dajemo dva reSenja.
a) Neka je x prozvoljna tacka ravni S. Onda je vektor x — Xg u ravni S. Prema
tome je X — Xo linearna kombinacija vektora u i v. TaCnije

X—Xo=Au+uv,

gde su A, u € R proizvoljni parametri. Ovaj izraz predstavlja jednacinu ravni

S u parametarskom obliku.
b) Obelezimo sa n = u x v. Vektor n je upravan na vektore u i v. Skalarni
proizvod ovog vektora sa gornnjom jedna¢inom dobijamo

n (x—xg) =0,

tj. jednadinu ravni S u obliku koji ne sadrzi parametre A i tt. Drugacije receno,
ovo je jednostavan postupak eliminacije parametara povrsi S.

4.6.1 n-dimenzioni vektorski proizvod

Vektorski proizvod moZe biti uopsten na razlic¢ite nacine. Ovde samo navodimo
primer vektorskog proizvoda u R"
Neka je {e, ey,...,e,} standardna baza u R" i neka su

ve=vhecR", a=12,....n—1.

Po definiciji je
el e2 ... en
v% v% e v}il
VI XV X+ XVy_1= . .
1 2 n
Va—1 Vin—1 V-1

U specijalnom slu¢aju kada su a, b € R? onda je a x b regularan vektorski proi-
zvod. Ovako definisani proizvod od n — 1 vektora ima ista svojstva kao vektor koji
je upravan na svaki od vektora proizvoda i geometrijski njegov intezitet predstavlja
” zapreminu paralelopipeda” dimenzije n — 1 konstruisanog nad ovim vektorima kao

Stranama.

4.6.2 Recipro¢na baza
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Neka je vy, ...,Vv, baza linearnog vektorskog prostor V sa unutra§njim proizvo-
dom. Pri prakti¢nom racunanju pogodno je koristiti i tzv. recipro¢nu bazu, koja
odgovara bazi v, ...,V,, a oznatavaéemo je sa v',...,v". DefiniSe se izrazom

Vv =8 (4.28)

Iz definicije sledi da je svaki pojedinacni vektor raciprocne baze upravan na sve
vektore polazne baze izuzev njemu odgovarajuéeg vektora, koji je odreden istom
vrednos¢u indeksa. Njihov skalarni proizvod jednak je jedinici.

Teorema 4.6.2 Svaka baza ima recipro¢nu bazu i jedinstvena je.

Dokaz
Dokaz ¢emo izvesti u dva koraka:
Postojanje reciprocene baze. Neka je vy,...,V;,...,v,, baza linearnog vektor-
skog potprostora U; dimenzije n — 1, zaneko i =1, ... ,n. Oznaku V; koristimo

da ukazemo da se ovaj vektor ne sadrzi u bazi prostora U, tj. v; € U;. Na
osnovu Teoreme 4.5.6 postoji jednodimenzionalni prostor Uf, tako da je
V =U;®U;. Vektor m’ € U;- je upravam na U;, tj. v;;m' =0 za i # j,
pa je prema tome v;-m’ # 0. Onda je traZeni vektor v’ kolinearan sa m’, tj.
vi = Am'. Skalar A odreduje se iz uslova v;v' = 1. Tada je A = 1/(v;-m’), pa
je

V= 1 _m'’

(viom')

i-ti trazeni vektor recipro¢ne baze (i = 1,...,n).
Reciprocena baza je jedinstvena. Pretpostavimo da postoje dve reciprone
baze, v',...,v" i ¥!,...,¥". Onda je, prema definiciji recipro¢nih baza,
vi-vj =8} 1¥v; = §;. Odavde sledi da je
(V' =¥')-v;=0,ili (v' = ¥')-v=0, gde je v= A'v; proizvoljan vektor iz V.
Prema tome, mora biti v/ — ¥/ = 0, tj. v/ = ¥'.

1

= Primer 4.18 U slucaju [E3 recipro¢na baza v', v2, v3 polazne baze vy, v,, v3, data

je sa
1 W2 X V3
[Vi,v2,v3]
V3 XV
=221 (4.29)
[Vi,v2, V3]
3 Vi XV

[V],V2,V3]7
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gde je ” x ” oznaka za vektorski proizvod, a vy, V2, v3] meSoviti proizvod vektora.

Odredivanje ove baze je jednostavno. Na primer, vektor v! je, prema definiciji
recipro¢ne baze, upravan na v, i v3. Takav je vektor v, X v3. Prema tome, v je
kolinearno sa vektorom v, X vs, tj. vl = Av, x v3. Konstanta A odreduje se iz uslova
vl.v; = 1, odakle sledi da je A = [v{, V2, v3]. Na sli¢an nacin se odreduju vektori v

iV3. [ ]

Napomenimo da u slu¢aju Dekartovog koordinatnog sistema polazna baza e; i
recipro¢na baza e' se poklapaju, tj.

e =e,

Sto sledi iz e;-e; = 9;; i, saglasno sa definicijom, e;- e/ = 5I.j . Nadalje éemo koristiti
samo oznaku e; za obe baze.

Znacaj reciprocne baze ogleda se u njenoj primeni pri odredivanju komponenata
vektora datog u odnosu na polaznu bazu v;, (i =1,...,n).
Lema 4.6.3 Neka je v bilo koji vektor u V. Onda je

v=y;v' =V'v;, Vi=v-v, vi=v-v. (4.30)

Dokaz

Neka je v = v'v;. MnoZeéi ovu relaciju sa v/, dobijamo

vov =viviv = (viev!) =

=v'& =/

Na isti nacin se moZe pokazati da je v; = v-v;, za v = v;V'.

= Primer 4.19 U slucaju E, C E, izrazi za recipro¢nu bazu v!,v? polazne baze
V1,V2, su znatno sloZeniji i glase

L (V)i = (vieva)va
C (n2)2(v1)2 = (vi-v2)?

2 _ (V1)2V2 — (Vi-v2)vy
C(v2)2(V1)2 = (virvp)?

Pokazaéemo jedan od postupaka za izvodenje v!. Progirimo sistem vektora v, v, na
v1,V2,V3, gde je vz = v| X vo. Ovaj sistem vektora je ofigledno linearno nezavisan.
Vektori v! i v2 su upravni na v, pa prema tome, leze u ravni vektora vy, v,. Koristeéi
izraz za v', iz (4.29), piSemo

(4.31)

1 VaXxXv3y Vax(ViXVvy)

Vi,v2,va]  [vi,va, (Vi X v2)]
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Zamenom izraza

Vy X (V] X Vz) = (V2)2V1 — (V]'Vz)Vz,

Vi, V2, (Vi X v2)] = (Vi X v2)* = (v2)* (V1) — (v1-V2)?,

u prethodnoj relaciji, dobijamo (4.31);. Na slian nacin odreduje se i izraz (4.31);. =

Napomenimo da je ovde vz koriséen kao pomoc¢ni vektor pri odredivanju re-
ciproéne baze vektora vi,v,. U nekim sluéajevimo pozZeljo je odrediti i v3, koji
zajedno sa v!, v2 u [, odreduje reciproénu bazu vektora vy, v2,v3 u E3. Njegov izraz

dat je sa

3 Vi XV Vi XV
— — . 4.32
Y [vi,v2,v3]  (v2)2(v1)2 = (v v2)? (432

Tenzorski proizvod vektora
Neka je V linearni vektorski prostor sa unutrasnjim proizvodom i neka su
uv,wev.

Definicija 4.6.4 Tenzorski proizvod dva vektora u i v je dijada koju oznac¢avamo
sau®yv, akoja je definisana uslovom

(u@v)w=u(v-w) (4.33)
za sve vektore w.

Saglasno definiciji, (u® v) transformiSe vektor w u vektor kolinearan sa u,
kada se na njega primeni sa leve strane. Prema tome dijada dva vektora je linearna
transformacija.

Na isti nacin, primenjujudi dijadski proizvod (u® v) na vektor w sa desne strane,
dobijamo

wu®v)=(w-u)v, (4.34)

tj. vektor kolinearan sa vektorom v. Odavde sledi da tenzorski proizvod nije komuta-
tivan, tj.

URVAVRU. (4.35)

Teorema 4.6.4 Tenzorski proizvod zadovoljava sledeée uslove:

u®(V+w) =u®v+u®w, (4.36)
(U+V)QW=uRWwW+uRw, 4.37)
Aw®v)=(Au)®v=u® (Av), (4.38)

u®0=0Ru=0. 4.39)
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Dokaz

Neka je a proizvoljan vektor iz V. Onda je

u®(v+w)a=ul[(v+w)a]=
=u(v-at+w-a)=
=(u®v)-a+(u@w)-a=
=(uv+uew)-a,

odakle sledi relacija (4.36).

Dokaz ostalih relacija izvodi se na sli¢an nacin.
Uocimo da se u(v-w) moZe predstaviti na sledece nacine:

u(v-w) = (u®v)w,

= (u@w)y,

=w(vRu),

=v(wau),
$to nam omogudava, u datim slucajevima, njihov pogodan izbor.

» Primer 4.20 Naka je v proizvoljan vektor iz V. Onda je

v=1y; = (v-v)v, = v(v' Q).

Dijada _ _
I=vVRV,=V,oV (4.40)

transformise svaki vektor u samog sebe, tj.
Iv=vli=v (4.41)

inaziva se identicka transformacija.

» Primer 4.21 Dokaz jedinstvenosti recipro¢ne baze (Teorema 4.6.2) daéemo,
koristeéi tenzorski proizvod.

Pretpostavimo da postoje dve reciproéne baze, kao i u Teoremi 4.6.2, v!,... v
,---,¥". Onda je, prema definiciji reciprotnih baza, v'-v; = &} i ¥'-v; = &.

n

iv!

Odavde sledi da je (v — ¥')-v; = 0. MnoZe¢i ovu jednakost sa v/, dobijamo

0= [(Vi —‘_’i)-Vj} vi= (v -7 (vj®vj) =V -V)I=v -¥.
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Lema 4.6.5 Elementi v; ®V; (i,j = 1,...,n) skupa svih dijadskih proizvoda baze
v; su linearno nezavisni.
Q

Dokaz
Naka je AYv;®v; = 0. Onda je
0=2A"(v;@ vV = Av;(v;vF) = lijviSJ'»‘ =Aky; = AV =0,

jer su v; bazni vektori.

Napomenimo da je ukupan broj dijada v; ® v; jednak n?. Oni se mogu uzeti kao
baza nekog V> linearnog prostora.
Tenzorski proizvod tri vektora u, vi w je trijada u ® v® w, za koju je

(u@vVew)z=(u®V)(w-z), (4.42)

zasvakoz €V.
Trijada zadovoljava sledece uslove:

uR (VW) =(u®V)QW=u®V®W - asocijativnost, (4.43)
ARVIW=u® (AV)@W=u®VvR® (Aw) -—homogenost. (4.44)

Lako je pokazati da je skup svih trijada, baznih vektorav; € V,
ViQVi®@v, i,j,k=1,....n, (4.45)

linearno nezavisan. Ima ih n* i mogu se uzeti kao baza Vs linearnog prostora.
Uopste,
Vi Q- Q Vi, (4.46)

baznih vektora v;, i,j,k = 1,...,n je k-jada. Oni su linearno nezavisni i ima ih
ukupno 7¥. Mogu se uzeti kao baza linearnog prostora V.

n Primer 4.22 Neka su a, b, ¢, d vektori u [E3. Pokazati da vaZe sledeée identi¢nosti:

1. (axb) (exd)=(a-c)(b-d)—(c-b)(a-d),
2. (axb)x(ecxd)=(a(bxd))c—(a-(bxc))d.
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= Primer 4.23

1. (a®b)(c®@d)=(b-c)a®d,
2. tr(a®b)(c®d)=(a-d)(b-c).

= Primer 4.24
(a@b)(Au+pv) =A(b-u)a+u(b-via=[A(b-u)+ u(b-v)la.

Zadatak 4.3
A(a®b) = (Aa)®b.

Resenje

A(a®b)-c=Aa(b-c)=[(Aa)®Db]-c.

Linearne transformacije

Jedan od najvaZznijih pojmova, koji se odnosi na preslikavanja vektorskih prosto-
ra, je linearna transformacija.

Definicija 4.7.1 Preslikavanje T linearnog prostora V u linearni prostor U, gde
su V i U vektorski prostori nad istim poljem F, naziva se linearna transforma-
cija ili linearni operator, ako je

T(av+bz) =aT(v)+bT(z) zasvakov,z€Visvakoa,beF.  (4.47)

VaZno je uociti da simbol + na levoj strani jed. (4.47) oznaCava sabiranje u V,
dok na desnoj strani ona oznacava sabiranje u U.

Transformacija koja nije linearna naziva se nelinearna transformacija.

Oznac¢imo sa L(V,U) skup svih linearnih transformacija linearnog prostora V u
linearni prostor U.

= Primer 4.25 Neka je prostor neprekidnih funkcija realne promenljive x(z), na
intervalu [a,b] =V,iT:V — U definisano Rimanovim integralom

t
Tx(t) = /x(s) ds, a<t<b.
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Ovako definisana transformacija zadovoljava uslove linearne transformacije. "

» Primer 4.26 Neka je V prostor kompleksne funkcija x(¢) realne promenljive ¢,
definisane na intervalu [0,0) tako da je x(¢) integrabilna, u smisu Rimana, i takva
da je

lim |x()] < ke”,

t—roo

gde je k pozitivna konstanta, a a realan broj.
Neka U oznacava linearni vektorski prostor kompleksnih funkcija, kompleksne
promenljive s (s = 6 +i®), i = y/—1. Preslikavanje T : V — U definisano sa

Tx(s) = Z(s) = / e x(t) dr (4.48)
0

je linearna transformacija. Ova transformacija naziva se Laplasova transformacija.

n Primer 4.27 Neka je V = C"(a,b) linearni vektorski prostor skupa funkcija x(r)
koje su neprekidne i n-puta diferencijabilne na intervalu (a,b). Onda je operacija
diferenciranja T : C"(a,b) — C"~'(a,b) definisana sa

je linearna transformacija C"(a,b) — C"~!(a,b).
Vrlo &esto se u literaturi Definicija 4.7.1, jed. (4.47), prikazuje sa dva uslova:
(i) T(v+z)=T(v)+T(z) zasvakov,z€ V i
(ii) T(av) =aT(v) zasvakov € V izasvakoa € R.

Uslov (i) iskazuje homomorfizam linearne transformacije T u odnosu na opera-
ciju sabiranja. Uslov (ii) zahteva da linearna transformacija T bude homogena u
odnosu na operaciju mnoZenja skalarom. Oba uslova mora zadovoljavati linearna
transformacijaT:V — U. "

» Primer 4.28 Neka je X = C skup kompleksnih brojeva. Ozna¢imo sa X konjugo-
vano kompleksan broj od x € C. Neka je T : X — X definisano sa

T(x) =x.

Onda je

Tx+y)=x+y=x+y=T(x)+T(y).

Ako je a € C onda je
T(ax) = ax = ax # aT(x),

tj. T nije linearna transformacija. "
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N Ovaj primer pokazuje da uslov (i), Definicija 4.7.1, ne povlali za
sobom uslov (ii), iste definicije.

= Primer 4.29 Nakaje T:V =R3 — W = R? dato sa

X
! {2)61 + xﬂ
T X2 = .
—4x)
X3
Proveriti da li je T linearna transformacija. "

Zadatak se svodi na proveru uslova (1) i (ii).
U slucaju uslova (i)

X1 Y1
Tx+y) =T |x2| + |[»n| | =
1 X3 y3
[x1 +y1
=T| [x2+y2
X3 +3
_ <2(X1 +y1)+ (x3 +y3)> _ <2(X1 +y1)+ (x3 +y3)> _
—4(x2+y2) —4xy + (—4)y2
_|2xi+a3 N 2y1+y3|
L 4 4y |
X1 Y1
=T X2 +T V2 =
X3 Y3
=T(xx)+T(y).
U slucaju (ii)
X1 oxy
Tax)=T|a|x| | =T| |[ax]| | =
X3 [04%]
(2(axy)+(ax3)|  {o(2x1+x3)| o (2x14+x3)|
o —4(06)62 B OC(—4X2) o (—4)62) o
X1
=aT X2 =
x3
=aT(x).

Prema tome T je linearna transformacija. M|
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= Primer 4.30 Nekaje S:V =R3 — W = R dato izrazom

X1 4x1 4 2x>
S| [x = 0
X3 X1 +3x3—2

Uslovi (i) i (ii) moraju da vaZe za sve vektore i skalare u R3. Tako je

1 8] 24
3|1 |12] | =3(0[{=|0],
3 18] 24
dok je
1 [3] [24
S{312] | = 6(]1=1(0],
3 9] 128
paje
1 1
35| (2| ) #S |3 (2
3 3
Znaci uslov (ii) nije zadovoljen, pa prema tome S nije linarna transformacija. "

N U slucaju linearnih transformacija T : V — V umesto oznake T(v)
nadalje ¢emo koristiti Tv.

Definicija 4.7.2 Nekaje T € L(V,U). Skup
N(T)={veV:Tv=0}, (4.49)
naziva se nula prostor od T.

U literatuti Cesto se koristi i termin jezgro® od T i obeleZava se sa DN(T).

Definicija 4.7.3 Skup
R(T)={ucU:u=Tv,veV}, (4.50)

naziva se prostor slika® od T.

“eng. range.

Na osnovu Definicije 4.7.1 T0=0, sledi da 91(T) i 2(T) nikad nisu prazni
skupovi.

Seng. kernel.
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Teorema 4.7.1 Nekaje T € L(V,U). Onda je:
(i) Y(T) je linearni potprostor od V.
(ii) PR(T) je linearni potprostor od U.

Dokaz

(i) Neka su vy,vy €V, tako daje vi,va € N(T), tj. T(vi) = T(v2) = 0. Onda je,
za svako a,b € C

T(avi +bvy) =aT(v))+bT(v2) =0 = av;+bvy, € NY(T),

tj. M(T) je potprostor od V.
(ii)) Neka su uj,uy € R(T). Onda postoje vi,v, € V, tako da je u; = Tvy i
u,; = Tv,. Prema tome,

auj +buy = aTv; +bTv, = T(av) +bvy) € R(T),

tj. R(T) je potprostor od U.

Posledica 4.7.2 Neka je T € L(V,U). Ako je U konacan n-dimenzionalan
prostor onda je dim[R(T)] < n.

Sledeca teorema uspostavlja vezu izmedu dim[93(T)] i dimV i dimU.

Teorema 4.7.3 dim[R(T)] < min (dimV,dimU).

Dokaz

Dovoljno je da se dokaze da je dim[9R(T)] < dimV, jer smo, prema prethodnoj
teoremi, dokazali da je R(T) potprostor od U. Neka je dimV = n, a {vy,...,V,}
baza skupa V. Onda je za svako v € V v = a'v;, i = 1,...,n. Prema tome, svaki
vektor Tv € R(T) moZe biti predstavljen u obliku

Tv = T(d'v;) = a'Tv;.
Znacti vektori Tv; € U, i = 1,...,n, rastezu prostor R(T), odakle sledi da je

dim [R(T)] < dimU.

Od posebnog znacaja je sledeca
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Teorema 4.7.4 Akoje T :V — U linearno preslikavanje, onda je

dimV = dimR(T) + dimMN(T).

Dokaz

Neka je {uy,...,u,} baza potprostora 23(T). Izaberimo vektore {vi,...,v,} uV tako
daje Tvg =uy, 0 =1,...,r. Neka je {z,...,2 } baza potprostora 9(T). Dovoljno
je pokazati da skup vektora {vy,...,v,} i {z,...,2} ¢ine bazu n-dimenzionalnog
prostora V.

Posmatrajmo proizvoljan vektor v € V. Onda je sigurno Tv € SR(T), pa je

Tv =a%g = a%Tvg =T(a%y), ili T(v—a%vy) =0, a=1,...,r.
Odavde sledi da je v—a%vq € 9U(T). Prema tome,
V—a“va:bﬁzﬁ, B=1,...k,

ili

v=a%,q +bﬁzﬁ.
Potrebno je jo§ pokazati da su vektori {vy,...,v,} i {z1,...,2} linearno nezavisni.

Posmatrajmo linearnu kombinaciju
o B, _

C Vg +d ZB = 0

Onda je
T(c*vo +dPzg) = T(c%Vy) = *T(Vy) = c*ug =0,

jer je Tzg =0, i Tvy = ugy. Posto su vektori uy, @ = 1,...,r, linearno nezavisni,
sledi da su svi ¢®* =0, ¢ = 1,...,r. Onda je dﬁzﬁ = 0, odakle sledi da su svi
dP =0, jer su vektori zg, B =1,...,k, linearno nezavisni. Zna¢i n = r +k, tj.
dimV = dimR(T) + dim9(T).

| Definicija 4.7.4 Preslikavanje T : V — U je na ako je R(T) =U.

U tom slucaju, svakom u € U odgovara neko v € V tako da je Tv =u.

Definicija 4.7.5 Preslikavanje T:V — U je 1-1 akoizv; #v, = Tv| #
TV2.

Ekvivalentno tome, preslikavanje T:V — U je 1-1 akoiz Tvi =Tv, = v =vw,.
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Teorema 4.7.5 Preslikavanje T : V — U je 1-1 akko je 0(T) = {0}.

Dokaz

Uslov je dovoljan.

Neka je T preslikavanje 1-1. Pretpostavimo da je Tv; = Tv;, za v; # v,. Onda
je T(vi —vy) =0 za vy — vy # 0. Znadi, 0 # v| — v, € N(T), pa preslikavanje T
nije 1-1. Kontradikcija. Prema tome, mora biti vi = v, i 0(T) = {0}.
Uslov je potreban.
Neka je 91(T) = {0}. Pretpostavimo da je Tv; = Tv,. Onda je T(v; —v2) =0, pa
je vi —va € M(T) = {0}. Znaci mora biti vi — v, = 0, tj. v; = v,. Prema tome,
transformacija T je 1-1.

Definicija 4.7.6 Za linearno preslikavanje T : V — U, koje je 1-1, kaZe se da
je regularno.

Teorema 4.7.6 Akoje T :V — U linearno preslikavanje i ako je dimV = dimU,
onda je preslikavanje T na U akko je T regularno.

Dokaz

Uslov je dovoljan. Neka je T:V — U na U i dimV = dimU. Onda je, prema
Teoremi 4.7.4 i Definiciji 4.7.4

dimV = dim9(T) +dim9R(T) = dimU + dim9(T) = dimU.
Odavde je dimM(T) =0 = 9{0}. Znaci T je 1-1, tj. T je regularno.
Uslov je potreban. Neka je T regularno, tj. 1-1. Na osnovu Teoreme 4.7.5 sledi
N(T) = {0}, pa je dimN(T) = 0. Onda je, prema Teoremi 4.7.4
dimV = dim%R(T) = dimU.

Kako je R(T) = U, na osnovu Teoreme 4.7.1, onda je T preslikavanje na.

Od posebnog znacaja, za karakterisanje regularnog preslikavanja T, je

Teorema 4.7.7 Linearno preslikavanje T : V — U je regularno akko preslikava
linearno nezavisan skup vektora iz V u linearno nezavisan skup vektora u U.
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Dokaz

Uslov je potreban.

Neka je T : V — U regularno preslikavanje i neka je {vy,...,v,} skup linearno
nezavisnih vektora u V. Ispitajmo linearnu nezavisnost vektore Tv,. Posmatrajmo

0=1a%(Tvy) =T(a%vq), a=1,...,r.

Na osnovu Teoreme 4.7.5 sledi da je 9(T) = {0}, pa je a®*v4 = 0. Dakle, a* = 0,
o=1,...,r,paje, prema tome {Tvy,...,Tv,} skup linearno nezavisnih vektora.

Uslov je dovoljan.

Neka T preslikava linearno nezavisne vektore iz V u linearno nezavisne vektore
iz U. Onda se svako 0 # v € V preslikava Tv # 0 € U. Dakle, 91(T) = {0}, pa je
prema tome preslikavanje T regularno.

Zbir i proizvod linearnih transformacija
Definicija 4.7.7 Skup .Z(V,U) svih linearnih transformacija V — U ¢&ini line-
arni vektorski prostor ako je za svako A, B € Z(V,U).
- zbir A + B je linearna transformacija u .Z(V,U) tako da je

(A+B)v=Av+By, (4.51)

zasvakov eV,
- ako je a A linearna transformacija u .Z(V,U) takva da je

(aA)v=a(Av), (4.52)
zasvakoa € RisvakoveV.

Nula transformacija u .2 (V,U) je linearna transformacija O, za koju je
Ov=0, (4.53)

zasvakoveV.

Teorema 4.7.8 Neka su U iV dva vektorska prostora. Onda je

dim.Z(U,V) = dimU-dimV.

Dokaz

Neka je {vy,...,v,} bazaod V, a {uy,...,u,} baza od U. Onda je za bilo koje
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Te ZV,U)iveV
Tv=weU.

Specijalno,
TVi:W,':qulla, i=1,...,n,a=1,...,m.

Koristeéi tenzorski proizvod, recipro¢nu bazu v i izraz v; ® v/ = I, dobijamo
T=w"u, V.
Sistem dijada ug ® v’ je linearno nezavisan, jer iz uslova
A% (ug®Vv') =0,
sledi
0=2%(ug®Vv) -v;=2A%uq (v-v;) =2%uy = A%=0.
Prema tome, dijade u, ® v su baza prostora dim.# (U, V) i ima ih

n-m=dim.Z(U,V)=dimU-dimV.

N Ova Teoreme ukazuje na relacije izmedu lineranog preslikavanja i
odgovarajuceg tenzora drugog reda, o emu Ce biti viSe reci kasnije.

Definicija 4.7.8 NekasuT:V — U iS:U — W linearne transformacije. Pro-
izvod ovih transformacija je linearna transformacija V. — W koju obelezavamo
sa ST, a za koju vazi

STv =S(Tv), (4.54)

za svakoveV.

Svojstva proizvoda linearnih transformacija daje

Teorema 4.7.9

R(ST) = (RS)T,
(aS+bT)R = aSR + TR,
R(aS+bT) = aRS + bRT,
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‘ za svko a,b € R. ‘

Dokaz je trivijalan. d

4.8 Specijalni tipovi linearnih transformacija

4.8.1 Rezime

Nekaje T € L(V,U), gde suV i U vektorski prostori definisani nad istim poljem
F.

Korisno je dati saZet pregled uvedenih pojmova i karakteristika linearne trans-
formacije T.

|

Slika 4.3: Linearna transformacija T : V — U.

Posto je linearna transformacija T linearnog prostora V u linearni prostor U
preslikavanje, razlikujemo, kao i u Odeljku 3: surjektivne (tj. na), injektivne (tj.
1-1) i bijektivne (1-1 i na) transformacije.

Injektivne linearne transformacije

Sledece tvrdnje su ekvivalentne:
(1) T je injektivni;
(i) T ima inverznu transformaciju;
(i) Tv=0 = v=0;
(iv) za svako u € R(T) postoji jedinstvano v € V, tako da je Tv = u;
(v) akoje Tvy =Tv, ondaje vy = vy;
(vi) ako je vi # v, onda je Tv; # Tvs.
Ako je V kona€no dimenzionalni linearni vektorski prostor, onda su sledece
tvrdnje ekvivalentne.
(i) T jeinjektivno i
(ii) dimR(T) =dimV.
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Surjektivne linearne transformacije

Sledece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) T je surjektivno i
(i1) za svakou € U postoji v € V, tako da je Tv =u.
Ako su V i U konacno dimenzionalni linearni vektorski prostori onda su sledece
tvrdnje ekvivalentne:
(1) T je surjektivno i
(ii) dimU = dimR(T).

Bijektivne linearne transformacije

Sledece tvrdnje su ekvivalentne:
(1) T je bijektivno i
(i1) za svako u € U postoji jedinstveno v € V, tako da je Tv = u.
Ako su V i U konac¢no dimenzionalni linearni vektorski prostori onda su sledece
tvrdnje ekvivalentne:
(1) T je bijektivno i
(ii) dimV =dimU = dim®R(T).
U literaturi se za linearnu transformaciju T : V — U koriste slede¢i termini:
homomorfizam za linearnu transformaciju,
endomorfizam za linearnu transformaciju T : V — U,
monomorfizam ili embeding® za injektivnu linearnu transformaciju,
epimorfizam za surjektivnu linearnu transformaciju,
izomorfizam za bijektivnu linearnu transformaciju T : V — U,
. automorfizam za izomorfizam T : V — V
Od posebnog znacaja je regularno linearno preslikavanje T : V — U, tj. pre-
slikavanje koje je 1-1. Posebno nas interesuje linearna transformacija T koja ima
inverznu transformaciju, a koju éemo oznacavati sa T-!. Za takve transforma-
cije se kaze da su regularne ili ne singularne. Linearne trensformacije koje nisu
regularne nazivaju se singularne.
Podsetimo sa da ako T ima inverznu transformaciju onda je

LR

T !(Tv)=v, zasvako veEYV, (4.55)

T(T 'u)=u, zasvako ueR(T). (4.56)

Sledeca teorema je fundamentalna u slucaju inverznih linearnih transformaci-
ja.

%eng. embedding = utiskivanje
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Teorema 4.8.1 Nekaje T € L(V,U).
(i) Transformacija T ima inverznu transformaciju akko iz Tv = 0 sledi v =0,
tj. akko je 9(T) = (0).
(ii) Ako postoji T~! onda je T~! linearna trnsformacija 93(T) na V.

Dokaz

(i) Pretpostavimo da iz Tv = 0 sledi v = 0. Neka su vy, v, € V, tako da je Tv; = Tv,.
Tada iz T(v; — v2) = 0 sledi v; = v, tj. T ima inverznu transformaciju.
Obrnuto. Pretpostavimo da T ima inverznu transformaciju. Neka je Tv = 0.
Kako je TO = 0 onda je Tv = T0. Znaci, v = 0, jer T ima inverznu transformaciju.
(i) Pretpostavimo da T! postoji. Nekajeu; =Tv; iup, =Tvp, gde suug,uy €
R(T),avy,vo €V.Tadaje vi = T 'uy i vy = T~ luy, pa je

Til(alll —i—bllz) =1! (aTV1 —I—bTVz) = TilT(aVl +bV2) =av) +bvy =
=aT '(u)) + 5T (uy).

Prema tome T~ je linearna transformacija.

T~! je takode preslikavanje na V, jer svako u € JR(T) je slika nekog v € V.
Zaista, za svako v € V postoji u € R(T), tako da je Tv = u. Znadi, v="T 'u pa
prema tome je v € R(T1).

 Primer 4.31 Nekaje T : R? — R*. Za x € R? pisemo X = (x1,x;). Definigimo
T sa T(x1,x2) = (0,x1,0,x2,0,0,...,). Preslikavanje T je oCigledno linearna trans-
formacija. Vektori (0,1,0,0,...,)1(0,0,0,1,0,...,) rastezu R(T) i dim[R(T)] =
2 = dim[R?]. Kako iz Tx = 0 sledi x = 0, T ima inverznu transformaciju. Vidi se,
na na¢in kako je difinisano T, da T nije preslikavanje R? na R*. Medutim, jasno je
da je T 1-1 preslikavanje R? na 93(T). "

Za konacno dimenzionalne prostore vaZzi sledeca

Teorema 4.8.2 Nekaje T € L(V,U). Ako je V kona¢no dimenzionalni prostor,
onda T ima inverznu transformaciju akko je dim9(T) = dimV.
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Dokaz
Na osnovu Teoreme 4.7.4
dimV = dimR(T) 4+ dim N(T).

Kako T ima inverznu transformaciju akko je 91(T) = (0) sledi da T ima inverznu
transformaciju akko je dimV = dimR(T).

Za konacno dimenzionalne linearne prostore takode vaZzi sledeca

Teorema 4.8.3 Neka su V i U kona¢no dimenzionalni vektorski prostori istih
dimenzija, recimo dimV = dimU = n. Neka je T € L(V,U), onda je R(T) =U
akko T ima inverznu transformaciju.

Dokaz

Ako T ima inverznu transformaciju onda je, na osnovu prethodne teoreme, R(T) = n,
paje dimR(T) = dimU. Znac¢i R(T) = U, na osnovu Teoreme 4.7.1 (ii).

Obrnuto, neka je R(T) = U. Dalje, neka je {uy,..., u,} baza R(T). Neka je
vieVtakodaje Tv;=wu;zai=1,...,n. Onda su vektori v;, i = 1,...,n, linearno
nezavisni, pa prema tome, formiraju bazu linearnog vektorskog prostora V. Zaista,
iz A4vi=0,i=1,...,n,sledi 0 = T(A4v;,) = ATv,=ALuw; = A =0, jer je
{uy,...,,u,} baza prostora U. Neka je Tv = 0 za neko v € V. Onda je v = a'v;
reprezentacija vektora v u odnosu na bazu {vy,..., v,}, paje

0=Tv= T(a,-v,-) =aTvi=an; = a =0, tj.v= 0.

Znaci T ima inverznu transformaciju.
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5.1.1

5. Matrice

Matrice

Pretpostavljamo da je Citalac upoznat sa elementarnim operacijama nad matrica-
ma. Zbog toga ovde se ne zadrzavamo detaljnije izlaganju teorije matrica. Takode
¢emo razmatrati samo realne matrice.

Definicija 5.1.1 Matrica je kolekcija realnih skalara

aA11,a12y- -5 Alpy -« sAmlsAm2y -« - s Amn

uredena u obliku pravougaone tabele

al aln ... QaAip
azy ay ... Qpu

5.1)
aAml aAm2 ... dmp

Ovako predstavljena matrica ima m vrsta i n kolona. Brojevi m i n se nazivaju
dimenzije matrice. Skalar a;; koji se nalazi na preseku i-te vrste i j-te kolone naziva
se a;;-ti element matrice.

Uobicajeno je da se koriste velika "masna” slova kao oznaka za matricu.

Tako se matrica (5.1) moZe obeleziti sa A = (a;;) i kaZe se da je tipa m x n. Ako
su dimenzije m i n razliCite Cesto se pise A = (a;q), i =1,2,....m,a=1,2,...,n
kako bi se ta razlika istakla.

Dve matrice A i B istog tipa jednake su ako su im odgovarajudi elementi jednaki,
tj. aig = big, za svako i i a. Tada piSemo A = B. U svakom drugom slu¢aju A # B.

Osnovne operacije nad matricama
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MnoZenje matrice skalarom

Ova operacija je definisana za svaki skalar A i svaku matricu A. Proizvod A i A
obeleZzavamo sa A A. To je matrica istog tipa kao imatrica A ¢iji su elementi A a;q,
tj. LA = (A aiq). UobiCajeno je dase piSe IA=Ai(—1)A=—A.

Sabiranje i oduzimanje matrica

Samo matrice istog tipa mogu se sabirati i oduzimati. Neka su matrice A i B
istog tipa. Onda je
A+B=C,
gde je
Cia = Giq + big-
tj. odgovarajuéi element zbira matrica jednak je zbiru njihovih odgovarajucih eleme-
nata,
VaZe sledeéa svojstva za sabiranje matrica:
i. A+B =B+ A - komutativnost,
ii. A+ (B+C)=(A+B)+C - asocijativnost,
iii. ¢(A+B)=cA +¢B - distributivnost u odnosu na zbir matrica,
iv. (c+d)A =cA+dA - distributivnost u odnosu na zbir skalara, za svaki

skalar cid.
Pisemo A — B za zbir A + (—B), a naziva se razlika matrica A i B.

Mnozenje matrica

Neka je matrica A = (a;¢) tipa m X n i matrica B = (by;) tipa p x ¢. Kada je
n = p, tj. kada je broj kolona matrice A isti kao broj vrsta matrice B, tada matrica
AB tipa m x g definiSe njihov proizvod, pri cemu je

AB= (Y aiaby; |-
o=1

» Primer 5.1
2 -2

11
Lo(aes T
0o 21 1

<1.2+0-(—1)+(—2)-0 114004 (—2)2 1-140-24(=2)-1 1

2 -3 -1 —4
38 7 2)

(=2)+0-34+(=2)-1
2:24+1-(—-1)+3-0 2:1+1-0+3-2 21412431 2:(=2)+1-3+3-1

>:
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Kada je n # p proizvod matrica A i B nije definisan.

Svojstva matricnog proizvoda

i) Matri¢ni proizvod je asocijativan. Tako je
A(BC) = (AB)C.

S obzirom na to svojstvo jednostavno piSemo ABC za njihov proizvod.
ii) Matri¢ni proizvod je distributivan u odnosu na sabiranje, tj.

A(B+C)=AB+AC,
(A+B)C=AC+BC,

kada su u svakom izrazu dimenzije A, B i C takve da su operacije mnoZenja i
sabiranja definisane.
Nadalje pretpostavljamo da je ovaj uslov uvek zadovoljen, sem ako se dru-
gacije ne kaze.
Onda je prosirenje za proizvod i sabiranje kona¢nog broja matrica ocigledno.
U opstem slucaju mnoZenje matrica nije komutativno. To znaci da AB ne mora
biti jednako BA. Detaljnije. Ako je n = p, ali m # g, ili m = g, ali n # p, onda je
jedan od matri¢nih proizvoda AB i BA definisan, ali drugi nije. Kadajen =p i
m = g, oba prozvoda su definisana. Tada je AB tipa m x m, a BA tipa n X n i biée
istih dimenzija samo ako je m = n. Cak i u sluaju kada je n = p = m = g, tj. kada
su A i B tipa n X n, i kada je njihov proizvod AB i BA tipa n x n, u opStem slucaju
ne mora biti AB = BA.

| "r(T:l)erO;) G _21> B (—11 f) 7 G ‘21) ((1) _01> ) G _12>.

Dve matrice A i B su komutativne ako je AB = BA. Opstije, za kolekciju
matrica Ay,Ay, ..., Ay, svaka tipa n X n, kaZe se da su komutativne ako je A;A; =
AjA;zasvako j>i=1,2,... k.

Za bilo koji skalar ¢ vazi

CA1A2...Ak:Achz...Ak:-”:A]Az...CAk.

Transponovana matrica

Transponovana matrica
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Definicija 5.1.2 Neka je matrica A tipa m x n. Njoj transponovana matrica
je matrica AT tipa n x m &iji je ia element «i element matrice A, tj.

» Primer 5.3
1 1 -2 T 2 -1 0
1 0o 2
-1 0 2 3 =
0 2 1 1 1 2 1
-2 3 1

Lako je proveriti da je

(cA) =cA”T, (AT =A, (A+B) =AT +B".

Teorema 5.1.1 Transponovana matrica proizvoda matrica jednaka je proizvodu
njihovih transponovanih matrica u obrnutom redu mnoZzenja, tj.

(AB)T =BT AT,

Dokaz

Zasniva se na identitu Ax = XA’ za proizvoljan vektor x. Tada je

(AB)"x =x(AB) = (xA)B = (ATx)B =B (ATx) = (BTAT)x.

Ova teorema moZe se direktno primeniti na slu¢aj konacnog broja matrica. Tako
je
T T T AT
(A1Ay---A) =A] - AT AT,

za bilo koji proizvod k matrica odgovarajucih dimenzija koje zadovoljavaju definiciju
njihovog mnozenja.

5.2 Neki osnovni tipovi matrica

5.2.1 Kvadratne matrice
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Definicija 5.2.1 Matrica koja ima isti broj vrsta i kolona naziva se kvadratna
matrica.

Za matricu tipa n X n kaze se da je reda n. Neka je A = (;;) kvadratna matrica
reda n. Za elemente a;; za koje je i = j kaZe se da su dijagonalni, ili da se nalaze na
glavnoj dijagonali.

Uocimo da je proizvod A A matrice A sa sobom definisan samo ako je A kvadrat-
na matrica. U tom slucaju piSemo A A = A”. Takode je AAA = A3 AA---A = Ak,

k
k=1,2,....

U opstem slucaju za nenegativne brojeve r i s vaZi uobicajeni eksponencijalni
zakon

ATAS = Ar-‘rs’ (Ar)s — A’

= Primer 5.4 Odrediti (A +B)?! .
Resenje

(A+B)>=(A+B)(A+B)=(A+B)A+(A+B)B=
=A’+BA+AB+B%

N Paznja. Treba imati u vidu da matricno mnoZenje nije komutativno.
Samo u slucaju kada je AB = B A bice

(A+B)> =A% +2AB+B>.

Simetricna matrica

Definicija 5.3.1 Kvadratna matrica A = (g;;) reda n je simetri¢na ako je
AT = A, tj. ako je ajj = aj;.

Uslov a;; = aj; odreduje broj proizvoljnih elemenata simetriCne matrice A, i u
opStem slucaju ih ima
n(n+1)
5
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= Primer 5.5 Ocigledno da je

3 1 -4
A=|1 0 2
—4 2 5
simetri¢na matrica. [

= Primer 5.6 Za svaku matricu A,,,, proizvodi matrica AT A, tipanxni AAT,
tipa m X m su simetricne matrice, jer je

(ATA)T=AT(AT)" =ATA i (AAT) =(AT)TAT =AAT,
imajuéi u vidu da je (AT)T = A. n
Definicija 5.3.2 Matrica A je normalna matrica ako je
ATA=AAT.

Normalna matrica mora biti kvadratna.

Antisimetricna matrica

Definicija 5.3.3 Kvadratna matrica A je antisimetri¢na ako je AT = —A, tj.
ako je
ajj = —aji.

Uslov a;; = —aj; pokazuje da su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki 0, j.
aijj :0, i= 1,2,...,7’1.

Onda je ukupan broj proizvoljnih elementa antisimetricne matrice A jednak

n(n—1)
—5

N U ovom odeljku po ponovljenim indeksima ne vrsi se sabiranje!

m Primer 5.7 Svaka kvadratna matrica A moZe se jednozna¢no predstaviti u obliku
zbira simetri¢ne i antisimetri¢ne matrice. n

Resenje

Svaka matrica A moZe se predstaviti na viSe nacina kao zbir dve matrice. Neka
je A =M+ N jedno takvo predstavljanje. Onda je AT = M” +N”. Ako je M
simetri¢na matrica, a N antisimetri¢na matrica, tj. ako je M’ =M i N’ = —N onda
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mora biti AT =M — N. Iz linearnih jednadina i AT = M — N dobijamo jedinstveno

resSenje:
T
M — A+A ;
2
A—AT
N= .
2

Uobicajeno je da se ove matrice obelezavaju sa:
M=A’

N Ad (5.2)

5.4 Dekompozicija matrice na sferni i devijatoski deo

Od znacaja je takode dekompozicija matrice na sferni i devijatorski deo
A=A°+A? (5.3)

gde je A° = pl i trA¢ = 0. Veli¢ina p u fizici se identifikuje sa srednjim pritiskom
tenzora A koji se sa fizickog stanovista tumaci kao tenzor napona.
Eksplicitno je odreden izrazom

1
p=3UA. (5.4)

Onda je
1
Ad=A— g(trA)I. (5.5)

» Primer 5.8 Pokazati da se svaki tenzor A moZe predstaviti jednozna¢no u obliku
A=AT+A +A“

Skup tenzora I, A% i A?, gde je A devijatorski deo tenzora A* (vidi (5.2)). "

n Primer 5.9 Neka je A antisimetri¢na matrica reda n i B matrica tipa n x m. Onda
je B AB antisimetri¢na matrica. "

Resenje

(B AB)" =B"A”B=B" (~A)B= B’ AB.
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» Primer 5.10 Specijalan primer antisimetri¢ne matrice je matrica

0 1
J:<_1 0>7

koja je od posebnog znacaja u mehanici (fizici) i zbog slededeg svojstva

JZZJJ:<—01 (1)> (—01 (1)>:<_01 —01):(1)((1) (1)>

P=-1

Ovo svojstvo matrice J interesantno je i sa matematickog stanovista, jer pokazuje
da kvadrat realne matrice moZe da bude negativna matrica, za razliku od realnih
borjeva.

Dijagonalna matrica

Definicija 5.4.1 Kvadratna matrica D je dijagonalna ako su joj elementi izvan
glavne dijagonale jednaki 0, tj. ako je

dq 0 0 0
D 0 d 0 0 (d5)
B of YV
0O 0 O d,

gde je &;; - Kronekerov delta simbol

S — 1 akoje i=j,
Y71 0 akoje i#j.

» Primer 5.11 Neka je A = (q;;) kvadratna matrica, a D = (d;0;;) dijagonalna
matrica reda n, onda je
DA =
k

AD:(
k

(g E

di5ikakj> = (dja;j) 1
1

(g E

a,'kdk 5kj> = (a,'jdj) .
1
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Analiza ovih izraza pokazuje jednostavno mnoZenje dijagonalne matrice D sa
matricom A.

Ako se matrica D mnoZi sa leve strane matricom A, onda se elementi proizvoda
D A dobijaju mnozZenjem njenih dijagonalnih elementa sa elementima odgovarajuce
vrste matrice A, a u sluaju mnoZenja D sa A sa desne strane, AD, mnoZenjem
elemenata matrice D sa odgovaraju¢om kolonom matrice A.

= Primer 5.12 Neka je

1 30 2 00

A=1|4 5 2 i D=0 1 0

2 1 3 0 0 3

Onda je
1 30 2 00 1-2 31 03 2 30
AD=1[4 5 2 01 0)=(42 51 23]=|8 5 6],

2 1 3 0 0 3 2.2 1-1 3.3 419
2 00 1 30 2-1 2.3 2.0 2 6 0
DA=]|0 1 0 4 5 2]=1|14 15 1.2)=14 5 2
00 3 2 1 3 32 31 3.3 6 3 9

Definicija 5.4.2 Matrica O ¢&iji su svi elementi jednaki nuli naziva se nula
matrica.

Svaka matrica pomnoZena sa O matricom je nula matrica.

Definicija 5.4.3 Ako su svi elementi kvadratne matice ispod glavne dijagonale
jednaki nuli onda se ona naziva gornja trougaona matrica.

Konkretno, za matricu A = (a;;) kaZe se da je gornja trougaona ako je a;; = 0
zaj>i=1,2,...,n.

Sli¢no se definise i donja trougaona matrica.

Transponovana gornja trougaona matrica postaje donja trougaona. Vazi i obrnu-
to.

Primer gornje trougaone matrice je matrica

1 4 0 2
0 3 17
0 0 25
0 0 0 a

Lema 5.4.1 Neka su A = (g;;) i B = (b;;) matrice reda n. Ako su obe matrice
gornje trougaone onda je i njihov proizvod A B gornja trougaona matrica. Element
(AB),; njihovog proizvoda jednak je proizvodu njihovih i-tih elemenata na glavnoj
dijagonali, tj. (AB);; = (a;i by;).
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Dokaz

Neka su A i B gornje trougaone matrije. Onda je

ap=0zak<i, 1 byj=0zak>j.

n n
(AB)ij: Zaikbkj: Z aikbkj.
k=1

i<k<j

Zaj>isledidajek>i> jiby;=0,paje

n
Z Aik bkj =0.
k=1

Znaci, AB je gornja trougaona matrica.
Specijano kada je i = j bie i k =i, pa je

(AB)ii = aj; bj;.

Koristeéi ovu lemu razmotriéemo slucaj kada su matrice A i B obe donje
trougaone.

U tom slucaju su AT i B! obe gornje trougaone. Onda su njihovi elemeti na
dijagonali a;; i b; redom. Znaci da je B AT gornja trougaona matrica ¢iji su elementi
na dijagonali a;; b;;. Prema tome (AB) = (BTAT)T je donja trougaona matrica, &iji
su elementi na dijagonali a;; b;;.

Definicija 5.4.4 Gonja (donja) trougaona matrica naziva se jedini¢na gornja
(donja) trougaona matrica ako su joj elementi na dijagonali jednaki jedinici.

Posledica 5.4.2 Proizvod dve jedini¢ne trougaone matrice je jedini¢na trouga-
ona matrica.
Uoc¢imo da je matrica dijagonalna akko je i gornja i donja trougaona.

Definicija 5.4.5 Ako su svi elementi dijagonalne matrice jednaki jedinici onda
se ona naziva jedini¢na matrica.
Obelezava se sa

1 00
I=(5)=(0 1 0]. (5.6)
00 1

Ocigledno je da je
TA =AI=A,
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za svaku matricu A. Takode je I¥ = I za svako k € N.
Druge tipove matrica razmatra¢emo u kontekstu njihove primene. Zato su nam
potrebni i drugi osnovni pojmovi.

Vektor vrste i vektor koline

Matrica koja ima samo jednu kolonu, npr.

ai
a

am

naziva se vektor kolona. Isto tako, matrica koja ima samo jednu vrstu naziva se
vektor vrsta. Ocigledno je da m - dimenzionalni transponovani vektor vrsta postaje
m -dimenzionalni vektor kolona, i obrnuto. Uobi€ajeno je da se vektori predstavljaju
u obliku kolone. Ako je gornji vektor kolone, recimo, vektor a, njemu odgovarajuéi
vektor vrsta biée

al = (aray ...ay).

Kao specijalan slu¢aj matri¢nog mnoZenja navodimo primer vektora u, v e R”
koje posmatramo kao matrice tipa n x 1. Onda je

uv=uv,

izraz koji daje vezu izmedu skalarnog proizvoda vektora i njihovog matri¢nog
mnoZenja.

Lema 5.4.3 Matrica A reda n je antisimetri¢na akko je x’ Ax = 0 za svako n -
dimenzionalni vektor kolone.

Dokaz
Pisemo
n
XTAX = x-AXx — Z aijjXiXj.
i.j=1
Ako je a;j = —aj; onda je
n n n n
Z aijx,'xj = — Z aﬁxjx,- = — Z a,'jxjxi: — Z a,’jx,'Xj =
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

n
2 Z ajjXiXj = 0,
i,j=1



5.4.2

116 Glava 5. Matrice

tj. xT Ax = 0.
Obrnuto, ako je x/ Ax =0 ili Zﬁ j=1GijXiXj = 0 za svako x;, onda diferencira-
njem ove jednacine dva puta po x; dobijamo da je a;; +aj; = 0 ili a;; = —aj;.

Proizvod matrica u ¢lanovima njihovih vrsta i kolona

Cesto se pri mnoZenju matrica koristi njihova reprezentacija preko vektora
vrsta i kolona. Primera radi, neka je A matrica tipa m X p, a B matrica tipa p X n.
Obelezimo i-ti vektor vrste matrice A sa a‘, a k -ti vektor kolone matrice B sa by, tj.

al = (atl ai2 alp)
i
b1k
by
b= | .
bpi
Onda je
al
a2
A= . i B:(bl b, bn)
o
Tada je
al al-b; al'b, al-b,
a’ a>b; a%h, a’-b,
AB=| [ (by by ... by)=| . :
a™ a”-b; a"-b, a"-b,
Takode je
AB=A(b; by ... b,)=(Ab; Aby ... Ab,),
i
al a'B
a? a’B

AB=| . | B=
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Particija matrice

Cesto je neophodno da radimo sa matricama u blok formi. Na primer, neka su

A11 A12> <B11 B12>
A= 5 B= )
<A21 Azz B21 B22
dve matrice Ciji su elementi A;; i B;; takode matrice. Ako su ove matrice kom-

patibilne za matri¢no mnoZenje (u tom slucaju kazemo da su particije matrica
konformalne), onda je

AB:(A11B11+A12B21 AnB]z—i-A]szz)
AyBii+A»By Ay Bin+ApnBxn )/’

U sluc¢aju kada su pojedini blokovi na primer jedini¢ne ili nula matrice znatno
se upros$¢ava racunanje proizvoda matrica.

= Primer 5.13 Neka su date particije matrica

gde je

00 e )

Koristeéi proizvod blokova matrica lako se pokazuje da je
C I I O 2C C
AB_(I o)(c c>_<1 0)‘

Neka je
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particija m x n matrice A Ciji je ij blok matrica A;; dimenzija m; X n;. Onda je

AAL AApn T AALL
LA — 7LA21 A,Azz A,Azc
LA AAn 0 AAL
za svaki skalar 1.
Lako se pokazuje da je
Aly Al A
o |An AL oA
AL AL i AL
Neka je
By B : By,
B— By Bn : By
Bul BuZ Buv

particija matrice B tipa p X g ¢iji je blok B;; dimenzija p; X g;.

Matrice A i B su konformalne (saglasne) za sabiranje pod uslovom da je p =m
ig=n.Akojeuztoiu=r,v=c,pi=m;(i=12,...,r)iqgj=n; (j=1,2,...,0),
tj. ako je particija matrica A i B ista, onda je njihova particija konformalna za
sabiranje, tj.

Ai+Bi Ap+Bp ¢ A+Bg.
A+B— Az -'Fle A -‘l-Bzz D Ay -‘l-Bzc
Arl + Brl Ar2 + Br2 Arc + Brc

Trivijalno sledi da je u tom slucaju
Aii—Bi Ap—-Bp @ A —Bg

A_B_ | Az~ Ba An-—Bx : Ay —By

Arl - Brl Ar2 - Br2 Arc - Brc
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Proizvod matrica AB je definisan za n = p. Ako je pored toga, c = u i n; =
pr (k=1,2,...,c), onda su svi proizvodi AyBy; (i =1,2,...,r; j=1,2,...,v;
k=1,2,...,c) definisani. Tada je particija matrica A i B konformalna za njihovo
matri¢no mnoZenje, pa je

Fu Fp : Fy
AB — Fay Fn : Fy ,
Frl Fr2 Frv

gde je Fij = Y AuBy;.
Primer koji je naveden na pocetku ovog odeljka je specijalan slucaj opSteg izraza
idobijasekadajer=c=u=v=2.

Rang matrice

Definicija 5.6.1 Neka je matrica A tipa m x n. Potprostor od R” koji odreduju
vektori kolone matrice A naziva se prostor kolona i obelezavamo ga sa ¢’ (A).
Sli¢no tome, potprostor od R™ koji odreduju vektori vrsta matrice A naziva se
prostor vrsta i oznacava se sa Z(A).

Jasno je da je Z(A) izomorfno sa €'(AT).

Definicija 5.6.2 Dimenzija prostora kolona matrice A naziva se rang kolona.
Isto tako dimenzija prostora vrsta matrice naziva se rang vrsta.

Teorema 5.6.1 Rang kolona jednak je rangu vrsta.

Dokaz

Izvodimo ga detaljno u nekoliko koraka.
Po definiciji
¢(A)={Ax|xeR"} CR™
Neka je r dimenzija prostora ’(A) i neka je {B;,B,,...,B,} njegova baza. Onda
se svaki vetor kolone matrice A mozZe izraziti kao njihova linearna kombinacija, tj.

Ar=c{By, a=12,...,r

Kako je
A=(A,Ay,...,A,),
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onda je

A: (C?Ba,C?Ba, ...CaBa) =
= (C{Bl—I—C%Bz—{—"-—FCTBr, ,clBl—i—c,lez—l—---—l—c;Br) =

n
G Cy
2 2 2
c; ¢5 ... C
- (B17B27 oo 7Br) .1 .2 . .n )
(e c’
tj.
A—BC, (5.7)
gde je

matrica tipam x r, a

_(.a
C=(cf)
matrica tipa r X n. ObeleZimo sa
o o o
Cc = (Cl ,Cz, ..,Cn)
a-t1 vektor vrste matrice
o
2
C=| .
cr

Njih ima ukupno r. Prema tome moZe ih biti najvise s < r linearno nezavisnih.
Kako je A = BC onda je
i i QO
a =b,c”,
pa prema tome broj linarno nezavisnih vektora vrsta matrice moZe biti najvise s < r.

Ponavljajudi isti postupak za vektore vrsta pokazuje se da mora biti r < 5. Znaci
S=r.

S obzirom na to da su rang kolona i rang vrste matrice A jednaki, nadalje ¢emo
koristiti samo termin rang matrice A i do daljnjeg ga obelezavati sa ry.
Ocigledno je da je ra = rpr. Rang ra je nula akko je A nula matrica, tj.

FA:O@AZO.
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N lzraz a’ = bi, ¢* daje nam vaZno geometrijsko tumacenje: vektori vrsta
matrice A, za svako A = BC, su linearna kombinacija vektora vrsta
matrice C. Na isti naCin se moZe pokazati da su vektori kolona matrice
A, linearna kombinacija vektora kolona matrice B.

Teorema 5.6.2 Neka su matrice A tipam X p i B tipa p x n. Onda je

rAB S min{rA, I"B}.

Dokaz

Znamo daje ¥ (AB) = { ABx|x € R"} CR"irpp = dim% (AB). Onda svaki vektor
ABx € € (AB) pripada takode %' (A), jer je ABx = A(Bx). Znaci, ¥(AB) C € (A).
Prema tome je

FAB — dim‘ﬁ(AB) < dim%(A) = TrA.

Takode je
TAB =T (AB)T = I'BTAT = BT =TB.

Na osnovu ove dve teoreme sledi
Lema 5.6.3 Neka je matrica A tipa m X n i neka je ro = r. Onda postoje matrice
BiCtipam xrirxn,redom, tako daje A=BCpricemujerg =rc=r.
d

Ova dekompozicija se naziva faktorizacija ranga matrice A.

Dokaz

Dekompozicija A = BC (5.7) vazi na osnovu Teoreme 5.6.1.

Ostaje da se odrede rang matrice B i rang matrice C. Na osnovu iste teoreme
znamo da su vektori kolone matrice B linearno nezavisni, pa je prema tome rg = 7.
Takode, matrica C ima r vrsta pa je prema tome r¢ < r. Medutim, na osnovu
Teoreme 5.6.2 jer =rp < rc.”Znalirc =r.

Teorema 5.6.4 Neka su matrice A i B tipa m x n. Onda je

FA1B S 1A +7B.
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Dokaz

Neka su A = MN i B = PQ faktorizacije ranga matrica A i B, redom. Onda je

A+B=MN+PQ = [M|P] (g)

Na osnovu Teoreme 5.6.2 sledi da je

TA+B < T'MP|-

Dalje, neka su {m;,my,...,m,}i{pi,p>,...,ps} baze €(M) i€ (P), redom. Onda
je bilo koji vektor kolone prostora ¢’([M|P]) linearna kombinacija g + h vektora
ovih baza. Prema tome je

rmp] S+ =ra+re, 4. rais <ra+rs.

Nesingularna matrica i matrice ranga pune vrste i ranga pune kolone

KaZemo da je matrica A tipa m X n ranga pune vrste ako je ro = m, tj. ako
je njen rang jednak broju vrsta, a ranga pune kolone rg = n. Jasno je da matrica
tipa m X n moZe biti ranga pune vrste samo ako je m < n, tj. kada broj vrsta nije veéi
od broja kolona, i moze biti ranga kolone samo ako je n < m.

Za matricu se kaZe da je nesingularna ako je i ranga pune vrste i ranga pune
kolone. Jasno je da je bilo koja nesingularna matrica kvadratna. Prema definiciji
matrica A tipa n X n, ili reda n, je nesingularna akko je r, = n. Matrica tipan X n
ranga manjeg od n je singularna. Prema prethodnoj Lemi 5.6.3 svaka matrica A
tipa m X n moZe biti izraZena kao proizvod matrica koje su ranga pune vrste i ranga
pune kolone.

Rang simetricne matrice

Neka je matrica A tipa m x n. Pokazali smo da su matrice AT A i AAT sime-
tri¢ene. One se Cesto sreu u primenama i zato ih posebno razmatramo.
Za njih vazi sledeca

Teorema 5.6.5
i) NATA) =(A) i NAAT) =N(AT),
11) VAT A = VA = FAAT,
iii) R(ATA) =R(AT)i R(AAT) =R(A).
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Dokaz

i) Pokaza¢emo da matrice A i AT A imaju isti nula prostor.
Za bilo koji vektor x € 91(A) je Ax = 0. MnoZenjem ove jednacine sa AT sa
leve strane dobijamo A” Ax = 0. Znaci da je takode x € M(ATA), tj. DN(A) C
(AT A). Obruno, ako je x € 91(ATA) onda je AT Ax = 0. MnoZenjem ove
jednacine sa x sa leve strane dobijamo

0=xATAx=Ax-Ax= |Ax|* = Ax=0,
odakle sledi da je 91(ATA) C MN(A). Znaci
NATA) =N(A).
ii) Polazimo od stava da je ro = dim9%(A) za svaku matricu A. Onda iz izraza
NATA) =N(A)

sledi da je
dim (ATA) = dimA,

ili
FATA = TA-
Na isti nacin pokazuje se da je
T .
‘ﬁ(AA ) :‘ﬁ(A) 1 FAAT = 1A,
kada se u prethodnim izrazima razmene matrica A i A”. Prema tome je
FATA = TA = FAAT-

iii)
dimR(ATA) = ryrp = ra = rar = dimR(AT).

Kao i u prethodnom slu¢aju razmenom matrica A i AT dobijamo da je

R(AAT) = R(A).

Teorema 5.6.6 Neka je matrica A tipa m X n i neka su njeni vektori kolona
linearno nezavisni. Onda je AT A regularna matrica.
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Dokaz

U tom slucaju je rangA = n i n < m. Kako je matrica AT A tipa (n x n) onda je njen
rang, na osnovu prethodne teoreme, jednak rangu matrice A, tj. . Prema tome AT A
je regularna matrica.

Teorema 5.6.7 Neka su matrice P reda m i Q reda n nesingularne matrice i
neka je matrica A tipa m x n. Onda je

TA = FpA = T'AQ = 'PAQ-

Dokaz
Prema Teoremi 5.6.2 je
TPA S TA.

Na osnovu iste teoreme je
ra = rP_1(PA) S I'PA -

Onda je
A = I'pPA .

Dalje, Q7 je nesingularna matrica, jer je Q nesingularna matrica, tj.
_ _I\T _
QQ'=I = I=(QQ") =@Q"HQ",
paje
rAQ = r(AQ)T = rQTAT = VAT = FA.

Konacno je
TPAQ = TP(AQ) — TAQ = 7A.

Trag kvadratne matrice

Trag kvadratne matrice je jedna od njenih osnovnih karakteristika. Igra vaznu
ulogu u definisanju njenih invarijanata o ¢emu ¢e posebno biti reci.

I Definicija 5.7.1 Neka je matrica A = (q;;) reda n. Tada trA dat zbirom njenih
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dijagonalnih elemenata, tj.

trA = ) a;=aj+axn+-+amp.

1

n
=

Specijalno,
trl = n.

Jasno je da za bilo koje matrice A i B, reda n, i bilo koji skalar ¢ vazi
tr(cA) = ctrA,
tr(A +B) = trA + trB,
tr (AT) =trA.
Opstije, za proizvoljnih r skalara c1,c,...,c, 1 proizvoljnih r matrica A, A,,
..., A,, redan, vazi

r r
trY caAs =Y catrA,.
a=1 a=1

Takode za reprezentaciju matrice A u blok formi

Ay Ay ... Ay,
A= . . .
Anl An2 cee Ann

vazi .
trA = Z tI‘(Aii).
i=1

Uocimo da su matrice A;;, i = 1,...,n na glavnoj dijagonali kvadratne matrice
particije matrice A. Nazivamo ih glavne submatrice matrice A.

Glavna submatrica je kvadratna matrica formirana skupom vrsta i odgovara-
juceg skupa kolona.

Glavni minor od A je determinanta glavne submatrice.

Trag proizvoda

Neka je matrica A tipa m X n, a matrica B tipa n x m. Onda je

m n m n
i=la=1 i=la=1
Takode je
tr(AB) = tr(AB)” = try(BTAT).
Objedinjeno, ova dva izraza glase:

tr(AB) = tr((BA) = tr(BTAT). (5.8)
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5.7.2 Slucaj kada su obe matrice A i B tipa m x n

5.8

Ako se u (5.8) izvrsi striktna zamena B sa B! onda dobijamo da je
tr(ABT) = tr(BTA) = tr(BAT).

Specijalno,
n

tr(AAT) = tr(ATA) = Z ajja;j= Z (aij)z'
i=1 i,j—=1

Teorema 5.7.1 Realna matrica A, reda n je nula matrica akko je

tr(AAT) = 0.

Dokaz

Ako je A =0, onda je a;; = 0, pa je, prema tome, i tr(AAT) = 0.
Obrnuto, ako je tr(AA”) =0, ondaje a;; =0i A = 0.

Posmatrajmo sada slucaj tri matrice: A tipa m X n, matrica B tipa n X p i matrice
C tipa p x m. Onda je, na osnovu prethodnih rezultata, lako pokazati da je

tr(ABC) =tr(CAB) =tr(BCA).

Uocimo cikli¢nu permutaciju proizvoda matrica A, B i C.
Opstije, za skup matrica A1, Ay, ..., A, za koje je matricni proizvod definisan,
bice
tI‘(AlAz .. Ar) = tI'(Aj+1AJ'+2 LLACAAS L AJ) R
(j=1,2,...0k—1).
Kao i u slu€aju proizvoda tri matrice i ovde vaZi ovaj izraz pri cikli¢koj permu-
taciji matrica proizoda Aj,A,,... A,.

Inverzna matrica

Inverzne matrice su posebno znacajne pri resavanju sistema linearnih jedanacina.

Definicija 5.8.1 Neka je matrica A tipa m X n. Njoj inverzna matrica je matrica

tipa n x m €iji je prozvod sa matricom A jedini¢na matrica. Ako je

AR =1,
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gde je I, jedinini¢na matrica reda m, onda se matrica R tipa n X m naziva desna
inverzna matrica matrice A.
Ako je
LA=1,,

gde je I, jedini¢na matrica reda n, onda se matrica L tipa m X n naziva leva
inverzna matrica matrice A.
U tom kontekstu sustinsko pitanje je uopSte postojanje inverzne matrice matrice
A.
Postoje tri odovora na ovo pitanje zavisno od karakteristika matrice A.
(i) U nekim slucajima postoji matrica R tipa n x m, tako da je

AR =1,

gde je I, jedini¢na matrica reda m. Onda se matrica R naziva desna inverzna
matrica matrice A.
(i1) U nekim slucajima postoji matrica L tipa m X n, tako da je

LA =1,

gde je I, jedini¢na matrica reda n. Onda se matrica L naziva leva inverzna
matrica matrice A.
(iii) I u slucaju kada takve matrice R i L postoje, one mogu biti jedinstvene, ili
nisu jedinstvene. U nekim slucajevima uopSte ne postoje.
Navedimo neke elmentarne primere.

(29
o= (% )

njena inverzna matrica takva da je AB=BA =L n

Zadatak 5.1 Neka je

Onda je

Zadatak 5.2 Neka je
1 1
A=1-1 0
3 -1

Onda postoji beskonacan broj matrica L takvih da je LA = I,, na primer

131 415 4
L1_<2 5 1>’ L2_<7 25 6)'
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Zadatak 5.3 Za matricu

0 3 7
A=(52 3):

njena desna inverzna matrica je matrica

4 8
R=1|5 -7
-2 3
jerje AR =1,. "

Medutim, ne postoji matrica L takva da je LA = I3, jer je za bilo koju matricu
L element prve vrste i prve kolone matrice LA uvek jednak nuli, pa prema tome
njihov proizvod nikad nije jedak matrici I5.

Logi¢no je postaviti pitanje kada postoji leva (desna) inverzna matrica materice
A tipa m x n. Odgovor na to pitanje daje slede¢a Teorema.

Teorema 5.8.1 Materice A tipa m X n ima levu inverznu matricu L samo ako je
m>n.

Dokaz

v/ gde je matrica X kvadratna, i particija L =

(MN), koja je saglasna sa proizvodom LA. Onda je LA = MX+NY i L je leva
inverzna matrica matrice A kada su matrice M i N takve da je MX +NY = L. Primer
togaje MX =IiN =0.

Za m > n postoji particija A = <X

Za m < n postoje particije A = <§) iL = (MN).

Pretpostavomo da je L leva inverzna matrica matrice A, tj. da je LA = I. Onda

() o= (35 23)

MX=1I, MY=0, NX=0, NY=L

je

ako je

Uocimo da su matrice M i X kvadratne i maksimalnog ranga. Iz druge jednacine
sledi da je N = 0 §to je u kontradikciji sa jedna¢inom NY = I. Prema tome, materice
A tipa m X n ima levu inverznu matricu L. samo ako je m > n.
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Obrnuto, matrica A tipa m X n ima desnu inverznu matricu R samo ako je m < n.

Definicija 5.8.2 Ako za kvadratna matrica A reda n postoji matrica B takva da
je

AB=BA =1,
onda se kaze da je matrica B inverzna matrica matrice A.

Inverzna matrica B matrice A obeleZava se sa A~! i o¢igledno je reda n. Onda
se AB = BA =1 pise u obliku

AA T =ATTA=L

Definicija 5.8.3 Ako kvadratna materica A ima inverznu matricu A~! onda se
kaZe da je matrica A regularna matrica, u protivnom je singularna matrica.

Lema 5.8.2 Inverzna matrica matrice A, ako postoji, je jedinstvena.

Dokaz

Pretpostavimo da su B i C inverzne matrice matrice A, pa je
AB=BA=AC=CA=1

Tada je
BAC=(BA)C=IC=C

1 takode
BAC =B(AC) =BI=B.

Prema tome B = C, ¢ime je teorema dokazana.

Teorema 5.8.3 Za regularne matrice A i B redani 0 # a € R vaze sledeca
svojstva:

D (A7) =A,

i) (@A) '=a A = ;A*I,
i) () =

iv) (AB)"' =B 1AL
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Dokaz

i) Kakoje A~! (A_1 ) == I, mnozZenjem obe strane sa leve strane sa A, i imjuci
u vidu da je AA~! = I, dobijamo

(A7) =A.
ii)
(@A) ' (@A) =1 = (aA)_lA:%I = (aA)_lzéA*I.
iii)
AAT'=T = AADN =TF=1 = @AHA'=1 =
= A =@an".
iv) Iz

(AB)(B'A™)=ABB'A'=AIA"'=1 = (AB)'=B'A"".

5.9 ldempotentne matrice

Definicija 5.9.1 Kvadratna matrica A je idempotentna ako je
A =A%

Primeri idempotentnih matica su identi¢na matrica I, nula matrica O i matrica
projekcije.
Lema 5.9.1 Jedina idemptentna matrica ranga n je identi¢na matrica I.

Dokaz
Neka je matrica A ranga n idemptentna. Onda je

A=TA=A"T"AA=ATA=L

Ako je kvadrantna matica A idempotentna onda je
I-AP=1-2A+A’=1-2A+A=1-A.

Prema tome na mestu je sledeca
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Lema 5.9.2 Neka je A kvadratna matrica. Onda je:

+ AT idempotentna matrica akko je A idempotentna matrica,

* I— A idempotentna matrica akko je A idempotentna matrica.

Za bilo koju idempotentnu matricu A vazi A" = A za bilo koji prirodan broj
n>?2.

Teorema 5.9.3 Za bilo koju kvadratnu matricu A reda n takvu da je A% = cA,
gde je ¢ neki skalar,
trA = crangA.

Dokaz

Slucaj kada je A = O je trivijalan.

Nadalje pretpostavljamo da A nije nula matrica i da je rangA = r.

Vec smo ranije pokazali (vidi (5.6.1 na str. 122), da u tom slucaju postoji matrica
B tipa n x r i matrica C tipa r X n, obe punog ranga r, tako da je A = BC. Onda je

BCBC = A? = cA = ¢BC = B(cI,)C

odakle sledi da je
CB =cI,,

gde je I, jedini¢na matrica reda r. Tada je

tr(A) = tr(BC) = tr(CB) = tr(cI,) = cr = crangA.

Posledica 5.9.4 Ako je matrica A idempotentna onda je

rangA = trA.
Lema 5.9.5 Za bilo koju idemptentnu matricu A,

rang(I— A) = tg(I— A) = n—rangA.
Adjungovana matrica

Definicija 5.10.1 Neka je A : V — U linearna transformcija. Transformacija
A*: U —V je adjungovana transformacija od A ako je

u-(Av) = (A*u)-v, (5.9
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I zasvakoveViueU.
Uocimo da je unutra$nji proizvod leve strane ovog izraza u U, dok je na desnoj
straniu V.

Teorema 5.10.1 Svakoj linearnoj transformaciji A : V — U odgovara jedin-
stvena adjungovana transformacija A* : U — V koja zadovoljava (5.9).

Dokaz

Radi jednostavnosti izodenja dokaza piSemo sve indekse na donjem mestu. Po
ponovljenim indeksima vrsi se sabiranje.
Tako je

u- (Av) = u;(AV); = u;(A;jv;) = wA;jv; =

= A,-juiﬁj = (A)JT-iuiﬁj = A;iuiﬁj = (A™u)-v,

gde je AT, = A%,

Odavde se vidi da je A* = (A)7, tj. da je adjungovana matrica A* konjugovano
kompleksna matrica matrice A. U slucaju kada je matrica A realna, onda je njena

adjungovana matrica njena transponovana matrica (A)7, tj. A* = (A)7.

Determinanta

Svakoj kvadratnoj matrici A odgovara na odreden nacin skalar koji nazivamo
determinanta, a koja se obeleZava na razne nacine: det{A}, |A|, a. S obziom na
njen znacaj o njoj Ce biti posebno i detaljno reci u delu koji se odnosi na Tenzorski
racun. Ovde navodimo primer njenog predstavljana za matricu treceg reda

apr diz2 4as
azy daz a4
asp dszy dass

Onda je, prema pravilima razvijanje po vrstama (ili kolonama), na klasi¢an nacin,

det(A) = a11a22a33 +a12a23a31 + a21a32013 — A31022013 — 421412033 — A3202341] -

N Svojstva determinanti biCe detaljno razmatrana u delu Tenzorski racun
(vidi poglavlje 12.2 str. 310, jed. (12.1)).
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Teorema 5.10.2 Nekaje A € L(V,V). Onda je determinanta od A, detA, skalar
definisan sa
[Aa,Ab,Ac] = det(A)[a,b,c], (5.10)

gde su a, b i ¢ linearno nezavisni vektoriu V.

Dokaz
[Aa,Ab,Ac] = det(Aa,Ab,Ac) = det(A)[a,b,c],

za svako A i linearno nezavisne vektore a,b i c.

N U delu Tenzori (str. 333) dat je drugi nac¢in Dokaza. Vaznost ovog
izraza sastoji se u njegovoj invarijantnosti u [Es.

Teorema 5.10.3 Determinanta proizvoda matrica A,B € L(V,V) jednaka je
proizvodu njihovih determinanti, tj.

det(AB) = (detA)(detB). (5.11)

Dokaz

Na osnovu Teoreme 5.10.2,

det(AB)[a,b,c] = det(ABa, ABb,ABc) = det(A)[Ba,Bb,Bc| =
= det(A)det(B)[a,b,¢],

odakle sledi (5.11).

Zadatak 5.4 Pokazati da je za regularnu matricu T

Ta x Tv = (detT)T 7 (u x v). (5.12)
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Resenje
PiSemo

w- (Ta x Tv) = TT 'w- (Tu x Tv) =
= [TT 'w,Tu, Tv] = det(TT'w, Tu, Tv) =
= detT (T 'w, Tu, Tv) = (detT) (T~ 'w, Tu, Tv) =
= (detT)T 'w- (u x v) = (detT)w-T 7 (u x v).

S obzirom na proizvoljnost vektora w sledi (5.12).

Specijalan slucaj. Za ortogonalnu matricu Q, Q' = Q7 sledi da je
Qu x Qv = (detQ)Q(u x v). (5.13)
Ako je Q matrica rotacije onda je det{Q} =11

QuxQv=Q(uxv). (5.14)

Definicija 5.10.2 Po definiciji, kofaktor T*, matrice T, je

X =det(T)T .

Problem 1
Pokazati da je

detT* = (detT)?,
(T~ =(T*)~" = (detT) ' T7,
(T*)* = (detT)T,
T*(uxv)="TaxTv.

Problem 2

Koristeci relaciju izmedu kofaktora i njemu odgovarajuce adjungovane
matrice T*, tj.
T* — (TX )T

izraziti relacije prethodnog problema za adjungovanu matricu T*.
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Problem 3

Neka je Q antisimetricna matrica i neka je @ njen karakteristican - aksijalni
vektor. Pokazati da je

QuxQv=(ORo)(uxv).

Problem 4
Pokazati da je za antisimetri¢no Q

1
det(I+ Q) = 1+5||Q||2.

Zakljuciti da je za bilo koju matricu I +  regularna matrica.

Problem 5
Pokazati da je za bilo koju regularnu matricu T i bilo koje vektore ui v

det(T+u®v) = (1+v-T 'u)det{T}.

5.11 Minor. Kofaktor

Definicija 5.11.1 U linernoj Algebri minor matrice A je determinanta kva-
dratne submatrice dobijene izostavljanjem jedne ili viSe vrsta i kolona.
Neka je matrica A reda n. Neka je a;; njen element.
i) Determinanta matrice M;; reda n — 1 dobijena precrtavanjem i-vrste i
J-kolone od A, naziva se minor elementa a;;.
ii) cofj;A = (—1)*/detM naziva se kofaktor od a; ;.
ii1) Marica ¢iji su elementi kofaktori naziva se kofaktor matrica, tj.

cofA = (COf,'jA).
iv) Transponovana kofaktor matrica je matrica
A* = (cofA)7,

i naziva se adjungovana matrica matrice A.
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v) Determinanta matrice A, det(A), izraCunava se koriste¢i adjungovanu
matricu A*. Preciznije,

AA* = A*A = (detA)L

N lzrazi za izraCunavanje determinnte, detA, i njenih svojstava izloZeni
su detaljno u delu knjige koji se odnosi na Tenzorski racun.



6.1

- |
6. Karakteristicni brojevi i karakte-
risticni vektori

\_

Kvadratne forme
Definicija 6.1.1 Neka je simetri¢na matrica A = (a;;) reda n i neka je x =
(x1,%2,...,x,) € R". Onda je

n
Q:X-AX: Z ajjXiXj

i,j=1
kvadratna forma.

Za kvadratnu formu kaze se da je:
negativno definitna ako je x- Ax < 0 za svako x # 0 u R";
negativno semidefinitna ako je x- Ax < 0 za svako x # 0 u R";
pozitivno definitna ako je x- Ax > 0 za svako x # 0;
pozitivno semidefdinitna ako je x- Ax > 0 za svako x # 0 u R";
indefinitna ako je x- Ax < 0 za neko x € R" i x- Ax > 0 za neko x € R".
Ova klasifikacija se terminoloski identifikuje sa definitno$c¢u simetri¢ne matrice
A = (a;;) reda n. Definitnost simetri¢ne matrice igra veliku ulogu u matematici i
njenim primenama. Na primer, za funkciju y = f(x) jedne pomenljive drugi izvod
y” od f, uglavnom, daje potrebne i dovoljne uslove za odredivanje minimum ili
maksimuma od f u xp ili nijednog od njih.
U slucaju funkcije dve promenljive z = f(x,y) na sli¢an nacin se odreduje
geometrijski oblik povrsi u tacki (xg,yp). O tome e biti vise re¢i u delu koji se
odnosi na diferencijalnu geometriju.

ARl

Od interesa je da se ukaZe na kriterijum o definitnosti simetricne matrice A.

Teorema 6.1.1 Ako je A pozitivo definitna onda je ona regularna.




138 Glava 6. Karakteristicni brojevi i karakteristicni vektori

Dokaz

Ako je Ax = 0 onda je x- Ax = (. Kako je A pozitivno definitna onda je x = (. Prema
tome, A mora biti nesingularna.

Definicija 6.1.2 Submatrica matrice A je matrica dobijena brisanjem bilo kog
broja vrsta i kolona matrice A.

Teorema 6.1.2 Ako je A pozitvno definitna onda su njene glavne submatrice
pozitivno definitne.

Dokaz

Prema uslovu teoreme, matrica A je pozitivno definita. Onda je x- Ax > 0 za svako
x # 0.

Primenimo ovaj uslov na skup vektora koji imaju nule po koordinatama
J1sJ2,---, Js- Za takav vektor x forma x- Ax se svodi na oblik y- By, gde je B glavna
submatrica od A formirana brisanjem ji, jo, ..., js vrsta i kolona od A. Odavde sledi
da je B i svaka slicna tome glavna submatrica od A pozitivno definitna.

Za dalje razmatranje uopste svojstva matrica A potrebni su nam novi pojmovi
koje uvodimo u slede¢em odeljku.

6.2 Karakteristicni brojevi i karakteristicni vektori

Definicija 6.2.1 Neka je matrica A reda n i neka je A € F. Onda polinom
stepena n po A,

p(A) =det(A—AT) = atg+ A+ -+ 04 A",

nazivamo karakteristican polinom od A.
Ako je Ax = A x za neko x € E”, onda je A karakteristican broj od A, a x
njegov karakteristican vektor.

Teorema 6.2.1 Skup svih vektora x € R” za koje je

AX = A x, 6.1)

obrazuju linearni prostor u R”".
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Dokaz

Ocigledno je da je Ax = A x akko je (A —AI)x = 0. Znadi, x € R” pripada nula
prostoru matrice A — A I. Prema Teoremi 4.7.1 skup svih x € R” koji zadovoljavaju
jednacinu (A — A I)x = 0 Cine linearni prostor u R”.

Uocimo da je x = 0 trivijalno reSenje, jer je tada Ax = A x za svako A.

Karakteristi¢ni polinom matrice A reda n, p(1) = det(A — AI), je stepena n.

Fundamentalna teorema algebre tvrdi da A ima n karakteristi¢nih vrednosti koje
ne moraju biti razlicite niti realne.

U razvijenom obliku, u opStem slucaju, karakteristi¢ni polinom glasi

det(A—AL) = (A —A)(la—A) -+ (A — 7).

Za A = 0 dobijamo da je
det(A) =MA A, (6.2)

Znadi, det{A} jednaka je proizvodu karakteristi¢nih brojeva. Prema tome, ako ma-
trica A ima bar jedan karakteristi¢ni broj jednak nuli, onda je matrica A singularna.
Na sli¢an nacin se moZe pokazati da je koeficijent uz A" ! jednak

trA=A+A4+ -+, (6.3)
Zasvako A;, i =1,2,...,n, det(A — AI) = 0. Prema tome, matrica je singularna i

dimenzija njenog nula prostora je najmanje jedan.
Karakteristi¢ni brojevi ne moraju biti razliciti. Onda je

det(A—AL) = (A —A)™ - (A — A)™ - (Ap — A)™ , f me=n. (6.4

Lema 6.2.2 )
det(A) = ()™ (A)™ - (Ap)"™r = H?Lj'."". (6.5)
j=1

Dokaz

Sledi iz prethodnog izraza kada se stavi A = 0.

Teorema 6.2.3 Matrica A je regularna akko je a;, # 0.

Dokazati.
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Definicija 6.2.2 Broj jednakih karakteristi¢nih brojeva, npr. my, karakteristi¢ne
jednacine naziva se algebarski multiplicitet karakteristi¢nog broja.

Definicija 6.2.3 Skup svih karakteristi¢nih vektora karakteristicnog broja A
nazivamo karakteristi¢ni potprostor karakteristicnog broja A i obeleZavamo sa

X, ={xeR", (Ax—AI)x=0}.

Dimenzija X, naziva se geometrijski multiplicitet karakteristicnog broja

A.
Ako je X, dimenzije jedan, onda A nazivamo prost karakteristican broj.
Skup svih karakteristi¢nih brojava od A nazivamo spektar matrice A.

Uocimo da ako je x € X, onda jei ax € X, za svako a € F, tj. karakteristi¢ni
vektor je odreden do na multiplikativnu konstantu.

Teorema 6.2.4 Neka je matrica A ranga n i neka je A € F. Onda je karakteri-
sti¢ni polinom i spektar od AT isti kao od A.

Dokaz

Dovoljno je pokazati da AT i A imaju isti karakteristi¢ni polinom. Za bilo koje A je

det (AT — A1) = det (A — AI)" = det(A — AI).

Teorema 6.2.5 Neka je A karakteristi¢ni broj matrice A i x njegov karakteri-
sti¢ni vektor. Onda je:
(1) za bilo koji prirodan broj k, A¥ je karakteristiéni broj od A* i x njegov
karakteristi¢an vektor;
(2) ako je A nesingularna (u tom slucaju je A # 0) onda je 1/A karakteristi¢an
broj od A~! &iji je karakteristi¢ni vektor X.

Dokaz

Dokaz izvodimo na osnovu matemati¢ke indukcije.
(1) Neka je A karakteristi¢ni broj matrice A kome odgovara karakteristi¢ni vektor
x. Pretpostavomo da je A¥~! karakteristi¢an broj matrice A*~! i da je x njegov
karakteristiCan vektor za k > 2. Onda je

Afx = AFTAx = AT (Ax) = 2 A Ix =225 Ix = Afx
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(2) Neka je A nesingularna matrica (A je razli¢ito od nule). Onda je
x=A"Ax=A""'(Ax) =1A"x,

odakle sledi da je

A lx=—x.

A

N U gore navedenoj karakteristi¢noj jednacini (6.1) vektor v mnoZi
A sa desne strane. Zbog toga se u literaturi ovaj problem razmatra
kao problem odredivanje desnog karakteristi¢nog vektora. Problem
odredivanja levog karakteristiénog vektora w definisan je karakteri-
sti¢cnom jednac¢inom

wA =Aw, w#0.
Imajuéi u vidu da je Au = uA” za svaki vektor u € V mozemo zakljuéiti da je

svaki desni karakteristi¢ni vektor od A levi karakteristi¢ni vektor od A” i obrnuto,
svaki levi karakteristi¢ni vektor od A je desni karakteristi¢ni vektor od A” .

Teorema 6.2.6 Desni i levi karakteristi¢ni vektori, koji odgovaraju razli¢itim
karakteristiénim vrednostima, su uzajamno upravni.

Dokaz

Neka je v desni, a w levi karakteristicni vektor od A koji odgovaraju razlicitim
karakteristi¢nim vrednostima A i i, redom. Onda je

Av=AviwA = uw. Tadaje w-Av=AW-ViWA:-Vv=w-Av= UW-V.
Njihova razlika je (A — u)w-v = 0. Kako je, prema pretpostavci A # u sledi da je
w-v=0,

tj. oni su uzajamno upravni.

Ukoliko se drugacije ne kaZze, nadalje razmatramo prvenstveno problem od-
redivanja desnog karakteristicnog vektora.
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Teorema 6.2.7 Algebarski multiplicitet karakteristi¢nog broja c je vedi ili jedak
njegovom geometrijskom multiplicitetu.

Dokaz
Neka je k geometrijski multiplicit karakteristicnog broja c. Onda postoji skup line-
arno nezavisnih karakteristi¢nih vektora {vy, vy, ..., v, } koji odgovaraju karakteri-
sticnom broju c¢ takvih da je Av, =cv;,i=1,2,... k.

Kompletirajmo skup {Vi,v2,..., V¢ } do baze
{vVi,v2, ..., Vi, Wit 1, Wii2,...,W,} od R”. Oznafimo matricu ovih baznih
vektora od R" sa P = [vy,..., Vi, Wii1,...,Wy]|. Onda je

(A—AI)P =

[(A—ADvy,...,(A—ADve, (A — ADWesr, ..., (A — AD)w,] =
[(c=A)V1,..., (c— A)Vi, (A = ADWes1,..., (A — AD)w,].

Determinanta ovog izraza je
det[(A — AI)P]
det[(c—A)vi,...,(c—=A)Vk, (A= AD)Wryq,..., (A —AD)w,]
(c—A)*det][vy,...,vi, (A= ADWii1,..., (A —AD)W,]
=(c—=1)q(2)

gde je g(A) polinom stepena n — k. Kako je det{P} # 0 onda je

c— k
s = DRI

Prema tome, algebarski multiplicitet od ¢ nije manji od geometrijskog multipliciteta.

Teorema 6.2.8 Ako je A karakteristi¢ni broj matrice A ranga n, onda je skup
svih karakteristi¢nih vektora koji odgovaraju A, zajedno sa nula vektorom, pot-
prostor od R”. Naziva se karakteristi¢ni prostor X, od A.

Dokaz

Neka su m i k algebarski i geometrijski multipliciteti od A, k < m, redom. Neka su X,
o =1,2,...,k, linearno nezavisni karakteristi¢ni vektori od A. Onda je Axy = AXg.
Tvrdimo da oni predstavljaju bazu od X . To znaci da bilo koja njihova linearna
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kombinacija u*x,, pripada X ;. Zaista, onda je

A(u%xq) = U (Axg) = A (U%Xq).

Od posebnog interesa je sledeca

Teorema 6.2.9 Ako matrica A reda n ima n razliitih kerakteristi¢nih brojeva
(multipliciteta 1), onda svakom od njih odgovara jednodimenzioni karakteristi¢ni
prostor. Ako je x; bilo koji karakteristican vektor u i-tom karakteristicnom prosto-
ru,zai=1,2,...,n, onda su vektori X;,Xy, ..., X, linearno nezavisni i obrazuju
bazu u R".

Dokaz

Ako je A; karakteristi¢an broj od A, onda je, po definiciji,
(A— 7L,-I)x,~ = 0,

gde je x; njeno netrivijalno resenje koje predstavlja karakteristicni prostor dimenzije
1. Vektori X1,Xp, ..., X, su linearno nezavisni ako je njihova linearna kombinacija

c1X] + X+ -+ X, = 0,

zadovoljena, samo ako su svi skalari ¢y, ¢, . .., c, jedaki nuli. PokaZimo to.
U tom cilju pomnozimo ovu jednacinu sa A — A;I. Onda se i-ti ¢lan ove jednacine
anulira. Ako sada pomozimo A — A;I onda anuliramo j-ti ¢lan, jer je

(A — AJI) (A — )LZI) X;= (A — A,I) (A — 2,]1) Xj= (A — )L,I)O =0.
Nastavljajuéi ovaj postupak moZemo anulirati sve ¢lanove sem jednog, recimo k-tog

¢lana. Onda nam ostaje clan

n

H (A — )Ll'I) Ci X = 0.
i=1,j#k

Kako je x; # 0 karakteristi¢an vektor koji odgovara karakteristi¢cnom broju Ay sledi
daje
(A — liI) Ci Xk = Ck (A — },,'I) X =
= Ck (AXk — Z,,‘IX/{) = Ck (/lk — QLZ) X-
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Zameno ovog izraza u [Ti; ;. (A — A1) cxx = 0 dobijamo

n

Ck H (lk—li)xk:O.
i=1,j#k

Pretpostavka da je multiplicitet svakog kararakteristicnog broja jedan povlaci za
sobom da je Ax — A; # 0 za bilo koje i # k. Prema tome ¢, =0 za svakok=1,2,...,n.
Znaci vektori X, su linearno nezavisni i obrazuju bazu u R”.

m Primer 6.1 Neka je

Njen karakteristi¢ni polinom je

1-2 1 2
p(/l)-det( 0 l_l>—(1—l).
Spektar od A se sastoji samo od karakteristicnog broja ¢iji je algebarski multiplicitet

2. Medutim
0 1
det (A — (1)I) = det <0 0) ,

Ciji je
rang (A — ()I) = 1.
Prema tome geometrijski multiplicitet od A je 1. "

» Primer 6.2 Neka je

A = det

S O W
S W O
—_—O

Onda je njena karakteristi¢na jednacina

3-1 0 1
det(A—AD) =det| 0 3-2 0 |=0,
0 0 1-2

ili u razvijenom obliku

(A —1)(A=3)>=0.

Karakteristi¢ni broj A; = 1 je prost, a karakteristiCan broj A, = 3 je dvostruki
karakteristi¢an broj (¢iji je algebarski multiplicitet 2). Smenom ovih vrednosti u
jednagini (A — AI)x = 0 dobijamo za A; = 1 karakteristi¢ni vektor x;(—1,0,2)7, a
za A, = 3 karakteristice vektore, koji su linearna kombinacija vektora x,(1,0,0)7 i
x3(0,1,0)7, koji definidu dvodimezionalni karakteristi¢an prostor. n
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0 1
A= (—1 0> '
Njen karakteristi¢ni polinom

p(A) = det <:71‘ _1/1> =221,

» Primer 6.3 Neka je

je drugog stepena. Ima dva imaginarna korena A; =i i A, = —i kojima ogovaraju
karakteristi¢ni vektori ¢ije su komponente kompleksni brojevi. Nema realnih karak-
teristiCnih brojeva niti realnih karakteristi¢nih vektora. Slucaj kompleksnih reSenja
je veoma vaZan u mnogim primenama.

Primera radi, matrica rotacije

cos@® sin6
Ry = <—sin6 cos6> ’

ima kompleksne karakteristi¢ne brojeve ¢'® i e7¢. Pokazati. "

2 -1
().
2—-4 -1 2
det(A—lI)—det< ] 2—)L>_(2_;L) +1.
Koreni ove jedan¢ine su A; =2+i1i A; = 2 —i. Za nalaZenje karakteristi¢nih vektora
za A} = 2+ i reSavamo karakteristi¢nu jednacinu

[A-—(2+)Ix=0 po x=(x1,x2)

s - (¢ )()-() -
(2 2)-0) - o

Prema tome, svi karakteristi¢ni vektori, koji odgovaraju karakteristicnom broju
A1 = 2+1, su vektori koji se dobijaju mnoZenjem vektora x; = (i, 1) sa proizvoljnim
skalarom.

Na isti na¢in se pokazuje da svi karakteristi¢ni vektori, koji odgovaraju karakteri-
stinom broju A, = 2 — i, su vektori koji se dobijaju mnozenjem vektora x, = (—i,1)
sa proizvoljnim skalarom.

Uocimo da su karakteristi¢ni brojevi A1 i A; konjugovano kompeksni i da su,
njima ogovarajudi, karakteristicni vektori X; i X takode konjugovano kompleksni. m

n Primer 6.4 Neka je

Onda je

piSemo
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Teorema 6.2.10 Ako je A karakteristi¢ni broj relane matrice A reda n i X
karakteristi¢ni vektor od A, onda je takode A karakteristi¢ni broj od A kojem
odgovara karakteristicni vektor X.

Dokaz
Kako je A = A sledi da je

AX=Ax = Ax=Ax = AX=1% = Ax=A1x

Slede¢a Teorema je jedna od najznac¢ajnih teorema linearne algebra.!

Teorema 6.2.11 — Kejli-Hamiltonova. Neka je matrica A ranga n i neka je
p(A) =det(A— A1)
karaktristi¢ni polinom od A. Onda je

p(A)=0.

Dokaz
Znamo da je
p(A)=det(A—AD) =+ A"+ + o A"

Takode znamo da je (adjA)A = (detA)I za svaku matricu A reda n. ObeleZimo sa
Q(A) adjungovanu matricu od matrice (A — AI). Onda je

Q(A)(A—AI) =Idet(A — AI) = p(A)I = (Oco +o A o o, A") L.
Pretpostavimo da je
Q) =Qo+QiA+QuA* +---+ QA%
gdesu Q;, j=0,1,...,k, za sada neodredene matrice. Tada je

QA)A-AD) = (Qo+QiA+QuA%+ -+ QuA*)(A—AT) =
=QA+(QIA—Qo)A + (QA—Q)A%+ -+ (QuA — Q1) AF — Qe AFT.

I Caylay-Hamilton
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Uporedujudi stepene po A iz dva izraza za Q(A)(A — Al) sledidajek+1=n.1

QoA =10y,
QiA—-Qy =10y,
QA —-Q; =10y,

Qn—l A— Qn—2 = Ian—l;
_Qn—l = Ian-

Sukcesivnim mnoZenjem svake od ovih jednakosti sa A’, gde je stepen i odreden
indeksom koeficijenta a;, dobijamo

QoA = Iy,

QA - QoA = A,
QA° QA= mA?,

QA" Q, A" ' =, AT
—Q,_1 A" = o, A"

Sabiranjem svih jednakosti leva strana se potire. Tada dobijamo
0=a)l+a1A+---+a,A",

ili

p(A)=0.

Posledica 6.2.12 Neka je p(1) = det(A — AI) = 0 karakteristi¢na jednacina
od A. Onda je:
@)
A" = (1" (apl+ oA+ -+ o, A

(i1) ako je matrice A regularna onda je

1
A_l = *% (a11+(12A+ e JrOCnAn_l) ,
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(iii) ako je
m
f(l) = Z aa ka,
=0
bilo koji polinom od 4 i Xy = {x: f(A)x =0}, onda je X/ invarijantni
linearni potprostor od R".

(iv) akoje f(A) bilo koji polinom od A, onda postoje veli¢ine fBo, B, ..., Bu—1 €
F takve da je

f(A) :ﬁ01+ﬁ1A+"~+ﬁn,1A”*1,
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Dokaz

(i) sledi iz prethodne teoreme i Cinjenice da je koeficijent o, = (—1)".

(ii) Dokaz je trivijalan. Odavde se vidi da se i inverzna matrica A~! izraZava
preko polinoma matrice A do na stepen n — 1, izraz koji je pogodan za
direktno izra¢unavanje matrice A=,

(iii) Dokaz da je X linearni potprostor od R" prepusta se Citaocu kao vezba.
Ostaje nam da dokaZemo da je X invarijantno pod dejstvom A. Neka je
X € X. Ondaje f(A)x=0. Zelimo da dokaZzemo da je Ax € Ry lz

f(A) =Y aaA*,
o=0
sledi

f(A) = i ag A% =
a=0

m

f(A)Ax = ( dg AO‘> Ax=A ( f aaAO‘> x=Af(A)x=0.
0 a=0

(iv) Dokaz se zasniva na poznatoj Teoremi koja se odnosi na polinomijalne
funkcije. Neka su f(¢) i g(¢) polinomi i neka je g(z) # 0. Onda postoje
jedinstveni polinomi ¢(¢) i r(¢), tako da je

f(t) =q(t)g(t) +r(t),

gde je r(t) =0, ili degr(r) < degg(t). Ovde je sa deg oznacen stepen polino-
ma.

U nasem slucaju glasi: neka su f(A) bilo koji polinom i p(A) karakteristi¢an
polinom od A. Onda postoje polinomi g(A) i (1) takvi da je

fA)=pA)g(A)+r(d),
gde je degr(A) < n— 1. Kako je p(A) = 0 onda sledi da je f(A) =r(A).

o=

Teorema 6.2.13 Neka A ima m medusobno razli¢itih karakteristi¢nih brojeva.
Izaberimo za svaki karakteristi¢ni broj odgovarajuéi karakteristicni vektor. Onda
je skup ovih vektora linearno nezavisan.

Dokaz

Pretpostavimo da je skup m vektora {v;,v,,...,v,,} linearno zavisan, gde je Av; =
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Aiv;, zarazliite A;, i = 1,2, ..., m. Onda postoji
Vi=ciVit+cva+--+cj—1Vj-1

zaneko j, gde je j <m,i{vy,Vv2,...,V;_1} je linearno nezavisan skup vektora. Tada
je

AVJ' =1 Av; +C2AV2+"-—|-CJ;1AV];1 =
=ciMvVi+caava + "‘+ijlljflvj71

)LjVj = (1 le] —I-Czlez—i- ot cjog lej—h

odakle se dobija, oduzimanjem i imajudi u vidu da je

AVj:lej,
OZAV]'—QL]'V]' =
= Cl(ll —QLJ')VI —|—6‘2()Lz —)Lj)Vz—{—"'—i—CJ;l(Ajfl —)Lj)ijl.

Kako su, po pretpostavci, {vi,V2,...,v;_1} vektori skupa linearno nezavisni,
sledi da je

ci(b —4j) =c2(da—4j) = =cj-1(Aj-1—4;) =0,
pa je prema tome
CIZCZI'--:CJ',IZO = VJ'ZO.

Kontradikcija, jer je v; karakteristican vektor. Znaci skup vektora {vi,v2,...,v;} je
linearno nezavisan.

Teorema 6.2.14 Neka je matrica A ranga n i neka je A € F. Onda je karakteri-
sti¢ni polonom i spektar od AT isti kao od A.

Dokaz
Dovoljno je pokazati da A i A imaju isti karakteristi¢ni polinom. Za bilo koje A je

det (A" — A1) = det(A — AI)" =det(A — AI).
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Minimalni polinom

Kao motivaciju posmatrajmo matricu

1 3 -2
A=[0 4 -2,
03 -1

Ciji je karakteristicni polinom
p(A) =det(A—AI) = (1—1)>(2—A).
Na osnovu Keli-Hamiltonove teoreme znamo da je
p(A)=0.
Posmatrajmo sada polinom
mA)=(1-2)2-1)=2-31+21%

Onda je
m(A) =21—-3A+A>=0.

Prema tome, matrica A zadovoljava polinom m(A ), ¢iji je stenen manji od stepena
njenog karakteristi¢nog polinoma.
Za dalje razmatranje od interesa je sledeci pojam, koji daje sledeca

Definicija 6.3.1 Za polinom stepena n po A se kaze da je moni¢an ako je
koeficijent uz A" jedank jedan.

Teorema 6.3.1 Neka je A reda n. Onda postoji jedinstven polinom m(A) takav
daje
(i) m(A)=0;
(ii) m(A) je monican;
(iii) m(A) je jedinstven polinom najmanjeg stepena za koji je m(A) = 0.

Dokaz

(i) Znamo da je p(A) karakteristi¢an polinom stepena n od matrice A takav da je
p(A) = 0. Prema tome, postoji polinom, recimo f(A ), stepena m < n, takav
daje f(A) = 0. Biramo najmanji stepen m za koji je f(A) =0.

(ii) U opStem slucaju, kako je f(A) stepena m, mozemo podeliti f(A) koeficijen-
tom uz A™ i tako dobiti moni¢an polinom, m(A ), takav da je m(A) = 0.



152 Glava 6. Karakteristicni brojevi i karakteristicni vektori

(iii)) Da bismo pokazali da je jedinstven pretpostavimo da postoji drugi polinom
m(A) istog stepena takav m;(A) = 0. Onda je m(A) —m;(A) polinom &iji
je stepen manji od m. Takode je m(A) —m;(A) = 0, $to je u kontradikciji
sa naSom pretpostavkom da je m(A) polinom najmanjeg stepena za koji je
m(A) =0.

Definicija 6.3.2 Polinom m(A), definisan prema prethodnoj teoremi, naziva se
minimalni polinom od A.

Teorema 6.3.2 Neka je f(A) bilo koji polinom, takav da je f(A) = 0. Onda
m(A) deli f(A).

Dokaz

Neka je v stepen od m(A ). Onda postoje polinomi g(A) i (1), tako da je, na osnovu
teorije linearne algebre,

f(A) =q(A)m(A) +r(4),
gde je deg[r(A)] < vili r(A) = 0. Kako je f(A) =0, onda je
0=q(A)m(A)+r(A),
odakle sledi da je r(A) = 0. To zna¢i da je r(A) = 0, u protivnom bi bila kontradikcija

Cinjenici da je m(A) minimalni polinom od A. Prema tome je (1) = g(A)m(R), tj.

m(A) deli f(A).

Posledica 6.3.3 Minimalni polinom od A, m(A ), deli karakteristi¢ni polinom
p(A) od A.

Teorema 6.3.4 Ako je A karakteristi¢ni broj od A, onda je on karakteristi¢ni
broj njenog minimalnog polinoma m(A ). Drugacije re¢eno, oba polinoma imaju
iste karakteristi¢ne brojeve.

Dokaz

Ako je p(A) =0, onda je A karakteristican broj kome odgovara karakteristiCan
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vektor x # 0, tako da je Ax = A x. Neka je minimalni polinom

mA) =anA"+---+ap =Y a; A%

a=0

Onda je

o=0
Kako je x # 0 sledi da je m(1) = 0.

0=m(A)x= ) agA%x=) agA%=m(A)x.
—= o=

0

Teorema 6.3.5 Karakteristi¢ni polinom od A deli [m(A)]".
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Dokaz
Potrebno je pokazati da je [m(A)]" = p(A)q(A) za neki polinom g(A).

Neka je m(A) polinom stepena v dat izrazom

mA) =AY +BA" 4+ By.
DefiniSimo sledece matrice: Bo, By,...,By_1:
Bo=1I B =A+B1I B,=A’+BA+BI,...,
B, 1 =A" '+ BA 2+...+ B, L

Onda je

Bo=1, B;—ABy=p1, B;—-AB;=p/I,....By_1—AB, > =0, 11,

—AB, | =B I— (A" +BA 4. £ BI).
Neka je
B(A)=-A""Bg—A1""?B,—---—B,_,.
Onda je
(A—ADB(A) =A'Bo+AY B +---+ABy, | —(AV 'ABo+ A"V 2AB; —---+AB, ;) =
=A"Bo+AV (B —ABy) +A" 2B, —AB;)+---+A(By_; —AB, ;) —AB, | =
= AT+ BAY T4 4 By AT+ By I = m(A)L.
Izracunajmo determinante obe strane ovog izraza. Tada je
det(A — AI)-det(B(1)) = [m(1)]".
Kako je B(A) polinom po A, recimo B(A) = ¢(A), sledi da je

p(A)-q(A) = [m(A)]".

Teorema 6.3.6 Neka je
p(A) = (=)™ (A= A)"™ - (4, = A)"™,

gde je my,my,...,m, algebarski multiplicitet razliCitih karakteristi¢cnih brojeva
A, A2,...,Ap, redom, od A. Onda je

m(A) = (h=2)" (A =24)"--- (4 — 4)",

gdejel <v;<m;,i=1,2,...,p.
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Dokaz

Sledi na osnovu gornje Posledice i prethodne teoreme.

Odredivanja minimalnog polinoma

U opstem slucaju nalaZenje minimalnog polinoma nije jednostavno. U principu,
prvo se nalazi karakteristicni polinom. Vr3i se analiza nula polinoma, jer minimalni
polinom sadazi nule karakteristicnog pilinoma.

m Primer 6.5 Za matricu

17 -8 —12 14
46 —22 —35 41
2 1 4 —4

na¢i minimalni polinom. n

Resenje

Karakteristi¢an polinom matrice A je

17—-4 -8 —12 14
46 —22—A =35 41 _ 3
5 | A4 —4 =A-1)7A+1).
4 =2 -2 3-2

Sledeée su moguénosti za minimalni polinom:

mi(A) = (A —-1)(A+1),
my(A) = (A —=1)*(A+1),
m3(A) = (A=1)*(A+1)=p(A).
Potrebno je ra¢unati polinome m; (A) i m,(A), jer je sigurno da je m3(A) = p(A) =0

kao karakteristian polinom od A. Posle duZe racunice pokaze se da je my(A) =0,
pa je, prema tome, my(A) = (2 — 1)2(A 4 1) traZeni minimalni polinom od A.

Ocigledno da je problem odredivanja minimalnog polinoma znatno sloZeniji za
matrice viSeg reda.






7.1

7.2

/. Dijagonalizacija

Ekvivalentne matrice

Definicija 7.1.1 Matrica N tipa m X n je ekvivalentna matrici M, tipa m X n,
ako postoje matrica Q, tipa m X m i matrica P, tipa n X n, tako da je

N = QMP.

Sa geometrijskog stanovista ekvivalentene matrice moZemo interpretirati kao
matrice iste linearne transformacije linearnog prostor R” u R™. O tome ¢e biti viSe
re¢i u delu koji se odnosi na Tenzorski racun. Dalje ¢emo se zadrzati na kvadratnim
matricama.

Sliche matrice

Definicija 7.2.1 Matrica B reda n sli¢na je matrici A istog reda, ako postiji
nesingularna matrica C takva da je B = C~'AC, ili ekvivalentno tome, ako je
CB =AC.

Na osnovu ove definicije lako je dokazati da vazi sledeca

Teorema 7.2.1 Sli¢ne marice su u relaciji ekvivalencije:
(i) A jeslicnosa A;
(ii) ako je A slicno sa B, onda je B slicno sa A;
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(iii) ako je A sli¢no sa B i B slicno sa C, onda je A sli¢no sa C.

Dokazati.

Teorema 7.2.2 Sli¢ne matrice A i B imaju iste karakteristi¢ne polinome.

Dokaz

Podsetimo se da za sli¢ne matrice A i B postoji regularna matrica P tako da je

B=P 'AP<= A=PBP .

Onda je
det(B—AI) =det (P"'AP— AP 'P) =
=det (P~! (A—AI)P) = det{P} ' det(A — AT)det{P} =
= (det{P}) 'det (A — A1)det{P} =
= det(A — AI).

Teorema 7.2.3 Ako je A karakteristiCan broj od A kome odgovara karakteri-
stiGan vektor x, onda je P~'x karakteristi¢an vektor od B koji odgovara A.

Dokaz
Ako je PBP~!'x = Ax = A x, onda je
B(P !'x) =BP 'x=P 'Ax =P !(Ax) = A(P 'x).

Od znacaja je sledeéa

Teorema 7.2.4 Neka je matrica A ranga n i neka je C nesingularna matrica
reda n. Onda je:

1) rangC~'AC = rangA;

2) detC 'AC = detA;

3) rC'AC =trA;

4) C'AC i A imaju isti karakteristi¢ni polinom i spektar;
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5) karakteristi¢ni brojevi sli¢nih matrica imaju isti algebarski i geometrijski mul-
tiplicitet;

6) ako je x karakteristicni vektor od A, koji odgovara karakteristicnom broju
A, onda je C~'x karakteristi¢ni vektor matrice C~'AC koji odgovara istom
broju A; sli¢no tome ako je y karakteristi¢ni vektor od C~'AC koji odgovara

karakteristicnom broju A, onda je Cy karakteristi¢ni vektor od A koji odgovara
broju A.

7) Karakteristi¢ni brojevi (ne moraju biti razliciti) od C'ACisti suizaA.
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Dokaz

(1) rangC~'AC = rangA sledi iz Teoreme 5.6.7.
(2) Na osnovu Teoreme: determinanta proizvoda dve matrice jednak je proizvodu
njihovih determinanti (videti deo Tenzorski racun) sledi da je

det (C'AC) = detC ™ 'detAdetC = (detC) ~'detCdetA = detA.
(3) Na osnovu (5.8) sledi
tr (C"'AC) = r(ACC ™) = trA.
(4) Na osnovu (2)(zamenom A sa A — AI) sledi da je
det (C'AC — AI) = det (C™' (A — AI)C) = det(A — AI).

Prema tome, C~'AC i A imaju isti karakteristi¢ni polinom odakle sledi da
imaju isti spektar.

(5) Karakteristiéni polinom p(A) je isti za matrice C"'AC i A, pa su i reSenja (ka-
rakteristi¢ni brojevi) p(A) = 0 karakteristi¢ne jednacine ista. Zna¢i C~'AC i
A imaji isti algebarski multiplicitet. S duge strane geometrijski multiplicitet
od A, kada se posmatra kao karakteristi¢an broj C"'AC i A je isti, jer je

rang (C”'AC — AI) = rang (A — AI).
(6) Ako je Ax = Ax, onda je
Ax=Ax = (C'AC)C 'x=C'Ax=2C"'x,

odakle sledi da je C~'x karakteristi¢an vektor od C~'AC za karakteristi¢an
broj A.
Obrnuto, ako je C"'ACy = Ay, onda je

C!ACy=1y = ACy=CC 'ACy=A1Cy,

odakle sledi da je Cy karakteristi¢ni vektor od A koji odgovara broju A.
(7) Sledi kao posledica da C~'AC i A imaju isti karakteristi¢ni polinom p(A4).

m Primer 7.1 Matrica

ima karakteristi¢ni polinom
p(A)=A-1)(A=2)(A-3).
Ocigedno je da su karakteristi¢ni brojevi:

M=1, =2 A3=3,
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i prema tome razli¢iti. Njima odgovaraju sledeéi karakteristi¢ni vektori:

-1 0 -1
a=|-1 , Ay = 0 , a3 = 0 s
2 1 2
koji su linearano nezavisni.
Formirajmo matricu
-1 0 -1
Q=(|-1 0 O
2 1 2

¢ije su kolone karakteristi¢ni vektori matrice A.
Ona je regularna i ima inverznu matricu

0 -1 0
Q=2 o0 1
-1 1 0
Onda je
0 -1 0\ /1 2 0\ /-1 0 —1 300
Q'AQ=(2 o 1|]l0 3 ofJ|l-1 0 O]=]02 0],
-1 1 0/ \2 -4 2 2 1 2 00 1

i rezultujuca dijagonalna matrica je

300
D=|0 2
0 01

N Matricu Q moZemo formirati od karakteristi¢nih vektora matrice A
raznim redosledom. Uvek se dobija dijagonalna matrica istih karak-
teristicnih brojeva matrice A, Ciji redosled na dijagonali zavisi od
redosleda vektor kolana matrice Q.

Medutim, matrice jednakih karakteristi¢nih polinoma ne moraju biti sli¢ne. Tako,

na primer,
11 . 1 0
A‘(o 1) ! B_I_<0 1)’

Matrice
imaju isti karakteristi¢ni polinom

p(A)=1-22+21%=(1-2)%
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Pretpostavimo da su slicne. Onda, po definiciji, postoji nesingularna matrica C takva
da je A = C"!'BC. U nagem primeru sledi da je

A=C'BC=C'Ic=C"'C=1L

Kontradikcija. Znaci da naSa pretpostavka nije tacna i da, prema tome, ne postoji
nesingularna matrica C za koju je A = C~'BC. Kratko re¢eno, matrice A i B nisu
sli¢ne.

Lema 7.2.5 A*iD*, za bilo koji prirodan broj k, imaju istu sli¢nu transformaciju
kao AiD.

Dokaz
Sledi iz
D' = (ST'AS)" = (S7'AS) (S'AS) - (S'AS) =S 'A’S.

k

Posledica 7.2.6 Stepen od D lako se racuna, jer je

AF 0 -0
k
0 0 A .0
S 0
0 0 ... AF
Onda se iz D¥ lako izratunava
A¥=SDfS!.

To je jedna od glavnih prednosti koja se koristi pri slicnim transformacijama.

Teorema 7.2.7 Neka je matrica A reda n sli¢na matrici B istog reda. Ako je
n—1 )
fA)=Bo+BiA+....BA" " = Z BiA',
i=0

gde su By, B1, ..., Bu—1 € F onda je

f(C'AC)=C'f(A)C.




7.3

7.3 Ortogonalne matrice 163

Drugacije reCeno, ako je B sli¢no sa A, onda je f(B) sli¢no sa f(A).

Dokazati!
Kao posledica ove teoreme sledi da je f(A) = 0, akko je f(B) =0.

= Primer 7.2 Neka je
f(A) :ﬂol—i—ﬁ]AJf—..._’_Bﬂ_lAn*l?

gde su By, Bi,...,By,_1 € F. Neka je ST'AS = D. Onda je S~ f(A)S = f(D).
Dokazati. .

Ortogonalne matrice

| Definicija 7.3.1 Kvadratna matrica Q je ortogonalna ako je Q7 = Q.

Stav 1 Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

Q'=Q"'

QQ"=Q"Q=1L

Vektori kolone matrice Q formiraju ortonormiranu bazu R”,

Vektori vrste matrice Q formiraju ortonormiranu bazu R”,

Linearna transformacija Q : R" — R” ouvava normu bilo kog vektora x € R",
g. Qx| = [x].

6. Linearna transformacija Q : R” — R”" oCuvava rastojanje izmedu bilo koja
dva vektora x, y € R", tj.

1Qx —Qy|l =[x -yl

7. Linearna transformacija Q : R” — R” oCuvava skalarni proizvod izmedu bilo
koja dva vektora x, y € R”, tj.

MY

(Qx-Qy) =x'y.
Dokaz
2. 1z1. = 2. trivijalno.
3.1z2. = 3.
Pisemo Q = (qi,q2,...,q,), gde suq;, i = 1,...,n linearno nezavisni vektori
kolone. Onda je
T
o
of — q;
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Prema tacki 2. je

qi Q;QI qiqz qiqn

q> a1 992 .- 9 qx
1=Q"Q=| . |(a, @ - @)= " L

q; adq qfq ... qlq,
= (qf qj) = (ai-q;) = (&),

odakle sledi
qi-q; = 6;j.

4. Na isti nacin kao za tacku 3.
5.1z2. = S.
Prema 2. QQ’ = L. Takode je za bilo koji vektor x € R",

1Qx* = (Qx)- (Qx) =x- Q" Qx =x-x = [|x]|*.

Prema tome je ||Qx|| = ||x]|, za svako x € R".
6. 1z5. = 6.Zabilo koja dva vektora x,y € R”, iz 5. sledi da je

lQ(x—y)|* = [|Qx—Qy|* = [Ix— I,
ili
1Qx—Qy|| = [x—y].
7. 1z2. = 7.Zabilo koja dva vektora x,y € R" je

(Qx)-(Qy) = (Qy)- (Qx) =x- (Q"Q)y =x-y.

Stav 2 Ako je Q ortogonalno onda je det(Q) = +1.

Dokaz

Sledi neposredno iz tacke 2.

Definicija 7.3.2 Za matricu Q kaZe se da je svojstvena ortogonalna matrica
ako je det(Q) = 1, a nesvojstvena ako je det(Q) = —1.

Stav 3 Modul karakteristi¢nih brojeva ortogonalne matrice Q je 1.
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Dokaz
Prema tacki 2. QQ7 = I. Takode je za bilo koji vektor x € R”,

1Qx|[* = [|x||*.
S druge strane, za karakteristi¢ni vektor x karakteristi¢nog broja A biée
Qx=2Ax = [|Qx|*=[Ax|*=[A*|x|?.
Iz ove dve jednakosti sledi da je
IxI? = AP x]* = AP =1

tj. modul bilo kog karaktristicnog broja ortogonalne matrice je 1. Prema tome,
karakteristiéni brojevi ortogonalne matrice mogu biti samo: 1, -1, ¢ i e~

Posledica 7.3.1 Karakteristi¢ni brojevi ortogonalne matrice Q, koji nisu realni,
po paru su konjugovano kompleksni, ¢iji je prozvod 1.

Dokaz

Sledi iz stava da je karakteristi¢ni polinom p(A4) ortogonalne matrice Q realan
polinom n-tog stepena

p(A) =det(Q—AT) :H(l —A) =A"—L A" (=),
i=1
pri cemu je
L= ) Aiy Ay -+ A = £1.

1<ii<ip <<y <iy

Navodimo neke opste (jednostavne ali vazne) stavove koji vaze za ortogonalne
matrice.

Stav 4 Inverzna matrica ortogonalne matrice je ortogonalna matrica.

Dokaz
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Stav 5 Za bilo koju ortogonalnu matricu Q je
_I\T -1
Q") =(@") .

drugacije receno, transponovana inverzna ortogonalna matrica jednaka je svojoj
inverznoj transponovanoj matrici.

Dokaz

S jedne strane je

Q'=Q"' = Q=(Q)".
S druge strane je

Q'=Q" = Q=(") "

Iz ove dve jednakosti sledi

@ =@ "

Iz stava 5 sledi sledeci

Stav 6 Transponovana matrica ortogonalne matrice je ortogonalna matrica.

Dokaz
Q=Q! = @)'=@") =@Q)".

Stav 7 Matrica proizvoda ortogonalnih matrica je takode ortogonalna matrica.

Dokaz

Dovoljno je da posmatramao dve proizvoljne ortogonalane matrice Q i R, tj. matrice
za koje je
Q"=Q! i RT=R"
Onda je
(RQ)T —Q'R"=Q 'R"'= (RQ)A '

U primeni je od posebnog interesa svojstvena ortogonalna matrica Q u R".
Iz identiteta

Q" (Q-N=(1-Q")=-(Q-1",
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sledi da je
det(Q—1I)=0,

za neparno 7.
Podsetimo se da svojstvena ortogonalna matrica Q u R” ima karakteristi¢ni broj
jednak 1. Obelezimo njemu odgovarajuci karakteristi¢ni vektor sa p. Onda je

Qp=p=Q’p. (7.1)

Posledica 7.3.2 Svakoj svojstvenoj ortogonalnoj matrici u R? odgovara osa
rotacije definisana vektorom p.

Stav 8 — Rodrigov!. Za bilo koju svojstvenu ortogonalnu matricu rotacije Q u
R3 je
Q=1I+sin@W- (1 —cosp)W?, (7.2)

gde je W antisimetricna matrica, a ¢ ugao rotacije oko ose rotacije definisane
karakteristi¢nim vektorom p.
Dokaz

Neka su p, q i r ortonormirani sistem vektora koji defini§e bazu u R3. Onda je

Qp=p

Qq=ap+Bq+yr, ?+p*+v =1
Tada je
pQq=0=qQ'p=qp=0,

paje
Qq=fq+yr i B+y =1L

Pogodno je uvesti oznake
B=sing i y=coso.

Onda je
Qq=sinpq+cosor.
Ocigledno je da ¢ predstavlja rotaciju vektora q oko ose rotacije definisane

jedini¢nim vektorom p u ravni upravnoj na p. Na slican nacin se pokazuje da je

Qr = —sinpq+cosor.

TRodrigues
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Formirajmo izraze:

Qp@p=p®p,
Qq®q=cospq®q+sinprxq,
Qr®r=—sin@qr+cosPrr,

i saberimo ih. Onda je

Q(PRP+qRqQ+rRr)=pRp+sing (req—qer)+

7.3
+cos@ (QRq+rar). =

Znamo da je
PRIP+qRq+rer=L

Takode je evidentno da je tenzor
W=r®q—qQ®r,
antisimetri¢an i da je
W?=—qeq-ror=—-I+pop.

Smenom ovih izraza u prethodnoj jednacini (7.3), posle jednostavnog grupisanja
odgovarajucih ¢lanova dobijamo

Q=1I+sin@W+(1—cosg)W?.
Drugi oblik Rodrigove formule se dobija kada se pomnoZi sa x € R3. Onda je
% = Qx = X+ sin @ Wx + (1 — cos @) Wx.
Kako je

Wx=pxx i
W2x =W (Wx) =W (pxx)=px (pxXx),

onda smenom ovih izraza u prethodnoj jednacini dobijamao standarani oblik Rodri-
gove formule

X=x+sin@(p xx)+ (1 —cos@)p x (p X x).

Od interesa su sledeée ortogonalne matrice.
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Stav 9 Martica refleksije u odnosu na ravan definisanu vektorom p je

Q=1-2p®p.
Dokaz
U tom slucaju je
QP =D
Qq=q,
Qr=r.

Analogno prethodnom slucaju, onda je

Q=-pRp+qRq+rRr=I1-2pRp.

Stav 10 Matrica rotacije u odnosu na centar simetrije je

Q=-1

Dokaz

U tom slu¢aju je Qx = —x, za svako x € R?, odakle sledi da mora biti Q = —I.

Teorema o polarnoj dekompoziciji

Teorema 7.3.3 Svaka regularna matrica treCeg reda A moZe biti predstavljena
jednoznacno u obliku

A =QU=VQ, (7.4)

gde je Q ortogonalna matrica, a U i1 V pozitivno definitne simetri¢ne matrice.

Dokaz

Kako je Av-Av = vAT-Av > 0 za svako v # 0i (ATA)? = AT A sledi da je ATA
pozitivno definitna i simetri¢na matrica. Tada je i U definisana kao njen kvadratni
koren, tj.

U= (ATA)!/? (7.5)



170 Glava 7. Dijagonalizacija

takode simetri¢na i pozitivno definitna matrica. Ako sa Q definiSemo matricu
Q=AU (7.6)
onda je

QQ' =AU (AU =AU 'UT'AT =A(U*)'AT =
=AA NATHTAT =1,

tj. tako definisano Q je ortogonalna matrica. Iz (7.5) i (7.6) se vididasu Ui Q u
potpunosti odredene preko polazne matrice A.

Da je QU jednoznac¢na desna dekompozicija matrice A pokazujemo na sledeci
nadin. Pretpostavimo da se A moZe takode izraziti u obliku QU, gde je Q ortogonal-
na, a U simetri¢na i pozitivno definitna. Tada je QU = QU. Transponovanjem ovog
izraza dobijamo UQ” = UQT i

U2 = UQTUQ = UQTUQ = U”,

odakle sledi da je U= U, jer AT A ima samo jedan pozitivno definitan simetri¢an
koren, 1 -
Q=AU '=AU'=Q.

Na sli¢an nacin se moZe pokazati da je leva dekompozicije
A =VR,

jednoznacna, gde je
V= (AAT)12,

simetricna i pozitivno definitna matrica, a
R=VA,

ortogonalna matrica.
Preostalo je da se dokaze da je Q = R. S obzirom na ortogonalnost R i pozitivnu
definitnost V bice

A =QU = (RR")VR=R(R"VR) = R{(V'/?R)” (V!/?R)"}.

Prema tome QU i R(R” VR) su alternativne leve dekompozicije matrice A. Ali, s
obzirom na jednoznacnost te dekompozicije (koju smo dokazali), sledi da je Q = R
i

U=R"VR=Q'VQ. (7.7)
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N Napomenimo da je det(Q) = 1, ili det(Q) = —1 u zavisnosti od toga
da li je det(A) pozitivna ili negativna.

1z (7.7) se lako moZe pokazati da su karakteristi¢ne vrednosti matrica U1V iste,
dok su njihovi karakteristi¢ni vektori u; i v;, redom, povezani relacijom

v, = Qu;.

Dekompozicija (7.4) se naziva polarna zbog analogije sa polarnom reprezenta-
cijom kompleksnog broja

I=re .

Poteg r je pozitivan realan broj i predstavlja modul broja z. Analogno tome V (ili U)
je pozitivno definitna matrica (realnih karakteristicnih vrednosti) i odreduje normu
matrice A.

Veli¢ina ¢'® je kompleksan broj na jedini¢nom krugu rotiran u odnosu na realnu
osu za ugao 6, dok ortogonalna matrica Q odreduje rotaciju u [E3 oko neke ose.

Dijagonalizacija
Definicija 7.4.1 Kvadratna matrica se moZe dijagonalizovati ako je sli¢na
dijagonalnoj matrici.

Teorema 7.4.1 Matrica A reda n se moZe dijagonalizovati akko ima n linearno
nezavisnih karakteristi¢nih vektora.

Dokaz

Ako se A moZe dijagonalizovati onda postoji regularna matrica P, tako da je matrica
D = P~ AP dijagonalna. Nekaje P= (p; p; - --p,) i D = diag(;,42,...,4,). Onda

]e
A4 0 0 0
0 % 0 0
PD=(pip2-P) | 02 0 = (Mp1 A2p2 - AuPn)-
0 0 0 A,

Kako je AP = PD, jer je D = P~ AP, onda je

AP=A(pip2---pPn) = (Ap1Ap: ---Ap,) = (Aip1 A2P2 - - AuP).

Prema tome je
Api:)'ipi, i:1,2,...,n.
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Kako je matrica P, po pretpostavci regularna, onda su karakteristi¢ni vektori p; od
karakteristi¢nih brojeva A; linearno nezavisni.

Obrnuto, neka matrica A ima n linearno nezavisnih karakteristicnih vektora
P1,P2,---,Pn Koji odgovaraju karakteristi¢cnim brojevima A, A;, ..., A, redom (ne
moraju da budu razli¢iti). Onda je

Api:/lipi, i:1,2,...,n.
Neka je P = (p; p2 - - - pn)- Onda je

AP =A(pip2---pu) = (Ap1ApP2 ---Ap,) = (Aip1 A2p2 - Aupy) =

A 0 0 0
B 0 % 0 0|
=(pi1p2---Pn) 0 0 A4 0 =PD.
0 0 0 2

n

Drugacije re¢eno, matricu A reda n je moguce dijagonalizovati nesingularnom
matricom P reda n akko su kolone matrice P linearno nezavisni karakteristi¢ni
vektori od A.

Posledica 7.4.2 Matrica A reda n se moze dijagonalizovati akko je zbir geo-
metrijskih multipliciteta karakteristicnih vektorai od A jedak 7.

m Primer 7.3 Pokazati da se matrica

1 -1 -1
A= 1 3 1
-3 1 -1
moze dijagonalizovati. "
Resenje
Karakteristi¢na jednacina
1-1 -1 —1
’A—;LI‘: 1 3—-1 1 =0 = A=2,4=-21=3.

-3 1 —1-2
Karakteristi¢ni vektori
1-4 -1 —1 X1
(A—AL)x = 1 3—14 1 xy | =0.
-3 1 —1-A X3
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-1 1
LM=2 = p=|0], L=-—2 = p=|-1], =3
1 4
—1
= P3 = 1
1.
-1 1 -1 2 0 0
P=(p,pp3)=| 0 -1 1], P!AP=|0 -2 0
1 4 1 0 0 3
N Ako je
1 -1 -1 2.0 0
P=(pypi.p3)=|—-1 0 1|, ondaje P'AP=| 0 2 0
4 1 1 0 0 3

Iz ovog primera se vidi da je dijagonalizacija odredena do na redosled
karakteristi¢nih vektora.

= Primer 7.4 Matrica

se ne moze dijagonalizovati.
Karakteristi¢na jednacina

1-2 2

|A_M’:‘ 0 1-4

‘:1—12:0 = A=1

. : e 1
Postoji samo jedan karakteristi¢ni vektor, npr. p; = < 0). "

Sledeci primeri znatno doprinose ilustraciji problema dijagonalizacije matrice
A.

m Primer 7.5 Karakteristi¢ni polinom matrice
-2 4
=(0)

je
p(A)=det(A—Al) =A*+ 1 —6= (A —2)(A +3).
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Njegove karakteristi¢ne vrednosti su A; = 2 i A, = —3. Za nalaZenje karakteristi¢nih
vektora x; = (§1,&,) za A; potrebno je da resimo jenacinu (A — A1) x; = 0, ili

(A (E)-

Ona se svodi na dve linearne jedaline —4&; +4&, =01 & — & =0, Cije je reSenje
&1 = &. Prema tome, svaki x; = (£,§), E— # 0, je karakteristiCan vektor od A.

Pogodno je, nije obavezno, izabrati £ = 1 kada je (1,1).

Na sli¢an nacin se moze odrediti karakteristi¢ni vektor x, za A, = —3, koji glasi
Xy = (4, —1 ) .

Formirajmo matricu

1 njoj invreznu matricu
S _ 0,2 0,8
0,2 —-0,2/)°

Onda je dijagonalna matrica data sa
A0 2 0
D — 1A 1
S S <0 lz) <0 —3> '

Opstije, ako je algebarski multiplicitet karakteristicnog broja kvadratne ma-
trice A jednak njegovom geometrijskom multiplicitetu, onda se matrica A moze
dijagonalizovati. U tom clju navodimo sledeci primer.

m Primer 7.6 Neka je

1 3 =2
A=[0 4 =2
03 —1

Istim postupkom kao u prethodnom primeru dobijamo da je karakteristi¢ni polinom
matrice A dat sa

p(A) =det(A—AI) = (1-1)*2—A).

Onda su A; = 11 A, = 2 karakteristi¢ni brojevi od A. Algebarski multiplicitet A; je
dva. Njemu odgovarajuéi karakteristi¢ni vektori su (1,2,3) i (1,0,0). Karakteristi¢ni
vektor od A, =2je (1,1,1).

Formirajmo
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1 odredimo
0 —1 1
St=[1 -2 1
0 -3 -2
Onda je
1 00
D=S'AS=(0 1 0
0 0 2

U ovom primeru se vidi da je geometrijski multiciplitet od R, jednak algebar-
skom multiplicitetu od A;.

U tom slucaju mogli smo dijagonalizovati matricu A. Medutim, kada je alge-
barski multiplicitet jednog ili viSe karakateristi¢nih brojeva vec¢i od jedan, onda
nije uvek moguée matricu predstaviti u dijagonalnom obliku. Drugacije re€eno, ako
kvadratna matrica ima ponovljne karakteristicne brojeve, onda je nije uvek moguce
dijagonalizovati.

Slede¢i primer pokazuje da su algebarski i geometrijski multiplicite karakteri-
sti¢nog broja razliciti. U tom slucaju ne moZemo dijagonalizovati matricu.

» Primer 7.7 Neka je
21 =2
A=10 2 -1
0 0 1

Njena karakteristi¢na jednacina je
p(A)=det(A—AD)=(1-21)(2—-1)*=0,

Ciji su karakteristi¢ni brojevi A; = 1 i A, = 2. Algebarski multiplicitet od A, je dva.
Karakteristi¢ni vektor koji odgovara A; je x; = (1,1, 1). Karakteristi¢ni vektor od
A je x; = (£,0,0), & # 0 i dimR,, = 1. Prema tome, ne moZemo da obrazuje-
mo bazu prostora R? od karakteristi¢nih vektora matrice A. Znaéi A se ne moze
dijagonalizovati. "

Ortogonaina dijagonalizacija

Definicija 7.5.1 Realna matrica A reda n je ortogonalno dijagonalizovana
ako je A = PDP7, gde je P ortogonalna matrica i D dijagonana matrica.

Teorema 7.5.1 Realna matrica A reda n je ortogonalno dijagonalizibilna akko
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je simetri¢na.

Dokaz

Ako je A = PDP7, gde je P ortogonalna matrica i D dijagonalna matrica, onda je

AT =PD'PT = PDP! = A.

Obrnuto, neka je AT = A. Onda postoji ortonormalan skup {vi,vs,...,v,}
karakteristi¢nih vektora od A, tj. Av; = A;v; zai = 1,2,. .., n. Defini§imo ortogonalnu
matricu P = [v,v,,...,v,] i dijagonalnu matricu D = (4;,4,,...,4,). Onda je

AP = [AVl,AVQ,...,AVn] = [k]Vl,Asz,...,ann] =PD.

Posledica 7.5.2 Na mestu je da se istakne znacaj i uloga jedini¢nog tenzora

1= n;,®n;,

-

I
—_

gde su n; ortonormirani vektori.
Jedan od najkracih dokaza dekompozicije reanog simetricnog tenzora A se
izvodi primeno jedini¢nog tenzora I. Poznato je da uvek za takav tenzor vazi

Al‘ll‘:)tilli, lZl,Z,...,ﬂ,

gde su A; karakteristi¢ni brojevi, a n; njima odgovarajuci ortonormirani vektori.

Lema 2

Svaki realni simetri¢ni tenzor A moZe da se predstavi u obliku

n
A= Z An; @n;.
i=1

Dokaz
Onda je
A :AI:AZn,@nI- =
i—1

1

n n
All,' XNn; = )L,-ni ®n;.
=1 =1

l

1
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Sledi opsti primer.

» Primer 7.8 Neka je T bilo koji realan tenzor. Onda je

n
T=TI=T) non; =
o .

1= 1

n n
Tn; ®n; = ZS,‘@H,-,
=1 i=1
gde je S; = Tn;. Uocimo da ova dekompozicija nije jedinstvena, jer zavisi od izbora
predstavljanja jedini¢nog tenzora I, tj. ortonormiranog sistema vektora n;. "

Postupak dijagonalizacije simetricne matrice

Simetri¢na matrica A reda n, AT = A, ima bar jedan karakteristi¢an broj, jer na
osnovu Fundamentakne teoreme linearne algebre, karakteristi¢na jednacina mora
imati bar jedan koren.

Teorema 7.6.1 Karakteristi¢ni brojevi simetri¢ne matrice su realni.

Dokaz

Prema uslovu teoreme je A = A = AT Onda iz karakteristi¢ne jednacine

Av=Av sledidaje AV=Av=A¥V.

Onda je B
Av-V=(AV)-V=v- ATy =v.AV = Av-¥.

Prema tome je A = A € R.

Teorema 7.6.2 Karakteristi¢ni vektori realne simetri¢ne matrice, koji odgova-
raju razli¢itim karakteristicnim brojevim, su ortogonalni.

Dokaz
Neka je Av = Av, Au=pui i —u # 0, onda je

puv=Auv=uwAlv=uwAv=2Auv =
= A—-puv=0 = uwv=0.
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Teorema 7.6.3 Svaka realna simetri¢na matrica se moZe ortogonalno dijagona-
lizovati.
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Dokaz

Neka je A realna simetri¢na matrica reda n i neka su A1, A5, ..., A razli¢iti k karak-
teristicni brojeva, ¢iji su algebarski multipliciteti m;, i = 1,2,. .. k, redom.

Kako je A; karakteristi¢ni broj od A, onda postoji jedini¢ni vektor v, takav da
je Av; = Ajvy. Obelezimo sa V) jednodimenzionalni potprostor prostora R” koji
odgovara vektoru vy, a sa V,,_ potprostor od n — 1 dimenzija koji ¢ine vektori u R",
a koji su ortogonalni na v;. Ondaje R" =V, PV,,_;.

Neka je w € V,,_1. Tada je vi-w =0, pa je

vi-Aw =w-ATv; = w-Av| = 4, v;-w = 0.

Znaci, i Aw € V,,_ . Prema tome A je linearni operator koji preslikava V,,_; u V,,_;.

Neka je wy, ..., w, sistem baznih vektora od V,,_;. Onda je v;,w»,...,w, baza
od R”. U odnosu na tu bazu matrica A ima reprezentaciju
A0
A= (a;) = <0 B> ) (7.8)

gdeje ail = V1~AV1 = A,1V1-V1 = 7(,1 ia12 =day = V1’AW2 = WZ'AV1 = l]Wg-Vl =0.
Matrica B = (bgp) je simetricna, jer je bypg = bgy = Wa-AWg, &, =2,3,... ..
Onda je
det(A) = A, det(B).

Kako je A; za tako definisanu matricu A ponovo karakteristi¢ni broj sledi da je on
takode i karakteristi¢ni broj simetri¢ne matrice B. Znaci da postoji jedini¢ni vektor
vy €V, takav da je Bv, = A;v;. Obelezimo sa W, dvodimezionalni potprostor od
R" koji razapinju vektori v; i v,, a sa W,_, potprostor dimenzije n — 2 koji formiraju
vektori u R”, a koji su upravni na potprostor W,. Onda je R" = W, @ W, _,. Neka je
Z3,W4, ..., W, sistem baznih vektora od W,_,. Onda je vy, Vv>,23, W4, ..., W, baza od
R" u odnosu na koji je

M 0 0
A=[0 A 0], det(A)=Adet{C},
0 0 C

gde je simetri¢na matrica C = (cj ), cay = 23 - Azy. Nastavljajuci ovaj postupak
mj puta nalazimo m; linearno nezavisnih vektora koji odgovaraju karakteristicnom

broju A; ¢iji je algebarski multiplicitet m;. Prema tome, u slu¢aju

n=mp+my~+---+my,
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ponavljajuéi ovaj postupak za svako m;, i = 1,2, ...k, dobijamo »n linearno nezavi-
snih karakteristi¢nih vektora koji formiraju bazu od R” u odnosu na koju je matrica
A dijagonalna, a ¢iji su elementi na glavnoj dijagonali njeni karakteristi¢ni broje-
vi. Time je ujedno pokazano da uvek postoji ortonormirani sistem vektora koji su
karakteristi¢ni vektori simetricne realne matrice A koji ¢ine bazu prostora R”.

Teorema 7.6.4 Simetri¢na matrica A reda n je pozitivno definitna akko su njeni
karakteristi¢ni brojevi pozitivni.

Dokaz

Ako je A pozitivno definitno i A njen karakteristiCan broj, onda je za bilo koji
karakteristi¢an vektor x koji odgovara A

Ax=Ax = xAx=Aixx=1|x|?

paje
‘A
A=22%10.

12

Obrnuto, pretpostavimo da su svi karakteristi¢ni brojevi od A pozitivni.
Neka je {xi,X2,...,X,} skup ortonormiranih karakteristicnih vektora od A.
Onda za bilo koji vektor x € R” moZemo pisati

n
x:Zcixi = |x|*= Zc >0,
i=1

gdejeci=xX;,i=1,2,...,n. Tada je

cjcihiXjX; = Z%‘C? > (max ;) [[x[|* > 0.
1 i=1

S

nM:

I

Prema tome, matrica A je pozitivno definitna. (Pri ovom izvodenju imali smo u vidu
daje AX,‘ = 7LiXi i X X; = 5ji-)
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Simultana dijagonalizacija

Definicija 7.6.1 Za dve kvadratne matrice A i B istog reda kaZe se da su
simultano dijagonalizovane ako postoji neka nesingularna matrica R koja ih
dijagonalizuje.

Teorema 7.6.5 Simultano dijagonalizovane matrice A i B, su komutativne, tj.
AB =BA.

Dokaz
Ako su matrice A i B dijagonalizovane matricom R tada je, po definiciji,
R'AR=D, = A=RD4R,
R'BR=D; = B=RDzR,
paje
AB= (RD4R") (RDsR ') =RDsDzR' =RDzD,R ',
jerje D4Dg =DgDy4. Onda je

AB=RD3ID,R ' (RD;R ') (RD4,R') =BA.

Uocimo da obrnuto, u opStem slucaju, ne vazi.
Kontra primer. Identi¢na matrica I je komutativna sa svakom matricom istog
reda. Tako je
Al =1A,

-3

Medutim, videli smo da se matrica A ne moZe dijagonalizovati, pa prema tome A i [
se ne mogu simultano dijagonalizovati.

Slucaj kada su dve matrice komutativne zasluZuje posebnu paznju.

Neka je AB=BA i Ax = Ax. Onda je

gde je

A(Bx) =BAx = ABx.

Znaci, ako je x karakteristiCan vektor matrice A koji odgovara karakteristicnom
broju A, onda je i Bx njegov karakteristi¢ni vektor od A. Kako su karakteristi¢ni
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vektori odredeni do na skalarni proizvod onda je
Bx = ux.

Prema tome, matricama A i B odgovaraju isti karakteristi¢ni vektori.

Ako su karakteristi¢ni brojevi od A razliditi, onda njima odgovaraju linearno
nezavisni karakteristi¢ni vektori koji rastezu prostor R*. U tom slu¢aju matrica
R, ¢iji su vektori kolone karakteristi¢ni vektori matrice A, odreduje matricu koja
simultano dijagonalizuje matrice A i B. (Vidi Teoremu 7.6.5, na str. 181).

U slucaju kada svi karakteristicni brojevi matrice A nisu razli¢iti postupak
se svodi na nalaZenja linearno nezavisnih karakteristi¢nih vektora koji definiSu
zajednic¢ku bazu koja rasteZze R". Primera radi, jedini¢na matrica I reda n ima samo
karakteristi¢ni broj A = 1 ¢&iji je algebarski multiplicitet jedan n.

Svaki vektor u R" je karakteristi¢ni vektor od I. Prema tome, svaki sistem od
n linearno nezavisnih vektora definise bazu karakteristicnih vektora od Iu R". S
duge strane matrica I je komutativana sa svakom matricom A reda n. Moguce je
da i matrica A ima karakteristi¢ne vektora koji nisu svi razli¢iti. Onda se, od svih
mogudih baza linearno nezavisnih karakteristicnih vektora matrice A, traZi ona baza
koja je zajednicka za Ii A.

Primer koji navodimo daje nam ilustraciju postupka nalaZenja takve zajednicke
baze u odnosu na koju se takve komutativne matrice simultano dijagonalizuju.

Matrice

0 0 2 4 4
A=10 1 0 i B=|-1 5 1
-1 0 3 -2 2 6

su komutativne. Njihovi karakteristi¢ni polinomi su:

pad)=A—-1)*(A-2), pp(u)=(n—4)>*(n-3).

U oba slucaja geometrijski multipliciteti odgovaraju algebarskim multipliciteti-
ma.

Matrici A odgovaraju sledeci karakteristi¢ni prostori odredeni karakteristicnim
vektorima

0\ /2 1

A ={(1], (o]}, EBm@ay=|o0],
0 1 1
1 1 4

E® =S (1], (o]}, E®=1
o/ \u 2

Nas zadatak je da nademo bazu zajednickih karakteristiCnih vektora; drugacije
reCeno da nademo vektore koji su u karakteristicnim prostorima matrica A i B.
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Evidentno je da su to vektori

Bs; = 4s = s =11 , Bs;=4s, = s=1{0 ,
1 1
4
Bs;=3s3 = s3=1|1
2

Onda je matrica

, det(S)=1,

o= A

2 1
S=[sis2s3)=(1 0
1 1

ona koja komutativne matrice A i B simultano dijagonalizuje. Konkretno,

4 0 0
S'ABS={0 8 0
00 3

Ovi vektori su linearno nezavisni i &ine bazu R> karakteristi¢nih vektora matrica A i
B u odnosu na koju se matrice A i B simultano dijagonalizuju.

= Primer 7.9 Matrice

1 2 0 4 -3 0
A=10 3 0 i B=]0 1 0],
2 —4 2 -2 6 3
su komutativne i matrica
-1 0 -1
Q=|-1 0 0],
2 1 2
ih simultano dijagonalizuje.
Zaista,
4 -1 0
AB=BA=|0 3 0
4 2 6
Onda je
-1 0 -1 0 -1 0 4 -3 0 -1 0 -1
Q'BQ=(-1 0 o0 2 0 1|fo 1 o]|{-1 0 0=
2 1 2 -1 1 0 -2 6 3 2 1 2
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Odavde se vidi da su u; = 1, gy = 3 i u3 = 4 karakteristi¢ni brojevi matrice B. =

Poseban slu¢aj je simultana dijagonalizacija simetri¢nih matrica A i B, A = AT
iB=B".
Za njih vazi sledeca

Teorema 7.6.6 Neka su realne komutativne matrice A i B ranga n simetri¢ne.
Onda se one mogu ortogonalno simultano dijagonalizovati.

Dokaz

Zasniva se na slede¢im dokazanim stavovima:

1. Poznato je da se svaka od njih moZe ortogonalno dijagonalizovati, pri ¢emu
ortogonalne matrice koje ih dijagonalizuju, ¢ine njihovi ortonormirani karak-
teristiéni vektori. Ovi vektori ¢ine baze prostora R".

2. Njihovi odgovarajuéi karakteristicni vektori definiSu iste invarijantne prostore.
Znaci, uvek je moguce odrediti zajednicki ortonormirani sistem vektora koji
ih dijagonalizuje.

3. Konacno, iz uslova AB = BA sledi AB = BA = BTA” = (AB)7, tj. matrica
njihovog proizvoda je simetri¢na, §to nam obezbeduje njenu ortogonalnu
dijagonalizaciju.

= Primer 7.10 U slucaju kada je B = AT onda je AAT = AT A. Takva matrica
(normalna matrica) A se uvek moze svesti na dijagonalan oblik - dijgonalizovati. m

7.6.2 Specijalan slucaj

Od interesa je simultana dijagonalizacija koju iskazuje sledeéa

Teorema 7.6.7 Neka su A i B realane simetri¢ne matice istog reda i neka je A
pozitivno definitna. Onda postoji nesingularna matrica C, tako da je

CTAC =1 (7.9)

C'BC =D, gde je D dijagonalna matrica. (7.10)

Dokaz

Poznato je da se svaka realna simetri¢na matrica moze ortogonalno dijagonalizovati.
Prema tome je
A=Q'D,Q, (7.11)
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gde su Q i Dp ortogonalna i dijagonalna matrica, redom. Kako je A pozitivno
definitno onda su njene karakteristi¢ne vrednosti A;, koje su elemeti dijagonalne
matrice Dy, pozitivne, tj.

AL>0, i=1.2,...n,

(koje ne moraju biti medusobno razli¢ite). Onda postoje v/A; koji su elementi
simetricne matrice, recimo Dy, tako da je

D, =DD!. (7.12)
Iz (7.11)1(7.12) sledi da je A = QDlDlTQT. Uvedimo oznaku G = QD;. Onda je
A =GGT.
Kako je matrica G regularna sledi da je

G'AGT=1 ¢ T=(G"T. (7.13)

S duge strane, matrica
G 'BG’

je simetri¢na. Prema tome postoji ortogonalna matrica R takva da je
R'G'BG"R=D.
Neka je C" =R7G~!. Onda je
C’BC =D. (7.14)
Dalje, kako je RR” = R”R =1, (7.13) moZemo pisati u obliku
R’"G'AG "TR=R"IR=1
Imjuéi u vidu da je C* = RTG~! ova jedna¢ina konagno postaje

CTAC=1 (7.15)

Ortogonalna triangularizacija

Kada se matrica A ne moze dijagonalizovati tada trazimo njenu reprezentaciju
koja je najpribliZznija njenom dijagonalnom obliku.
Neka je A matrica reda n. Ako A nije simetri¢na, onda ne postoji ortogonalna
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matrica koja dijagonalizuje matricu A. Medutim, moZe postojati ortogonalna matrica
koja triangularizuje matricu A.

Neka je A matrica reda n Ciji razliciti karakteristi¢ni brojevi
imaju algebarski multiplicitet zbira jednak n. ObeleZimo sa d;,d>, . ..,d, njene
karakteristi¢ne brojeve (koji ne moraju biti razli¢iti). Onda postoji ortogonalna
matrica Q reda n tako da je

Q'AQ=T,

gde je T gornja trougaona matrica reda n, ¢iji su dijagonalni elemeti d,d>, ... ,d,.

Dokaz

Dokaz se izvodi matematickom indukcijom. Jasno je da ovo vazi za matricu reda 1.
Pretpostavimo da ovo vaZzi za svaku matricu reda n — 1, gde je n > 2, ¢iji razliciti
karakteristi¢ni brojevi imaju algebarski multiplicitet zbira jednak n» — 1. Onda je
dovoljno pokazati da se matrica A reda n, Ciji razliCiti karakteristicni brojevi imaju

algebarski multiplicitet zbira jednak n, moZe ortogonalno trijagonalizovati.

Neka je d; karakteristi¢an broj od A kome odgovara jedini¢ni karakteristi¢ni
vektor u. U prostoru R” uvek je moguée odrediti ortonormiranu matricu (u, V) reda
n. Onda je

(u, V)" A (u,V) = diag (‘3 ;l]?zg) .
Na osnovu Fundamentalne teoreme algebre algebarski multiplicitet karakteristicnih
brojeva od VT AV (koji ne moraju biti razli¢iti) ima zbir n — 1.

Na osnovu iste Teoreme karakteristi¢ni brojevi od VTAV su ds,...,d,. Preme
nasoj pretpostavci, onda postoji otogonalna matrica R tako da je R V' AVR = T,,
gde je T, matrica reda n — 1 gornja trouglasta matrica (vidi Poglavlje 7.7, str. 185)
¢iji su dijagonalni elementi dy, . .. ,d,.

Definisimo S = diag(1,R) i Q = (u,V)S. Tada je

S”S = diag(1,R"R) = diag(1,I,_;) = L,.

Onda je i Q = (u, V)8, kao proizvod dve ortogonalne matrice, ortogonalna matrica.
Prema tome je

T T T . 1 0 dl uAvV 1 0 .
Q AQ_S (U,V) A(U,V)S— (0 RT 0 VTAV 0 R/
_(di u’ AVR _(dq u’ AVR
“\0 RIVIAVR) (0 T. )
Odavde se vidi da je matrica, reda n, gornja trougaona matrica ¢iji su elementi na
glavnoj dijagonali dy,d>, ... ,d,.
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N Ova Teorema se moZe primeniti na bilo koju simetri¢nu matricu. U
tom slucaju matrica T, je dijagonalna.






8. Projektor

Posebnu klasu linearnih transformacija Cine projektori. Takve transformacije
su tesno povezane sa direktnim zbirom transformacija.

Definicija 8.0.1 Nekaje V =U ® W i neka je v =u+ w jedinstvena reprezen-
tacijaveV,gdejeuclUiweW.
Operator P, koji preslikava vektor v u vektor u naziva se projektor na U duz
W ako je
Pv=u.

Vazno je uociti da projektor P zavisiiod U i W.

Na primer, na slici 8.1 prikazan je vektor v u dvodimenzionalnom euklidskom
prostoru (V = E?). Njegova projekcija na U, potprostor koji definige x-osa, zavisi
od toga da li je drugi potprostor W definisan osom y ili j.

Teorema 8.0.1
i) Projektor P je linearni operator.

ii) R(P)=U,
i) NP) =w.
Dokaz

i) Neka je

v=u+w, uwuelU, weW,

vi=u+w;, welU,weWw



190 Glava 8. Projektor

Onda je
P(av+fv)) = au+ fu; = «Pu+ fPu; = aPv+ Py

za svako «, B € F. Prema tome P je linearni operator.

ii) Na osnovu definicije sledi da je SR(P) C U. Potrebno je pokazati da je U C
R(P). Nekajeu € U. Onda je Pu=1u, paje u € R(P). Znacidaje U C R(P).
Prema tome je R(P) = U.

iii) Neka je w € W. Onda je Pw = 0, pa je W C 91(P). S druge strane, ako je
v € N(P) onda je Pv=0. Kakojev=u+w, gdejeu € U i w € W, sledi da
jeu=0iveW.Prematome, W C 91(P). Znadi N(P) = W.

w

Slika 8.1: Projekcija vektora u na x duz Wi y'.

Teorema 8.0.2 Linearni operator P je projekcija akko je idempotentan, tj.
P> =P.

Dokaz

Neka je P projektor na U duZ W. Neka je v proizvoljan vektor u V. Onda je
Pv=u = P> v=Pu=u=Py

za svako v € V. Prema tome P? = P i P je idempotentan operator.
Obrnuto, neka je P idempotentan. Neka je U skup svih vektora u za koje je

Pu=u
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i W skup svih vektora w za koje je
Pw=0.

Ocigledno je da su U i W potprostori. Potrebno je pokazati da oni Cine ceo prostor
V.
Pretpostavimo da postoji vektor z € U NW. Onda je Pz = z, jer pripada U, i
Pz =0, pripada W. Prema tome, z=01i U NW = {0}. Znac¢i U i W su disjunktni.
Dalje. Neka je x € V proizvoljan vektor. Onda je

x=Px+(I-P)x.
Uvedimo oznake x; = Pxix; = (I—P)x. Onda je x; € U, jer je
Px; = P>x = Px =x;.

Takode je x, € W, jer je

Px; = (P—P?)x =Px—Px=0.
Znaci proizvoljan vektor x € V moZe da se predstavi u obliku

X=X1+Xy, X €U, xeW,
tj.

xeU+W.

Prematome V =U ®W.

Ekvivalentna teoremi 8.0.1 je teorema

Teorema 8.0.3 Linearna transformacija P je projetor akko je (I —P) projektor.

To znaci da ako je P projekcija na U duz W, onda je (I — P) projekcija na W
duz U. Takode vazi

RP)=NI-P) iobrnuto R(I—-P)=N(P).
Lema 8.0.4 Reprezentacijax € U ®W =V je jedinstvena.
Dokaz

Neka je

Xx=X1+X3, x€U, xxeW, x=y;+y2€U, y €U, y,eW
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Onda je
X|+X=y1+y2, = X —-yi=y—-X=0,

jerjex;—y1 €U, ya—x e WiUNW = {0}. Prema tome je X; =y; i X = Y2,
¢ime je lema dokazana.

Posledica reprezentacije projektora P> =P

Ocigledno je da vazi P(P —1I) = 0 za bilo koji projektor i da je njegov minimalni
polinom A (A — 1) = 0. Prema tome, karakteristicne vrednosti projektora P su 11 0.

SaZeto reCeno. Ako je V =U @& W 1 ako je P projetor na U duz W, onda on ima
karakteristi¢ne vredosti 1 i 0. Potprostor U je odreden karakteristi¢cnim vektorima ¢iji
je karaktecni broj 1, a potprostor W karakteristicnim vektorima &iji je karakteristicni
broj 0.

Vazno je uoCiti da dekompozicija V = R(P) @ DN(P) prostora V ne vazi za
proizvoljni linearni opreator T € L(V,V), jer u opstem sluc¢aju R(T) i N(T) ne
moraju biti disjunktni. Na primer, ako postoji neki vektor v € V takav da je Tv # 0
i takav da je T?v = 0 onda je Tv € RR(T) i Tv € 9(T), pa za takvo T ocigledno
PR(T) i N(T) nisu disjunkni.

= Primer 8.1
(0 1 > (0 0 (0
=(5 o) =0 o) =()

Neke operacije sa projektorima

Prethono razmatranje daje nam za pravo kori$éenje sledeée notacije:
P, je projektor na R(P;) = MR, duz N(P;) =Ny, a P, projektor na R, duz Ny.

Teorema 8.1.1 Zbir Py + P, je projektor akko je

PP, = P,P, = 0. (8.1)

U tom slucaju je Py + P, projektor na R; & R, duz 91 NN,.
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Dokaz

Ako je P + P, projektor, onda je (P; —|—P2)2 =P; +P,. Tada je

P+ P, = (P, +P,)* =P+ PP, + P,P, + P} =
=P+ PP, + PP + Py,

odakle sledi da je
PP, +P,P; =0.

MnoZenjem ovog izraza, prvo sa Py sa leve strane, a zatim sa P; sa desne strane,
dobijamo
PP, +P PP =0,

P,P,P, +P,P; =0.

Oduzimenjem ovih jednacina dobijamo
PP, —P,P; =0.
Kombinacijom ove jednacine sa P;P, +P,P; = 0 sledi da je
PP, =P,P; =0.
Obrnuto, neka vazi (8.1). Onda iz
(P; +Py)* =P + PP, + P,P| + Py,

sledi da je
(P1+P2)* =P +P,.

Prema tome, P = P; 4 P, je projektor.
Potrebno je dalje odrediti R(P) = 9 i M(P) = N projektora P =P +P».
Neka je

v=u+wW EV=REN, u Ry, w N

V=w+wW V=DM, weR);, w .

Ako je v € R tako da je Pv = v, onda je
v=Pv=(P;+P))v=Pv+Prv=u; +u,.

Znaci v € R se predstavlja kao zbir vekrora iz R i Rj.
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Obrnuto, neka je u; + uy zbir bilo koja dva vektora, gde je u; € R iup € Rs.
Onda je
u;+u; =P v+Pv= (P, +P;)v=Py,

tj.
u; +up € A.

Prema tome
R=NR+R,

Konacno, ako je v € R i v € Ry, tako da je
Piv=Pyv=yvy,

onda je
V= P1V = P1P2V = 0,

na osnovu prvog dela teoreme. Prema tome R i R, su disjunktni i
R =R BSRs.

Ostaje nam da pokazemo da je D(P) = M, skup vektora za koje je Pv =0 u 91; N Ny.
Ako je tako, onda je Pv = (P; +P,)v = 0ili P;v+P,v = 0. MnoZenjem sa P; i P,
dobijamo

P%V+P1P2V =Piv=0,

P2P1V +P%V = P2V = 0,

imajudéi u vidu da je P{P, = P,P; = 0. Znaci viu 0, i Ny, pa je, prema tome u
RISEARICH

Teorema 8.1.2 Razlika P = P; — P, je projektor akko je
PP, =P,P| =P,.

Tada je
R=RNMN, i N=9ENR,,

gde je R =R(P)iN=NP).
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Dokaz

P, — P, je projektor, prema Teoremi 8.0.3, akko je
I-(P—Py)

projektor. Ovaj izraz moZemo da napisemo u obliku zbira dva projektora

I-(P—P;)=(I1-P;)+P;.
Takode, na osnovu Teoreme 8.1.1, to ée biti akko je

P,(I-P))=(I1-P)P, =0,
odakle sledi da mora da vazi

PP, =P,P; =P;.
Potrebno je jos odrediti R(P) i 91(P). Pri tome znamo da je
R(P) = NA-P) = N(T-Py) +Py).

Onda, na osnovu Teoreme 8.1.1, sledi da je 93(P) odreden presekom 91(P;) i
‘ﬁ(I —P; ), tj.

%(P) = ‘)‘t(I = P]) N m(Pg) ili %(P) = %(Pl ) N m(Pz).
Na sli¢an nacin odredujemo 91(P). Onda je M(P) = R(I—P), ili
N(P) =R(P2) eN(Py),

Sto je trebalo dokazati.

Teorema 8.1.3 P = PP, je projektor akko je
PP, =P,P;.

Tada je
R(P) =RP)NRP) i NP)=N(P;)+NP2).
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Dokaz
Ako je P;P, = P,P; onda je
P =P,P,P,P, = P,P,P,P, = P,P3P, = P,P,P| = PP, = PP, =P.

Prema tome P je projektor.
Ostaje da se za projektor P odredi R(P) i 91(P).
Prvo odredimo 93(P). Neka je v € R(P). Onda je v=Pv i

P,v=P,Pv=PP,v=PPv=v,

tj. R(P) C %(P;). Na slican nacin se pokazuje da je R(P) C J3(P2). Znaci R(P) C
R(P2) NR(Py).
Obrnuto, ako je v u R(P;) i R(P»), onda je

Piv=v=Pyy,

pa je
V= P]V = P1P2V = Pv.
Znaci, R(Py) NR(P,) C R(P), pa je, prema tome
ﬁ)fi(P) = %(P] ) N m(Pz).

Drugo, ostaje nam da odredimo 91(P). Pretpostavimo da je v € 91(P). Onda je
Pv =PP,v =0, pa je P,v € 91(P; ). Na isti nacin se pokazuje da je P;v € 9U(P;).
Nadalje, koristimo identitet

V= P2V = (I — Pz)V,

koji tumacimo kao razlaganje vektora v na dve komponente.

Veé smo pokazali da ako je v € 91(P), onda je Pov € N(Py).

Takode, uvek je (I—P»)v € 91(P;). Prema tome, svaki vektor v € 91(P) moZzemo
rastaviti na zbir vektora iz 9(Py) i M(P).

Obrnuto, ako se vektor v moZe predstaviti u obliku

v=u+w, ucN(Py), weNP,),

onda je
Pv=PP,u+PP,w=P,Piu+PPw=0,

pa je prema tome v € DN(P). Znaci
NP) =NPy) +N(P2),

Sto je trebalo dokazati.
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8.2 Invarijantni potprostori

Definicija 8.2.1 Neka je T € L(V,V). Za linearni potprostor U, vektorskog
prostora V, se kaZe da je invarijantan (u odnosu na) pri linearnoj transformaciji
T, ako je Tn € U za svakou € U.

Lako je pokazati da su sledeci potprostori invarijantni za transformacu T:

H v,
i) 0,
iii) 9R(T),
iv) 9Y(T).

Postoji tesna veza izmedu invarijantnih potprostora i projektora.

Teorema 8.2.1 Linearni potprostor U, vektorskog prostora V, je invarijantan u
odnosu na T akko je
PTP = TP,

za svaki projektor P na U.
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Dokaz

Neka je U invarijantan za T. Neka je W bilo koji potprostor takodajeV =U @ W i
neka je P projektor na U duz W. Neka je v € V bilo koji vektor. Onda je

v=u+w, uwuelU, weW.
Na osnovu definicije projektora sledi da je
Pv=u
ida je U invarijantno za T, tako da je Tu € U. Onda je
PTPv = PTu = Tu = TPy,
za svako v € V, odakle sledi da je
PTP =TP.

Obrnuto, neka je PTP = TP za neki projektor P na U duz W, onda je U invarijantno
za'T.
Nekajeve U.Ondaje Pv=vi

PTv = PTPv — TPv = Tv.

Znaci Tv € U i prema tome U je invarijantno za T.

Teorema 8.2.2 Nekaje V =U @ W. Linearna transformacija T rastavlja prostor
V na invarijantne potprostore U i W akko je

TP = PT,

gde je P projektor na U duz W.

Dokaz
Uslov ”ako”. Neka je u bilo koji vektor iz U. Onda je
Tu = TPu = PTu.

Znaci Tua € U i U je invarijantno.
Ako je w bilo koji vektor iz W onda je

TPw = PTw = 0.

Znaci Tw € W i W je invarijantno.
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Uslov ” samo ako”: U i W su invarijantni za transformaciju T.
Kako je U invarijantno onda, na osnovu prethodne teoreme, sledi da je

PTP =TP.
Kako je I — P projektor na W duz U i W invarijantno onda je
(I-P)TI-P)=T(I-P).

Iz ovih jednacina dobija se
TP = PT,

Sto je trebalo dokazati.

Ortogonalni projektor

Definicija 8.3.1 Neka je V linearni prostor u kome je definisan unutra$nji
(skalarni) proizvod i neka je P projekcija. KaZzemo da je projekcija P ortogonlna
ako je R(P) LN(P).

Lema 8.3.1 Neka je {ey,...,e,} ortonormirana baza V. Ako je P ortogonalna
projekcija na R(P), dimenzije k, duz 91(P), dimenzije n — k, onda je njena matrica
P u odnosu na ortonormiranu bazu {ej,...,e,} prostora V data sa

P= <63ﬁ g).
d

Dokaz

Neka je Pey, = ey, o =1,....ki Pe; =0, T =k+1,...,n, ili saZeto napisano
Pe; = diq€q, gde je i - Kronekerov 6-simbol. Onda je, imajuéi u vidu da je
e,e =L P=Jdgue,®e;.

Posledica leme. U odnosu na ortonormiranu bazu V, P je simetri¢no, tj.
P=P".

Nezavisno od toga §to se to vidi iz matrice P ortogonalne projekcije P, pokazacemo
to 1 direktno.
Kako je R(P) L 91(P), onda je

Pll] . (I — P)ll2 = 0,
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zasvakouj,uy €V, jer je Pu; € R(P) i (I—P)u, € N(P). Tada je
0=Pu;-(I-P)uy =up- (I-P")Pu; = uy-P— P’ Pu;.

Prema tome, mora biti P — P”P = 0. MnoZenjem sa P sa desne strane i imajuéi u
vidu da je P> = P, dobijamo da je

P=pP7.

H

Odredivanje projektora

NekajeV=U®W,dimV =n,dimU =ridimW =n—r. Onda se svako
v € V moZe jedistveno predstaviti u obliku

v=u+w, gdeje uelUiweW.

Jasno je da je u projekcija v na U duz W. Isto tako je w projekcija vna W duz U.
Pitanje glasi: kako mozemo odrediti, recimo, projekciju v na U duz W?

Jedan od nacina je da odredimo matricu projektora P tipa n x n tako da je za
svako v € V vektor Pv projekcija vna U duz W.

Neka je By = {uj,uy,...,u,} baza potprostora U, a

By = {wWi,W2,...,W,_,},
baza potprostora W. Onda je
By = By UBy = {uj,up,...,u,, Wi, Wo,...,Wy_,},
baza prostora V. Formirajmo matricu kolona
B=[uj,u,...,u,,wi,Wwa,...,W,_,] = [UW] tipanxn,

gde je matrica U tipa n x r, a matrica W tipa (n —r) X n.

Jasano je da je B regularna matrica. Ako je P matrica takva da je za svakov eV
vektor Pv projekcija v na U duz W, onda je Pu; =u;, i =1,2,...,r, 1 Pwy =0,
a=1,2,...,n—r. Tada je

PB = P [U|W] = [PU|PW] = [U|0],
paje

_ -1 _ L 0 -1
P =[U|0|B _B<00 B,
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gde je I, jedini¢na matrica tipa r X r. Tipovi matrica 0 su odredeni njihovim mestom
u matrici. Pogodno je matricu P pisati i u obliku

P (0] 0w = 0wl (g ) (0w

Da je Pv zaista projekcija vektora v na U vidi se iz izraza
Pv=[U|0]B 'veR(U)=U.

Na isti nacin se moze pokazati da je I — P projektor na W duz U odreden sa

I—P:[0|W]B1:B<g IO_>B1,
ili
P ow oW = owl (o, ° Y ow

Ortogonalna projekcija

Neka je M potprostor, dimM = r, prostora V sa unutra$njim proizvodom, a N,
N = M+ njegov ortogonalni komplement. Onda je V = M & N. Za bilo koje v € V
postoji jedinstvena dekompozicija

v=m-+n, gdeje meMineN; mn=0.

Nazva¢emo m ortogonalna projekcija v na M, tj. Pv = m, gde je P ortogonalni
projektor na M duz N. U tom slucaju prethodni izraz za projektor P glasi

I, 0

P=[M|N| (0 o

) IMINT! = o] N
gde su kolone od M i N baze potprostora M i N, redom.

Pitanje glasi: kako se ovaj izraz upro$éava kada je N = M*?

Prvo uo¢imo da je u tom slu¢aju N” M = 0 i M7 N = 0. Takode je simetri¢na
matrica M” M, tipa r x r. Onda je rangM’ M = rangM = r tako da je matrica M7 M
regularna. Dalje, ako se izaberu vektori kolona matrice N tako da €ine ortonormiranu
bazu potprostora M-, tada je

M M- MT I 0 . M M- M7”
( " )[M!N}—(O 1> = MN —( " )
Onda je

Tng—1 T
P = [M|0] <M 1\§T M ) =M MM’ (8.2)

nezavisno od baze potprostora M.
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1) Ako se pak koriste ortonormalni vektori kolone matrice M onda je
M'M=I i P=MM".

ii) Ako su pak vektori kolona matrica M i N otonormirani i ¢ine bazu potprostora
M i M+, onda je D = [M|N] ortogonalna matrica i tada je

IS P
P_D(O I)D.

= Primer 8.2 Dat je vektor u # 0 koji definiSe pravu £. Odrediti ortogonalni
projektor na £, a zatim ortogonalnu projekciju vektora b na £. "

Resenje

Vektor u je baza linearnog vektorskog prostora £.

Prema (8.2)

T
uu
ol —

szuuTu_ -
u’u

bl

je ortogonalni projektor na £.
Onda je ortogonalna projekcija vektora b na £ data sa

uu’ u’b

N Uokimo da je uu = [ju]|? i da je uu” matrica. Ako je [Ju| =1,
prethodni izrazi se znatno upros$éavaju. Tada je

Po=uu’ i P¢cb=uu’b=u’bu,

paje
IPeb]| = [u”b].

Kako je Po. = I—Pg projektor na £+ onda je P = I —uu’ ortogo-
nalan projektor na £*.
Zadatak 8.1 Neka su U i W potprostori prostora R? &ije su baze

1 1

NS )
(¥

redom.
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a) Objasniti zasto su U i W komplementarni potptostori od R?.
b) Odrediti projektor P na U duz W kao i njegov komplementarni projektor
Q=I-PnaWduzU.
2
¢) Odrediti projekcijuv= | —1 | naW duz U.
1
d ) Pokazati da su P i Q idempotentni.
e) Pokazati da su R(P) =U =N(Q) i N(P) =W =R(Q).
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Resenje

a) Obelezimo sa Ui W, matrice baza porostora U i W, redom. Onda je
1 1 1
U=|1 2 i W=12].
1 2 3
Neka je B matrica baze U UW. Tada je

= [U/W] =

—_ = =
[N NS
W N =

paje

1
rangB = rang [U/W]| =rang | 1
1

NN =
W N =

Znaci baza U UW je baza R §to znaci da su potprostori U i W komplemen-
tarni.

b) Koristimo izraz

oS O O O
OO0 = DN =
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d)
€)

Qv=

[© )N "Nl \S)

Direktnim raéunanjem pokazuje se da je P> =P i Q> = Q.
Bazni vektori potprostora U su

1
u = 1 ill2: 2
1 2

Ocigledno je da definigu ravan u R?. Jednadina ove ravni biée n-x = 0, gde je

0
n=u; XxXu — —1
1

vektor upravan na ovu ravan. Onda jednacina ravni koja definiSe vektorski
potprostor U je —y+ z = 0. Po definiciji je Qx = 0. Direknim racunanjem
pokazuje se da je

Qx=(—y+2z)

)

NN —

odakle sledi da je —y+z = 0. Znaci 91(Q) = U. Dalje, potrebno je pokazati
da je SR(P) = U. To ¢emo uciniti na drugi nacin, tj. pokazujuci da vektori
kolona P odreduju isti prostor kao bazni vektori By potprostora U. Tada je

—1

1
P=|0
0

1
3
3
1\ /1
By=<¢[1], |2
1/ \2

Na sli¢an nacin se pokazuje da je D1(P) = W = R(Q).

[\

1 1 0 1 1 0
= 0 3 1 = 1 2 1 =
0 3 1 1 2 1

(\9)

Spektralna dekompozicija (simetricnih matrica)

Posmatrajmo matricu
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D=S'AS=
2 0 00 1 000 00 0O 0 00O
10 2 0 0 _5 0100 13 0 00O L4 0 00O
(oo 3 0] “[{00O00O0 0 010 0 00O
0 0 0 4 0 00O 0 00O 00 01
Odavde sledi da je
1 00O 0 00O 00 0O
- 01 0 0] 0 0 0 0o 0 00 01
A=2S 00 0 0 ST +3S 00 10 ST +4S 000 0 ST =
00 0O 00 0O 0 0 01
= 2P 4+ 3P, +4P;s.

Lako je pokazati da matrice Py, P, i P3 imaju sledeca svojstva:
3
® _):1 P =1,
1=
(i) PiP;=0zai# j,
(iii) P? =P;.
Ocigledno da, saglasno sa definicijom projektora, matrice P; predstavljaju pro-
jekcije.
Sledeéi korak je razmatranje matrica koje zadovoljavaju ova tri uslova.

Teorema 8.4.1 Neka je matrica A reda n takva da je
r
A=) AP,
i=1

r m
gdeje Y Pi=L P;P;=0zai# j,iP? =P;. Nekaje p(1) = ¥ a;A* bilo koji
i=1 k=1

polinom. Onda je

Dokaz

Prema uslovu teoreme je
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Lako je pokazati da je, koriste¢i metodu matematic¢ke inducije,

r

AY =Y AfP;

i=1

za bilo koji prirodan broj k. Onda je

m m r
ZakAk = Zak ZlikPi =
k=1 k=1 i=1
r

p(A) =

,,
i=1

(i ay )yl-k) Pi = Zp()y,) P,’.
i=1 \k=1 j



208 Glava 8. Projektor

8.5 Generalisane inverzne matrice

Problem odredivanja reSenja jednacine Ax = b konacno je reSen odredivanjem
inverzne matrice G matrice A tipa m x n.

Definicija 8.5.1 Neka je matrica A tipa m x n. Matrica G tipa n X m se naziva
generalisana inverzna matrica matrice A (ili g-inverzna), ako je AGA = A.
Ako je A regularna matrica, onda je G~! = A. U svakom drugom slu¢aju ima ih
beskona¢no mnogo.

m Primer 8.3 Svaka od ove dve matrice

10 42 1
0 0], s 3,
00 2 2

je generalisana matrica matrice

Proveri! n

Teorema 8.5.1 Neka su matrice A i G tipa m X n i n X m, redom. Onda su
slededi uslovi ekvivalentni:

(1) G je g-inverzna od A;

(ii) Zabilo kojey € €' (A), x = Gy je reSenje jednacine Ax =y.

Dokaz
(i) = (i) Bilokojey € €(A) je oblika y = Az za neko z. Onda je
A(Gy) =AGAz=Az=Yy.

(i) = (i) Posto je AGy =y za bilo koje y € € (A) sledi da je AGAz = Az za svako
z. Specijalno, ako uzmemo da je i-ta kolona jedini¢ne matrice, onda su i-te
kolone matrica AGA i A iste. Prema tome je AGA = A.

Teorema 8.5.2 Ako je G g-inverzna od A onda je Z(A) = Z(AG) = Z(GA).
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Dokaz

Z(A) = Z(AGA) < Z(AG) < Z(A). Na isti nacin se pokazuje da je Z(A) =

Definicija 8.5.2 g-inverzna od A se naziva refleksivna g-inverzna ako je
takode GAG = G.

Teorema 8.5.3 Neka je g-inverzna G od A. Onda je Z(A) < Z(G). Z(A) =
Z(G) akko je G refleksivno.

Dokaz

Za bilo koje g-inverzno G imamo da je Z(A) = Z(AGA) < Z(A). Ako je G
refleksivno, onda je Z(G) = Z(GAG) < Z(A). Prema tome je Z(A) = Z(G).
Obrnuto, neka je Z(A) = Z(G). Prvo uo¢imo da je € (GA) C € (G).
Na osnovu prethodne teoreme Z(G) = Z(GA), pa je prema tome ¢ (G) =
% (GA). Onda je GAG = GAGB za neko B. Sada je
GAG = GAGAB = GAB =G.

Znaci G je refleksivno.

Kao posledica definicije g-inverzne matrice A sledi da je
AGAG=AG = (AG)*=AG i GAGA=GA = (GA)’=GA.

Prema tome, matrice AG reda m i GA reda n su projekcije.

Teorema 8.5.4 Neka je A tipa m x n i neka je G njena generalisana inverzna
matrica (tj. AGA = A). Onda, za bilo koje fiksno y € R™:
(i) jednacina
Ax=y, xeR"
ima reSenje akko je AGy =y (tj. akko je y € €' (AG)).
(i) Ako Ax =y ima bilo koje resenje, onda je x resenje jednacine Ax =y akko
je

x=Gy+(I-GA)z zaneko zecR".
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Dokaz

(i) Ako jey € ¥(AG), tj. AGy =y, onda je A(Gy) =y i x = Gy je resenje

jednacdine Ax =y.
Obrnuto, ako je Ax =y, onda je GAXx = Gy i AGAx = AGy = (AG)y.
Koriste¢i uslov AGA = A, sledi AGAx = Ax =y. Znaéi (AG)y =y.
Specijalno, ako Ax =y ima bilo koje resenje za dato y € R™, onda je x = Gy
njeno partikularno reSenje.

(ii) Ako je AGy =Yy, onda je x = Gy + (I — GA)z opste reSenje jednaCine Ax =y
Sto se moZe direktno proveriti.

Definicija 8.5.3 Za g-inverzno G od A se kaZe da je g-inverzno minimalne
norme od A ako je
AGA=A i (GA)T =GA.

Opravdanje za ovaj naziv daje slede¢a teorema

Teorema 8.5.5 Neka je matrica A tipa m x n. Onda su sledeci uslovi ekviva-
lentni:
(i) G je g-inverzno od A minimalne norme.
(ii) Zabilokojey € €(A), y = Gy je reSenje jednaline Ax =y sa minimalnom
normom.

Dokaz

Iz (i) = (ii). Na osnovu prethodne teoreme klasa reSenja Ax =y je data sa
Gy + (I— GA)z, gde je z proizvoljno. Moramo pokazati da je

|Gyl < [|[Gy+ (I-GA)z|

za bilo koje y € €'(A) i bilo koje z.
Znamo da je

IGy + (I~ GA)z||* = || Gy|* + (I~ GA)z|* +2(Gy)- (I~ GA)z.

Kako je y € ¥(A), onda je y = Au za neko u. Poslednji ¢lan ovog izraza je nula §to
sledi iz izraza

(Gy)-(I—GA)z= (GAu)- (I—-GA)z = GAu-z — GAu- GAz =
= GAu-z— (GA)"GAu-z =0,

jer je (GA)T = GA i (GA)? = GA. Takode, drugi ¢lan je uvek pozitivan, tj. ||(I—
GA)z||> > 0. Prema tome je ||Gy|| < |Gy + (I- GA)z|.
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(i) = (i). Kako je, za bilo koje y € ¥ (A), x = Gy resenje jednacine Ax =Y.
G je g-inverzno od A. Takode je ||Gy|| < ||Gy + (I—GA)z|| za bilo koje z, na osnovu
(i) = (ii). Prema tome je

0 < |[(I-GA)z|* +2(Gy)-I-GA)z =
= ||(I- GA)z|* +2(GAu)- (I- GA)z,

za svako u, z. Onda vazi i za ou, gde je o skalar. Ako je
(GAu)- (I-GA)z <0,

onda izborom dovoljno velike vrednosti ¢, prethodnu nejednakost dovodimo do
kontradikcije. Na isti nacin, ako je

(GAu)- (I— GA)z > 0,

izborom dovoljno velikim i negativnim, ponovo prethodnu nejednakost dovodimo
do kontradikcije. Prema tome, mora biti

(GAu)- (I-GA)z=0,

za svako u, tj.
(GA)'(I-GA) =0,

odakle sledi da je (GA)T = GA, jer je (GA)T GA normalna (simetri¢na) matrica.

Definicija 8.5.4 Za g-inverzno G od A se kaZe da je g-inverzno najmanjeg
kvadrata od A ako je AGA = A i (AG)” = AG.

Teorema 8.5.6 Neka je matrica A tipa m x n. Onda su sledeci uslovi ekviva-
lentni:

(i) G je g-inverzno najmanjeg kvadrata od A.

(ii) Za bilo koje x,y, |AGy —y|| < ||[Ax—y]|.

Dokaz
Iz(i) = (). Neka je x — Gy = w. Onda moramo pokazati da je
|AGy —y|| < [[AGy —y + Aw||.
Polazimo od izraza

IAGy —y +Aw| = [|(AG — Dy||* + [|Aw]]* +2(Aw)- (AG —D)y.
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Medutim,

(Aw)- (AG—D)y =y (AG)" —TAw =y- (AG-I)" —I) Aw =
=y (AGA—A)w=0,

jer je (AG)T = AG. Smenom ovog izraza u prethodni i imajuéi u vidu da je uvek
|Aw||?> > 0 sledi da je

|AGy —y[| < [AGy —y + Aw].
Iz (ii) = (i). Za bilo koji vektor x stavimo y = Ax u (ii). Onda je
|AGAX — Ax|| < ||Ax — Ax|| =0,

odakle sledi da je AGAx = Ax. Kako je x proizvoljno onda mora biti AGA = A, pa
je prema tome G g-inverzno od A. Ostatak dela teoreme dokazuje se na isti nacin
kao u prethodnoj teoremi.

8.6 Resavanje linearne jednacine Ax=b

Definicija 8.6.1 Neka je matrica A tipa m x n, vektor x € R”, a vektor b € R™.
Ako jednacina
Ax=Db (8.3)

ima reSenje onda se kaZe da je saglasna; ako nema onda je nesaglasna.

Korisno je elamente ove jednacine napisati u razvijenom obliku:

1 1
an  app -+ di X b
2 2
ax axp -+ A X b
A= . . .|, x=].1], b= (8.4)
Am1 Am2 - Amp x" "
Vrlo Cesto se koristi predstavljanje matrica preko svojih vektora kolona
ai;
a;

A=Jaj, ap,...,a,), gdeje a,=| . |, i=12,...n, (8.5)

Ami
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ili svojih vektora vrsta
o
o
A= . , gdeje al:(allamu-aln), A=12,...,m. (8.6)
o,

Uocimo da je

o axi
a2 ajn
T _ _ . . T _
A’ = = (alT al a}{l) , gdeje a; = | (8.7)
o, Ahn
Predstavljanja jednacine Ax = b u razvijenom obliku glasi
ay;Xi :bl' (88)
Ekvivalentno tome je
Xia; = b, (89)
ili
Qa,-x=by. (8.10)

Napominjemo da se u ovim izrazima vrsi sabiranje po ponovljenim indeksima.
Svaki od ovih vidova predstavljanja jednacine i nalaZenja reSenja ima svoje
pogodnosti.

Jednacina Ax = b je saglasna

Uocimo da je homogena jednacina Ax = 0 uvek saglasna, jer je x = 0 uvek
njeno resenje. Nas interesuje skup svih reSenja.

Definicija 8.6.2 Nula prostor 9%(A) matrice A tipa m x n je skup
MNA)={xeR"Ax=0} CR".

Iz (8.9), za b = 0, sledi x;a; = 0, pa je dimenzija prostora 9(A) odredena
brojem linearno nezavisnih vektora skupa {a;,as,...,a,}. Neka je to skup vektora
{aj,ay,...,a,}. Onda su vektori a;,7 = r+1,...,n, njihova linearna kombinacija,
tj. a; = brea., c=1,2,...,r. Smenom ovog izraza x; a; = 0 dobijamo

0 =ux;a; =xca,+xra; = Xcac +xcbrea. = (Xe +x:bre)a..
S obzirom na linearnu nezavisnost vektora {a;,ay,...,a,} sledi da je

Xe=—X¢bge, ¢c=1,2,....r, T=r+1,...,n.
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Prema tome, homogeni sistem Ax = 0 ima beskonacno mnogo resenja, jer x; mogu
uzimati proizvoljne vrednosti u R”. Broj njihovih nezavisnih resenja je n — r.

U slucaju nehomogene jednacine iz (8.9) se vidi da Ax = b moZe da ima reSenja
samo ako je b u prostoru vektora kolona

¢ (A) ={aj,ay,...,a,}, t.beF(A).

Pokaza¢emo da postoji tesna veza izmedu opsteg reSenja jednacine Ax =b i
nula prostora 91(A) matrice A.

Teorema 8.6.1 Neka je matrica A tipa m X n, vektor x € R”, a vektor b € R™.
Pretpostavimo da je x¢ bilo koje reSenje jednacine Ax = b. Onda se skup svih
reSenja jednacine Ax = b sastoji od vektora xg +z za z € 91(A), tj.

{x|Ax =b} ={x0+z|z € N(A)}.

Dokaz

Koristimo stav: dva skupa su jednaka ako je svaki skup podskup drugog skupa.
Prvo pretpostavimo da je x neko resenje jednacine Ax = b. Kako je i Xy njeno
reSenje onda sledi da je

A(x—x9)=Ax—Axp=b—-b=0.

Prema tome z = x — X je reSenje homogene jednacine Az = 0. Drugacije receno,
z € MN(A). Ali onda je x = Xo +2, gde je z € DM(A), odakle sledi da je

{x|Ax=b} C{xo+z|z € MNA)}.
Obrnuto, neka je z € 91(A). Onda je

A(x0+z) =Axp+Az=b+0=D.
Prema tome X +z € {xX|Ax = b}. Znaci

{x0+z|z€MN(A)} C {x| Ax=Db}.

Metod najmanjeg kvadrata i singularne vrednosti

Kao §to smo videli sistem
Ax=b,
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moZe da ima jedno reSenje, beskona¢no mnogo resenja ili nema reSenja. Slucaj kada
je
b ¢ R(A),

spada u klasu problema za koji sistem jednac¢ina Ax = b nema reSenja. Medutitm u
mnogim problemima ne traZi se egzaktno resenje nego njegova najbolja aproksima-
cija.

Definicija 8.6.3 KaZemo da je %, gde je X € R”, aproksimacija najmanjeg

kvadrata ako je

|b—A%| < |b—Ax| =zasvako x € R".

Na osnovu ove definicije sledi da je AX ortogonalna projekcija na R(A).

Teorema 8.6.2 Neka je AX ortogonalna projekcija b na SR(A). Onda je A%
jedinstveno odredeno i b — AX je upravno na R(A).

Dokaz
Neka je bilo koje x € R” razliCito od X, tj. x # X. Sledi da je

[b—Ax|*> = ||b— A%+ A% — Ax|]> = |[b— AR+ A(X—x)|* =
=[[b—AR[* ~2(b—A%)- A (R —x) + A (R —x)|* =
= [Ib—A%|* +[|A & —x) || > [[b—A%|?,

x)||*> > 0idaje A(X—x) € R(A), pa je prema tome

imajuéi u vidu da je [|A (X
X—x)=0.

upravno na (b — AX)-A (X

Neka je Pb ortogonalna projekcija b na 93(A). Onda je sistem
A% =Pb,

saglasan, jer je Pb € 23(A). Mi ¢emo razmotriti ovaj slucaj detaljnije.

Ovaj sistem ima jedinstveno reSenje akko je rangA = n, ili drugacije receno kada
dim9(A) = n. Onda je sistem vektora kolona {a;,a;,...a,} lenearno nezavisan i
predstavlja bazu linearnog prostora S3(A). Potrebno je izraziti projektor P u odnosu
na sistem baznih vektora {a;,a;,...a,} koriste¢i njegovu reprezentaciju u odnosu
na neki sistem ortonormiranih vektora u 9R(A), koji je trivijalan. Primera radi, neka
je

S ={w,wa,...W,},

ortonormirana baza u 93(A). Onda je

P=6;;w;®w;, sabirati poindeksimai,j=1,2,...,n.
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U matri¢noj notaciji je

Pb = (b'W,‘) Wi,
gde je
P=WWT,
a
W:(W1 Wy ... wn).

Kako su {aj,a;,...a,} 1S = {w,ws,...w,} dve baze prostora 9i(A) onda je
a; :Cijo,
tako da je
{31732,...3,1} = {C]jo,Cszj,...anWj}.

Matrica koeficijenata C = [c;;] je regularna.
Uoc¢imo da je npr.

C11
12
Clej:CUW1+612W2+'--+61,,W,1=(W1 Wy ... Wn)

Cln

Koristi¢i matri¢nu reprezentaciju i za ostale ¢lanove u {c1;W;,c2;W;,...c,jW;}
mozemo pisati da je

C11 €21 ... Cp1
Cl2 C2 ... Cp2
(@ a ... oa)=(w wo ... w,)| . .
Ciln Cxp ... Cun
ili
_ T
A=WC7,
i
Cci1 €21 ... Cpl
CT Cl2 € ... Cp2
Cln €Cn -+ Cmn

Ondaje W=A (C_I)T, paje

1

P=A(C") Cc'AT=A(CC") A,
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S duge strane
ATA=cwW'wc’ =cc’,

je simetri¢na regularna matrica. Koristi¢i ovaj izraz u prethodnom dobijamo da je
kona¢no

P=A(ATA) AT,
Smenom ovog izraza u AX = Pb dobijamo
Ax=A (ATA) A,

odakle sledi
ATAR=ATb.

Vektor X se naziva aproksimacija najmanjeg kvadrata za sistem jednacina
Ax=Dh.

8.6.2 Opsti problem najmanijih kvadrata

Teorema 8.6.3 Neka je matrica A tipa m X n, vektor x € R”, a vektor b € R™.
Neka je
€=¢€(x)=Ax—b.

Naci vektor x koji minimizira veli¢inu (funkciju)
2 2
l€]l” = l[Ax = b},
ili ekvivalentno tome
le|>=€"e = (Ax—b)" (Ax—b).

Bilo koji vektor x € R" koji je reSenje ovog problema naziva se reSenje najmanjeg
kvadrata.
» Skup svih reSenja najmanjeg kvadrata je skup svih reSenja sistema normal-
nih jednacina
ATAx=A"b.
* Postoji jedinstveno reSenja akko je rang(A) = n. U tom slucaju reSenje
glasi
x=(ATA) "' A”b.

* Ako je Ax = b saglasno, onda je skup reSenja za Ax = b isti kao skup
reSenja najmanjeg kvadrata.
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Dokaz

PiSemo u razvijenom obliku

|l€]* = |Ax—b||* = (Ax—b)- (Ax—b) =
=Ax-Ax—2Ax-b+b-b=x-ATAx—2x-A"b+b'b.

Poznato je da ova fukcija ima ekstrem za vrednosti x za koje je

dlell _,
ox ’
ili za koje je
ATAx=A"b.

Pitanje glasi, da li za te vrednosti x fukcija ||€[|> ima minimum?
Pretpostavimo da je z reSenje normalne jednacine A’ Ax = A”b. Onda je

|e(z)||> =2 ATAz—2-ATb +b-b.
Zabilo kojey € R"*! nekajeu=y—ziy=2z+u, paje
le@)1> = lle@)[1* +[Iv]%,

gde je v = Au. Kako je ||v]|? > 0, sledi da je ||€(y)||> > ||&(z)||* za svako y € R**!.

Slede¢i korak zahteva analizu proizvoda matrica A7 A i AAT.
Za matricu A € R"™™" gledeca tvdenja su tatna:
s rangA = rang A’ = rang (ATA) =rang (AAT),
* R (ATA) =R(AT)iR (AAT) =R(A),
* N(ATA) =N(A) i N(AAT) =N(AT)
Dokazati.

8.6.3 Normalne jednacine

* Zabilo koji m x n sistem Ax = b njemu asocirani sistem normalnih jednacina
je definisan sa n x n sistemom AT’ Ax = ATb.

+ ATAx = ATb je uvek saglasan sistem, ¢ak i kada Ax = b nije saglasan.

* Kada je Ax = b saglasan njegova reSenja se slaZu sa reSenjima sistema
ATAx = ATb. Kao §to je napred navedeno, normalne jednacine daju resenja
najmanjeg kvadrata sistema Ax = b, koji nije saglasan.

» ATAx = ATb ima jedinstveno resenje akko je 93(A) = n. Ono tada glasi

x=(ATA) " ATb.
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* Kada je Ax = b saglasno i ima jedinstveno reSenje, onda je to tacno i za
normalan sistem A" Ax = ATb i za oba slucaja je dato sax = (ATA) L ATb.

N Kada A nije kvadratna matrica, onda ne postoji njoj inverzna matri-
ca A~!. Onda ne postoji ni operacija inverznog prozvoda matrica u
obrnutom redu, tj. ne postoji

(ATA) " £ A (A7)

8.7 Mur-Penrozova inverzna matrica od A

Pretpostavimo da nam je data jednacina Ax =y koja ne mora biti saglasna.
Pretpostavimo da Zelimo da nademo x koje minimizira [|[Ax — y||. Onda je x = Gy
za bilo koje g-inverzno najmanjeg kvadrata G od A.

Definicija 8.7.1 Ako je je G refleksivno g-inverzno od A, minimalne norme i
najmanjeg kvadrata, onda se G naziva Mur-Penroz inverzna matrica“ od A.

“Moore-Penrose

Drugim re¢ima, inverzna matrica G od A zadovoljava sledece uslove:

AGA =A,

GAG =G, refleksivnostpo G
(AG)" = AG, simetri¢nost AG
(GA)" =GA simetri¢nost GA.

(8.11)

Ll

MozZe se pokazati da takva matrica postoji i da je jedinstvena.

Teorema 8.7.1 Za matricu A tipa m X n postoji jedinstvena generalisana (pseu-
do) matrica G.

Dokaz

Neka su G i H dve pseudo matrice matrice A, koje zadovoljavaju gore naveden
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uslove. Onda je:

G = GAG
=G(GTAT)
=GG' (ATH"AT)
= (GA)H
= GAH

H = HAH (1
=ATH'H (4
= (AT(GTAT)H'H (1.
= GAATH'H) (4
= GAH (2

odkle sledi da je H = G.

Brojevi koje navodimo istovetni su brojevima u (8.11) na koje se pozivamo.

n Primer 8.4 Neka je

A:G g)

Odrediti njoj generalisanu inverznu Mur-Penrosovu matricu A™. "

Resenje
Neka je
+ (a b
A _<c d).

Odredujemo njene elmente iz uslova (8.11).
Racunamo redom

AtA— (@ b\ (2 6\ (2a+b 6a+3b
~\c¢ dJ\1 3) \2c+d 6¢c+3d

(ATAY =ATA = 6a+3b=2c+d = 6a+3b—2c=d
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AAT — 2 6\ (a b\ (2a+6c 2b+6d
~\1 3/\c d a+3c b+3d
(AANT =AAT = a+3c=2b+6d = a—2b+3c=06d.

AATA=A

2a+6¢c 2b+6d\ (2 6\

a+3c b+3d 1 3)
4a+12c+2b+6d 12a+36c+6b+18d\ (2 6
2a+6¢+b+3d 6a+18c+3b+9d ) \1 3/

Ovaj sistem od Cetiri jednacine svodi se na samo jednu jednacinu

4a+12c+2b+6d =2
12a+36¢+6b+18d =6
2a+6¢c+b+3d =1
6a-+18c+3b+9d =3

= 2a+b+6c=1-3d.

Ostaje nam da nademo reSenje sledeéeg sistema jednacina u funkciji elementa

d:
2a+b+6¢c=1-—3d, *)
a—2b+3c=6d, (%)
6a+3b—2c=d. (%)
Iz (*) i (**) sledi da je
5b=1—15d = b:l_SISd.
Iz (%) i (***) sledi da je
3—10d
20c =3 —10d = .
C = C 20

Iz (**) sledi da je
—1+30d
20

a =
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Za odredivanje vrednosti elementa d ostaje nam uslov ATAAT = A™, vrlo
komplikovan sistem kvadratnih jedna¢ina po d. Medutim, kako je det(A) = 0 sledi
dajei

det(A)" =0 ili ad =bc.

Detaljno
—1+30dd_ 1—15d3—10d
20 -5 20
—5d +150d* = 3 — 45d — 10d + 150d>
3
d=—.
50
Dalje je
a_—l+30d_—1+30-%_ 4 2
20 20 100 50’
3
b:1—15d:1—15-%:i
5 5 50’
_3-10d 3-10% 12 6
20 20 100 50°
Znaci

+ (a b _i 2 1
A _<c d>_50<6 3

N Uporediti sa
2 6
A_(l 3).

Primer (8.4) nam sugeri$e postupak pri odredivanju generalisane matrice A™
koja odgovara singularnoj realnoj matrici A drugog reda.
Neka je

(Z ;) det{A} = 0.

Onda je ad — bc = 0. Jedna od moguénosti je

—-=—-=k = c=ak, d=Dbk,
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paje
U drugom slucaju je

ili

Onda je

Razmotri¢emo prvi slucaj.
Lema 8.7.2 Neka je

a ka
A_<b kb>'

Onda njoj ogovara Mur-Penrozova matrica oblika

+_ a b\ _ T
A _oc<ka kb)_(xA,

gde je a neki skalar.

Dokaz

Ovako postulirana matrica mora zadovoljavati uslove (8.11).
Trivijalno sledi

(AA)" = AAY,
(A*A)" = A*A

jer su matrice AAT i ATA simetri¢ne.
Vrednost parametra ¢ odredujemo iz uslova

AATA=A = aAATA=A
MnoZenjem sa AT, postaje
aAATAAT = AAT = aC?’=C,
gde je C = AAT. Odavde je

o — trC
rC?’
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Lako je pokazati da je

_ r_[(a ka a b\ _ o (d® ab
C=AA _<b kb> <ka kb>_(1+k)<ab b2>

2 2 2
2 o fa ab\ (a® ab\ o, 5 .o (a° ab
C —(1+k)<ab b2> (ab b2)-(1+k)(a +b)<ab b2>'
Onda je
trC = (14-k%)(a® + b?),
trC? = (1 +k%)%(a® + b*)*.

Prema tome 1

TR @ b

ili, konacno,

AT — 1 a b
 (14+k)(a?+b%) \ka kb)"

Potrebno je pokazati da je
ATAAT =AT

identitet za tako odredeno A ™. Direktnim ratunanjem dobijamo

taat __ofa ka\(fa b\ _
ATAAT=a <b kb) <ka kb>_

_ o2 nea2 o onfa b\ __[(fa b\ &
=o (1+k%)(a +b)<ka kb>_a<ka kb>_A'

N Uslov ATAA"T = A* ovde ima funkciju kontrole postupka.

Posledica leme. Neka je

AT _ a b
B=A <ka kb>'

+ (a ka\ _
B _<b kb>_aA,

Onda je
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gde je
1

(14+k2)(a®+b%)’

o=

Dokazati !!!
Kontrolni primer, primenom postupka u Primeru 8.4

1
A:<2 1) = a=2b=1k=3 = a=_—

6 3 50
1 (26
+t -
A _50<1 3)'

= Primer 8.5

= Primer 8.6

1 2 1
A_<2 4> = a=1,b=2k=2 = oc_g
1 /1 2
+_
A _25<2 4)'

= Primer 8.7

= Primer 8.8

1 0 1
A_<2 0> = a=1,b=2,k=0 = oc—g

1/1 2
+_Z
A _5<0 o)'
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= Primer 8.9

A—(_ll 8) = a=1,b=-1,k=0 = oc:l

2
1 /1 —1
+_
A _2<0 o>'
» Primer 8.10 Neka je

) (Y

Pokazat da je
a)
1/2 0\ . 0 1/2
+_ +_
w1k o) (i)
b)
1/2 0\ . 1/4 0
+_ At —
o= (173 o) 1= (ila o)
odakle zakljuCujemo da je, u opStem slucaju, (AB)* £ BTA™. .

m Primer 8.11 Za datu matricu

1 1 0
01 1
izraCunati A™T. "
Dokaz
Neka je
a d
AT=1[b e
c f

Formalnu racunicu, koja sledi, prepuStamo ¢itaocu.
Iz uslova (AAT)T = AA™, sledi da je

b+c=d+e.
Iz uslova (ATA)T = ATA, je

b=a+d, c=d, c+f=e.
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Iz uslova AATA = A dobijamo da je

a+b=1, a+d+b+e=1, d+e=0,
b+c=0, bt+etc+f=1, e+f=1.

Iz ovog sistema jednacina dobijamo

Prema tome je

Ostaje nam uslov ATAA™ = AT, Lako je pokazati da je
AAT =1,
gde je I, jedini¢na matrica u dvodimenzionalnom prostoru. Onda je, trivijalno,
ATAAT =ATL =A".

Prakti¢no uslov ATAA' = A" je kontrolni.

Zadatak 8.2 Izra¢unati Mur-Penrozovu matricu za sledeée matrice

a)

(i 1 14i 0),
b)
0 1
A=[3 1
6 1
©)
—1
A=|1 1
-1 0

» Primer 8.12 Neka je

>

Il
S O =
—_ = O
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Pokazati da je
(1 0 0N
0 1/2 1)2

= Primer 8.13 Pokazati da je za

AY= (s b), A*A=L.

T2

» Primer 8.14 Neka je matirca
A=(a), a#0.
Odrediti A™.

Zadatak 8.3 Dokazati da je
a)

b)

Zadatak 8.4 Dokazati da je

1A+ 0
(cA)+:{6 » €70,



9. Diferenciranje

9.0.1 Vertikalni i horizontalni dvotackasti proizvodi

U slucaju tenzora drugog reda postoje samo dve moguénosti kontrakcije po
dva indeksa - prema poloZaju indeksa po kojima se vrSi kontrakcija. Nazivaju se
vertikalna i horizontalna kontrakcija.

Najjednostavniji primer je proizvod tenzoraa®@bic®d:

(a®b): (c@d) = (a-c)(b-d),
(a®@b)--(c®d) = (a-d)(b-c).
Po tom pravilu lako je definisati ove proizvode za proizvoljne tenzore drugog reda.

Radi jednostavnosti dajemo ih u prostoru E3 u odnosu na bazu g;, i =1,2,3:

A=A"g;®g;, B=B;gxg.

Onda je
A:B=AUB;=A"B/ =A/B', = A;jB" = u(AB"),
A--B=A"B; =A'B',=A/B} = A;;B" = tr(AB),
Al = (A:A)"2,
A:(BC)=(B"A):C=(ACT):B,
A:(uv)=u(Av) = (u®v):A.
Lako je pokazati da je

A:B=A.--B" =AT..B.

Generalizacija na proizvode vise tenzora drugog reda je ocigledna.
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Diferenciranje skalarnih funkcija

Pretpostavimo da je ¢ (u) neprekidna i diferencijabilna skalarna funkcija vektora
u. Onda je

Mu+a0:¢m%+&i¢m+sw

de =0 e—0
odakle sledi da je
EV) — d
lim olu+tev) - o(u) = —o¢(u+tev)
e—0 € de e=0

Prema tome, izvod funkcije ¢ (u) u odnosu na u u pravcu v je definisan kao linearni
operator Do (u)[v]

¢(u+ev) = @(u) +eDo(u)[v] +O0(?),

gde je O(€?) infinitezimala viSeg reda, koja is¢ezava brze nego &

e—>0 €

Napominjemo da koristimo zagradu [- ] da bi istakli linearnost po v. Prema tome,
izvod funkcije ¢(u) u pravcu v je

Do)l = goolutev)

U literaturi se Cesto koristi 1 oznaka

Do(u) = dy¢(u).

Ova definicija se moze proSiriti i na izvode tenzorskih funkcija zavisnih od
tenzora proizvoljnog reda. To ¢emo ilustrovati na slede¢im primerima.

N Uobicajeno je u diferencijalnoj geometriji da se za f(x) pise

d
—f(x+¢€v) =
e—o de

% f(x+ev)=v-gradf = v(f).

e=0

Na slede¢im funkcijama dajemo postupak izracunavanja njihovih iz-
voda.
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= Primer 9.1 Neka je ¢(u) = u-u. Njen izvod je

_ %[(u—l—ev)-(u—i—sv)]

Doy = 5 o(u+ev)

£=0 e=0
= % (wu+2euv+evv) i =2u-v,
ili, s obzirom na proizvoljnosti vektora v,
Do(u) = 2u. 9.1)

» Primer 9.2 1zvod od det(A).
Neka je @(A) = det(A), gde je A regularan tenzor. Onda je

det(A +eB) = deteA(A"'B+¢7'T) = e’ det(A)det (A 'B+& ') =
— 83 det(A) (8_3 + E_ZIA—IB + E_IIIA—IB +IIIA—1B) —
=det(A) (1 +&ely 15+ 0(e?)).

Prema tome je

Do(A)[B] = %(p(A +¢B) . = det(A)tr (A_IB) .
Kako je D@(A) = @a(A), sledi da je
@A(A) : B = (detA) AT : B,
ili, s obzirom na proizvoljnost tenzora B,

dety (A) = agiA — (detA)A™T. (9.2)

» Primer 9.3 Izvod od trA.
Neka je I 5. Onda je

d d

= Primer 9.4 Izvod 11, = trA”.

d d
DI|A2 [B] = &I(A-&-EB)Z = 78 [A . A+8(A . B+B . A) +0(€2)]€:0 =
e=0

=2A:B
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Zadatak 9.2

Glavne invarijante tenzora drugog reda su:
L (A) =trA,
1
h(A) =3 [(trA) — trA?],

I (A) = detA.
Pokazati da je:
oI,
— =1
oA 7
oh
= =nLI-AT
oA 1 )
813 1T 2 T

Zadatak 9.3

Pokazati da je
JA

oA
gde je [ = Oy djie; D ez @ey.

Sva dosadasnja razmatranja odnosila su se na skalarne funkcije tenzorske pro-
menljive. Od interesa je da se razmotri problem

Izvod tenzorske funkcije tenzorske promenljive

Zadrzavamo se na Tenzorskoj funkciji koja zavisi od tenzora drugog reda.
Neka je F(A) tenzor drugog reda koji zavisi od tenzora drugog reda A. Onda je,
po definiciji
JdF d
——:B=DF(A)B| = @F(A +¢€B)

JdA £—0

izvod funkcije F(A) u pravcu B.
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= Primer 9.5 Data je tenzorska funkcija G(A) = A2. Njen izvod u pravcu B je

DG(A)[B] = % [G(A +¢B)]

e=0

=AB+BA.
e=0

— % [A’+€(AB+BA) +£’B?

Pitanje glasi kako glasi izraz za DG(A)? Moze se pokazati da je to tenzor
cetvrtog reda. Ra¢unamo ga iz izraza

0A? 8AijAjkei®ek® 2 aA,‘jAjk De e,
= € e, = (R € €
A A pq P A,y TP
gde je
0A;iA i
VR — 5ip5qujk +Aij6jp5kq = 6iPAqk +Aip5kq-
9Ap,
Znaci

A (6ipAqk +Aip6kq)ei RKerRep,e,

Na isti naCin se odreduju izvodi tenzorskih funkcija bilo kog reda.
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Razvijanje u Tejlorov red

Matrice, posebno invertibilne, igraju glavnu ulogu u najveéem delu diferencijal-
ne geometrije. To prvenstveno proizilazi iz Tejlorove! teoreme: glatko preslikavanje
izmedu dva Euklidska prostora moZe biti dobro aproksimirano u okolini bilo koje
tacke linearnim preslikavanjem, diferencijalom u toj tacki. Teoreme o inverznim i
implicitnim funkcijama zasnivaju se na ovakvim razmatranjima. U svakom slucaju
matrice i pojmovi iz linearne algebra se pojavljuju u svim narednim poglavljima.

Razvijanje u Tejlorov red skalarne funkcije
Neka je f(x) neprekidna i diferencijabilna funkcija u R”. Onda je

f(x+tv):f(x)+t%f(x+tv) +0(?), 1imOo(r*)=0,  (9.3)

=0 =0
pa je
}ii%f(XMV;)_f(X) _ %f(xﬂv) y ©.4)
Uobicajeno je da se u diferencijalnoj geometriji piSe
d
af(x%—tv) ;:o: e t:Of(x+tV). 9.5)
Isti izraz se moZe napisati i u slede¢im oblicima
df[v] = %f(x+tv) I_O:(a;;vi:v(f). (9.6)

Razvijanje u Tejlorov red vektorske funkcije

Neka je v(x) regularno, neprekidno i diferencijabilno vektorsko polje u R”.
Onda je autonomni sistem diferencijalnih jednacina definisan sa

d
& _ v(x), x(0)=xo. 9.7)
dr

Skup njenih resenja odreduju kongruenciju krivih x(7) u R". U slucaju r = 0
kriva x(¢) kongruencije prolazi kroz tacku x(0) = x¢ u R”. Pod datim uslovima
reSenja autonomnog sistema su jedinstvena.

ITaylor
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U oklini tacke xo ono se moZe predstaviti u obliku Tejlorovog reda

dx 2 d*x = " d'x
Xt)=x|,_o+1—| + - =) — , (9.8)
! dr|,_, 2!d?|,_, o nt |
ili u sazetom obliku
=" d'x d
x(t) = 1 = el x. 9.9
! .

N U ovom izrazu @ je operator diferenciranja. On prirodno sledi iz

. .. dx “ Y o
jednacine i v(x). U tom sluc¢aju moZemo da piSemo

d . : o .0
gx’:v’:v](i]:v]ﬁx

i
)

odakle sledi

. d
U ovoj reprezentaciji v = v/ o je predstavljen kao operator, za razliku od
X

njegove geometrijske reprezentacije v = v’ ¢;. Imajudi to u vidu pogodno je takode
pisati
x(t) = €'V xo. (9.10)

Ovaj izraz je primer jednoparametarske grupe transformacija. Zaista, za r = 0 sledi
identitet transformacije x(z) = €V xp : x(0) = xo.
Takode je
Vx(1) = eV eV xo = eV xo = x(t + 5).

Geometrijska interpretacija ovog izraza je sledeca. Tacka xp, se preslikava u tatku
x(1), koja se nalazi na krivoj x(7) = €'Y X, a koja je odredena vredno$¢u parametra .
Ova tacka se preslikava u tatku x(7 + s) na istoj krivoj el"9)Vxy i koja je odredena
vrednos¢u zbira parametara (7 + ).

—1v ,tv

Ocigledno je e Ve’ xg = Xq, §to znali da su e "V i

i €'Y inverzne transformacije.
U literaturi, posebno diferncijalnoj geometriji, opSte reSenje jednacine % =
v(x), piSe se u obliku
X(1) = ¢(x0,1) = @:(X0),

kada se Zeli istac¢i ponaSanje funkcije ¢(xo,?), pri odredenoj vrednosti parametra f.
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U slu€aju neautonomnog sistema

d

dlt‘ —v(x,1), x(s)=x, 9.11)
pravilo koje odreduje trajektoriju kao funkciju jednog parametra (vreme) na skupu
stanja (fazni prostor) definiSe dinamicki sistem.

9.5 Matricne funkcije

Podsec¢amo Citaoce na sledece stavove iz teorije redova i nizova.
Ako su {a, } i {b,} nizovi skalara onda:
1. limyea, = a (ili {a,} — a), znadi da za svaki pozitivan broj € moZe da se
nade ceo broj m(¢€), tako da je |a, —a| < € uvek kada je n > m(¢).
2. Ako{a,} —ai{b,} — bonda{ca,+db,} — ca+db za svaki skalar c i
d.
3. Ako {a,} —ai{b,} — bonda{a,b,} — ab.
4. {a"} — 0 akko je |a| < 1.
Konvergencija beskonacnih redova je definisana preko niza parcijalnih suma koji
konvergiraju:
5. Y gan=s, znatida {p,} — s gdeje p, =Y, _oan.
6. Stepeni red kompleksnog broja z Y, a,z" konvergira za |z| < r, gde je

dan

r= lim
n—eo

api1
Zaniz {A,,} kompleksnih matrica reda n, gde je A,, = [a(m)i j] , definisa¢emo
konvergenciju u ¢lanovima niza njihovih elemenata.

Definicija 9.5.1 Neka je {A,,} niz matrica reda n. Kazemo da je lim,,—,ec Ay =
A (A,, — A), ako svaki od n* nizova komponenti konvergira, t;.

lim ag,;; = aij, i,j=1,2,...,n.
ot (m)ij ijs yJ IR) 5

Teorema 9.5.1 Ako niz matrica {A,, } i {B,,} konvergira ka A i B, redom, onda
{A,B,} — ABi {aA,,+bB,} — aA+bB, zasvako a,b € F.

Dokaz

Na osnovu definicije mnoZenja matrica sledi

An By = [Zl“(m)ijb(m)jk] :
j=
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Onda, na osnovu navedenih svojstava nizova skalara biée
n
lim A, B,, = lim Za m)ijb = j;nlgioa()%g&b()

= [Z a,-jbjk
j=1

Na isti nacin se dokazuje drugi deo teoreme.

Teorema 9.5.2 Neka je f(z) dato stepenim redom
2)= ) cm?", 2 < 9.12)
m=0

Neka elementi matrice A zadovoljavaju relaciju (9.12). Onda je

= i cmA™.
m=0

Posledica 9.5.3 Neka je A neka nesingularna matrica. Onda je

f(C'AC) =C'f(A)C

Dokazati. Uo¢imo sli¢nost sa Teoremom 7.2.7, na str. 162.
Neka je A(r) matrica reda n ¢iji su elementi funcije od ¢.

Definicija 9.5.2 Ako je A(t) = [a;;(r)] onda je

iA(;):{ i1 } /A ) dr = V a,,()dt].

» Primer 9.6
d 2[2 sin 3¢ 4¢ 3cos 3t
el = 1
dr ( 5t th13t) —10te™"
¢ ¢ 1+92
N L % (65[ — 1) In(r+1)
/ t+1 =1 7
0 \sin3r 7t—1¢3 —3 (cos3t—1) "

Lako je pokazati da su ovde definsani operatori linearni. "
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Teorema 9.5.4 Ako su A(¢) i B(¢) matrice reda n ¢ije su komponente diferenci-
jabilne, onda je za svako a, b

d

A(t) +b=B(1),

d
& (aA(t)+DB(1)) = %

dt

b

b b
/ (aA(t)+bB(1)) dt — a / A(6)dr +b / B(1)dt

a

pod uslovom da su komponente integrala definisane i integrabilne.

Teorema 9.5.5

d dA(r) dB()

— (A(#)B(t)) = B(r) +A(r

CAWB@) =SB0 +AN S
Dokaz prepustamo &itaocu. Q
Specijalan i veoma vazan slucaj je funkcija

oo Zm
7 A
f(Z) =e = mgo m! )

Teorema 9.5.6 Za bilo koju matricu A je

detA

=Aet.
a F

k=1 Ak o k—1 Ak—1
kt A AZkt A _AeA

Navedimo sledece jednostave primere koji su bitni za dalje izlaganje.

Neka je
0 1 00
A= (0 0), B= (1 0). (9.13)
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1 0 . 00
e (D0 e (09,

Ocigledno je da je AB # BA, tj. matrice A i B nisu komutativne.

Onda je

Zadatak 9.1 Za matrice A i B, definisane jednac¢inama (9.13), izraCunati:

A, b

B ATB A B
Lako je pokazati da je
AF=B=0 za k>2.

Tada je e’ =I1+tA. Zat = 1 bice

A (11
e —I+A—<O 1)

Na isti nacin se pokazuje da je

B (1 0
e —I—FB—<1 1)

U slucaju A + B bice
A+B)* =1 i (A+B)*"=A+B, k=0,1,2,...

1(A+B)

Ize ,zat =1 dobijamo da je

A+B Chl Shl
¢ T {shl ch1)
Direktnim mnoZenjem sledi da je
1 1 1 0 2 1
A B_ _
€¢ _<o 1)(1 1>_<1 1)‘

Odavde se takode vidi da je
AP £ ATB,

Ovaj primer nas dovodi do sledeéeg opsteg zakljucka.

Teorema 9.5.7 Neka su A i B komutativne matrice. Onda je e* ¢® = ¢A 1B,
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Dokaz

Prvo ¢emo pokazati da je za bilo koju matricu A

(e,A) Y
U tom cilju posmatrajmo matricu

H() =M e ™.
Onda je

d
fH(t) —_ them e—tA] _ AetA e_tA—l—etA (—A) e—zA =0,

jer sumatrice A i ¢’ komutativne. Zna¢i matrica H(¢) = C, gde je C neka konstantna
matrica. Odredujemeo je iz uslova

C=H(0)=eMe¢ M =1L

. . L. —1

Ali tada je H(r) = ' ¢ 'A =1 za svako 1, odakle sledi da je (e'*)  =e 'A.
Dokaz Teoreme izvodimo na isti nacin.
DefiniSemo matricu

K(t) _ et(A+B)e—tB e A

Onda je

d
K0 = (A+B)e/ATB) 1B 1AL

4 o!(A+B) (—B) o B 1A | H(A+B) —1B (—A)eftA.

Prema uslovu teoreme je AB = BA, odakle sledi da je A komutativno sa e . Takode

(A+B)

dK
je A+ B komutativno sa e’ , paje i 0, tj. K(r) = D, gde je D konstantna

marica. Odredujemo je iz uslova D = K(0) = I. Onda je
K(l‘) _ el(A+B) esz esz =1,

o -1 .. . _ .
za svako 1. Koristei izraz (¢'*) " = e~"A dobijamo da je ¢’ (A+B) B _ o'A Na isti

na¢i sledi da je e/(A*B) = ¢'A ¢'B_Za t = 1 konacno dobijamo da je
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Ova teorema je primer opSteg principa da funkcionalni identiteti jedne skalarne
promenljive zadZavaju svoju vrednost za matrice, kao na primer

sin?@+cos’0=1 = sin’A+cos’A =1,

dok matri¢ni analogoni funkcionalnih identiteta po jednoj ili viSe promenljivih vaZe
samo za komutativne matrice.
Na primer, za svaku matricu A, reda n, piSemo

A2k
(71)]{ @7
A2k—1
2k— 1)

(@)
o
2
Z
I
)
+

(9.14)

M T1s
T
D
-

~
Il
_

_ llt)f f(A)=(T-A)"" (I+A?),

o

10g(1+x):x—5+§*z+---, x| <1,

Az A3 A¢
log(I—FA):A—?%—?—T—F---, p(A) <1,

f(t)

gde je
p(A) = max{[Ai],.... | 4]}

spektralni radijus matrice A.

Pri tome pretpostavljamo da su Ay, ..., A, razliCiti karakteristi¢ni koreni matrice
A € Cuxn.

Napomenimo da je p(A) poluprecnik najmanjeg kruga u kompleksnoj ravni sa
centrom u koordinatnom pocetku, koji sadrZi sve karakteristi¢ne vrednosti matrice
A. Pomocu spektralnog poluprecnika definiSemo kriterijum konvegrencije za vazne
matri¢ne nizove.

N Koristeci funkeiju

oo _1 m
IOgZ: Z(_l)nJrl (Z ) ,
m=1 h
koja je analitiCka za |z| < 1, definiSe se kompleksna matrica reda n
izrazom
v (A=D)"

n

logA = i (—1)
m=1

u oblasti konvergencije ovog reda ||A —I.
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Ako se matrica A moZe dijagonalizovati, onda postoji regularna matrica M, tako
da je

A=MDM ',
gde je
A
D =
A
Onda je
lk
YioTr
A_ v (MDM )" (D))" o 1
t=) — =M() - |M =M M
k=0 k=0 7Lk
Yilo F
tj.
e’l'
A =M M. 9.15)
el"
1z (9.15) sledi da je
el‘ e’l‘
dete® =det | M M~ | = det =
el" 61”
— eﬂ.] '62,2 .. 'el’l — el]‘l"”#‘l,,’
.
dete® = oA, 9.16)

Postavlja se pitanje da li ovaj izraz vazi u opStem slucaju, tj. u slu¢aju kada se
matrica A ne moZe dijagonalizovati. U tom slu&ju koristimo Zordanovu normalanu
formu

A =S71JS, gde je S neka regularna matrica, i ¢injenicu da je determinanta
trougaone matrice jednaka prozvodu elementa na dijagonali. Onda je

n
dete = deteS IS = det (S7'e!S) = dete’ = [1¢ = eLiz1Jij
i=1
6.
dete? = ol = (A, 9.17)

jer je trJ = trA.
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Lagranzeva polinomijalna interpolacija

U matematici postoje razne metode i postupci koji se Koriste pri razmatranju
ponasanja funkcija. U najveéem broju slucajeva neophodno je da ove funkcije budu
neprekidne ili diferencijabilne. To predstavlja, u velikom broju slucajeva, problem u
realnim primenama u slucajevima kada se za funkcije znaju njene diskretne vredno-
sti koje se dobijaju, na primer, iz eksperimenata. Tada je potrebno da konstruiSemo
neprekidne funkcije na osnovi diskretnih podataka. Problem odredivanja takvih
funkcija u literaturi je poznat pod imenom data fiting - fitovanje. U ovom de-
lu se zadrzavamo na specijalnom slucaju poznatom pod nazivom polinomijalna
interpolacija.

S obzirom na specifi¢nost problema uvodimo sledeée oznake:

§ - proizvoljno polje,

§(x) - polje racionalnih funkcija,

§x] - vektorski prostor svih polinoma kona¢nog stepena po x sa koeficijenti-
ma na g,

Smxn - SVE m X n matrice na §,

§[x]mxn - SVe m X n matrice na §,

8 - proizvoljni vektorski prostor.

Uvod
Za svako p(x) € §[x] postoje jednozna¢ni koeficijenti a; € §, tako da je

n
p(x) = ax" +ap X tax! fag = Zaixl.
i=0
Ako je a, # 0, onda je stepen polinoma p(x) jednak n; kratko stepp(x) = n. Ako je
a, = 1 za polinom se kaze da je monican.
Konstantni polinom razli¢it od nule je stepena nula. Stepen nula polinoma O(X)
je nedefinisan.
no
Za bilo koje x = b € § i za bilo koji polinom p(x) = Y. aix', vrednost polinoma

. i=0
je data sa

p(b) = Za,-bi.
i=0

Sledece teoreme navodimo bez dokaza. Mogu se naci u svakoj knjizi iz Linearne
algebre.

Teorema 9.6.1 Neka su f(x) i d(x) bilo koja dva elementa iz F[x], gde je
d(x) # 0. Onda postoji jednozna¢no odreden koli¢nik g(x) i ostatak r(x), tako da
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je
f(x) = q(x)d(x) +r(x),
gde je stepenr(x) < stepend(x) ili r(x) = 0.
Ako je f(x) = g(x)d(x) onda kazemo da su d(x) i g(x) faktori od f(x).
Faktorizacija je netrivijalna, ako oba faktora imaju pozitivne stepene.
Ako polinom f(x) nema takve faktore (netrivijalne faktore) u F[x], onda
kazemo da je nesvodljiv u F[x].

Teorema 9.6.2 — Teorema ostatka. Ako je f(x) € F[x] deljivo sa x —a,
onda je f(a) =0.

Teorema 9.6.3 — Faktor teorema. Ako je f(x) € F[x| takvo da je f(a) =0
za a € §, onda je x — a faktor od f(x), tj. postoji g(x) € F[x], tako da je f(x) =
(x—a)q(x).

9.6.2 Lagranzeva interpolacija

Neka je
0 = {p(x) € F[x], stepen p(x) < n} =rasteze(1,x,...,x"1).

Neka su 1,12, ... ,t, proizvoljni elementi od §. Pokaza¢emo da postoji jednoznacna
baza {h;(x),hy(x),...,h,(x)} za § za koju vazi

h,‘(lj)=6ij, i,j:1,...,n.
Na osnovu Faktor teoreme 9.6.3 sledi da
si(x) = (x—n)(x—t2) - (x—ti1) (X —tip1) - (X — 1),

mora biti faktor /;(x). O¢igledno je da je stepens;(x) = n— 1. Prema tome, ako je
hi(x) u G, onda je h;(x) = cs;(x). Specijalno, 1 = h;(t;) = cs;(t;), odakle sledi da je

hi(x) = (x—t1)(x—12) - (x—tic1) (X = tig1) - (x — 1) fl (x—tj.).

(i —t)(ti—12) - (i = tic) (ti = ti1) -+~ (ti = 1)
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Polinomi 4;(x) nazivaju se interpolacioni LagranZevi polinomi. Lako je proveriti
da je
hitj) = ;.

Ovako odredeni interpolacioni LagranZevi polinomi su linearno nezavisni. Polazimo
od nula polinoma O(x) u ¥. Onda je

O(x) = i{cihi(x).

S druge strane je O(x) = 0 za svako x € §. Onda, iz
n
0=0(x) = Zcihi(x) = ¢=0, i=1,...,n
i=1

Prema tome £;(x) su linearno nezavisni polinomi i formiraju bazu u 0.

Neki primeri primene interpolacionih Lagranzevih polinomi

= Primer 9.7 Za bilo koje p(x) € U bice
p(x) =Y cihi(x).
i=1

Koeficijente razlaganja po h;(x) odredujemo iz uslova h;(a;) = &;;, odakle sledi da
je p(ai) = ci. Zna&i

p(x) = ip(t,')hi(x). (9.18)

Ovaj izraz (9.18) se naziva LagranZeva interpolaciona formula.

= Primer 9.8 Neka je f(x) bilo koja funkcija i neka su f(#;) njene vrednosti u
taCkama ¢; € §. Formirajmo polinom

plx) = if(roh,-(x).

Ovaj polinom stepena manjeg od n ima iste vrednosti kao i f(x) u #; € §. Nazivamo
ga interpolacionim polinomom za f(x). "

n
» Primer 9.9 Drugi nalin inerpretacije polinoma p(x) = ¥ p(#;)h;(x), stepena
i=1

manjeg od n, je jednoznacni polinom ciji grafik sadrzi tacke

(t17y1)7(f27)’2)7- cey (tnvyn)a
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tako da je

plx) = Zyihi(x)'

i=1

Konkretan primer

» Primer 9.10 Neka je f(x) € U C §[x]. Nekajetj = 1,10 =2,13 =3 € §. La-
granZevi interpolacioni polinomi su

(x—=2)(x=3) 1
hi(x) (1=2)(1-3) §(x2—5x+6),
G-D-3)
hZ(x) - (2_ 1)(2_3) - _(x2_4x+3)7
-D@-2) _
h3(x) = G-1G-2) ~(x* =3x+2)

Za bilo koje f(x) € ¥ mora biti
) = f(hi(x) + f(2)ha(x) + f(3)h3 (x).

Specijalno za
g(x)=3x>—5x+4€9,

postoje g(1) =2, g(2) =61g(3) = 16, sledi da je
g(x) = 2h;y(x) + 6hy(x) 4+ 16h3(x).

u Primer 9.11 Neka je f(x) = x*. Onda je
n
X =Y th(x), k=0,1,....n—1.
i=1

Promena baze {1,x,...,x" '} u nabazu {h(x),h(x),. .., h,(x)} u D je odredena

matricom
1y 6 - 1!
16 3 - !
2
V= L. .
1, 2 .. !

Matrica V se naziva Vanermondova matrica’. Cinjenica da ona odreduje promenu
baza, sugeriSe da je ona nesingularna. To se moZe dokazati i ekplicitno. "

2Vandermonde
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U prethodnom problemu lako je pokazati da je

1 11 3 -3 1
v=|12 4| i v'=|-3 4 -3
1 1
1 39 5 —1 3
Onda je
h(x) =3— 2t A2
X)=2— X —X
1 D) 7
hy(x) = =3 +4x — 1%,
3 1
hz(x):1—§x+§x2

Sto smo veé pokazali.

» Primer 9.12 Neka je f(¢) prozvoljan polinom kona¢nog stepena. Neka je T
prozvoljna kvadratna matrica reda 3. Onda je f(T) odgovarajuéi polnom po T.

Sukcesivnom primenom Kejli-Hamiltonove teoreme svaki takav polinom je
kvadratni polinom po T. PiSemo ga u obliku

F(T) = apl+a; T+ aT?,

gde su koeficijenti funkcije ag, a1, az, polinomijalne funkcije invarijanata I, /It,
It matrice T. Ako je matrica T realna i simetri¢na, onda se ona moze dijagonali-
zovati.

Elementi na glavnoj dijagonali su realni karakteristi¢ni brojevi #;, i = 1,2,3.
Tada su:

Ir=t1+6+13, Ilt=ntt+bhtz+nt3, It =i,
realne funkcije karakteristi¢nih brojeva T. Takode je
ft)=ao+arti+at?, i=1,23.

U tom slucaju je

3
Hf(ti)ai;

J#
j=1
gde su g; reSenja prethodnog sistema jednacina.
Znaci
(T—5I)(T—1I) (T—8I)(T—nI)
T) = f(t + f(z
T =10 G o6 ' G mm-a)
( —1‘11)( —tzl)
+ f(¢ ,
fs) (ts—t1)(t3—12)
gde se pozivamo na Primer 9.9. "

Ova reprezentacija funkcije f(T) je od velikog znacaja u mehanici kontinuuma.
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Teorema 9.6.4 Neka su A, Ay, ..., A, razliCiti karakteristi¢ni brojevi matrica A
reda n, koja je sli¢na dijagonalnoj matrici. Onda postoje matrice P; tako da je:
r
(1) A= _Zl AP,
=
(2) P,P;=0zai+# j,P?=P,

3) YPi=L
i=1

Dokaz

Neka su A1, Ay, ..., A, razli¢iti karakteristi¢ni brojevi matrice A reda n. Neka su
hi(A),h2(A),...,h(A) asocirani Lagranzeovi polinomi i P; = h;(A). Lagranzeva
interpolaciona formula tvrdi da je

=Y md) i x= gxih,»m.

r
=1

OndajeI=Y  P;iA=Y",Ah(A) =Y, AP, Minimalni polinom od A je
m(x) = (x—A1)(x —A2) - -~ (x — A). Kako m(x) deli h;(x) hj(x) za i # j, sledi da je
P;P; = 0zai+# j. Poslednja relacija sledi izI = Y, P; kada se pomnoZi sa P}, jer
je tada



\_

-
10. Generalisani karakteristicn
vektori

U linearnoj algebri generalisani karakteristicni vektor matrice A reda n je

vektor koji zadovoljava neke kriterijume koji su relaksiraniji od onih za obi¢ne
karakteristi¢ne vektore.

Neka je R” vektorski prostor i neka je matrica A data u odnosu na neku bazu

u R". Moze se desiti da A nema n linearno nezavisnih karakteristicnih vektora
koji formiraju bazu u R”. To je, kao Sto smo videli, slucaj kada se A ne moze
dijagonalizovati. DeSava se kada je algebarski multiplicitet bar jednog karakteri-
stinog broja A; ve¢i od njegovog geometrijskog multipliciteta (tj. od nulosti matrice

A —

AL ili dimezije nula prostora X (A — A;I)). U tom slucaju A; se naziva defektni

karakteristican broj, a matrica A defektna matrica.

Uloga i znacaj generalisanih karakteristi¢nih vektora x;, koji odgovaraju A;,

zajedno sa matricom A — A1, je da generisu Zordanov' lanac linearno nezavisnih
generalisanih karakteristi¢nih vektora koji formiraju bazu za invarijantni prostor od

R".

Koriste¢i generalisane karakteristicne vektore, skup linearno nezavisnih vektora

moZe se prosiriti, ako je potrebno, kako bi se kompletirala baza od R". Ova se baza
moze koristiti za odredivanje skoro potpuno dijagonalne matrice J u Zordanovom
normanom obliku, sli¢noj matrici A. Ovo nam onda omogucava, izmedu ostalog, da
jednostavije izraCunavamo neke matri¢ne funkcije od A.

1Jordan
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Matrica J je veoma korisna za reSavanje linearnih diferencijalnih jednac¢ina

dx
A
dt %

kada A ne moZe biti dijagonalizovano. Ovde se prvenstveno na tome zadrzavamo.

Definicija 10.0.1 Za dati karakteristi¢an broj A, vektor u je generalisani
karakteristic¢ni vektor ranga r, ako je

(A—=AD)'u=0,
(A—AD)"lu#0.

Karakteristi¢ni vektor je generalisani karakteristi¢ni vektor ranga 1,
jerjetada (A—Alu=0iu#0.

Prelazimo na opsti prilaz.

Svaka matrica A reda n ima n linearno nezavisnih generalisanih vektora. Moze
se pokazati da je u tom smislu sli¢na skoro dijagonalnoj matrici J u Zordanovom
normalnom obliku. Drugacije receno, postoji regularna matrica, recimo M, tako da
je

J=M"'AM.

U tom slucaju se matrica M naziva generalisana modalna matrica za matricu A.
Ako je A algebarskog multipliciteta (1, onda A ima u generalisanih karakteristi¢nih
vektore koji odgovaraju karakteristicnom broju A.

Definicija 10.0.2 Skup koji rastezu generalisani karakteristi¢ni vektori naziva-
mo generalisani karakteristicni prostor od A.

Kao motivaciju navodimo klasi¢an i jednostavan

(1),
0 1
Ovaj jednostvan primer ve¢ smo razmatrali u delu koji se odnosi na Karakteristi¢ne
brojeve i karakteristicne vektore (vidi primer 6.1, na str. 144). Tada smo pokazali
da ova matrica A ima karakteristi¢ni broj A = 1, ¢iji je algebarski multiplicitet 2 i
samo jedan karakteristinan vektor vi = (1,0)7, ¢iji je geometrijski multiplicitet 1.
Prema tome, ova matrica se ne moZe dijagonalizovati. PoSto postoji samo jedan
superdijagonalan element (element na dijagonali koja je susedna glavnoj dijagonali),
onda Ce postojati samo jedan generalisani karakteristi¢ni vektor ranga veéeg od 1.

Drugacije re¢eno, posto je re¢ o prostoru R?, zna¢i dimenzije 2, postojaée samo

m Primer 10.1 Neka je
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jedan generalisani karakteristicni vektor ¢&iji je rang veéi od 1. Koristeéi vi = (1,0)7
odredujemo generalisani karakteristi¢ni vektor v, iz jednacine

(A=ADvy=v|, v = <§> )

G a)()-6) = =

Komponenta x ne podleZe nikakvim restrikcijama. Prema tome, generalisani vektor
je

Onda je

V) = (a, I)T.

Obi¢no se uzima da je a = 0. Kako je (A — AI)v; = 0, onda je v; obiCan
karakteristi¢an vektor. PoSto su v; i v, linearno nezavisni onda oni formiraju bazu
od Rz. |

Sledi detaljniji pristup ovom veoma znacajnom problemu.
Neka je matrica A reda n. Videli smo da njen karakteristicni polinom

p(A) = det(A — AT)

dopusta m razliitih korena A1, A3, ..., Ay, gde je m < n.
Svaki koren ima multiplicitet k;, tako da se p(A) moZe napisati u obliku

) =TT -2 Y ki=n

I
—
Il
_

Oznacimo sa E; potprostor karakteristi¢nih vektora koji odgovaraju karakteristicnom
broju A;, tj.
E; ={ucR"|Au = Au}.

Dokazali smo da u opstem slucaju vaZzi sledeca

Teorema 10.0.1 Dimenzija E; nije veca od multipliciteta A;, tj.
dimEi < ki.

Ako je
dimE; =k;, za i=1,2,...,m,
onda mozemo naci bazu od k; linearno nezavisnih karakteristi¢nih vektora za

svako A;, koje ¢emo oznaciti sa

i i
up,u, ...
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m

Posto je Y k; = n, moZemo onda naéi n linearno nezavisnih karakteristicnih
i=1

vektora. (Podsetimo se da su vektori koji odgovaraju razli¢itim karakteristi¢nim

brojevima svakako linearno nezavisni). U tom slucaju matrica A moZe biti dijago-
nalizovana. To nam znacajno koristi u reSavanju sistema jedancine

dx_

X _ Ax.
a

Opste resenje ove jednacine je onda

m
X(l) = Zelﬂ (aL,‘llll +a2,,~u’2 —+ - —|—aki7iu§q) .
i=1

= Primer 10.2 Neka je

Njen karakteristi¢ni polinom je p(4) = —(A —2)(A — 1)
Karakteristi¢ni brojevi su: A; = 2 (multipliciteta 1) i A; = 1 (multipliciteta 2).
Za A =2, iz jednaline
-1 0 O X 0
(A—Alu=(A-2l)u={ 0 1 1 yl=1(0],
0o -2 -2 z 0

dobijamo dve nezavisne jednacine (2 uslova)
x=0,
y+z=0.

Karakteristi¢ni vektor za A; =2 je u = (0,1,—1). Prema tome dimenzija E; =
n—2=3-2=1.
U slucaju A, = 1 odgovarajuca jednacina je

0 0 O X 0
(A—ADu=A-Tu=(0 2 1 y|=10],
0 -2 -1 Z 0

koje daju jednu nezavisnu jednacinu (jedan uslov)
2y+z=0.
Onda je dimE, = n—1 =3 —1 = 2. Dva nezavisna vektora
w, = (1,0,0),
w3 =(0,1,-2),
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d
formiraju bazu od E,. Na kraju opste reSenje jednacine d—j = Ax glasi

0 1 0
x=a1? | 1 | +ae |0]|+aze | 1
—1 0 -2

Ako je za neko i, dimE; < k;, onda ne moZemo nadi k; linearno nezavisnih
karakteristi¢nih vektora u E;. Tada kazemo da je karakteristi¢ni broj A; nekompletan

. v 2 v . .. - X
(defektan). U tom sluaju ne moZemo naci opste reSenje jedancine i Ax u

obliku prethodnog primera (koji je dat za slucaj karakteristi¢nih brojeva A; koji su
kompletirani). Zato su nam potrebni generalisani karakteristi¢ni vektori.

= Primer 10.3 Neka je
-2 1
(3 )

Njen karakteristi¢ni polinom je p(A) = (A +2)2. Postoji samo jedan karakteristi¢an
broj: A; = —2 (multipliciteta 2). Za A; = —2, iz jednacine

(A—AT)u=(A—2)u= <8 (1)> @ _ <8>

dobijamo jednu jednacinu,
y=0.

Karakteristi¢ni vektor je u; = (1,0).
Prema tome, £y =n—1=2—1=11imatrica A se ne moZe dijagonalizovati.

. . . .. o X . « .
Znamo da je x (¢) = ¢*"uy jedno resenje jednacine i Ax. PotraZimo reSenje
u obliku
x(t) =reMu+eMy,

za nepoznate vektore u i v razli¢ite od nule. Ovako x(z) ée biti reSenje akko je
HMMutrteMu+ At v=re! Au+ e A,
za svako . Onda sledi da mora biti

Au = Au,
Av=u+Av.

Prva jednacCina tvrdi da je u # 0 karakteristiCan vektor, a A njegov karakteristi¢an
broj. Ostaje da se izracuna v iz jednacine

A-ADv=u = (8 3><§>:<3>'
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Onda je
y=1.

Nemamo nikakvih ogranienja na x. Pogodno je uzeti da je v = (0, 1), tako da je
drugo resenje dato sa

XZ(t) :tekltu—kek]tV: [6_2[ ((1)> +e—21 <(1)> .

Posto su u(0) i v(0) linearno nezavisni, onda opste reSenje glasi

1 1 0 ae > +be=
2t 2t 2t
X=ae <>—|—b<te ()—{—e <1>)—< he—2 >,

gde su konstante a,b € R. "

N Uocimo da je u ovom primeru
(A=AD*v=0 i (A—ALv#0.

Vektori koji zadovoljavaju ove jednacine su primer generalisanih ka-
rakteristi¢nih vektora.

Neka je dat generalisani karakteristi¢ni vektor u ranga r.
DefinisSimo vektore vi, v, ..., Vv, na slede¢i nacin

vi=(A-AD)"'u.
Ocigledno da je karakteristiCan vektor v # 0, jer je
(A—=ADv; =(A—AD)"u=0.

Vektori vq,Vs,...,v, formiraju lanac generalisanih karakteristicnih vektora
duzine r.

I Definicija 10.0.3 Neka je A karakteristican broj. Kazemo da v, vs,...,v,
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formiraju lanac generalisanih karakteristi¢nih vektora duZzine r, ako je vi # 0 i

V1= (A= AD)v,,
Vo= (A—=ADv,_q,
L (10.1)
vi = (A—=AID)vy,
0=(A—ADv,.

N Prvi elemenat, vy, je uvek karakteristi¢an vektor.

Koriséenjem (10.1) lako je pokazati da je
(A=AD)"" v, = vy,

Prema tome, element v; je generalisani karakteristi¢ni vektor ranga i.

Teorema 10.0.2 Vektori u lancu generalisanih vektora su linearno nezavisni.

Dokaz

Posmatrajmo linearnu kombinaciju

-
Z CiVi = 0.
i=1
Na osnovu napred definisanih vektora imamo da je
vi=(A—AD)""
tako da je

r

Y

i=1

-

Y ci(A—AT) iy, =0.

i=1

Pokazaéemo da su svi ¢; jednaki nuli. Pri tome ¢emo koristiti ¢injenicu da je
(A—AD"u=0 zasve m>r.

Zaista,

(A—AD™y, = (A — A" " (A—AL)v, =
— (A= AD)" (A —AT)v; =0.
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Ako sada pomnoZimo Y ¢;(A —AI)""'v, = 0 sa (A — AI)"~!, dobi¢emo da je
=1

1=

ci(A—AD> "y, =o0. (10.2)

-

1

Posto je (A —AI)* "y, =0zai <r—1,jednacina (10.2) se svodi na
cr(A=AD""ly, =cvy =0. (10.3)
Prema tome ¢, =0, jer je v; # 0.
r

Imajudi to u vidu, izraz ¥, ¢;(A — AI)"'v, = 0 postaje
i=1

r—1
Y ci(A—AL) v, =0.
i=1
MnoZeci ovaj izraz sa (A — AI)"~2, dobijamo da je

r—1 )

Y (A=A v = (A= ANy, =,y vi =0,

i=1
jerje (A —AI)* =2y, =0zai < r— 2. Prema tome je

Cr—1 = 0.

Nastavljajuéi ovaj rekurentni proces, na isti nacin pokazijemo da su svi ¢; jednaki

nuli. Znaci vektori v; su linearno nezavisni.

Lanac generalisanih karakteristi¢nih vektora omoguéuje nam konstrukciju resenja
sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina.

Teorema 10.0.3 Neka je dat lanac generalisanih karakteristi¢nih vektora duZine
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r. DefiniSemo

xi(t) = Vleh,
x2(t) = (v +v2) M,

t2
X3(t) = <2V1 +IV2+V3> eM,

r—1 2
t
X, (1) = ((l’—l)!VI SFooosE Evr_z +tv,_1 —i—vr> M.

Funkcije {x;(¢)}/_, formiraju r linearno nezavisnih resenja jednacine

dx_

X _ Ax.
a




258 Glava 10. Generalisani karakteristicni vektori

Dokaz

Imamo

x;(t) =M S ;
J(t) (i_l (]—l)'Vl> .

Prema konvenciji vop = 0. Imajudi to u vidu, moze se iz (10.1) zakljuciti da je

Av;, =v; 1+ Av;,
zai=1,2,...,r. S jedne strane imamo da je
dx(1) _ a4 P! s 1
—— =e Vi + A —— Vi,
dr “(—-i—-1n ;(1—1)! '
a s duge da je
J tj*Z J [j*l
Ax; = M : Av; = M —— (Vi1 +Av) =
P v Tl P M TN
j J

Prema tome X(#) je reSenje. Za dokaz da su nezavisni dovoljno je dokazati da su
x;(0) = v; nezavisni. To sledi na osnovu Teoreme 10.0.2.

Kratko receno, lanac generalisanih karakteristi¢nih vektora duZine r daje nam r
nezavisnih reSenje.

Sledeca Teorema tvrdi da imamo dovoljno lanaca generalisanih karakteristi¢nih
vektora za dobijanje kompletnog skupa nezavisnih reSenja.

Teorema 10.0.4 Za karakteristi¢ni broj A multipliciteta k postoji p lanaca koje
oznafavamo sa

12 P
v% v; o v}7
V, V3.V,

2
vy, )

1 Vo

v

tako da su {v/} linearno nezavisni i Y. r; = k, gde i oznacava duZinu i-og lanca.

Zakljucak. Neka matrica A reda n ima p karakteristi¢nih vrednosti, {A;}7_,,
gde svaki od njih ima multiplicitet k;. Zbir svih multipliciteta jednak je n, redu
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k
matruce A, tj. Y k; = n. Za svaki karakteristi¢ni broj A; ratunamo k; nezavisnih
i=1
reSenja koristeci prethodne Teoreme. Tako kona¢no dobijamo n nezavisnih reSenja

. S v . .. . - X
koja su reSenja obi¢ne diferencijalne jednacine i Ax.

Kriterijum koji je koristan pri odgovoru na pitanje da li se skup lanaca sastoji iz
nezavisnih vektora daje sledeca

Teorema 10.0.5 Neka je dato p lanaca koje oznac¢avamo na isti nacin kao u
Teoremi 10.0.4. Vektori {v/} su nezavisni akko su

1 2 P
V],V],...,Vl

nezavisni. Ovo tvrdenje takode vaZi za lance koji odgovaraju drugim karakteri-
stinim brojevima.

Dokaz

Izvodi se na isti nacin kao u Teoremi 10.0.2.
Teorema 10.0.4 tvrdi da postoji baza u odnosu na koju se matrica moZe napisati
u obliku

M1

M

1
Aq
U ovoj matrici jedini elementi koji su razli¢iti od nule su na glavnoj dijagonali i
elementi neposredno iznad glavne dijagonale. Elementi dijagonale su karakteristi¢ne
vrednosti, a iznad glavne dijagonale su nule ili jedinice.
Prema tome, za bilo koju kvadratnu matricu postoji matrica J, gornjeg oblika,
takva da je
A=PJP,

gde je P matrica promene baze.

Dekompozicija proizvoljne matrice u matricu skoro dijagonalnog oblika se nazi-
va Zordanova dekompozicija. Za matricu A onda se kaZe da je data u Zordanovom
kanonskom obliku.
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Uoc¢imo da se svaka J moZe predstaviti u obliku

Ji
Jo

Ji
Jq

Matrica

se naziva Zordanov blok reda k; koji je definisan algebarskim multiplicitetom
q
karakteristiénog broja A;, pri ¢emu je Y k; = n. Navedimo neke karakteristike
i=1
matrice J:
- J je gornja dijagonalna,
- J je dijagonalna ako je red svakog od n blokova k; = 1,
- Zordanova forma je jedinstvena (do na permutaciju blokova),
- moZe imati viSe blokova istog krakteristicnog broja.

» Primer 10.4 Neka je

Njen karakeristi¢ni polinom je p(4) = (A — 1)*. Prema tome A; = 1 je karaktristi¢ni
broj ¢iji je algebarski multiplicitet 3.
Odredimo karakteristicni vektor iz

1 1 0 X
-1 -1 0 y| =0
0 0 O z
Dobijamo x = —y, pa je prema tome dimenzija £y = n — 1 = 2. Imamo
0 1
u; = 0 i U = —1 s

1 1
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dva karakteristicna nezavisna vektora. Sada se nasa kolekcija lanca € sastoji od
karakteristi¢nih vektora u; i uy, a koju obelazavamo sa € = {{u; },{uy}}.

Racunamo (A — A;I)? i dobijamo (A — A;1)? = 0. Znati za bilo koji vektor u
bice (A — A1I)? = 0. Na primer, biramo u = (1,0,0) tako da je u linearno nezavisan
odujiu.

Racunamo
1

(A—lll)V: —1 5
1

i dobijamo lanac v, =u, vi = (A — A D) u =w,. Iz € = {{u; },{u, } } odstranjujemo
lanac {u; } kao vektor koji ¢ini lanac koji je linearno zavisan od lanca {v, v, }. Onda

je
e={{w},{vi,v2}}.

Time je odredena baza {uj,vy,v,} od R3, koju &ine vektori lanca. Primenjujuéi

Teoremu 10.0.3, dobijamo opste reSenje diferencijalne jednacine d—x = Ax u obliku
i

x(t)=aje'u +are' vi+aze (tva+vy) =

0 1 r+1 a)+az(t+1)
=aq1é |0 +meée | =1 | 4+aze| —t | =€ —ap —ast
1 0 0 ap

Mozda je od interesa da se ukaze na opsti postupak odredivanja generalisanih
vektora. Radi jednostavnosti, ilustrova¢emo to nekim jenostavnim primerima.

= Primer 10.5 Neka je {e;,e,,e3} baza od R? i neka je data matrica

310
A=1|0 3 1],
0 0 3
u odnosu na tu bazu. Onda je
Ae1 = 381,
Aer, = e +3e,
Aes; = e) + 3e3.
Napisimo ove jednacine u obliku
(A—3I)e; =0,
(A — 31)82 =e€q,
(A — 31)83 =€

Sledeci koraci su:
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i) nadi sve karakteristicne vektore koji odgovaraju nekom karakteristicnom
broju,

ii) broj linearno nezavisnih karakteristi¢nih vektora koje nademo daje nam broj
Zordanovih blokova (u ovom primeru samo jedan karakteristian vektor,
samo jedan Zordanov blok).

iii) za jednom naden karakteristi¢an vektor, resiti

(A — AI)v = taj karakteristi¢ni vektor,

1 nastaviti.

m Primer 10.6 Izraziti matricu

>
I
— o A
o w o
A0 =

u Zordanovom kanonskom obliku.

i) Odredimo karakteristi¢ne brojeve. Lako je pokazati da postoje dva: A =5 i
A =3.

ii) Odredimo X (A — A,I) za karakteristi¢ne brojeve A;:

1
X (A — 5I) = koji razapinje karakteristi¢an vektor 2 ,
1
0 -1
X (A — 3I) = koji razapinje karakteristi¢an vektor 1,10
0 1

Uocimo da su ovi vektori linearno nezavisni i da predstavljaju bazu u R3.
U ovom slu¢aju Zordanova kanonska baza u R? &ini skup vektora

1 0 -1
{V17V27V3}: 2 ) 1 ) 0
1 0 1

U ovom slu¢aju modularna matrica

P= (Vl,V2,V3) -

i\ Bl
S = O
(e)
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Sada je lako odrediti matricu A u Zordanovom kanonskom obliku. Zaista, tada je

AP = A(Vl,Vz,V3 = (AV],AVQ,AV3) = (5V1,3V2,3V3) =

)
50
=(vi,v2,v3) [0 3 0| =A) =
0 0 3
J

gde je

traZeni oblik matrice A u Zordanovom kanonskom obliku.
Ovde trivijalno imamo tri Zordanova bloka: [5], [3], [3]. u

Uvek treba imati na umu da je Zordanova matrica J odredena brojem i duZinom
generalisanih karakteristicnih vektora lanca matrice A.

= Primer 10.7 Neka je

5 1 —4
A=1|4 3 -5
31 =2
Karakteristi¢ni polinom je
p(A)=(A—2).
Nadimo karakteristi¢ne vektore iz izraza
(A-2I)v=0.

Neka je v # 0 jedan karakteristiCan vektor. Onda je njegov lanac:

AV] = 2V1,
Avy = v| +2vy,
Avs = vy + 2v3.

PisSemo
AP = A(vy,v2,v3) = (AV],Avy, Avs) = (2v], V] +3Vy, Vo +2v3) =

= (V17V27V3)

S O P
SN O

0
1| =pJ,
2
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gde je
2 0 0
J=10 2 1
0 0 2
trazeni oblik matrice A u Zordanovom kanonskom obliku. n

= Primer 10.8 Redukovati matricu

5 4 3
A=[-1 0 -3
1 -2 1

na Zordanov kanonski oblik. n
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Resenje

Karakteristi¢ni polinom je p(1) = (A +2)(X —4)%. Znati A} = —2i A, =4 su
karakteristi¢ni brojevi, pri ¢emu je A, dvostruki karakterusti¢an broj.
Njima odgovaraju sledeéi kararakteristicni vektori:

vV = —1 zall, Vy = —1 Zalz.

Treéi vektor dobijamo resavanjem jednacine
(A—4T)v3 = v,.
ReSenje ove jedancine je, znamo, do na proizvod skalara sa v,. Dobijamo

0
V3 = 1 | +kva,
—1

gde je k proizvoljna konstanta, a koja ima posebno znacenje za problem koji razma-
tramo. Neka je k = 0. Onda je

1 1 0 1 0 -1 -1
P=(vi,vo,v3)=| -1 —1 1|, P-‘:5 2 1 1|,
1 1 —1 2 2
paje
-2 00
PAP'=(0 4 1]|=]
0 0 4
Jasno je da matrica P nije jednoznacna.
Zordanov blok
Neka je
A 1
A1
J= A 1
1
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Zordanov blok reda n. Onda je

J=NI+H,
gde je
0 1
0 1
H=1J(0)= 0
1
0

onda je minimalni polinom od J jedanak (A — A)".

Lako je pokazati da je

0 0 1
0 O 1
k
H = 0 O ’
0
0

gde se jedinicni elemeni nalaze na k+ 1 gornjoj dijagonali (iznad glavne dijagonale).
Ocigledno je da je

H'=0, za k>n

Neka je dat polinom f (1) = i ai(A — Ao)*. Kako je a; = %f(k) (A0), onda ga
k=0 '

piSemo u obliku

FA) =Y, (o) (A — Ao
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Njegov matri¢ni polinom, u odnosu na Zordanov blok, dat je sa

)= Y Y- aa0f = Y % (0B =
k=0"" k=0""
fo) 1Y (%) /) (%)

fo) /M (%)

10.1 Dualni prostori

Neka je V kona¢no dimenzionalni realni vektorski prostor dimenzije n. Po-
smatrajmo prostor linearnih funkcija .2 (V,R) koje preslikavaju V u R. Na osnovu
Teoreme 4.7.8 dim.Z(V,R) = dimV = n. Onda su V i .Z(V,R) izomorfni. Pro-
stor .Z(V,R) nazivamo dualni prostor od V i nadalje ga obelezavamo sa V*, tj.
V* = Z(V,R). Da bismo razlikovali elemente prostora V i V*, uvodimo sledecu
terminologiju: elemente prostora V nazivacemo vektori, a elemente prostora V*
dualni vektori. Alternativna terminologija je linearna forma, linearni funkcional,
ili tenzor tipa (0,1).

Elemente prostora V obelezavacemo sa u, v, W, .... Analogno tome, sa u*, v*,
w*, ...obelezavacemo elemente V* uvek kada je to pogodno.

Odstupi¢emo od ovog nacina obeleZavanja kada se novim obeleZavanjem izrazi
uproséavaju i kada takav nacin obeleZavanjane ne dovodi do dvosmislenosti i zabune.

Primera radi, za nula kovektor 0* i nula vektor 0, koristi¢emo istu oznaku 0 bez
ikakve opasnosti od zabune.

Definicija 10.1.1 Dualni prostor je vektorski prostor linearnih funkcionala na
V,V*=Z(V,R).
Drugacije receno v* =: V — R je linearni funkcional, ako je za svakou,v €V
isvakoa,b € R
v(au+bv) = av*(u) +bv*(v).

Definicija 10.1.2 Skup V* koji se sastoji od svih linearnih funkcionala na V je
linearni vektorski prostor, ako je za svako u*,u* € V*ia,b € R

(au® +bv*)(v) = au* (v) + bv* (v),

zavakoveV.
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Svaka baza {v;} od V indukuje bazu {v'} od V* na sledeéi nacin:
Ako je v =v'v;, onda je v/(v) = v'. Ovako definisano v’ je linearni funkcional,
jerje
vi(au+bv) = au' +bv' = av'(u) + bv' (v).

N Skrecemo paznju Citaocu na oznaku dualne baze od V*. Umesto v
piSemo V', radi pogodnosti.

Lema 10.1.1 Dualna baza {v'} od V* je jednozna¢no odredena relacijom

Dokaz

Neka je f € V*. Onda je za bilo koje v =v'v; € V
f(v) = £(v'vi) = f(vi)V' = £(vi)v'(v) = (E(vi)v)) (v) = (fiv)) (¥),

gde je f; = f(v;). Prema tome je f = f;v'.
Pokazaéemo da je {v'} baza od V*. Pretpostavimo da je

Olej =0cV".

Onda je , , .
o= (Xi(s;- = (X,'Vl(Vj) = (aivl)(vj) =0.

Prema tome {v'} je skup linearno nezavisnih vektora koji rastezu V*.

Posledica Leme. Dualni prostor V* prostora V je iste dimenzije kaoi V.

Svakom h € V* odgovara jednozna¢no kolekcija realnih brojeva {5;}, tako da
je h = h;v'. Realni brojevi /; se nazivaju kovarijantne komponente kovektora
heVv®,

N Uociti razliku u obelezavanju baznih vektora prostora V' i njemu
dualnog prostora V*; bazni vektori {v' } dualnog prostora V* obeleZeni
sa gornjim indeksom za razliku od baznih vektora {v;} prostora V koji
su obeleZeni sa donjim indeksom.

Obrnuta oznaka se odnosi na komponente njihovih vektora.
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10.1.1 Promena baza

Teorema 10.1.2 Promena baze {v;} ubazu {v;} uV:
Vi = A{Vj,
povladi za sobom promenu baze {v'} u bazu {V'} u V*:

<i _ pioj
v =B)v/,

pri ¢emu je A;'CB’; = 5}12 ili 5}{ — B;(Al]c

Dokaz

Neka je v; = Aljvj ivi= B;Vj. Onda je

8] =/(¥;) = Bl (4} i) = BjAjv(v) = Bia} 8f = Bla,

N Daleko je preglednije pisati ovu relaciju u matricnom obliku
AB=I ili B=A"

) o i ] i
Takode, ako je v;v' = ¥;¥', onda je ;v = viB’ij, pajev; = B;v;,ili

ekvivalentno tome v; = A v;.

10.2 Kronekerov tenzor

U literaturi se Cesto umesto oznake v*(v), sparivanja vektora prostora V i njemu
dualnog prostora, V*, koristi oznaka uglaste zagrade (v*,v). Znaci

(v,v)=v*(v) e R.

Spacijalno je ' '
(v',vj) = 98;.
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Definicija 10.2.1 Bilinaearna forma
<'a'> VIxV - R: (V*7V) — <V7V*>a
naziva se Kronekerov tenzor.

Znaci:
) (au* +bv*)(v) =a(u*,v)+b(v¥v),
i) v¥*(au+bv) =a(v*,u)+b(v*,v), zasvakou,veV, u*v: € V*iabeR.
iii) Neka je f= f;v' € V* i v = v'v;. Na osnovu bilinearnosti Kronekerovog
tenzora sledi da je

(£,v) = fiv! (V\,v;) = fiv! 8F = fi'.

Odavde se vidi da su Kronekerov tenzor i kontrakcija po indeksima tesno
povezani.

N Ova oznaka se ne sme poistovetiti sa oznakom za unutrasnji proizvod,
jer unutrasnji proizvod podrazumeva dva vektora istog vektorskog
prostora.

Teorema 10.2.1 Neka je definisan unutrasnji proizvod u realnom vektorskom
prostoru V. Onda postoji jedinstven izomorfizam

G:V -V
koji je indukovan unutra$njim proizvodom, tako da je
(Gv,w) =v-w, v,weV.

Pri ovom izomorfizmu, slika recipro¢ne baze {g!,..., 8"}, baze {gi,...,g,} od
V, je njoj dualna baza {g',...,g"} od V*, ],

Pri primeni izomorfizma G koristimo sledece sinonime G(v) =v* = (G, -) =
(v, -), koji asociraju na skalarni proizvod.

Dokaz

Sastoji se iz sledecih koraka:
(i) G je linearna tranformacija. Sledi iz (Gv,w) = v-w, Cija je desna strana
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(i)

(iii)

@iv)

linearna funkcija od w za svako v € V. Onda je

(G(v+u),w)=((v+u),w) = (v,w)+ (u,w) =
(Gv,w) + (Gu,w),

zasvakov,u eV.
G je 1-1 transformacija, jer ako je

(Gu,w) = (Gv,w),
onda je
(wmw)=(vw) = (u—v)w=0,

za svako w, pajeu =.

G je linearna transformacija V na V*, jer je dimV = dimV*1G je 1-1.
Znaci, imajudi u vidu da je dimV = dimV* i da je G je linearna, 1-1 transfor-
macija, sledi da je G je izomorfizam.

Ostaje nam da dokaZemo da je Gg' = g'. Po definiciji za recipro¢nu bazu je

g-g=08, i=12,....n,

a za dualnu bazu . .
(g',g) = 9;. (10.4)

Uporedujudi ove definicije sa definicijom (Gv,w) = v-w, dobijamo da je
<Ggl>g]> = <gi7gj>a
odakle sledi da je . .
Gg' =g
Znaci, u tom slucaju mozemo zakljuciti da recipro¢nu bazu mozemo iden-

tifikovati sa dualnom bazom, ali ne i poistovetiti, a unutrasnji proizvod sa
dualnim proizvodom.

Na osnovu ove Teoreme, za dati unutrasnji proizvod u V, moZemo identifikovati
V sa V*. Drugacije reCeno, vektor v moZe biti posmatran kao linearna funkcija na V

(V,W) =V-W.

Neka suv € Vi v* € V* proizvoljni vektori. Onda je v=1/g; i v: = v;g’. Njihov
skalarni proizvod u komponentalnom obliku glasi

<V*7V> = <vigi7ngj> = Vivj<gi7gj> = Vivia



10.2.1

272 Glava 10. Generalisani karakteristicni vektori

jerje (g',g;) = 6.

Ovaj izraz predstavlja generalizaciju unutraSnjeg proizvoda za vektorski prostor.

Takode je

Vow)=w i (W V) =wy,

§to sa geometrijskog stanovista to znadi da linearna forma baznih vektora g’ od V*
primenjena na vektor v vektorskog prostora V, daje samo brojnu vrednost kompo-
nente V' koja odgovara vektoru g'. Otuda se g’ naziva koordinatna forma.

Na potpuno analogan nacin se tumaci izraz

(V*agi) =Vi.
Odredivanje dualne baze
IzlaZemo jedan opsti postupak pri odredivanju dualne baze. Pri tome koristimo

oznake date u Teoremi 10.2.1 . .
vi(v;) =6;. (10.5)

Uocimo da su vektori v; € V' vektori kolone, a vi € V* vektori vrste, pa se (10.5)
moZze predsaviti u matri¢nom obliku

v
Vi(Vj):5Jl: = vi](vi w2 V3):(5Jl:).
3
v
Matrice
vl
(V1 A2 V3):A i vZ| =B
V3

su regularne, pa su, prema tome, invertibilne. Onda se prethodna matri¢na jednacina
moze napisati u obliku
BA =1,

gdejeI= (6}) jedini¢na matrica. Prema tome, vektori vrste matrice
B=A"'

su traZeni vektori dualne baze.

= Primer 10.9 Neka je u R? dat sistem linearno nezavisnih vektora u odnosu na

standardnu bazu e 1 e;:
V| = 2 i V= 3
=1 =\ )

Odrediti njima dualnu bazu v! i v2. "
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Resenje

U ovom slucaju je

A=(vi,vn)= (? ?>,

-1 3
— ALl
B=A _<1 _J.

Prema tome, trazeni vektori dualne baze su:

pa je

vi=(-1,3) i v’=(1,-2).

Kako oni predstavljaju i bazu dualnog prostora, korisno je pokazati njihovo dejstvo

na proizvoljan vektor X = ; u R?. Tako je

vi(x)=—x+3y, vV’(x)= x—2y.

N Ako se posmatra R? kao Euklidski prostor, onda je recipro¢na baza
ovih vektora data sa .
v =vv;.

Koeficijenti v/ se odreduju iz uslova vyvk/ = &/, gde je vij = vi-v;.

Kako je
5 7
(vij) = (Virvj) = <7 10>7
onda je
p _ 10 -7
] — 1.7 —
[V ] [VU] (_7 5 )7
paje

oz 2)-1(2)= (1)
e mesa=(F)es(1)-(4)

Ovaj zadatak je ilustracija geometrijske razlike izmedu reciprocne i
dualne baze. U prvom delu zadatka dualna baza je u dualnom prostoru
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V*, za razliku od recipro¢ne baze koja je u prostoru V. U slucaju
metrickog prostora polazna baza i reciprocna baza pripadaju istom
prostoru.

= Primer 10.10 Neka je baza vektorskog prostora R3 data vektorima
u1:(17071)T7 u2:(17_170)T7 u3:(2707_1>T7

u odnosu na standardnu bazu {e;}, i = 1,2,3. Odrediti njoj dualnu bazu {u’}. =

Resenje
Onda je
1 1 2
A=(aj)=10 -1 0|,
1 0 -1
paje
1 1 1 2
B=A'= 310 3 0
1 1 -1
Odavde sledi
W] = e o€}t e}
u, = —e,
uz = gel I gez §e3,
gde je {e],e},e}} standardna baza dualnog prostora.
Neka je
V=yv;€ € R3.
Onda je

% (v1 ) —|-21/3)
u; (V) =uj (vjej) =vju; (e) = —v3 , i=1,2,3.
% (vi+va—v3)
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Kovarijantne i kontravarijantne komponente vektora
(tenzora)

Uocimo da je V; = A’ Viivi= A’ ;Vj» j. pri promeni baze komponente kovektora
se transformiSu kao vektori baze. Takode je

pa se prema tome komponente vektora transformisSu kao kovektori baze dualnog
prostora.

Nadalje ¢emo koristiti sledecu terminologiju.

KaZemo da se komponente kovektora transformisu kovarijantno (kao bazni
vektori), dok se komponte vektora transformisu kontravarijantno (suprotno od
transformacije baznih vektora).

Saglasno sa ovom terminologijom, bazne vektore uvek ¢emo obeleZavati sa
donjim indeksom, tj. kao v;, dok ¢emo bazu kovektora obelezavati sa gornjim indek-
som, tj. kao v'. Onda se komponete vektora v € V obeleZavaju sa v, a komponete
kovektora v* € V* sa v;. To je ujedno opravdanje, objasnjenje i prednosti ovakvog
obeleZavanja koje smo do sada koristili. Izmedu ostalog, to je omoguéilo kori§éenje
AjnSajnove konvecije o sabiranju po paru ponovljenih indeksa, od kojih je jedan na
gornjem, a drugi na donjem mestu u tenzorskim izrazima.

N Napomenimo da se za odredivanje dualne baze ne zahteva postojanje
unutraS$njeg proizvoda, dok je za recipro¢nu bazu neophodno.

Duaina fransformacija od A

Podsetimo se da smo za prostore sa unutrasnjim proizvodom V i U definisali
adjugovanu transformaciju A* linearne transformacije A : V. — U, koja je linearna
transformacija A* : U — V i koja zadovoljava uslov

u-(Av) = (A*u)-v, uelU,veV.

U slucaju dualnih prostora (kada ne postoji unutrasnji proizvod) u izrazu (5.10.1)
jednostavno zamenjujemo u sa u*. Time je dat i dokaz sledece teoreme.

Teorema 10.4.1 Svakoj linearnoj transformaciji A : V — U odgovara jedin-
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stvena transformacija A* : V* — U*, tako da je

(u*, Av) = (A™u*,v), u " eU", veV. (10.6)

Transformacija A* naziva se dualna transformacija od A.

10.5 Multilinearne funkcije. Tenzori

Koncept linearnih funkcija moZe se jednostavno uopstiti na koncept multiline-
arnih funkcija ako se posmatra, umesto jednog linearnog vektorskog prostora V,
kolekcija linearnih vektorskih prostora Vi, ..., V.

Definicija 10.5.1 s-linearna funkcija je funkcija
T:Vix---xV,—R
linearna po svakoj od promenljivih.

Definicija 10.5.2 Ako su vektorski prostori V, ..., V, vektorski prostori V, ili
dualni prostori V*, onda se T naziva tenzor na V. Preciznije, tenzor reda (p,q)
naV, gde su p i g pozitivni celi brojevi, je (p + ¢) - linearna funkcija

T:VXVX-- - XVXxV*xV*x...xV* > R.
p q

To znaci da je
1 1
T(V],...,)LX,...,VP,V 7...,Vq) :QLT(Vl,...,x,...,Vp,V ,...,Vq)
zaneko A € R, i

1
T(Vl,...,x+y,...,vp,v ,...,Vq) =

T(V],...,X,...,Vp,Vl,...,Vq)—‘rT(V],...,y,...,Vp,Vl,...,Vq)

zax,y,vl,...,...,vpeVivl,m’vqev*.

Uoc¢imo da smo ovde tenzore obelezili italik kako bi istakli razliku izmedu
matrica i tenzora. O tome Ce biti detaljnije recu u odeljku Tenzori.
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10.5.1 Terminologija

Skup svih tenzora (p,q) obelezavaéemo sa T7 (V). Saglasno sa tim, skup svih
kontravarijantnih tenzora obelezavamo sa T”(V'), a kovarijantnih sa (V). Speci-
jalno je

V)=V, a T(V)=V"

Definicija 10.5.3 Tenzor reda (0,0) nazivamo skalar, reda (p,0) kontravari-
jantni tenzor, reda (0, ¢) kovarijantni tenzor.

Vektor v € V je reda (1,0) i predstavlja kontravarijantni tenzor reda jedan.
Kovektor v* € V* tenzor je reda (0, 1). Ako je red tenzora (p,q), p,q # 0, onda
se kaZze da je tenzor meSovitog tipa, p puta kontravarijantan i ¢ puta kovarijantan.

Od posebnog intersa je uopstenje tenzorskog proizvoda vektora i kovektora.

Definicija 10.5.4 Nekaje vi,...,v, € Vivl ... ,v¢ € V*. Onda za funkciju

V1®-~®Vp®v1®-~®quV*><---><V*><V><---><V—>]R

vazi da je
V1®-~®Vp®v1®-~®Vq(ul,...,u”,ul,...,uq) =
(ul,vl) (P, v,) (vl,ul) - (v, u,)
zasvakouy,...,u, €Viul ... u? €V*

Ocigledno je da je funkcija

VIR RV, OV @@V €TH(V)

(p+q) - linearna. Naziva se tenzorski proizvod od vi,...,v, i vi v

Definicija 10.5.5 Prostor T/ (V) je vektorski prostor, ako za bilo koje ele-
mente T,S € (V) vazi:
i) svojstvo linearnosti u odnosu na operaciju sabiranja

(T+S) (Vl,...,Vp,Vl,...,Vq) =

T(Vl,...,Vp,Vl,...,Vq) +S(V1,...,Vp,v1,...,vq),

i
ii) svojstvo proizvoda skalarom

(aT) (V' Vv, vy) = aT (VW Vv, vy,
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1

I zasvakoa € R,isvev',... vV € V*ivy,...,v,€V.

Zanula element O € TH(V) je
O(Vl,...,Vp,Vl,...,Vq) =0,

1

za sve p-torke kovektora v',...,v” € V* i sve g-torke vektora v,...,v, € V.

10.6 Baza vektorskog prostora T/ (V)

Teorema 10.6.1 Neka je {vi,...,v,} bazaod V, a {v!,... v"} baza od V*.
Onda skup tenzorskih proizvoda

{V,-l®~-<§§>V,-P®vjl(X)--~<X>qu}7 Iyeeosips jloeenjg=1,...,m

formira bazu od %4 (V') koja se naziva proizvod baza, a njegova dimenzija je

dimT? (V) = nP*4.

Dokaz

i) Prvo ¢emo pokazati da je skup tenzorskih proizvoda linearno nezavisan. Neka
je

Ay @@, @V @@ v =0.

Onda je

iy - o (ok k _
O—Ajl__.qu,-, ® @V, V'@ - @VI(V! .. VP vy, ) =

— il (kv Y (v v J1 o (v —
=0 (V ,V”> <v 1’,le> (V1) (V) =
_ gty ki gkp o Jg _ qkikp
= A'jl---jq J; 51',, 5,1 ...51(1 = lzl...lq )

odakle sledi da je skup tenzoskih proizvoda linearno nezavisan.

ii ) PokaZimo da se svaki element T € ¥/ (V) moZe izraziti kao linearna konbi-
nacija ovog skupa. Obelezimo sa

T(ul,...,u”,wl,...,wq)

dejstvo T na proivoljne elemente u',... ,u” € V*iwy,...,w, € V. Kako je
u = ui-vj iw;=w/vj, gdeje {vl,...,v"} bazaod V*i {vy,...,v,} baza od
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V, onda je

T (u',...,u",wi,...,w,) :u}] ~~uf~;w{' ~'-wéqT(vi‘,...,ViP,le,...,qu) =
T (V. v viv) (v ) (P v;)) (Wi, vit) e (wg, vin) =

=T (V... V7 v, v) (v, @ @ v, @V @ @) (u, Py, owy)

odakle sledi da je
T=T (Vil,...,Vi”,le,...,qu) (V,-1 ®~~-®V,-p®vj‘ ®--~®qu) .
Prema tome, skup
(Vi ® @V, V' @@V}, iy, gy i, jg=1,...,n
je baza linearnog prostora T, (V). ObeleZimo sa

i.dp i iy ) )
lequ —T(V A % ,VJ],...,qu).

Onda je

T = TJ’:Z Vi ® @V RV ® - Qv

reprezentacija T u odnosu na bazu linearnog prostora %5 (V).

Lema 10.6.2 Pri promeni baza date sa
Vi = (A_l)i. Vj i Vi :Aévj,

tenzor T u odnosu na nove baze je

T=T," %0 0%,ov e o,
q

gde je

skykp iyl N ke i i

T, =T (A )il (A )l.p Ayl AY

4
Dokaz

Sledi iz

Ty @@V VI @@ v
T=T; ;vi® - QV,V® Qv

kada se izvrSi zamena baza
i

vi= (AT, v i V=AY
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N VaZno je uociti da tenzorski proizvod definisan sa
V@@V, V@@V VX X VI XV X x V5 R,
mozemo tumaciti kao preslikavanje
@:V X XV XV X x V= 30(V),
p q

zasve vi,---,v, €Vi vl ... v? € V*. Lako je pokazati da je ono

multilinearno, tj. da je

QR (Viyee s AVt pa,... V) =4 (vi,...,v,...,v) + u(vy,...,u,...,v9)

i

(;Lvl)®...®vp®vl®...®vq =vi®(Avy) ®~-®vp®v1®~-®v‘1.
N Naosnovu svega iznetog vidi se da je tenzor realna funkcija odredenog

broja vektora i (ili) linearnih formi, koja je linearna po svojim argu-
mentima.

Rang tenzora je odreden brojem argumenata. Ako su svi njegovi
argumenti vektori, onda se kaZe da je re¢ o kovarijantnom tenzoru.

Ako su njegovi argumenti forme, onda se kaze da je re¢ o kontra-
varijantnom tenzoru. U svakom drugom slucaju je re¢ o meSovitom
tenzoru. Tenzor ranga nula, tj. funkcija bez argumenta, naziva se ska-
lar.

Specijalno, kontravarijantni tenzor ranga jedan je vektor. Kontravari-
jantni vektor je 1-forma.

S obzirom na znacaj i primenu tenzora, posebno u fizici, tenzori pred-
stavljaju fizicke 1 druge veliine, na primer vektor brzine, tenzor napo-

Otuda i Definicija 10.5.3. Medutim, sa ¢isto matematickog gledista,
koncept kovarijantni, ili kontravarijantni tenzori ne postoji. Postoje
samo kovarijantne, i/ili kontravarijantne komponente. Tenzori se kao
veli¢ine bilo geometriske, ili fizicke ne menjaju. Menja se samo nji-
hova reprezentacija pri koordinatnoj tranformaciji. Sli¢no tenzorima,
matrice su linearno preslikavanje. Razlika je u tome Sto matrice presli-
kavaju vektorski prostor u vektorski prostor, dok tenzori preslikavaju
vektorski prostor u skalar.

Striktno govoreci, matrica nije tenzor. Medutim, svakoj komponen-
talnoj reprezentaciji tenzora drugog reda odgovara matrica. Pri tome
njegova matri¢na reprezentacija zavisi od izbora koordinatnog sistema
u odnosu na koju se tenzor predstavlja.
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Slededi korak je uopStenje tenzorskog proizvoda primenjenog na vektore i
kovektore na tenzore bilo kog reda.

Akoje T € (V)i S € T(V), onda je njihov tenzorski proizvod tenzor reda
(p+r,q+s) defiisan sa

1 +r —
T®S(V,...,Vp ,V1,...,Vq+s)—
1 +1 +r
T(V,...,Vp,Vl,...,Vq)S(Vp N ,qu,...,qu),

gdesuv!, ... VPP eV avy, ... v EV.
Odavde se vidi da oblik T ® S glasi

(T ®S)il-~-i/7+r _ Til~--ip Sip+l‘-~ip+r

Jreds T T 1 dsS grtedgts”

Na ocigledan nacin ova operacija moZe biti proSirena na proizvoljan broj tenzor-
skih prostora. Na primer,

@ TR V) ) TRV) < - x T (V) = TV,
tako da je
@(T1,....Te) =T1®--- T,

gde je T; € TV(V). Lako je pokazati da je ovaj tenzor produkt operacija takode
multilinearna.
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11.1

11. Tenzorski racun

Uvod

”Matematika je jezik™. To je bio odgovor poznatog americkog naucnika J. Vilard
Gibs-a' na sastanku profesora Yale univerziteta na pitanje da li je matematika isto
tako vazna u okviru nastavnog plana i programa studija kao klasic¢ni jezici.

Tenzorski racun je specifican jezik medu ostalim jezicima matematike. Koristi se
kao jezik viSe nezavino promenljivih i primenjuje u raznim disciplinama kao §to su:
linearna algebra, diferencijalna geometrija, varijacioni racun, analiticka mehanika,
mehanika kontinuuma, statistika, medicina,. . .

Albert Ajnitajn? je bio od prvog dana pobornik tenzorskog raduna i njegove
primene. U pismu Tulio Levi-Civiti*, jednom od za&etnika tenzorskog raluna, pise
”...divim se eleganciji vaSe metode; mora da je lepo jahati kroz ova polja ... dok se
mi drugi kroz njih tesko kre¢emo peske ...”

Tenzorski racun nije jedini jezik viSe nezavino promenljivih. Njemu popularna
alternativa je takozvani moderni jezik diferencijalne geometrije. Cilj oba jezika je
geometrijski opis nezavisan od koordinatnog sistema. Ipak, ova dva jezika su sasvim
razlicita i svaki od njih ima svoje prednosti i slabosti.

Dva velika geometri¢ara dvadesetog veka, Eli Kartan* i Herman Vajl®, skrenuli
su paznju na ekstreme ova dva pristupa. Kartan preporucuje ”...da se, koliko je
god moguce, izbegne formalna racunica u kojoj orgija tenzorskih indeksa zaklanja
geometrijsku sliku koja je Cesto veoma jednostavna ...”. Weyl, pak, ”...smatra
neophodnim da upozori na prekomernu privrZzenost pristupu bez koordinata. U
pokusaju da se izbegne neprekidno pozivanje na komponente, koristeci ovaj pristup

17, Willard Gibbs

2 Albert Einstein
3Tullio Levi-Civita
4Elie Cartan
SHermann Weyl
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obavezni smo da usvojimo beskrajnu listu imena i simbola, (pored sloZenog skupa
pravila za obavljanje proracuna), Sto predstavlja njenu negativnu stranu. ..”

Zbog toga je vazno ovladati sa oba jezika, kako bi bili svesni njihove prednosti i
slabosti.

U pisanju ove knjige imali smo u vidu ove stavove i trudili se da, na uravnoteZen
nacin, izloZimo osnovne elemente tenzorskog racuna. Snaga tenzorskog racuna
pociva na kompromisu: pocinje sa uvodenjem koordinatnog sistema, ali ne speci-
firajuéi koji je to koordinatni sistem i nikad se u teorijskom prilazu ne zasniva na
specificnom koordinatnom sistemu.

Tenzorska notacija je izuzetno kompaktna i eksplicitna, posebno pri diferencira-
nju. Veoma je prakti¢na pri konkretnom racunanju. Kada je re¢ o notaciji napomi-
njemo sledece: matrice i tenzori su dva razliita pojma. Matrice su sistemi drugog
reda i matri¢ni racun je sastavni deo tenzorskog racuna. Svaki tenzor drugog reda
ima svoje predstavljanje preko matrica dugog reda.

Medutim, tenzori su sistemi u opStem slucaju viSeg reda. Normalno je da se
ova razlika ogleda i u njihovom obelezavanju. Primera radi, tenzoru drugog reda T
odgovara matrica T. Mi ovde odstupamo od takvog obeleZavanja iz prostog razloga
Sto zelimo da izbegnemo prekomeran broj oznaka. Tako sa T obeleZavamo, u ovom
delu knjige, tenzor, matricu sa (T}), (T;j), (T') u zavisnosti od reprezentacije
tenzora T, a sa det(T) njegovu determinantu. U bilo kom drugom sluaju ta razlika
¢e biti posebo naznacena. Razlog vise, $to ¢e u najveéem broju slucajeva, biti re¢i o

tenzorima drugog reda.

Kako je svaki jezik viSe od gramatike, tako je jezik tenzorske analize viSe nego
notacija. Ona ukazuje na sustinsko svojstvo veli¢ina koje razmatra isto tako kao §to
govorom ljudi ukazuju na osnovne ideje svoga razmisljanja. U ovom slucaju ideja je
da je "fizicki”ili ”geometrijski”entitet isti, iako se njegov matematicki zapis moze
razlikovati. To znaci da mora postojati veza izmedu bilo kog matematickog opisa
ako se odnose na isti entitet. Taj odnos prestavlja sustinu tenzorskog racuna.

Interesantno je da je tenzorski raCun matematicka disciplina Cije je ime vezano
za osnovni pojam u mehanici kontinuuma - napon (eng. tension) Foigt®. Tenzorski
racun se smatra prirodnim jezikom mehanike kontinuuma i Sire teorije polja.

*Voigt
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Tenzori u Euklidskom prostoru

Linearna algebra Cini osnovu tenzorskog racuna i diferencijalne geometrije.
U prvom delu knjige izlozene su njene osnove, koje su nam potrebne za dalje
izlaganje. Pri tome smo se zadrZali detaljnije na kona¢no dimenzionalnim vektorskim
prostorima, s obzirmo na njihovu primenu.

Polaznu osnovu, ovde i nadalje, ¢ini realni Euklidski n-dimenzionalni pro-
stor. Pri tome ¢emo se, kao ilustraciju nasSeg izlaganja prvenstveno zadrzati na
2-dimenizionalnim i 3-dimenzionalnim Euklidskim prostorima. Njihovo uopSstenje
na n-dimenzionalne Euklidske prostore je direktno.

Osnovna karakteristika Euklidskog prostora je postojanje Dekartovog koordi-
natnog sistema, koji éemo ovde obeleZavati sa ¥, a njihove jedini¢ne vektore sa
i*. UobiCajeni na¢in obeleZavanja Dekartovih koordinata u E3 je x,y,z, a njihovih
jednicnih vektora i, j, k, odnosno u [E; sa x,y, a njihove jedni¢ne vektore sa i, j.

I pored svih prednosti, koje ima Dekartov koordinatni sistem, on nije uvek
najpogodniji.

» Primer 11.1 U Dekartovom koordinatnom sistemu (x,y), u E», jedna¢ina kruga,
poluprecnika a, je

S 5
y =+ a?—x?

Slika 11.1

Tada je y = ++v/a? — x2. Tako definisano y nije funkcija. Medutim, u polarnim
koordinatama (r, @), je
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X =rcos @,

y=rsinQ,

pa je jednacina za isti krug

r—=a.

Kao i u prethodnom primeru, jed-
nacina sfere, poluprecnika a je

PP+ =d

Y

Slika 11.2

Slika 11.3: Sferne koordinate.

= Primer 11.2 U odnosu na sferne koordinate (r, 6, ¢), date u odnosu na Dekartove

koordinate:

x =rsin 0 cos @,

y =rsinfsin @,

z=rcos 0,

ista jednacina sfere je
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U opstem sluéaju, krivolinijske koordinate x' izraZene preko Dekartovog sistema
Z' date su relacijama:

X =x("2,..7Y), i=1,2,...,n, (11.1)
pri Cemu pretpostavljamo da je Jakobijan transformacije razli¢it od nule, tj.
ox'
-1 £ 0, 11.2
24 na
d(x' X%, ... X"

u posmatrajnoj oblasti E,. Cesto se u literaturi koristi i oznaka m
7,25 ..,2

Uslov da je Jakobijan transformacije (11.2) razli¢it od nule, u posmatranoj

oblasti, na osnovu teoreme o inverznim funkcijama, omogucava postojanje relacije

=A% XY, i=1,2,...,n (11.3)

Skup jednacina (11.1) ili (11.3) predstavlja jednacine koordinatne transforma-
cije. Ove transformacije su uzajamno reciprocne — inverzne.

= Primer 11.3 Za polarne koordinate (7, @) je:

dx dx
a — _ _ .
(x,y) _ | 9r d¢ |_ cosp —rsing | o
Ire) | 9y 9y | | sing reose
ar 9@
U tacki O(0,0) polarni koordinatni sistem nije definisan. n

» Primer 11.4 Za sferine koordinate (r, 6, @) je:

ox Jdx OJx

dr 00 do
d(x,y,z) | dy dy dy

I(r6,0) ? 9;9 %TP
z dz 0z

dr 00 d¢
sinfBcos¢@ rcos@cos¢p —rsinfsin@
=| sinBsin@ rcosOsing rsinfBcosQ | =
cos 6 —rsinf 0

= r’sin® # 0.

Dakle
r>0,

0<O<m,
0< o< 2m.

Prema tome, duz z-ose, sferne koordinate nisu definisane. n
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Bazni vektori

Polozaj tacke x u trodimenzionalnom Euklidskom prostoru odreduje se, u odno-
su na jednu unapred odredenu tacku O, koju nazivamo pol, ili koordinatni pocetak.
Vektor r, koji odreduje polozZaj tacke x, na takav nacin, naziva se vektor polozaja.
U odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata Oxyz, sa pocetkom u polu O,
polozaj tacke se odreduje koordinatama tacke (x,y,z). Ortogonalne projekcije
kraja vektora poloZaja na ose ovog koordinatnog sistema poklapaju se sa koordinata-
ma tacke X, pa se komponente vektora poloZaja r poklapaju sa ovim koordinatama
X,¥,2:

r=(x,y,z), ii r=xi+yj+zk. (11.4)
U opstem sluéaju vektor poloZaja u E,, u odnosu na Dekartove koordinate z¥,
obeleZava¢emo sa

r=2, k=1,2,...,n (11.5)
gde vektori iy ne zavise od z*. Dakle, vektori

d
a—l;( = i; = const. (11.6)
Z

su ortonormirani i linearno nezavisni.

N Napomenimo da je samo u slu¢aju Dekartovih koordinata nevazan
polozaj indeksa, tj. r = zZFi; = z;iy.

Ocigledno je da je:

Jdr . Or _or
k—a—z.

Dakle, jedini¢ni vektori (ortovi) i, j i k mogu da se dobiju kao parcijalni izvodi
vektora polozaja po koordinati tacke.
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\4

Slika 11.4

11.4 Koordinatne linije i koordinatne povrsi

Sva razmatranja u tenzorskom racunu zasnivaju se na koris¢enju proizvoljnog,
dopustivog koordinatnog sistema.

U bilo kom krivolinijskom sistemu

ax!

xi:xi(zk), ’M

£0, ik=1,2 (11.8)

bice

r=r(x) = ()i (11.9)

U tom smislu definiSimo sledece pojmove.

Definicija 11.4.1 Koordinatne linije — predstavljaju geometrijsko mesto
tataka koje se dobijaju, u datoj tacki, ako se jedna menja, a preostalih n — 1
koordinata su konstantne.

Koordinatne linije mogu da budu prave ili krive u zavisnosti od njihove geome-
trije (slika 11.5).
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Uy - koordinatna
linja , ; ,

u - koordinatna
linjja

Slika 11.5: Koordinatne linije.

Definicija 11.4.2 Kordinatne povrsi — predstavljaju geometrijsko mesto
tataka koje se, u posmatranoj tacki, dobijaju ako se sve koordinate menjaju,

sem jedne.

A
/' \ Z = z1 povrs (ravan)
<1

r = ry povrs$ (cilindricna)

y

X v
¢ = @) povrs (ravan)

Slika 11.6: Koordinatne povrsi.
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Primera radi, svakoj tacki prostora [E3 odgovaraju tri koordinatne povrsi, tj. tacka
predstavlja presek tri koordinatne povrsi. Koordinatna linija se nalazi u preseku dve
koordinatne povrsi (sl. 11.6). Kada kroz svaku tacku, posmatrane oblasti, prolaze
po tri ovakve, u opStem slucaju krive linije, onda kazemo da je u [Ej definisan
krivolinijski koordinatni sistem. UopStenje na prostor E, je neposredno.

Bazni vektori ovog sistema koordinata su njihovi tangentni vektori, orijentisani,
po pravilu, prema smeru u kome rastu vrednosti x'.

Koordinatni sistemi, u odnosu na koje se odreduje polozaj tacaka u prostoru,
nazivaju se i sistemi referencije.

Ako su koordinatne povrsi, odnosno koordinatne linije medusobno upravne u
nekoj oblasti prostora, onda je sistem koordinata ortogonalan.

U slucaju krivolinijiskih koordinata poloZaj iste tacke je odreden istim vektorom
poloZaja r, ali izraZzenog u odnosu na krivolinijske koordinate x* (vidi 11.7).

Onda su vektori tog sistema koordinata odredeni (kao i u slu¢aju Dekartovih
koordinata (11.7)) sa

gi:aa;, (i=1,2,3,...,n). (11.10)
A
Y
1
X
g &
X
i
r(x "2
x\
O 7
Slika 11.7
Lema 11.4.1 Vektori
o7k, )
gl’zﬁlka (l: 1’2737...711)7 (1111)

su linearno nezavisni, i prema tome predstavljaju kovarijantnu bazu u E,.

H



298 Glava 11. Tenzorski racun

Dokaz
Iz uslova
. 97k
0=Alg;, = ﬂuaiilk
025 ij
= 4 axi | 9
1(9Z ax i __ J
= 0= la P g 15 =AJ.

Istaknimo da, u op$tem slucaju, g; zavisi od x*, tj. g; = g;(x*); nisu jedini¢ni niti
ortogonalni vektori.

= Primer 11.5 Polarni koordinatni sistem (r,@):

d=rl =g,

r=xi+yj=rcos@i+rsin@j=r(r,Q).

Tada je

’:17

g = ar = cos Qi+ sin @j

r . :
g(p:%:—rsm(pl—l-rCOS(PJ 8ol =1,
g 8p=0.

Dakle, g,,g, formira bazu u [£; koja je ortogonalna ali nije ortonormirana (jer
g, nisu jediniCni vektori). Takode je:

gr = gr((p),
g(P = g(p(r,(P)'

Prema tome, oni se menjaju od tacke do tacke u [E, (vidi sl. 11.8a)

Za generalisane koordinate x’ bazni vektori g; prikazani su na 11.8b.
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Zo(x2)

gtp(xl)

X1
g

\4

(a) (b)
Slika 11.8

11.5 Koordinatna transformacija

Ako predemo na neki drugi krivolinijski koordinatni sistem x — X, tj.:

: . ox
¢ =x(x/ -1 #0 11.12
e ORI (11.12)
onda je
r=r(#). (11.13)
Prema tome je
or
g — — 11.14
gl a)zl ( )
Lako je videti da je
B ox/
g = gjﬁu (11.15)
jer je
or  Jr dx/
ox  Jx/ dx’

Vidi sliku (sl. 11.9).
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Slika 11.9

Nezavisno od geometrijske prirode baznih vektora g;, nadalje ¢emo ih tretirati
kao sistem prvog reda koji se transformise po zakonu (11.15)
Definicija 11.5.1 Svaki sistem prvog reda u’, koji se transformise, kao sistem

(11.12), po zakonu (11.15), ;.
Ox/
al (11.16)

AT
naziva se kovarijantni tenzor (vektor) prvog reda.

= Primer 11.6 Skalarna funkcija.
- fE@) =fW(E)

f(x)
X —X
Tada je
af _orov
ox  dxJ dx’

d
Kovarijantne komponente —Jj nazivamo gradijent skalarne funkcije f.

Neka su data dva kovarijantna vektora prvog reda u; i v;

_ oxP
W= e
~ dx?
Vi = Vg=——.

Neka je sistem drugog reda njihova kompozicija

w,-j:uivj.
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Tada je

oxP dx? oxP dx?

e F T T P T

Definicija 11.5.2 Bilo koji sistem u;,_;, k-tog reda, koji se transformise koor-
dinatnom transformacijom x — X, po zakonu

_ oxP! o xPk
uil---ik:upl---Pkﬁ.”W’ (1117)
naziva se kovarijantni tenzor k-tog reda.
11.6 Kontravarijantni bazni vektori g’
Definicija 11.6.1 Skup vektora g, definisanih sa
g-g =5/, (11.18)

naziva se dualna baza, ili recipro¢na baza prirodne baze g;, — ili kontravari-
jantni bazni vektori.

U odnosnu na koordinatni sistem &' relacija (11.18) postaje
g8 =0 (11.19)

Kakva je relacija izmedu dve baze g’ i g'?
Jasno, kako su oni baze, moZemo da piSemo

g =Alg,

gde su A’; koeficijenti dekompozicije ' u odnosu na bazu odredenu sa g'. Odatle i
prema (11.18) imamo

g-g = A’J
Ali iz
_ ox
8= gkaij,
Sto sledi iz (11.19), imamo
ox

Sl

g 'gj:ﬁa
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paje
R
o
Al = ENE
Dakle,
» Ox
g =g/ 5 (11.20)

Definicija 11.6.2 Svaki sistem ' prvog reda, koji se transformise po zakonu
(11.20), §.

=i
i ox

i =u =, 11.21
E ( )
naziva se kontravarijantni vektor prvog reda.
Definicija 11.6.3 Svaki sistem u'!~ koji se transformise po zakonu
- ox Jxi
iU — 4, P1---Pk .
u =u p Ep (11.22)
naziva se kontravarijantni tenzor k-tog reda.
= Primer 11.7
=z (x)).
Ovo je sistem prvog reda. U opStem slucaju nije tenzor. Ali je
Lox 0%
dx' = —dx! = dx! —
dx/ dx/
kontravarijantni tenzor prvog reda! "
Tako je
d¥  dx! o
dt  dt dxJ’
1, prema tome,
— — \}j ail ]
dx/

Tenzori mesovitog tipa
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Definicija 11.7.1 Bilo koji meSoviti sistem u
formise kao

j.ll‘.'.'.i}‘-[ k + I-tog reda, koji se trans-

) . —il —ik q1 q1
LA RN SR /J P /4 ax ax ax ax 11 23
u: L =U — -7 9 ( ° )
J1---J1 q1---91 axp] 8_)(:17’\ ale ax]]

naziva se tenzor k + [-tog reda, k puta kontravarijantni i / puta kovarijantni.

11.8 Metricki tenzor

Podimo od

dr = gidx’ (11.24)

Tada, kako je |dr| = ds, odakle je
ds? = dr-dr = (gidx') - (g;dv/) = g; - g;dr'dx’,
tj.
ds? = g;jdn'dn’, (11.25)

gde je, po definiciji,

8ij = 8i"8j- (11.26)

Skalarna invarijanta ds® naziva se metrika prostora.
U nekom Euklidskom prostoru [E,,, g;; je simetriCni tenzor drugog reda. Zaista,

_ o oxP x4
8ij=8i'8 = gpﬁ : gqﬁ

= gij:gpqaa);-)gj;- (11.27)
Takode je
18ij| # O, (11.28)
i
g =gig.
Odavde sledi

gije’" =8t
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paje
ik
|gij| 187 = 1.
Dakle i |g;;| i |g] su rezli¢iti od nule i recipro¢ni!
Bitno je da naglasimo, da je u opStem slucaju

gij = 8ij (M), (11.29)
jer je
gi = gi(x).
Lema 11.8.1 Koordinatni sistem x’ je ortogonalan akko
gij=0, i#] (11.30)
d
Dokaz

Ovo sledi iz relacije (11.26) i definicije ortogonalnosti dva vektora.

= Primer 11.8 Cilindri¢ne koordinate (r, @,z):
X =rcoso,
y =rsingQ,
4 =z
g, = (cos@,sin@,0) lg,| =1
gp = (—rsin@,rcos@,0) [gy|=r
gz:(07071):7£ gz =1
g8p=0
g g =0
g8 =0

ortogonalne, ali ne i ortonormalne.

1 0 O
{gij}=4 0 ~ 0
0 0 1

= Primer 11.9 Sferne koordinate (r, 6, @)
1 0 0
{gi}=40 7 0
0 0 r2sin’@
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11.9 Geometrijska interpretacija kontravarijantnih i kovari-
jantnih tenzora prvog reda
Neka su date x' u E,. Tada je u tacki P

v=r'gi=vig +vg.

N Ako je v = ¢! dato, ali ne i tacka u kojoj je v definisano, imaéete polje
vektora v konstanti v' u taCkama x'.

» Primer 11.10 Za polarne koordinate (r, @), v je
Vigo| =V /g # V2,
akoje g #1, G.akoje [gf # 1.

Intenzitet vektora v je:

VP =v-v=(vg)- (vg;) = gijy'v/,

- 11.31
NN (0

MozZemo da prikaZemo vektor v i preko kontravarijantne baze:

v=vig' =g +ng’,
v=1g = ngt. (11.32)

Kakva je veza izmedu v; i V' istog vektora v ?
1z (11.32) imamo

1
vi = gijv’, (11.34)
gde je
g/=g g/, g/=4¢"ilgV|=—#0. (11.35)
|gij|
Kako je

WP =v-v=glv; (11.36)
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sledi da je

g"/— takode metri¢ki tenzor kontravarijantnog tipa.

Da je g' tenzor moZe se lako proveriti:

G- - ox ox/ ox dox/ ox dx/
5 —oi.gf — | oP M etZ ) = (P . ol A gr
gr=g-g (g 8xl’> <g 8x’1> (2" >3xf’ ox1 % 9xp axd

» Primer 11.11 Cilindri¢ne koordinate (7, ¢, z)

1 0 O
’ 1
(g7) = 0 - 0
,
0 0 1
= Primer 11.12 Sverne koordinate (r, 6, @)
1 0 0
=17 0
0 0 —s—
r2sin’ @

= Primer 11.13 Kontravarijantna baza u cilindri¢nim koordinatama (r, ¢, 7).

Polazimo od
g =g'g je
U opstem slucaju, u ortogonalnom koordinatnom sistemu
g' = g''g; (ne sumirati po 7).
U ovom slucaju je:
g =g, = (cos,sin@,0),
g? = %g¢ = <—lSin¢,lcos (p,O) ,

gZ :gZ = (07071)
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» Primer 11.14 Kontravarijantna baza u sfernim koordinatama (r, 0, @):
g =g, = (sinBcos@,sinOsin@,cosH),

1 1 1 1
g9 = g0 = (cosecos(p,cosGsin(p,—sinO) ,
I r r r

‘P—;——lsin l(:OSO
8 _rzsinzeg(p_ rsin @ (p’rsine ¢0)

]
Ako predemo na drugi koordinatni sistem: x — X, onda je
i
. ox
V= —. 11.38
V= ( )

Ovo je relacija izmedu dve reprezentacije vektora v u dva koordinatna sistema.
Obrnuto, ako je

=i
; ox

_i
=u ==
oxJ’

tada ' ili i/ predstavlja isti entitet u dva koordinatna sistema.
Ista interpretacija vaZi za tenzore viseg reda, tj.

T=T'gog =T',08. (11.39)
Prema tome, imamo

EREE (11.40)
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( g
12. Sistemi velicina. Osnovne
operacije. Primena

\_

Sistemi velicina

Do sada smo se susretali sa problemom obeleZavanja nekog skupa velicina.
Primera radi, koordinate neke tacke smo definisali kao ureden skup brojeva x =
(x!',...,x"). Kradi i prakti¢niji na¢in obelezavanja je x = (x'), i =1,2,...,n.

Drugi primer, koji ¢emo detaljnije razmatrati je obeleZavanje elemenata ma-
trice A = (a’j), i,j=1,2,...,n. Pri tom, skraCenom obelezZavanju precizirali smo
vrednosti koje indeksi i i j mogu da uzimaju.

Pri takvom obelezavanju, polozaj i mesto indeksa u skupu veli¢ina, ima posebno
znacenje.

Definicija 12.1.1 Bilo koji skup veli¢ina definisan skupom indeksa, u odnosu
na koordinatni sistem, recimo x', naziva se sistem. Broj indeksa definiSe red
sistema.

Indeksi mogu da budu gornji i/ili donji. PoloZaj indeksa definiSe tip sistema.
Ako sistem ima bar dva indeksa u razli¢itim poloZajima sistem je meSovitog tipa.
Naravno, meSoviti sistem mora da bude bar drugog reda. Tip sistema, kao i poloZaj
indeksa, su, u opStem slucaju, vrlo vazni u tenzorskom racunu.
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= Primer 12.1
ajjx — sistem treceg reda,
a w sistem treCeg reda, mesovitog tipa,
a”’  — sistem treceg reda, meSovitog tipa,
a’*  —  sistem treéeg reda.

Dakle, u opStem slucaju, sistemi n-tog reda mogu da budu n + 1 prvog tipa. Uo¢imo
da je polozaj (mesto) indeksa u skupu indeksa oznacen tackom. "

[ Definicija 12.1.2 Sistem bez indeksa je sistem nultog reda.

= Primer 12.2
— temperatura,

T
p — gustina,
p — pritisak.

Neki vazni sistemi

Svakoj kvadratnoj matrici A odgovara skalar koji nazivamo determinanta
matrice A. Red matrice odreduje red njene determinante. ObeleZava se sa

al a ... d
2 2 2
al a2 oeooa

det(A) = " (12.1)
ay a; ... a,

Uobicajena oznaka je takode |A| za razliku od oznaka (A) i ||A|| kojima se obe-
leZavaju matrica A i njena norma, redom. Cesto ¢emo Koristiti i oznaku a za deter-

minantu matrice (a;), tj. det(A) = a.
Determinata drugog reda je

aj al 1.2 1 2
det(A) ="} "3 =aja;—ayay
ay a;

Za determinantu treceg reda piSemo

1
aj

det(A) = ai
1
1

1 1

e
ay a3

3.1 3 2 1 1.3 2 213

:ala%ag—i-a?aéa%—#—a%azcg —ajasaz —ayaya; —aja,ay.
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Razvijanje determinanti viSeg reda u ekplicitnom obliku je veoma sloZeno. Postavlja

.....

za analiticko ra¢unanje?

Kao polazna tacka za takav nacin pisanja posluzi¢e nam det(A) treeg reda.
Uvodeci oznaku e; i, i, j,k = 1,2, 3, za potpuno antisimetri¢ni brojni sistem takav
da je €123 = 1

za parnu permutaciju indeksa 1,2,3,
ejjx = —1 zaneparnu permutaciju indeksa 1,2,3,
u svakom drugom slucaju,
tj.
e13 =exn1 =e3n =1,
e132 = ez = ez = —1,

onda se det(A) tre¢eg reda moZe napisati u obliku

det(A) = e13al a3 a3 + ex31 at a3 al + e3pal al at +
“+e321 a? a% a% “+e132 a} ag a% —+ €213 a% a% ag =
= eijkail aéaé.
Uocimo da se po ponovljenim indeksima vrsi sabiranje saglasno sa Ajnstajnovom
konvencijom. Ista det(A) se moZe pretstaviti i u obliku
a=det(A) = e’*a! a? a,z, (12.2)
gde je /%, analogon sistemu ¢; Jjk» potpuno antisimetri¢ni brojni sistem, takav da je
e =1.

Ovako pogodan sistem nas motiviSe da se sistemima, uopste, viSe zadrzimo
i razmatramo ih u n - dimenzionalnim prostorima. Na viSe primera pokaza¢emo
pogodnosti njihove primene.

Zadatak 12.1 Neka je
Ajjp = epgral a?a,’c.

Pokazati da je A;j; antisimetri¢no (vidi def. 12.4.1, na str. 314). n
Resenje
=Am = eqp,a?afaz =
= epqraf7 a;]-a,rc = Al
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Odavde sledi i da je
Ajjr = Aiseiji = egpra’al ay, (12.3)

jer ima samo jednu nezavisnu komponentu, recimo Aj;3.

Lema 12.2.1
A123 =da. (124)

Dokaz

Neposredno sledi iz (12.2) i (12.3).
Onda se (12.3) moZe napisati u obliku

ijk

aejjx = epqra k|e =

(12.5)

l]k p q
= 3'6pqr p ]ak,

. ijk iik <Sijk ¥ 2 . ce v
gde je Opgr = epgre’’, 5 ;ix = 3! (0 Cemu Ce kasnije biti re¢i).

12.3 Algebra sistema

Prethodno ¢emo da definiSemo osnovne algebarske operacije nad sistemima.

Definicija 12.3.1 Dva sistema su jednaka ako su istog reda, istog tipa i opsega
odgovarajucih indeksa, i odgovaraju¢e komponente su iste.
Dakle,

Alj,
ai #by, akoje i=1,...n, a=1,....m#n.
Takode je _
a.; # bij.

N Napomenimo da kad god je moguce, koristicemo razlicite vrste slova,
ako oni imaju razliCite opsege (vrednosti). Tako je

i
a-ajE
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mesoviti sistem 4-tog reda sa razli¢itim vrednostima opsega indeksa
i,a,jx.

Definicija 12.3.2 Dva sistema se mogu sabrati (oduzeti) ako su istog reda
i tipa. Kao rezultat ove operacije dobijamo sistem istog reda i tipa. Sabiraju se
(oduzimaju) samo odgovarajuée komponente sistema.

m Primer 12.3
a; + b,‘ = (i,
a;—b;=d,,
by 4l = di.

MnozZenje (spoljasnji proizvod)

Mozemo da mnozimo sisteme razli¢itog reda i razlicitog tipe. Red i tip rezul-
tujuceg (dobijenog) sistema je definisan redom i tipom pomnoZenih sistema: red
dobijenog sistema jednak je zbiru redova mnoZenih sistema.

Tako, na primer, mnoZimo svaku komponentu sistema a; sa svakom komponen-
tom sistema by, tj. . .

a;, b,]a = a,-b.]a.

Definicija 12.3.3 Kontrakcija: U meSovitim sistemima moZemo da Koristi-
mo konvenciju o sabiranju za par indeksa na razli¢itim mestima sistema. Red
rezultujuceg sistema je za dva manji od originalnog (polaznog) sistema.

= Primer 12.4 &',

i

= Ay

= d';; 2 suuopstem sluaju razliditi.
i

= ki

Indeksi, po kojima se vrsi kontrakcija, nazivaju se nemi indeks. KaZe se da se
sabira po njima! Dakle &', = a’ ;- Ostali indeksi se nazivaju slobodni indeksi. Oni
definisu red i tip sistema.

i ij .
ay, = ay; sistem nultog reda.
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Definicija 12.3.4 Kompozicija: Spoljasnji proizvodi mogu imati meSoviti
sistemi u odnosu na indekse sistema koji se mnoze. Na primer, u sistemu

aib jk.l
sabiranjem po indeksima i i j dobijamo sistem
aibikil.
Takva operacija se naziva kompozicija. Medutim,
a'b jk.k

nije kompozicija, ve¢ kontrakcija.

12.4 Simetricni i antisimetricni sistemi

Definicija 12.4.1 Za sistem veli¢ina a'%* (ili a;,, ;) koji zavisi od k-
indeksa, kaze se da je potpuno simetri¢an ako se vrednost sistema ne menja pri
promeni mesta indeksa, tj.

it — giteiqeepeiy

(i17'-'7ik:172a'-'7na 1§P<QSk)

Drugacije receno,
gl — gloy i

za svaku permutaciju ¢. Broj nezavisnih komponenti N dat je formulom

n+k—1
)]
n Primer 12.5 Najprostiji slucaj je sistem drugog reda
a’l =a.
]

Definicija 12.4.2 Ako vrednost sistema a'-* (ili a;, ;) menja znak pri prome-
ni bilo kog para indeksa, kazemo da je ' (ili a;,..,) potpuno antisimetri¢an,
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iy ciipeigeeiy. = iy i

(il,...,ik:1,2,...,n, 1§p<q§k)

Broj razli¢itih komponenti je

n
v=(1)
Specijalno, kadaje k=n= N = 1.
Posledica 12.4.1 Vrednost potpuno antisimetri¢nog sistema a'' - se ne menja

sa parnom permutacijom indeksa. Specijalno, ako je k > n, onda je antisimetri¢ni
sistem identicki jednak nuli.

Zadatak 12.2 Posmatrajmo sistem treceg reda a;jx. Pokazati da je a;jx =0
ako je simetrican u odnosu na prva dva indeksa i antisimetri¢an u odnosu na
poslednja dva indeksa. "

Resenje

Qjjk = Ajik = —Ajii = —Akji = Akjj = Aikj = —Ajjk
= Qjjk =0.

» Primer 12.6 Podsetimo se da se bilo koji sistem drugog reda moze prikazati kao
zbir simetri¢nog i antisimetricnog sistema drugog reda:

aij :afj—l—a?j
1
éa?j = E(aij—i-aﬁ),
1
ay; = 5 (aij— ajp).

Uoc¢imo da ovo ne vaZi za sistem treéeg ili viSih redova, o ¢emu e dalje biti
vise reci.

e-sistem
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Opstije, sistem definisan relacijom

1 za parnu permutaciju indeksa 1,2.,. .. n,
eii--i, = § —1 zaneparnu permutaciju indeksa 1,2,...,n,
0 u svakom drugom slucaju,

naziva se e-sistem ili permutacioni sistem.

N Vrednosti koje indeksi uzimaju jednake su redu sistema. Specijalno,
zan=1 = e=1.

= Primer 12.7

(ik X ie) “im = €kem

12.6 6 - sistem, generalisani Kronekerov delta sistem

Evidentna je prednost uvodenja e-sistema, Sto inicira uvodenje i drugih sistema,
posebno J-sistema, $to je od znacaja u tenzorskom racunu.

Definicija 12.6.1 Delta sistem je

; I, i=j .
5= . i,j=12,....n 12.6
’ {0, i+ " (126
= Primer 12.8 2
X! ;
o0 =

Vaznost 0 - sistema je u zameni indeksa u sistemu. Na primer

i
a,~5j—aj.

U literaturi je poznat pod imenom substitucioni simbol.
Neka je

i i, i

511 512 511(

i j 2 72 2

5i1...ik _ a(x”?"‘?'xlk) 8]1 6]2 6]1\'

Jewsdi Q) (x L x)

ik ik, ik
5 612 5]k

= . . . . y il,...,ik,jl,...,jk:1,2,...,nZk.
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Ovako definisani sistem naziva se generalisani Kronekerov' delta sistem koji
ima sledeca svojstva:

o +1, (J1...Jx) parna permutacija indeksa (ij ... i),
8t =< =1, (ji...ji) neparna permutacija indeksa (i ...ix), (12.7)
0, usvim ostalim slucajevima.

Ovaj sistem je potpuno antisimetric¢an i po donjim i po gornjim indeksima.

= Primer 12.9

& =
85 = 07
815 = —
| ]
12.6.1 Neki korisni izrazi
. Si 5t L
5l = ' 5]2' 51} — 56/ - 5/8]. (12.8)
i odpky ko
&yt = (n=b)18; (12.9)
5i1...iak1...kb7a _ n—a ( ) 511 lu _ (n_a)!6llla (12 10)
Jidakiekea — \ ph—qa J1eJa (n—>b)! J1eJa )
1z (12.10) sledi
!
Jleed n
a_0:>6]11 jb” (n—b)!' (12.11)
Iz (12.11) sledi
zab_n:>6jl1 ]] =n!, (12.12)
I hghgt. by oksyt.. ky Ikt . Ky
jllmjs]'s;:f“jr si]l By T (I'—S)‘ ]l1 ]r]r++ll Jr (1213)

Na osnovu svojstava e-sistma i 6-sistema moguce je ustanoviti vezu izmedu
njih. Tako je

i1...in , . _ iped
eltne o= 5/1 g (12.14)
h Iy, ileejrhysy.h
JleeJrJrt1-Jn r+1-- — _ V pJ 1 Jrir41 n
e 6, = (n—r)le . (12.15)

IKronecker
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N Vazno je istaci da red e-sistema odreduje raspon vrednosti njego-
vih indeksa, $to nije slucaj sa d-sistemom. To je evidentno u izrazu

(12.15).
Ako je skup veli€ina a;, _;, antisimetriCan po donjim indeksima, tada je
8t diy.i, =l j,. (12.16)

Isto tako za potpuno antisimetri¢an sistem B2 vazi

5LJ111Z2 lJrBulz dr rylel2 Jr
.

N U ovom primeru (12.16) ilustrujemo generalisani 6/‘:’; a;, .., kao
supsticioni operator.

Ako sistem q;, . ;, nije potpuno antisimetri¢an, onda njegov antisimetri¢an deo
obelezavasmo sa aj; . ;1 1 dat je izrazom

1.
iy.in) = 77 AT (12.17)

12.7 Primena e-sistema i 6-sistema na determinante

Pokazali smo da je determinanta matrice treeg reda, (12.5),

S b q _r ijk
ae,lk—epq,aia-ak| e

ijk P q
=a '5pq, ajay,
Na isti nacin, u opStem slucaju, za a = det (a{), i,j=1,2,...,n, moZe se
pokazati da je
a=— ! R A (12.18)
n! Ji---Jn U Iy " :

12.7.1 Kofaktor kvadratne matrice

Koristeli e-sistem kofaktor kvadratne matrice moZe da se elegantno izvede.
Kao i do sada, razmotrimo prvo njegovo izvodenje u trodimenzionalnom prostoru.
Tako je
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_ iJok _ i Jok _
a = eijkala2a3 = ale,‘jkaza3 =

. 1 . (1 .
I Igr j k __ i Igr j k\ _
= dyeijiye " agay = ay *2|6ijk aja, | =

= ailAilv
: 1 1 lgr j k j
gdeje A; = 219k a;a, kofaktor od aj.
Prema tome 5 |
. a ik
a, — Al = i 5552 aa;. (12.19)
A !
Opstije
a AP = iSquajakai = iepqrai alde,
pim 21 mjk“q“r“p 21 pYqtr€mjk (12 20)
1 ijk 1 ijk 1 i i .
= 5yaeemk = 2—!a5mjk = 2—!2!a5m = ao,,,
t.

AA* =|detA|l, A* - adjungovana matrica matrice A, (uporediti sa izrazom v)
u Definiciji 5.11.1, na str.135)
Na isti nacin se moze pokazati da je

1 o .
Jizedn i in
(n_l)!SiiZNin ajzz...ajn. (12.21)

i J_
a; — Aj =
Ovo vazi u opStem slucaju.
Od funamentalnog znacaja su sledeéi izrazi koji vaze za n-dimenzionalne pro-
store.

Minor k-tog reda determinante

1 1 1

“a “

_’ l,‘ a9 a;

a=lajl= : :
n n n
a, a, a,
definise se formulom
iyl _ Siyipip o P1 P2 Pk SPIP2 Pk i i ik

Juizdk T 6P1P2"'pkajl aj, ~--aj = 6j1j2"'jk Ap\Gpy = Apy- (12.22)

Primera radi, minori prvog reda su elementi a;, minori drugog reda su determi-

nante
i o o
TR =42 —a'td' = 812 P ah?

Lo g 172 172 P2
J1 J2
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itd.
1z (12.22),, za k = n, dobijamo
i.ll'z.'--in. — i1ip-+iy I?I 1?2 . I?n —
Jij2Jn pip2-pn®ji © o Jn
_ itiy-iy ,P1 P2 Pn _
= €piprpn€ aj daj, ~-dj =
_ i1ip+in
=ad; i,
Odavde sledi da je
Niiglicpin o sl kdiein
Juj2e Jklk+1In JUJ2e e Jklk+1"n
(n k)'a61112"'1k’
ili
iy _ L it i

Jrja-jk m i o jeikst in®

Specijalno za k = n je
aSiizin — piiinin

Juj2dn T T gjadn?
odakle sledi
— _ iin
a= nyanlz~~tn‘

Kofaktor minora k-tog reda (12.22) naziva se determinanta
i — L i i i
-k (n _ k)! niin 7 Jrkl Jn
_ 1 J1j2Jn k1
((n _ k)!)z ity " Je1Jn”

(12.23)

(12.24)

(12.25)

(12.26)

(12.27)

(12.28)

Specijalno, za k = 1 dobija se dobro poznati izraz za kofaktor elementa ai., tj.

. 1 L .
j_ Jiaeedn i i
Ai - (n_ 1)‘ iiy...in a]z a],,'
Od interesa je izvesti izraz za

iiy ik A jijae i
ajljz'“jkAqlqz'“qk

koji predstavlja generalizaciju izraza (12.20).
Koristeéi (12.22) i (12.28), dobijamo

iyl Ajij2jk —
Juj2e gk " q1q2 gk

= 6{)1.[)2”.,17]{ il .. .ai/\' # jlj2"'jk"'jn aq'kJrl .. 'aq'n —
Jij2Jk TP Pk (n _ k)! 9192 9k qn " Jk+1 Jn
k! . . .
= §P1PrPrJk+1 v Inght L gl aqk+1 g —
(n — k)! 9192 Gk qk+1"qn ~P1 Pk Jrs Jn
k! S L
— "t hbqkdrdn Klasitia i

(n—k)! 9192 Gk qk+1"""Gn q192°qk’

(12.29)

(12.30)
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tj.
il Ajijaji — 1, &iiz ik
aJljz-"JkAqlqz---qk k‘a6q1q2---qk‘ (12.31)

Ova formula poznata je u literaturi kao Laplasovo razlaganje determinante, ili
razlaganje determinante po blok sistemu.

Kao specijalni slu¢aj, dobija se (12.19), str. 319.

Navedimo jos jedan vid razlaganja determinante, koji u sebi sadrzi Laplasovo
razlaganje

I inall k= kN (n— k)l (12.32)
Iz (12.19), str. 319, dobija se
0
2 —ar (12.33)
8%

Izvedimo sledecu formulu za parcijalne izvode determinante, Ciji su elementi
a’; funkcije promenljivih xlx?, . x

1z (12.5)1(12.33)

da  da 370; 8a;

oa AT
ox™ aai- dam Loxm’

(12.34)






13. Invarijante kvadratne matrice

Od posebnog interesa je odredivanje invarijanata matrice A = (ai-) tipa n X n.
One su definisane preko zbira njenih glavnih minora.

Najjednostavnija invarijanta je odredena zbirom glavnih minora prvog reda koji
nisu nista drugo do elelementi matrice A na glavnoj dijagonali. Ako je obeleZimo sa
a), onda je

agy = af = 5ija§-.

Druga po redu je invarijanta a(;y odredena zbirom glavnih minora drugog reda koja
glasi
Im h k

ap) = 2N ik A7 iy
Racunajuci redom ostale invarijante moguce je pokazati da je invarijanta a(, data
izrazom
iP
ip’

= §/ I gg g

a(P)_p! iviy...iy 414, p=12,....n

Ovi izrazi imaju vaZznu primenu u odredivanju determinante ¢ matrice C date u
obliku
C=A+Al=(d;+15)).

U literaturi, s obzirom na svoj znacaj, ovaj tip matrica naziva se A matrice.
Determinante ¢ ove matrice glasi

c= il (df +28) (@ +A87) - (ah +287).

- n! ii.dn

Ocigledno ona predstavlja polinom n-og stepena po A i glasi
. . n
det (a’j +A 5]’) =A"+ Z{ A" ay).
S=

Razvijajudi je i grupisudi ¢lanove po odgovatrajuem stepenu A dobijamo koefici-
jente ovog polinoma.
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Koeficijent uz A" ¥ (za s > 1) sastoji se od zbira (") ¢lanova tipa

JUJ2eJsds41-dn i1 iy Slst1 in __

6’112 Aglgp1een aJl aj: 5jv+l Jn

JUjaedsdstreedn it s JUpeds i s
_51112 dyjsetedn G aj, (n ) 51112 i 4 aj

gde smo u drugoj jednakosti koristili (12.9) za r = n.

Kako je (Z) = ﬁ, sledi da je koeficijent a(y) uz A"~ dat sa
a _ l Jij2---Js . ais
() — gl hieds T Js*

Prema tome, karakteristicna determinanta ¢ moze biti izraZena u obliku

. A‘n N .
¢ =det(d;+ 1)) 7L”—|—Z S s it L gis

ijipis Jl Js®

Vrlo Cesto se u literaturi i primenama susre¢emo sa karakteristicnim polinomom

matrice A u obliku ' .
det (A — AI) = det (a}; — 1 8}) .

Ocigledno je da u razvijenom obliku glasi

det (a}; — 1. 8) z"+2 A" ag.

Zadatak 13.1 Pokazati da, razvijanjem determinante po vrsti, je

L P

ni...lp _ r+1 iy ll...lr.“lp

6j1jz<--jp_z:1( 1) 6}15]2 dp
r=

Neka osnovna svojstva determinanti

Dokazacemo sledeéa svojstva determinanti. U tom cilju pogodno je pisati
det(A) = det ( ) izraze preko vektora kolona (vrsta) u obliku

— i i 02 ip iq i
det(A) = det (a ) = Ciiy.ip..ig..iy Ay Gy " Ap Qg "~ a, .

1. Vrednost determinante se ne menja ako se vrste zamene kolonama, ne menja-
juéi poredak.
2. Ako dve kolone zamene mesta determinanta menja znak.
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Dokaz
1.
det(A) = det(AT).
2.
det(A) = €iiy.iy iy iy a"ll aéz co o .a;q gt =
= €ijiy.ipenigein aill a - "aizq " .afg ea

N ig i . . .
(jer je ayad = agay; - komutativnost proizvoda brojeva)

= 57, H > . il i2'.- ip--. iq'.- i_
det(A) = €, D.cdgeedp..dy apay dg a a,{’ =

(jer su su i, i iy nemi indeksi)
i i J J i
det(A) = —eiiy...iy...ig..i, @1 Ay - aq *+ Ay -+ -ay = —det(A),

Jerje ei iy i,..i,..i, antisimetri¢no po bilo kom paru indeksa, pa prema tome

Ciyiy...ig.ip...in = —Ciji.ip...ig...in

3. Determinanta se mnoZi nekim brojem tako S$to se elementi jedne kolone (ili

vrste) mnoZe tim brojem.

Dokaz

— i] i2 ip iq i _
)’ det(A) - }‘ € ip..ip...dg...ip al 612 cccdp Qg e 'a,,? =

= @5 8 . : . i iz... ip 0oo iq... In —

= Ciliy...ip...ig..Il, A Oy (A ap) ag ---a, =

_ ip i ip lg i
= eiliz---ip...iq...inal a -..ap (laq)...ar:l7

na osnovu svojstva asocijativnosti proizvoda brojeva.

4. Vrednost determinante je jednaka nuli, ako su bilo koje dve kolone proporcio-

nalne.
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Dokaz
i . i .
Ako se a) zameni sa A a/, onda je
in

_— ;. s : . . i] i2 “ . ip .« . iq--.
det(A) Ciiy...ip...ig...i, A1 G ap aq a,; =
1}

_ ) ip 7 _
_eill'zml.p...iq...l'nal az (laq)aq ar;l —

— PR . . . l.] iz-.. ip.-- lq-.- ln
=2 Ciliy...ip...ig..i A1 Q) aq Qg a, =

(na osnovu svojstva pod 3.)

= o & 9 . . il iz... ip... iq... In —
det(A) =-A enzz..‘zp.‘.zq...zn apay aq ag a,;’ =

(na osnovu svojstva 1.)
det(A) = —det(A) = det(A)=0.

Specijalno, vrednost determinante je jednaka nuli, ako su bilo koje dve kolone

jednake.

5. Ako je vektor p-ti vektor kolone

i i i
a, =bj,+c,

onda je
det(A) = det(A) ;) +det(A) ),
gde je
det(A)(b) = eil [2”'1'1)”.1'(1.“1'" aill a;2 .. b;;) .. .af/;’ =
det(A)(C) = Cijiy..ip...ig...iy ail1 aéz e C;f o azl
Dokaz

_ i 0 lp in __
det(A) = €ijiy...ip...ig...i, A1 Ay """ Ap - ‘a,; =
— p. . . . . i1 0 ip ip o
= Ciyiy..ip...ig...iy A1 G " (bp +cp ) ceay =
— i i ip i i1 i i i
=€ i..dp..dg..dn apa - 'bP o 'arf + €, .. dp..dg...in apdy ---Cp---a r =
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6. Vrednost determinante se ne menja ako se elementima jedne njene kolone,
dodaju odgovarajuci elementi druge kolone, prethodno pomnoZeni nekim brojem.

Dokaz

Neka je vektor p-ti vektor kolone a!, dodat vektor g-te kolone, tj. @}, = ab+Ad,
onda je

Ciinipigin @} G5+ (af T X)) - ag -+ all =
= Ciyiy...ipigein a"l‘aéz--~a§f---aij---a£," +€iiy..iye iy iy ai‘a?--~(la2”)~-a3-~ai: =
= Ciyiy.ipedgein ail'aéz"'az“'aif“‘ai{' +A€i1i2...i ...iq..‘i,,ai a, "'Cl;; ---a;"---aff =

= iy iyniyigoin ) A dfeaddl =

=det(A),

.. 2 g i i - . .. . .
Jerje eijiy...iy...iy...in a’ll a’f ~e-ag ---aq ---ay =0, s obzirom na antisimetricnost siste-

ma € i,..i,...iz...in-

Sva ova svojstva vaze i u odnosu na vrste matrice A.
7. Determinanta proizvoda dve matrice jednaka je proizvodu njihovih determi-

nanti

|| = |ag||Bh]. (13.1)

Dokaz
¢ = det(c}) = egieci3ch = eijlayby) (ahbh) (a)b5) =
=e; jkai,aéafbf bibs = ae,pq, bIbIbs = a- b,
gde je
a= det(a?), b= det(b;.).
8.

Teorema 13.1.1 Determinanta trougaone matrice jednaka je proizvodu svojih
dijagonalnih elemenata.
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Dokaz

Dajemo dokaz za gornu dijagonalnu matricu. Dokaz za donju dijagonalnu matricu
je identican.

Neka je A = <a;> gornja trougaona matrica, a? =0zai> j.Ondaje

i i [} 1 i [}
det(A) = eiliz,_.inall a22 ...ay = ey i,a1 a22 coay =

1 2 i 1 2 n 1 2 n
2612".ina1a2...ann = =€p.naa...a, =ayd,...a

jerje €12.n = 1.

Zadatak 13.2 Pokazati da je

dip Qdiqg dijr
eijkepgrdet(A) = |ajp ajq ajr|.
Aip  Qkg  Air

Resenje
Dokaz se zasniva na svojstvu potpune antisimetri¢nosti sistema A; j, i, j,k = 1,2,3.

Poznato je da takav sistem ima samo jednu komponentu razlicitu od nule. Onda
je Ajjx = Ae;jx. Jasno je da je A = Ay23, pa je A;jx = A123e;ji. Determinanta

dip dig Qjr
djp djq djr
Aikp Qkg  AQkr
je potpuno antisimetri¢na po vrstama i kolonama, gde je i, j,k, p,q,r = 1,2,3. To

znaci da je antisimetri¢na po indeksima i, j, k i posebno po indeksima p, g,r. Onda
je

dip dig Qjr alp dig dir a apz a3
Ajp djg Qjr| = €jjk|d2p d2g A2r| = €jjk€pqr|d21 d22 A23| =
Akp  Qkg  Akr asp azg asr asy asy ass

= ¢ijkepgrdet(A),

gde je
ail a2 a3
azy Az azz| = det(A).
asz; a4z ass
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Specijalno, ako je a;; = &;;, onda je det(A) =11

Op Gig O
€ijk€pqr = 5]' 5]4 5]
6kp 6kq 6kr

Isti postupak se moZe primeniti i na

Aiyji Qiyjp -+ Gigjy

Airji Qirjp -+ iy,
Citin...in€i joejn det(A) = . . .

ainjl aian Tt ainjn

Izotropne matrice

U Mehanici kontinuuma posebnu ulogu imaju izotropne matrice (tenzori).

Definicija 13.2.1 Izotropna matrica drugog reda T je matrica za koju je
QTQ" =T,

za svaku ortogonalnu matricu Q.

Teorema 13.2.1 Jedina izotropna matrica drugog reda je

T=AL (13.2)

Postoji viSe nacina da se ova teorema dokaze. Mi ¢emo to pokazati na dva nacina.
U oba slucaja dovoljno je to pokazati za slucaj svojstvene ortogonalne matrice Q
(vidi str. 163), matrice rotacije.
Po definiciji je
QTQ' =T ili QT=TQ, (13.3)
za svaku ortogonalnu matricu Q.
Prvi nadin.

Dokaz

Specijalno za matricu rotacije Q u R? jedini realan karakteristi¢ni broj je jedan (vidi
jed. (7.1), 167), kome odgovara karakteristi¢ni vektor p.
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Sa geometrijskog stanovista vektor p ordreduje osu rotacije matrice Q. Iz (13.3)
sledi da je
QTp = TQp = Tp.
Znaci vektor Tp je karakteristi¢ni vektor matrice rotacije Q i kao takav je kolinearan
sap, tj.
Tp = Ap.

Kako ovo vazi za svaku matricu rotacije Q i za njima odgovarajuce p mora biti

T=AL

Drugi nacin.

Dokaz

Polazimo od Rodrigovovog obrazca (jed. (7.2), str. 167).
Specijalno za matricu rotacije Q u R? bice

Q=1I+5sin@W+ (1 —cos@)W?, (13.4)

gde je W antisimetri¢na matrica, €iji karakteristi¢ni vektor, koji odgovara njenom
krakteristicnom broju u; = 0, obalezavamo sa p. Uocimo da je p takode karakteri-
sti¢ni vektor matrice Q. Onda iz (13.3) sledi da je

WT=TW i W>T=TW?

imajudéi u vidu da su 1, sin @, cos ¢ linearno nezavisni. Kako je Wp = 0, onda se

prva jedacina svodi na
WTp = 0. (13.5)

Druga jeda¢ina W>Tp = 0 je identi¢ki zadovoljena kao njena posledica. Iz (13.5) sle-
di da je Tp karakteristi¢ni vektor matrice W koji odgovara njenom karakteristi¢cnom
broju u = 0. Prema tome je

Tp = Ap,

za neko A. Kako je ortogonalna matrica Q proizvoljna, onda je i p proizvoljno.
Prema tome, mora biti T = Ap ili, u komponentalnom obliku, 7;; = A §;;.

Moze se pokazati da se izotropni tenzori bilo kog parnog reda, po pravilu, mogu
predstaviti preko J; ; sistema.
Dalje, posmatrajmo izotropnu matricu (tenzora) Cetvrtog reda C;j;. Moguce su
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slede¢e kombinacije J-sistema:
0;jOk, OSjr, Suljk.
Prema tome, najopstiji oblik C;jy; je njihova linearna kombinacija
Cijkl :a5,'j5kl+b3ik5j1+c5i15ﬂ(. (13.6)

Razmotri¢emo neke specijalne slucajeve.

i) Ako je C;j simetri¢no po paru prvih indeksa, C;jx; = Cjix, ondaje b= ci

Cijit = a8;j0 + b(8uji + 61 Gjx.).-
Lako je pokazati da je u tom slucaju
Cijki = Cjirt = Cijik = Cuij-
ii) Izotropna matrica
Liju = 61,
ima svojstvo da ocuvava bilo koju matricu drugog reda
Lij Ty = T;.

iii) Izotropna matrica

1
Sijk = 5(5&5/1 +8i10jk),

prevodi bilo koju matricu 7;; u njen simetri¢an deo

SijiTir = T j)-

iv) Izotropna matrica

1
Ajjin = 5(5ik5j1 —8udji),

prevodi bilo koju matricu 7;; u njen antisimetri¢an deo

AijuTa = Tjj)-

v) Izotropna matrica
1
Sijkl = §5ij5k1,
prevodi bilo koju matricu 7;; u njen sferni deo

1
SijkiTa = ngkSij-

Radi kompletnosti ponavljamo.

13.7)

(13.8)

(13.9)

(13.10)

(13.11)

(13.12)

(13.13)

(13.14)

(13.15)

(13.16)
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vi) Svaka matrica drugog reda M;; moZe se jednoznacno predstavi u obliku

1
Mij = = Mig; + M+ My,

(13.17)

gde je %Mkk&- ; - njen sferni deo, a Midj devijatorski deo. Devijatorski deo, po

definiciji, zadovoljava uslov M,fk =0.
Ako je matrica M;; simetriCna onda je

1
Mij = M + M

ili |
M = M;;— M.
Po tom analogonu

1 1
dijkl = Sijkl — Sijki = 5(51‘1«5]'1 + 5i15jk) - §5ij5k1,

predstavlja devijatorski deo matrice S;jy;.
vii) Lako je pokazati da se svaka izotropna matrica

Cijii = ad;jO + b(8i0j1 + 6y i),
moZe predstaviti u obliku

a+b a+b a+b
5 diju+ A+ <3C+ 2> i jki

Ciju=
" L iy
Uopste, za proizvoljne tenzore lelm J’Z vazi

Definicija 13.2.2 Tenzor T;]]Jl’q’ je izotropan ako je

i]"*i], — Oh e ip /i e lq ki '”kp
o= Q2L Q5 T,

za svako ortogonalno Q’j

Zadatak 13.3 Pokazati:
a) da ne postoji izotropan vektor - tenzor prvog reda.

(13.18)

(13.19)

(13.20)

b) tenzor e;,_;, je izotropan pod dejstvom svojstvenih ortogonalnih transfor-

macija O', det(Q;) — 1.
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Problem 6

Teorema 5.10.2 (str. 133) daje izraz za determinantu matrice A u invarijant-
nom obliku, tj. bez pozivanja na njenu reprezentaciju. Pokaza¢emo da se do
tog rezultata dolazi i na sledeéi nacin.

Po definiciji je
[Aa, Ab, Ac] = ¢ (Aa); (AD);(Ac) = ¢/ (A a,) (ATb) (A c,) =
= eijkA{’Ajl-A,ﬁapchr = (detA)e"a,b,c, = (detA)[a,b,c].
Onda je
[Aa,Ab,Ac| = det(A)[a,b,c],

za svako A i linearno nezavisne vektore a, b, c.






14. Tenzorske operacije

Vec je bilo reci u Linearnoj algebri o nizu pojmova i definicija, koje imaju dublji
smisao u Tenzorskom racunu. Prvenstveno se to odnosi na tenzore drugog reda.
Ovde razmatramo neke.

14.1 Dizanje i spustanje indeksa

Definicija 14.1.1 Proces koji predstavlja linearnu transformaciju pomocu

tenzora g;; oblika
vi=gYv; i TY =g'PglT,,,

itd. naziva se dizanje indeksa.
Obrnut proces koji predstavlja linearnu transformaciju pomocu tenzora g"/

oblika
Vi=8i jVj )
I;; = gipgqupq7

itd. naziva se spustanje indeksa.

N Naglasimo da je via'/ # v/ za bilo koje a”/ # gV Isto vaZi za tenzore
bilo kog reda.
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Primer 1
Tt]k _ glpT[;]k — glngquq‘k _ glngqgkerqr'

Primer 2

g = g;;g’ spustanje indeksa,

g = glg i dizanje indeksa,

gii gik — 5!‘ metricki tenzor.
Primer 3
Takode

T=T"g®g =T"8,8" ©8;=T,'8" 9g; = Tpg’ ®¢’,
gde je
T, = guT",
Tpqg = 84Ty’ = 8in8jaT".-

14.2 Skalarni proizvod

Neka su data dva proizvoljna vektora u,v € E, u odnosu na x'-koordinatni
sistem. Onda je
u=u'gi=ug, v=vg=vg.

Tada je
u-v= (uig,-) . (ngj) = gijuivj = ujvj =u'y;, = gijuivj. (14.1)

Skalarni proizvod vektora u i v je primer tenzorske invarijante. Zaista, na osnovu
prethodnih izraza, sledi da je

u-v=uy =i =ui. (14.2)
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U standardnom E,, definiSemo skalarni proizvod kao
u-v=uvcos0, (14.3)

gde je 0 ugao izmedu ui v. Onda je

u-v g,'ju"vj
cosf = — = . (14.4)
uv \/ 8pgUPud guviv!
Ako je u-v =0, odakle sledi da je u tom slucaju
giju’/ = 0. (14.5)

Algebra Tenzora

Sve §to je reCeno o algebri sistema vaZi i za algebru tenzora. Pored toga je i:
1) bilo koja linearna kombinacija tenzora je tenzor istog tipa i reda;
2) proizvod bilo koja dva tenzora je tenzor, a tip i red definisan tipom i redom
tenzora koji se mnozZe;
3) kontrakcija para indeksa tenzora je tenzor reda za dva manje od originalnog
tenzora.

Kriterijum za odredivanje tenzorskog karaktera siste-
ma

Sledeca teorema nam omogucuje da utvrdimo tenzorski karakter sistema funk-
cija ne proveravajuéi direktno njegov zakon transformacije. Pri tome koristimo
unutrasnji proizvod

Afain, i ili Afgs, . i3A%

izmedu skupa funkcija Aq ;, . ;) 1 vektora A%,

Teorema 14.4.1 Neka je {A{q.,,..;,}} skup funkcija od ', i neka je unutrasnji
proizvod Ay ;, . ;1E% sa proizvoljnim vektorom &, tenzor tipa (p,q)

Al ().

l].‘.l',,
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Onda skup A(q ;, . ;) predstavlja tenzor tipa

Ajl 7~~-7jq (X)

O£7i2,...,ip

Dokaz

Radi jednostavnosti i preglednosti dokazujemo teoremu za sistem Ay} . Za sisteme
viSeg reda postupak je isti.
Prema uslovu Teoreme

A{r.,jk}ér = AT (x),
za proizvoljan vektor &. Onda je

dx"
oxt

&r=¢

A€ =AL (),
tako da je
_ o, ox/ dx4 0%/ Ix1

A 3= =400 g 0 =AW 55 5

_ X 0% Ix1\ ;
(A{njk}ax,- —A{iqu}axpafz) =0
P4 5 QxP Ok

= Alfipgy = Aig"!

= Aty = Agi

Ali to je tacno zakon transformacije tenzora tipa A;,”.
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14.5 Relativni tenzori

Videli smo da je g;; metricki kovarijantni tenzor, tako da je

_ oxP dx4
8= 800 g

Neka je
g = lgijl (14.6)
i
A= gj; (14.7)
Onda je
g=A"g. (14.8)

Prema tome g nije tenzor u smislu Definicije 11.7.1, str. 303.

Definicija 14.5.1 Skup veli¢ina

AT (x), (14.9)

i...0y
koji se transformiSe po zakonu

. oxPl JxPr dx/t Jxh
JUeJs (2 — AW AG1---Gs
A B = A 5 o ae

i1y 1--Pr
naziva se relativni tenzor tezine w.

Navodimo sledeca pravila koja vaZe za relativne tenzore.

a) Relativni tenzori istog tipa i teZine mogu se sabirati, pri cemu je njihov zbir
tenzor istog tipa i teZine.

b) Relativni tenzori se mogu mnoZiti, pri ¢emu je teZina tenzora proizvoda zbir
teZina mnoZilaca.

¢) Operacija kontrakcije na relativnom tenzoru je relativni tenzor iste teZine kao
originalni tenzor.

Definicija 14.5.2
Relativni tenzor teZine nula je apsolutni tenzor.
Relativni tenzor teZine +1 naziva se tenzorska gustina.
Relativni skalar teZine +1 naziva se skalarna gustina.
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Motivacija za ovu terminologiju sledi iz izraza za gustinu mase deformabilnog
tela

p(z) =Ap(2),

e A= |22
gdeje A= 5% |-

Ovde smo sa z¥ i ZK obelezili Dekartove koordinate u Es.

Navodimo najcesée koriSéene relativne tenzore.

1)1z
g= Azg = g je relativni skalar teZine dva. (14.10)
VE=AVE = \/g je relativni tenzor teZine jedan. '
2) Kofaktor G tenzora g;; je relativni tenzor teZine 2.
Zaista, iz
g=~A%
i d
G"f':ﬁ, (14.11)
ij
sledi o
G = 43 — A2 9g 9gpq :AZGPCIE@.
8g,-j 8gpq 8g,’j axl’ 8x4

Poslednji ¢lan sledi iz
_ 0% Jx/
8pg = gijﬁﬁa
tako da je
dgpg  OX 0%/,
8g,-j ~ OxP Ixd’

N U razlomku kovarijantna (kontravarijantna) velicina, koja se nalazi u
imeniocu, se posmatra kao kontravarujantna (kovarijantna) kada je u
broiocu.

e-sistem

Pretpostavljamo da su e; jx komponente relativnog tenzora teZine W u sistemu x'.
Onda pri koordinatnoj transformciji x' — X' imamo &;, u sistemu X', tako da je

oxP dx? dx"

— _ w YA A YA
ik = Ao ST o8 o



14.5 Relativni tenzori 341

Ali kako je
dxP dx? dx"
P 3% o o MUk
onda je

S AW _ AW+
e,-jk =A Ae,‘jk =A eijk.
Odavde se vidi da je za

WHl=0=W=—1,

€ijk = €ijk,

tj. pod uslovom da je sistem e;j; relativni tenzor tezine —1, vrednosti njegovih
komponenti su nepromenjene pri koordinatnoj transformaciji. Na isti nacin se poka-
zuje da e'/* ne menja svoje vrednosti ako se pretpostavi da predstavlja komponente
relativnog tenzora teZine +1.

Prema tome, permutacioni simboli e’ i ¢; _; su relativni tenzori teZina +1 i
—1, redom.

e-sistem

Definicija 14.5.3

& i, = \/geil.“i,,-

Lema 14.5.1 e-sistemi su apsolutni tenzori, tj. tenzori teZine nula. To sledi direkto
iz primera 1) i 2).

Primer 4

iodp __ plledp g, o i1y, .
d; =& Ej L, =€ e

JieeJn 1Jn

je apsolutni tenzor.

Ovo vazi za svako

0.0,
lemjt;’ asn,

pri ¢emu je §-sistem invarijantan u odnosu na koordinatne transformacije.
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Vektorski proizvod u E;

i) Znamo da je u E3, u odnosu na Dekartov koordinatni sistem,
Cijk = (l, X l]) lk

Takode je
.95, oxP
gpzlkﬁa lk:ngZk-

Prema tome je

e 02020 97 9/ 9 |97
(8 > 80) & = (i) iy 5 g o = 0 gxp axa g | | P
Kako je o
_ ¢ 07 d7
8pq(x) = V3P Oxd’
onda je
o7 |° 27
== = |==|=
&= 0% dx/ Ve,
tako da je
(8p X 8¢) 8 = €pgr, (14.12)

u bilo kom dopustivom koordinatnom sistemu u E3.
i) Iz
. . ok
1; X1; = ¢l
(Uotimo da je iy = i* u odnosu na Dekartov koordinatni sistem, jer je g i=0jju
tom sistemu), sledi da je

X (i; x 1)) 92 9! i 9z 92 0z 93 02",
=i Xj)s—s—=¢jul 5—=— =€ijk5— = ;
Er X 8 P 9xp 9xd IR 9xp Ixd " 9xP dxd dx" g
k
jerje it = gra—;. Znaci
g, X 8y = Eprg, (14.13)

u bilo kom dopustivom koordinatnbom sistemu u [Es.
iii) Iz
g X 8 = Epgr8

dobijamo, mnoZeci obe strane ovog izraza s £P4"

1
g = Ez-:"’q’gp X 8. (14.14)
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Jasno je da smo ovde takode Koristili -sistem.
iv) Na isti na¢in mogu se dobiti sledece identi¢nosti:

(8" xgl)-g" =¢el, (14.15)
gl xgl=¢el'g,, (14.16)

1
g, = 5g,,q,gq xg. (14.17)

14.7 Vektorski proizvod bilo koja dva vektora u Es;.

v) Neka su u, v € E3 proizvoljni vektori. Onda je

; .
u=u'g;, v=v'gj,

tako da je
uxv=(u'g)x (g = (g x gj)u’/ = g ur’g.

Onda je

(ll X V)i = Sl-jkujvk,

ili
(uxv) = e*uv.
Vi)
(uxv)-w= el-.jku"vjwk = ei-jkul-vjwk. (14.18)

Zaista

(uxv) - w= e,-jku‘vf(gk ‘W) = ei‘,ku‘vfwk = 6"’kuivjwk,

pri dizanju i spusStanju indeksa.

vii)
(uxv)xw=u-wv—(v-wu=(vRu—u®v)w. (14.19)
Onda je
(WX V)XW= gj(ux v)jwkgi = sijkequupvqwkgi = —ejikequupvqwkgi
= 8 upvgw's’ = — (88! — 8/ 8" upvon'e’

= (upwP)vig — (vpw? g = (u-w)v— (v-w)u.
Kori$éenjem svojstva tenzorskog proizvoda piSemo ga i u obliku

(UXV)Xw=(VRu—u®V)w.
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Kako je
WX (UXV)=—(uxv)xw,

onda direktno sledi da je
WX (uXV)=w(vRu—u®v)=(w-v)u— (w-u)v, (14.20)

takode vrlo koristan rezultat.

Zadatal 14.1 Pokazati da je

[axb,bxec,cxal =[ab,c.

Resenje
Radi jednostavnosti koristicemo Dekartove koordinate. Onda je

e,-jk(a X b)l(b X C)]’(C X a)k = e,-jke,-lmejrsekpqalbmbrcxcpaq =
= jkélmejrsekpqalbmbrcscpaq:

= (5j16km - 5jm6kl) ejrsekpqalbmbrcscpaq =

= ejrsipqajbib,csCpay — e jrserpgarb jbrcscpay =

= €jrseipqdjbrbrcscpag = [a,b,c|[a,b,c] = [a»bac]z-

Zadatak 14.2

(axb)-(exd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c).

Resenje

(axb)-(exd)=c[dx (axb)]=
=c[d(b®a—a®b)]=c[(b-d)a—(a-d)b] =

a-c a-d‘

=(@c)(b-d)—(@d)(b-c)= |~
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Zadatak 14.3 Pokazati da je:
(axb) x (exd)=[cda]b—[cdb]a ili (axb)x (cxd)=[abd]|c— [abc]d

Objasniti ove rezultate! "

Resenje
Neka je u proizvoljan vektor. Onda je

u[(axb)x(exd)]=(cxd)lux(axb)]=(cxd)uba—axb)]=
= (e¢xd)-[(u-b)a—u-a)b] = (¢ xd)-a(u-b)— (cxd)-b(u-a) =
= [c,d,a](u-b) —[c,d,b](u-a) = {[c,d,a]b—[c,d,b]a} u.

Kako je u proizvoljan vektor, sledi da je
(axb) x (¢ xd) = [cda]b — [cdb]a.

Analizirajuéi ovaj rezultat sledi da je
(axb) x (¢ xd) = [abd]c — [abc]d.

Objasniti.

Zadatak 14.4 Ako je
x+xxa=Dh,
tada je

1
X = 1_i_a‘a[b—i—(a-b)a—i—a><b].
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Resenje

x+xxa=Dhb|xa

= xxa+(xxa)xa=bxa =
= b—x+(a®x—x®a)a=bxa

= b—x+(x-a)a—(a-a)x=bxa
(I+a-a)x=b+axb+ (x-a)a.
Kako je (x-a) = (a-b), sledi da je

=

1—|—a-a[b+(a'b)a+a><b]'

14.8 Vektorski proizvod vektora i tenzora

Neka su ai b u E3. Onda je njihov vektorski proizvod, vektor ¢, definisan
izrazom

c=axb.

Pitanje glasi: da li i kako definisati vektorski prozvod vektora i tenzora drugog reda?
Takav problem se javlja u mehanici kontinuuma u slu¢aju momenta vektora
napona

X X t,,
gde je t, = T-n. Onda je
xxt, =xx(T-n).

U razvijenom obliku, u odnosu na standardnu bazu (e;) € E3, bice

x X (T-n) = x;e; x (Tjxniej) =
= xiTjk (ei X ej)nk :xﬂ"]-k (ei X ej)(ek-n) =
= xiTjk [(e,- X ej) ®ek] -

Po analogonu dijadskog proizvoda vektora

a(b®c) &ef (a-b)c,
definiSemo

(e,-><ej)®ekd:efel~><(ej®ek):el~><ej®ek. (14.21)
Onda je

xiTi[(ejxej)@er] m=x;Ti[e; x (ej®ex)] -m=

= [xie; x (Tjre;@e)] -m= (xxT)-n.
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Prema tome, na osnovu definicije (14.21) sledi da je
xX (T-n) = (xxT)-n, (14.22)

ili
xX (T-n)=(xxT)n=xxT-n. (14.23)

Ovo nam sluZi kao polazna osnova za definisanje trazenog vektorskog proizvoda.
Primera radi, lako je pokazati da je

ax(boe) ¥ (axb)®ec=axboec. (14.24)

Definicija 14.8.1 Dejstvo vektorskog proizvoda
vxT,
vektora v i tenzora T na prozvoljan vektor w je definisano izrazom
(vxT)w=vx(T-w), (14.25)

ili
(vxT)w=vx(T-w)=vxT w. (14.26)

Lako je pokazati da je u razvijenom obliku

VXT-w=vx(T-w)=v;Tjrwie; xe; =
:viTjk(e,- X ej)(ek-w) = V,‘Tjk [(e,' X ej)®ek] ‘W=

=viTi[e; x (ej@e)]-w=(vxT)w,
odakle sledi, s obzirom na proizvoljnost vektora w i (14.21) da je
vxT=v;Ti(e; xe;) xe, (14.27)
tenzor drugog reda. Na sli¢an nacin se moZe pokazati da je
Txv="T;ve® (e xe). (14.28)

Interesantno je da je
T-(axb)= (T xa)-b, (14.29)

Sto odgovara njihovom meSovitom proizvodu. Zaista,

T-(axb) =Tj(axb);e; = Tije;pgapbqei =
= ejpq(Tijei)apby = (T x a)-b.
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Na isti nacin se pokazuje da je
(axb)- T=a-(bxT). (14.30)
U specijalnom slucaju kada za tenzor T biramo identi¢ni tenzor I sledi da je

(vxID)w=vx(Iw)=vxw=
=L (vxw)=(Ixv)w,
paje
vxI=TIxv. (14.31)

Videli smo da je v x T tenzor drugog reda. Nas interesuje njegov transponovani
tenzor (v x T)T. Ponovo éemo razmotriti najprostiji slu¢aj v x (a®@b). Onda je

[vx (a@b)]” =[(vxa)®@b]’ =b®(vxa)=
=-b®(axv)=—(b®a)xv.
Znaci
vx (aob)]’ =—(a@b) xv. (14.32)

Na isti nacin se pokazuje da je

[(a®b) xv]" = —vx (a@b)’. (14.33)
Sledi opsti slucaj
(vxT)! =TT xv (14.34)
i
(Txv)! = —vxT". (14.35)
Specijalno
(vxDT =1 xv=-Ixv=—-vxL (14.36)

Prema tome, tenzor v x I je antisimetrian.
Kako je
(vxI)v=vxv=0,

sledi da je v karakteristi¢ni vektor tenzora v X I, ¢iji je karakteristi¢an broj 0.
Uopste, neka je

A=App,. 08 ©€, @ e, 1 B=Bj je;0e,3 e,
Uopste, neka je

A=Ap0€,Qe,® -Qe, 1 B=Bjj.eQe,Q Qe
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ondajezan>m

AxB = Aiiy--iy (eil Qe Q- ®ein) XBjjyjm (eh ®ej, R ®ejm) =
= Ai1i2"'inlej2"'jmeil ®ei2 ®---® eim ® (eim+1 X e/l) ® (eim+2 x ejZ) P (ein X ejm)

izan<m

AXB=Aj,.i, (€ @€, @ D€)X Bj j,..j,(ej, ®ej, ®--- Dej, ) =
= Aiyiyin B jojm (€1 X €))) @ (€1, X €),) @+ ® (&), X €),) Q€ ®ej @ Dej,.

Zadatak 14.9
Pokazati da je za tenzore drugog reda A i B:

(@)
(A xB) g = eirpejigAijBu = epiveqjiAijBi;
(b)
AXxB=BXxA,

©

(AxB)T = AT xBT;
(d)

A xI=(trA)I—AT;
(e)

IxI=2I

®

(AxA):A=3ldetA;
(€9)

VXAXW=(VXA)XW=VXAXW,

(h)

AX(VROW)=—-VvxXAXW.

Problem 7
Odrediti v X T x v za vektor v i tenzor T u [E;.
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Resenje
U odnosu na ortonormiranu bazu e;, u E3, bice

VX Txv=ve;xTje;Qe, xvie;=vTjxvi(e; x e;) ® (e x €) =
=eijperigvilikvie, R e, =
= (861 pq + 818jgBpk + 8ig 8k Spt — 8 8j Ot — Gt Bpg — 8ig 81 Sp) viTjuvj€p D €g =
= 8y 01 Opg viTjrvjep @ eq+ 804 0pk viTjxvjep @ eq+ 8iq0ixOp viTjkvje, @ eg—
— 08 Gpr viTjivjep @ eq — 8jbpg viTjuvjep @ eq — 6ig 8 Spi viTpvjep D eg =
= (V- T-VI+ V-V +tr(T)v@v—v® (T-v) — tr(T)(v-v)I— (v-T) ®v.

14.10 Transponovani tenzor

Prostor u kome se ovde razmatraju tenzori je Es.
Njihovo predstavljanje se pojednostavljuje koris¢enjem Dekartovog sistem z;
u odnsu na prirodnu bazu e;. Tako je reprezentacija tenzora drugog reda T data
izrazom
T=Tje®e,. (14.37)

Njegov transponovani tenzor T je
T = (T7);;e ®0e;. (14.38)

Po definiciji je T = (7;;)" =T = T};. Onda je

TT:(TT)ije,@ej:7},-e,-®ej:7}jej®ei. (14.39)

Svako od ovih predstavljanja je medusobno ekvivalentno.

= Primer 14.1
(a@b)l =b®a.
]
14.11 AntisimetriCan tenzor
Ako je

Wl =W, (14.40)

onda se za tenzor W kaze da je antisimetrican. Komponentalna reprezentacija ove
relacije je
Wi = -W,;, (14.41)
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odakle sledi da je
W;j=0 za i=j. (14.42)

Drugacije re€eno njegovi elementi na glavnoj dijagonali su jednaki nuli.

Elementi razliciti od nule se nalaze izvan dijagonale i ukupno ih ima tri.

To je takode i broj komponenata bilo kog vektora u [Ej, S$to nas dovodi do
zakljucka da mora postojati odgovarajuéa relacija izmedu antisimetri¢nih tenzora i
vektora u E3. Vektor @ koji odgovara tenzoru W naziva se asocirani ili aksijalni
vektor. Onda je

VV,']' = €jkj Wk, (14.43)
ili, radi lakSeg pamcenja, §to je uobicejeno u literaturi,
‘/V,'j = —eijka)k. (1444)
Odavde je lako pokazati da je
1
w; = _Eeijkwjk (14.45)

o] = (14.46)

1
\/EHWH-
Lema 14.11.1 Aksijalni vektor @ je karakteristicni vektor tenzora W, Ciji je
karakteristi¢ni broj nula.

d

Dokaz

Dokaz sledi neposredno iz (14.43), jer je tada

Wija)j:eikjwkwj:O, ii Wow=0.

Lema 14.11.2
Wyv=w xv,

za svaki vektor v € [Ej.

Dokaz
Dokaz takode sledi iz (14.43), jer je tada

W,-J-vj:e,'kjwkvj = Wv=0wxyv.
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Problem 8

Pokazati da se svaki antisimetri¢an tenzor W moze predstaviti u obliku
W=ox1,

gde je @ negov karakteristicni vektor.

Resenje

Polazimo od izvedenog izraza
Wyv=0mXxv.

U specijalnom slucaju kada je v = e;, bice
We;, — @ X e;.

Onda je

W=WI=We;Re,=(0xe;)Re, =0 X (e,e;) =@ x L.
S druge strane je
W=IW=¢ReW=—¢Q (®0xe)=¢R(e;x®) =Ix .

Prema tome je
W=Ixo=0oxL

N Ako se zna da se svaki antisimetri¢an tenzor W moze predstaviti u
obliku W = @ x I, onda se odmah vidi da je

W-a=(oxI)-a=woxa, (14.47)

gde je a proizvoljan vektor. Trivijalno sledi da je @ njegov karakteri-
sti¢an vektor, Cija je karakterisatiCna vrednost nula.
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Zadatalk 14.5 Pokazati da je

(Axa)b=A-(axb) za YbeV,
(axA)b=ax(A-b) za VYbeV,
ax(bxA)=(b®a)-A—(a-b)-A.

Specijalno
ax(axI)=(a®a)—(a-a)L.

Fizicke komponente vekiora i tenzora

Kontravarijantne i kovarijantne komponente vektora nemaju istu vrstu fi-
zickog znacenja u krivolinijskom koordinatnom sistemu, kakav imaju u pravougao-
nom Dekartovom sistemu. U opStem slucaju imaju razliite dimenzije. Razlog za to
su bazni vektori g; koji ne moraju biti jedini¢ni.

Primer 5
a)
Vektor brzine v ima sledecu reprezentaciju
v=Vg =vg.
Kako je _
dr drdx'
V=—=——=X9;
dt  Jx dt 5
gde je X' = ‘%, dobijamo da je
V=7

Ocigledno, v = |v| ima dimenziju
V] =LT~'.

b) U polarnom koordinatnom sistemu (r, )

dr |
'=—=]D|=LT"
V=2 =W]=11",
dok je
do _
=L =L,

jer je ugao ¢ bezdimenzionalna veliCina.
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¢) U sfernim koordinatama (r, 0, @)

V] = [‘Z] — LT, [v"}

Il
Q
S
| I
I
g
=
S
\
Q
Sle
—_
|
|

Neka je

u=u'g; (14.48)

g = |gile;, (ne sabira se po i),

gde je e; jedini¢ni vektor, a

gi| = V8 8 = /i (14.49)

Onda je
g, = +/gii¢;, (ne sabira se po i) (14.50)
i
u="Yu'\/gie;=u""e;, (14.51)
gde je _ .
u~"" =u'\/gi (ne sabira se po i). (14.52)

Tako definisano u<*, iako predstavlja sistem prvog reda, nije tenzor. Medutim,
dimenzije u='~ su iste kao u, posto su e; jedini¢ni bezdimezijski vektori. Dakle,
u~"> su primer fizickih komponenata vektora u, u koorinatnom sistemu x'.

U odnosu na kontravarijantnu bazu
ol
u=ug,
dobi¢emo, na isti nacin,
u= Zui gle' =u ;e
i
gde je

uci> =u;\/g" (ne sabira se po i) (14.53)

k>

drugi primer fizi¢kih komponenata vektora u. U opStem sluaju u_j~ i u~*> se

razlikuju. U stvari, iz (14.53) i (14.52), sledi da je

Uci~ = ui\/ g = gij\/g'u’, (ne sabira se po i),
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tako da je

i
Uci> = Zgij\/gu<]> (ne sabira se po ).
7 Ji

U spacijalnom slucaju, ako je x' ortogonalan koordinatni sistem bice
Ucis =u~". (14.54)

S obzirom na vaZnost fizickih komponenti u inZenjerskim problemima, dalje
imamo u vidu da je skalarni proizvod u sa jedini¢nim vektorima e;, ili e istih
dimenzija kao u. Znaci

u-e; = Uck> (14.55)

u-ef =u~k>, (14.56)
su skupovi fizickih koordinata vektora u. Sa geometrijskog stanovista (14.55) (ili
(14.56)) predstavljaju ortogonalnu projekciju u na e (ili e¥). Napomenimo da se
Cesto u literaturi umesto <- > zagrade koristi i (-). Pri tom ozna¢avanju vazi da je
Uck> = Uy, kao i u<*> = 4% Takode napomenimo da, u opstem slucaju, fizicke
koordinate nemaju tenzorski karakter.

Iz
e = Al 8is
sledi da je
. . 1 )
Ay =€ 8 =——g;-g" (ne sabira se po k),
(k) k N k p
tako da je
. Sl
= ﬁ, (ne sabira se po k).
Prema tome
Uy = 8iju' Ajyy
paje
uy gk’ )
Uy = = ne sabira se po k). (14.57)
® VE&kk  \/8kk ( pok)
Na isti na¢in imamo da je
ek — li(k)gi,

tako da je

A0 = G (ne sabira se po k)

i [ gk ’
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g — U (14.58)

Ve
Uporedite (14.58) 1 (14.52) sa (14.57) i (14.53), redom.
Ponovo, ako je x’ ortogonalan koordinatni sistem, onda je Ugy = u® U stvari,

kk
u u u
h_&8W _ 8 W _ gy = S (ne sabira se po k).

=u
\/ 8kk ®)

Koristeéi ovaj postupak mozemo definisati fizicke komponente bilo kog tenzo-
ra. Tako je

pgqa 3 b q 1b 3[116/1) . ..
Tiij) = &pa8qpT l(i)l(j) = Tabl(l.)l(j) = T,,———— (ne sabira se po i, j)

\V8ii\/8jj

Znaci
T .
= (ne sabira se po i, j). (14.59)
\/8ii&jj

Tiij)

N [2(14.59) vidimo da ako je T;; simetri¢an tenzor onda su njegove
fizicke komponente takode simetricne.

Za tenzor meSovitog tipa T". j bice

T — Til] ne sabira se po i, j 14.60
() \/?\/5 ( po i, j) ( )

Zakljucujemo ovaj odeljak sa napomenom da se fizicke komponente tenzorskih
veli¢ina mogu definisati na razne nacine.

U praksi uglavnom koristimo postupak koji dovodi do formula (14.53) i (14.58).

Na kraju navedimo neke konkretne izraze.

Osim Dekartovih koordinata, u praksi se naj¢esce koriste cilindri¢ne i sferne
koordinate.

Za predstavljanje vektora i tenzora u odnosu na njihove fizicke koordinate, kao
Sto smo pokazali, dominantnu ulogu imaju jedini¢ni vektori koordinata. Uobic¢ajno je
da se ovi vekrtori obeleZavaju indeksom koordinata. Isto vaZi i za fizicke komponente
vektora i tenzora. Navodimo ih za sledece koordinatne sisteme i vektor v.



14.12 FiziCke komponente vektora i tenzora 357

Cilindricne koordinate (r, 6, z)

x=(rcosf,rsinf,z) = x=rcosO,y=rsinf,z=z:

0
g = 8); = (cos 0,sin0,0), |g|=1,
e, = & —
r ‘gr‘ Iy
0
g = 8: = (—rsinB,rcos0,0), |go|=r,
eg = B0 _ 80 _ (—sin®,cos6,0),
lge| 7
ox
gZ_ az (07071)7
eZ_gZ'

Onda je za vektor

26
V=v,e +vgegt+v,e,=v,g + VGT +v.8..

Sferne koordinate (7,0, ¢)

X = (rsin@cos@,rsin@sing,rcosf) =

g = 8); = (sinBcos @,sinBsin@,cosH), g =1,
6= —g
L]
T

d
go = £ = (rcosBcos@,rcosOsin@,rsinf), |gg|=r,
e9:g—ezg—ez(cochosq),cosGsinq),sin@),

2o 7

d :
gp = £ = (—rsinBsin@,rsinOcos,0), |gy|=rsinb,

go g0 .
[ go]  rsind (—sin@,cos @,0)

x=rsin@cos@,y=rsin@sin@,z=rcos0 :
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Tada je
V=V,e +Vgeg+Vpeyp =V, &+ vegTG +ve 8¢

rsin@’

Na isti nacin se predstavljaju tenzori bilo kog reda i tipa.

Primer 6
a) U polarnom koordinatnom sistemu (r, @): x = cos @, y = sin @. 1z (14.53), za
bilo koji ortogonalan koordinatni sistem, imamo

— /gu’  (ne sabira se po k).

u =
® \/ 8kk

Onda je
Uy =t =1u,
Uo
uig) =~ =ru’

b) U sfernom koordinatnom sistemu (r, 0, @) je

7

Uy =up=u',
I/le 0
M(Q)ZTZ}’M y
Ue

“lo) = rsin @

= rsinQu?.
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15. Kovarijantni |
tenzorskog polja

apsolutni izvod

Kovarijantni i apsolutni izvod tenzorskog polja

Definicija 15.1.1 Za tenzore koji su zadati neprekidno u svakoj tacki oblasti U

kazemo da Cine tenzorska polja.

Ve¢ smo se susretali sa dva vektorska (tenzorska) polja g; i g' u |E,,. Prirodno je
onda da prvo razmotrimo detaljno ova tenzorska poja. Pre svega Zelimo da znamo

kako se menjanju duZ koordinatnih linija x/, tj.

g

dxi

?

Ocigledno je da za bilo koje posebno i, j =1,2,..

.,n, dobijamo vektor u [E,. Bilo

koji od njih moze biti predstavljen u odnosu na bazne vektore gy, tj.

g

k
gde su
ag; ag;
k _ 780 gk _ okl 785
Aij = dx/ 8 ox 8
e .. dg
koeficijenti reprezentacije skupa vektora P
X
Uoc¢imo da su oni simetri¢ni u odnosu na indekse i, j, jer je
dgi d dr J Jdr Jg;

Ix/  Oxidx  Ixidxi  dx
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Takode znamo da je
8ij = 8i"8js
paje

dgij B g @

Ik ok ‘8 +8i- ok (15.2)

Sli¢no tome, permutujudi ciklic¢ki indekse i, j, k nalazimo da je

dgn  dg; P)
gjik: g;‘gk‘ng' gl,‘(v
ox ox dx (15.3)
Ik _ I8k, 8
oxi  oxl BB G

Ako onda saberemo izraze u (15.3) i od toga oduzmemo (15.2), dobijamo

dgi 1 (dgp  dgu Igi
ox BT 3 < oxi ' oxi axk> ) (154

U tenzorskom racunu leva strana (15.4) se oznacava sa [i}, k|, tj.

oo dgi 1 (dgi  dgn  9gij
K =5y 8= < ox 9w oxk (1>)

i naziva se Kristofelov simbol prve vrste.
Dalje, iz (15.1) 1 (15.5), sledi da je

Al =g"ij k.

U literaturi je uobicajeno da se Af-‘j obeleZava sa { k } i naziva se Kristofelov simbol

ij

druge vrste. Prema tome je

! .
{}=MMM. (15.6)
1j
Sada se (15.1) moze napisati u obliku
8g,~ k
- = . 15.7
ox/ { l] } 8k ( )
Jasno je da su {l’; }, sa geometrijskog stanovista, koeficijenti reprezentacije a—]i., u
X

odnosu na kovarijantnu bazu g; koordinata x* u .
S obzirom na znacaj Kristofelovih simbola, od bitnog je znacaja razmotriti
njihova svojstva.
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1) Iz (15.6) se vidi da se {,I;} izrazava preko [ij, k]. Obrnuto, iz (15.6) takode

imamo da je
. [
[ij k] =g { . } (15.8)
lj

Znadi relacija izmedu [ij, k] i {lk/} je 1-1.
Do
2) Izraz (15.5) daje [ij, k] preko ¢lanova % Medutim , iz
X
1 (dgp  dgij Igi
il =~ j‘ J L.
ik, ] 2 < oxi  oxk  oxi )’
1 (agik dgij 3gjk>

Lk, 1] = 2\ ox/ " axk  ox

sabirajudi ih, dobijamo

98ij _ 1 a1
axlk] = [ik, j] + [jk, i]. (15.9)
Znadi agij . ..
naci, = je takode dato preko [, k].
3) Sledeéa formula
j dlo
{.l.} = g-\/g, (15.10)
ij dx/
je vrlo korisna i vazna u tenzorskom racunu.
Izvodimo je:
Dokaz

i\ g Lo (98  dgik 9\ _
{. } = g'lijk =g (axi Ees =
1 4dga 1 _u0dgx 1 dg dga 1 dg  dlog./g

= 28 90 T2 9x  2g9gx 0 2g9x  on

9

gde je G kofaktor tenzora gi (vidi (12.33), str. 321).

Primetimo da je

)

x (98 98i
ik Jk J )
& ( oxi  oxk ) 0

jer je g’ simetri¢no, a < agjl.k — aglic/ je antisimetri¢no u odnosu na indekse i, k.
X X
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4) Ako je koordinatni sistem x' ortogonalan, tj. g; ;=0,i# j,onda je

() - )23
ii 2 dx " 2gi; ox’
(5 - Coen) -2
ij 2 dxJ " 2gi dx/’
{ i } o 1 ag.,-.,-
Jilo 28 oxt”

(ne sabira se poii j, i # j). Takode je

(5}

Ovi izrazi su od prakti¢nog znacaja pri raunanju { j’k } u ortogonalnom koordi-

uvek kada su i, j, k razliciti.

natnom sistemu x'.
Zaklju€ujemo ovaj odeljak sle¢im napomenama.
a) Iz (15.7) sledi da je
k
(5}
lj

g
oxi

U takvom koordinatnom sistemu je

akko g; ne zavisi od X', tj.

g; = ¢; = const.
To je ekvivalnetno tvrdenju da je
8ij = Cij,
jerje
8ij = 8i"8j-

Specijalno, to je uvek ta¢no za Dekartove koordinate z'.
Navedimo Kristofelove simbole za najcesce koriséene koordinatne sisteme.

» Primer 15.1 Cilindri¢ne koordinate: (r, @,z)

{gij}
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Ostale komponente { l’;} su jednake nuli. "

= Primer 15.2 Sferne koordinate: (1,0, @)
{8/}

o) e e e
{ = {H=rite. {5} =—sinoase.

Ostale komponente od { } su jednake nuli. n

U nekim slu¢ajevima pogodno je koristiti (15.7) za raCunanje {ij } Ilustro-

vaéemo to na prethodnim primerima.

= Primer 15.3 a) (,¢,2)

g = (cos@,sin@,0), gy = (—rsing,rcos@,0), g. =(0,0,1).

Tada je
g 1
Jo (—sin@,cos ,0) = 8o
ta) =) =
= :;,
8ag(;, = (—rcos@,—rsing,0) = —rg,

N 1
22
= Primer 15.4 b) (1,0, ¢)

g = (sinBcose,sinBOsing,cosh),
g0 = (rcosBcos@,rcosOsing,—rsinbh),

gp = (—rsinBsin@,rsinfcos,0).
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8gr 1 1 1
30 = (cos@cos(p,cos@sm(p,—s1n9)—;ge
ta) = o) =
= :;?
) 1
3%p = (—sinBOsin@,sinfcosp,0) = ;g<p
. _!
1 o
d
% = (—rsin@cos@,—rsin@sing,—rcosO) = —rg,
SREIE
d
aiq? = (—rcos@sing,rcosOcos,0)

1
= cosO(—rsin@,rcos@,0) = tg—eg(p

LV
3132 we 7

= (—rsinOcos@,—rsinOsin@,0) =

Alj,

98
¢

= (—rsinBcos@,—rsinOsin@, —rcos O + rcos 0) = —rg, + rcos Ok

i moramo izracunati K u odnosu na g,, 8¢, 8¢.
Primetimo da je

er

1 sinfcos¢ sinfsing cosO i

;ge = cosBOcos@ cosBOsing —sinf j

1 g —sin@ cos @ 0 k
rsin @ °¢

1 kako su ova dva sistema ortogonalna, matrica je ortogonalna, tako da je

. . . gr
i sinfcos¢ cosOcos¢p —sin@ 1
j p =14 sinOsing cosBsing cos@ 86
k cos @ —sin 6 0 1
rsin 0 Be

Tada je

1
k = cos0g, — —sin0gg
r
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1 odatle
) 1
ai(;’ = —rg,+rcosO(cos Ggr—;sin 0ge) =

= —r(1—cos’ 0)g, —sin B cos gy = —rsin® 0g, — sin 6 cos Ogg.

1
= {33} = —rsin’ 8,

2
{33} = —sin6Bcos 0.

1

Ostale komponente { i } su jednake nuli. "

Kontravarijantna baza
Nastavljamo racunajuéi promenu vektora kontravarijantne baze

og'
oxJ’
Na isti nacin sledi da je
og' :
oxl B}kgk’
gde je
= 0w B
Medutim,
g’ i O i
ox BT TR 50 T T kS
gde smo koristili (15.7), pa je
og' i &
- = — : 15.11
ox/ { Jjk } g ( )
Sada, iz
gije’* = &},
dobijamo
dgi N ‘
T = eI = e (ol Lol ).
Prema tome je
gk 0|k J
2o = _gip —gkp . 15.12
ol ~ 8 {pl} ¢ {pl} (1542

Uporediti ovo sa (15.9).



15.2

366  Glava 15. Kovarijantni i apsolutni izvod tenzorskog polja

Transformacija Kristofelovih simbola
Postoji mnogo nacina za odredivanje zakona transformacije za skup funkcija
{l];} pri koordinatnoj transformaciji
=7

Jedan od nacina, koji ovde izlazemo, se poziva na (15.7)ig;-g/ = 5ij .Onda je

=" 15.13

{ ij } PR (15.13)
u koordinatnom sistemu x'. U koordinatnom sistemu ¥ glasi

= 2. gk 15.14

{ ij } ow ' (>4

Slededi korak je izraCunavanje ﬁ u & - sistemu. Onda je

i/
08; 0 (g 8x”) _ dg, dxP 9%xP g, dxP dx4 9%xP
p

ox o\ 3% )T oxi oF  Porw  oxi oF on | P oww
Kako je
_ dxk
g=g-,
X

onda mnoZenjem odgovarajuéih strana, ova dva izraza, dobijamo

k1 r )| ox"adx? it N d%xP It
ij|  \pg) ox ox/ dx  Oxidx dxP’
pri ¢emu smo koristili (15.13) i (15.14).
Ovaj izraz predstavlja zakon transformacije Kristofelovog simbola druge
vrste.

Zakon transformacije Kristofelovog simbola prve vrste mozZe se dobiti lako
iz (15.15) i glasi:

A = g 228 0x | & oxt
L), K| = 1Pg,r oxt dx/ ok gpq&fiaif oxk’

(15.15)

(15.16)

1z (15.15) 1 (15.16) se moZe zakljuciti, da u opStem slucaju, Kristofelovi simboli
nisu tenzori.
Ako analiziramo, na primer (15.15), zakljucujemo da {lk/} moZe biti tenzor
samo u slucaju kada je
9%xP IxF
OX AT dxP
d°xP

= —
dxix/
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gde su a? i a” konstante, i gde je det(a”) # 0. Transformacija (15.17) je poznata
pod imenom afina transformacija. Prema tome, Kristofelovi simboli nisu tenzori

ako transformacija nije afina. O¢igledno, ako razmenimo x’ i & u (15.16), dobijamo

[ Yawanad  Pw ol
a oxi dx/ dx"  OxidxJ dxP’

ij rq
a odavde
9% k) dx’ dx? dx"
R S D S Sy (15.18)
dxiox ij) oxk qr | oxi dx/
Ako ponovo razmenimo x' i ¥, iz (15.18) dobijamo
92xP k) ox? p | 9x19dx"
—— = — = - — 15.19
oxidx { ij } ik { qr} ox dxi ( )

Ove formule su od sustinskog znacaja pri definisanju izvoda tenzorskih polja.

Kovarijantni izvod tenzora

Pocecemo sa tenzorima prvog reda, tj. vektorima. Neka je

u= I/tigl'.
Onda je
oxi  du S T i T xi® ij 8 ox/ kj B =180
(15.20)
gde je
. out j
i, = aj:f +uk{klj}. (15.21)

Ovaj izraz predstavlja kovarijantni izvod po x/ (u odnosu na g; ;) kovarijantnog
tenzora u'.
Lema 15.3.1 Ovako definisana veli¢ina u'; ima tenzorski karakter, ;.

r dx dx?

H

Od znacaja je da dokazemo to na dva nacina.
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Dokaz

I nacin
Neka je data velic¢ina

ou
_ q
U= axl’®g u &p®8

u koordinatnom sistemu x‘. Onda je

Ju
U= a—®g’—u,gl®g,

njena reprezentacija u koordinatnom sistemu x'. Ali onda je

PR 0% ox4_  _
7R OR = Uy O =ul s Lo kO,

odakle dobijamo (15.21).

II nacin
Polazimo od zakona transformacije komponenata kontravarijantnog vektora
o'

_i P
W =u = (15.23)

9if _ JuP O 0x1 . 0¥ Ox!
0%l oxd oxP x| " oxoxd ox)

Odavde se vidi da izvod vektora nije tenzor ako transformacija ¥ = & (x/) nije

2
afina. Ako u ovom izrazu zamenimo 87x, koriséenjenjem (15.18), dobijamo
ox"dx4
0 B duP Ox 8xq ﬁaiil oxd B
o8 oxd o om axp ox" dx4 | dxi
B dxt dx4 (9xk axl Ix? B
- axq xP O - ox" E R
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LOx* 8)2’ dx? ;
gde smo koristili «” 5 =i i =9;.
Onda je
aaiwk i Mﬂ/ p ) 9% ox?
ox/ kjif \ox4 rq | ) OxP 9%’
ili, iz (15.19),
i , OX o
i =

T ’q OxP 9%

4

Ovaj postupak je formalan i moZe se primeniti na bilo koji tenzor bilo kog reda
i tipa. Polazni izraz je zakon transformacije, kao (15.23), i formula (15.18).

Pri tome nema nikakvog znacaja priroda komponenata tenzora.

Na isti nacin dokazujemo za kovarijantni vektor, recimo u;. Ponovo éemo izloZiti
oba postupka da bi istakli razliku izmedu geometrijskog i formalnog postupka.

3) Tako za

i
u=ug,

dobijamo da je
@ du; i_‘_u&ig" du; ¢ i & aul_ k S
o o Mo T ow® M \kjf® T \oxw M \ijJf )BT

gde je
du; k
Mi,j::l-_uk{..}~ (15.24)

Ovaj izraz predstavlja kovarijantni izvod kovarijantnog vektora u;. Ovako de-
finisana veli¢ina je tenzor, $to se moZe pokazati na isti nacin kao $to smo ucinili
u (15.21). Citalac bi tebalo da uoti da je znak minus u (15.24) posledica promene
vektora g', tj. formule (15.11).

4) Prelazimo na formalnu proceduru. Onda iz

_ oxP
= o
imamo da je
dii; aup 0x9 dxP N 3%xP
. - Up————— =
ox ox1 0%/ dxi P Ixiox

LV [ oxaxt)
N i) [ ox pq | ox % |
dup _ [r oot o [k
oxi "\ pqf) ox o "M\ [
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paje

812,'__ kY %_ r 8x”%
ox "ijf T \oxt "\ pqS) 9% oz

Ovaj izraz se, prema (15.25) moZe napisati kao
dxP dx4

P4 oxi dxi
Primer sistema koji zadovoljavaju zakon transformacije za kovarijatne i kontra-
varijantne tenzore prvog reda su sistemi baznih vektora g; i g’, (vidi (15.10) i (15.15)

prethodnog odeljka).
Onda je, po definiciji (15.24),

o8, [k
g""_8xf 8k ij )

(15.25)

ij =

pa je, saglasno sa (15.7),

g ;=0 (15.26)
Na isti nadin, iz
dg' k
r
g ox; 8k { ij}
i (15.11), dobijamo da je
g;=0. (15.27)

Znaci, u E, kovarijantni izvodi g; i gi su nula. Takve veli¢ine, uopste, nazvaéemo
kovarijantno konstantim. U tenzorskom racunu imaju vaznu ulogu, jer omogucuju
jednostavnije izraCunavanje kovarijantnih izvoda tenzora.

Prema tome, za tenzore nultog reda, parcijalni i kovarijantni izvodi su isti.
Onda moZemo razmatrati u kao veli¢inu nultog reda, a

kao njegov kovarijantni izvod. Znaci, korisé¢enjem (15.26) (ili (15.27)), dolazimo
odmah do formule

Jdu . . . .
5 = Wi = (ig) = ui g = ('g) ;= u g, (15.28)

odavde sledi da su u; j 1 u’; tenzori drugog reda.
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Uopste, iz
u=ute @ 0o el (15.29)
dobijamo
du .
W = u7m = u;l] ljl mgll ® Cee ® g]l7 (1530)
gde je

Au't- ! s
0. Jl Ji Lol i
uj\ m = +): k{ }— le..ﬁ...J,{ m} (15.31)
g=1 .]q

0.0k

kovarijantni izvod k +/ reda tenzora u;; "7 .

Pravila kovarijantnog izvoda

Sada je lako pokazati, na osnovu strukture formule (15.31), da su pravila ko-
varijantnog diferenciranja zbira i proizvoda tenzora identi¢na, kao i pri obi¢nom
difernciranju.

(A% +Bj) , = Ay + B, (Ai-k Cf ) = Al + A5 Clm:

ZakljuCujemo ovaj odeljak navodeci neke primere u vezi sa operacijom kovari-
jantnog diferenciranja.

» Primer 15.5 Metricki tenzori g;;, 8", gi- kovarijantno konstantni, tj.

gijk=g1=28,=0. (15.32)
u
Dokaz
Iz
8ij = 8i"8j
sledi
8ijk=8ik 8 +8i8x=0.

Takode
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i odavde
gl=gi g+ g, =0
Dalje,
5=g¢"g
tako da je

ik =8 8 +8 gx=0.

» Primer 15.6 Operacija dizanja i spustanja indeksa je komutativna sa operacijom
kovarijantnog diferenciranja. "

Dokaz

i j i i _Jjk
(M{jgjk),l = ”fj./lgjk +ijg{l )
tj.
i ik i jky 1
(ul;87%) 1 = ulj,8""! (15.33)

jer je metricki tenzor kovarijantno konstantan.

m Primer 15.7 Operacija kontrakcije je komutativna sa operacijom kovarijantnog
diferenciranja. "

Dokaz

() g = (3 87) 1 = u' 57 (15.34)

= Primer 15.8 Kako su kovarijantni izvodi tenzori, indeks kovarijantnog diferen-
ciranja moZe biti podignut, ili spusten, kao i bilo koji indeks tenzorske veli¢ine.
n
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Kovarijantni izvod relativnih tenzora

Pocecemo sa najjednostavnijim slucajem

o =A"o. (15.35)
Onda je
1eX0) w_1 9A w 9@ dxP
- =WA : A ——.
P PR TP T
IzraCunajmo
aa
ox’
Po definiciji je

A AN P Aaxf 92xP Aaxf ({k}axp {p}axqaxr>

oF  92¢ J%ox  owoxon ow \ ijfox \grf 0% 0%

pri ¢emu smo koristili (15.18). Prema tome je,

oA J q ) 9xP
ouf() (%) o

90 _ . w J q | 9x” w 0 Ix”
o A "’({ﬁ}‘{qp ox ) TA awaw

Odavde iz (15.35) dobijamo

tako da je

IQ fJ w99 q dxP
- — =A" | —— - 15.37
ax W(p{ji} dxP Ve qpr ) ) ox (15.37)
Ocigledno je
= g"i —W<p{ J} (15.38)
x Ji
relativni kovarijantni tenzor teZine W, t;.
_ axP
i =29, (15.39)

Podvlac¢imo da ovde i nadalje uvodimo oznaku
izvod relativnih tenzora.

a7|

’koja oznacava kovarijantni
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= Primer 15.9
g=A%g, W=2.

_ dg j
o= ge{ )

j _810g\/§_i%
jif  oxi 2gadxi’

Onda je
Ali, iz (15.10), .

neposredno dobijamo da je
gi =0, (15.40)

tj. determinanta metrickog tenzora je kovarijantna konstanta (kao relativni skalar
tezine +2.) n

» Primer 15.10 1z (15.40), sledi takode, da je

(v8)i =0. (15.41)

Ova dva izraza, (15.40) i (15.41), su veoma Kkorisna pri izvodenju formula za
kovarijantni izvod bilo kog relativnog tenzora bilo koje teZine.

Pre nego sto nastavimo dalje, primetimo da, u (15.38) za W = 0, tj. za apsolutni
skalar, imamo

P =i, (15.42)

tj. relativni kovarijantni izvod i obicni izvod apsolutnog skalara su isti. Ovo
svojstvo vazi uopste. "

Neka je dat relativni tenzor A?{.'.'.ifl tezine W. Tada je

Wi
2 Al
8 AJl~~J/

apsolutni tenzor, pa je

W . w oo .
-7 ... -7 ...

(g A.]].]l)‘m = (g Aj|...j])7m'

Onda je
. dg~ T Al Koo Lo
=W pirig _ J1edi ¥ iy ) Up ik S
Jidilm ox™m p; IJ ) rm q; J1-Se i Jgm
ag*%

_ gf%Ail...ik Al

Jie-Jji,m Juei Qym
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a, odavde
w
[T A iy w082
Ajl-njl"ﬂ - Aj1~--j1,m +Aj1-~-jlg ’ axm
Ali
_w _w
wdg 2 dlogg dlog./g p
g 2 Wi — W 5
ox™M ox™m ox™m pm

tako da, kona¢no, dobijamo

1O Y T iix ) P
Ajllniz\m _Ajlw;hm _WAjlmj} {pm} : (15.43)

Ovo je opsti izraz za kovarijantni izvod relativnog tenzora reda k 4/ teZine W. Opet,
ako je W = 0, onda se on svodi na kovarijantni izvod apsolutnog tenzora.

Medn i1 i p
e nlm_e n’m_e n{pm},

jer je W = 1. Medutim

Q1.0 n :

iy _‘96 ! iedgendn J U U ipin ) P

e m= o + e —=e ,
b ] pm pm

» Primer 15.11

pa je
e, =0. (15.44)
Takode je
ghin,, =g, =0, (15.45)
prema (15.44) i (15.41). n
» Primer 15.12 Na isti na¢in moZemo pokazati da je
iy = 0 (15.46)
i
Eiin | = Eiycin = 0. (15.47)

Iz primera 15.11 i 15.12 odmah dobijamo da je
it =0, (15.48)
| ]

Sve ove formule su od izuzetnog teorijskog i prakti¢nog znacaja u tenzorskom
racunu.
Nadalje ¢emo se baviti apsolutnim tenzorima, ako se drugacije ne kaze.
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Izvod relativhog tenzora

Od interesa je da razmotrimo drugi prilaz koji, radi jednostavnosti, ilustrujemo
na relativnom vektoru

~ . Ox4
vi=A"y, 55
Onda je, koristeci (15.36) i (15.19)
9; WAV~ 18A ai AW%%E w, 0% —
oxi 0% 195 ' ° xp ox ox | lomiom
ox? ox4 v, dxP dx?
_ w—1 - - il
- A<{ } }axi>v‘faxf A e 9% 9

LAY k\ox" [ r ] dxToxl\
"\ i f 9 ox/ ox |

ol [k r ) oxf ox wOVg OxP x4

}{}a>aaaa

o g [T 2020

ot SV \qpfov o

B k AW r %aijA 8vq r %%_1__ k

T ki ST f 9% 0% o "\apf) 0w aw i

Sredivanjem ¢lanova poslednje jednakosti dobijamo da je

8\7j__ ko k A 8vq r\ r E%
oxi K ji ki [T oxr " qp "Va rp dxt dx/’
k) AW B r dxP dx?
V]’z WV] ki = Vq,p WVq rp afl ax} .

DefiniSemo sa vertikalnom linijom ”|” izraz

r
Vi = Vg, — WV .
qlp q.p q{rp}

oxP dx?
4P o 9z

”|n

ili

Onda je
\7”, = AWV

Analizom ovog izraza moZe se zakljuciti da je
jantni izvod relatinog hibridnbog tenzora.

prosirenje oznake za kovari-
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U tom kontekstu ostaje nam da razmotrimo veli¢inu A. PiSemo

dA ' dxP dA ' dx?
e R T S e = SV SO S
dxi Ji gqp ) Jox ax Ji qp ) dx
ox/
Podrazumeva se da je A = ’)f
dx/

i p p
%_A j _ 8A_A q 8x_.:_A 8x.

ox Ji oxP qp dxi qp ) ox

Prema tome je
dxP dxP
M=y = o} 5

funkcija od ¥. Onda je

Takode je
ax? ax? dxP
Al = WAW—IAi:WAW—lAp’ﬂ:—WAW—lA{ 1 } al :—WAW{ 1 } iy
dx qp ) dx qp ) ox
Kakva je korist od toga?
Razmotrimo relativni tenzor
ox  Jxk dx Jx¥
Ail ik WAPLD
AJ1 ]z( T=A Agi- 1I1k( )axpl OxPk dxJ1 oxi’
Onda je

ox  Jxk dxt Ix¥
iy W AP1D =
A]] B m = <A Agligr(x )8xl’1 dxPr dx1 8xj1>| B
i oxk dx Ix®
dxPt OxPe dxit xit

dxih dxk dx1  Ix > B
\

=AY

APl ( )

|m

w Pi- Pk
+A <A ( )(9)(1’1 dxPr Jxi odxJi

W AW{ q } oxP dx't  Jdxk Jdx Ix¥

OFM JxP1 QxPrk dx)t dxt
o't ok Jx dx
w _
+A <Af]71l qp/k( )axpl U oxPk oxit 8le> B

X" xP1 OxPk dxi1 Qi
dxP Jih dxk Ix1 Ix
WAp1-p
FATAGE W G 8ka FITA i
=AY ([ ADPe(x) , — WAD! D 0" 90X | OXL ox oM
a P qgp ) ) dxmdxrr dxPr dxhv dxi
AW gpn oxP dx'  Jxk Jx?  Ix¥
= AN A Y e g G o

W AW{ q } oxP dx't  Jxk Idx1 Ix¥
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Znaci

e i oxP Jx oxk dxt Jxu
il (2) = AW Al ik
Ajl"'jl (%) Im = A Ajl"'jl (x)|1’ ox™ JdxP dxPr dxi oxit’
gde je

- q
Ajll"';[ (x) = Asllf;lk (x),P - WAglltI;lk { qp } '

Kovarijanti izvod viseg reda

Kao $to smo videli kovarijantni izvod tenzora je takode tenzor reda za jedan
veci od polaznog tenzora. Onda moZemo poceti sa ovim tenzorom i potraZiti njegov
kovarijantni izvod. Opet ¢emo dobiti tenzor, ali reda za dva veéi od polaznog
tenzora. Nazvacemo ga kovarijantni izvod drugog reda u odnosu na polazni tenzor.
Produzavajuéi ovaj postupak dobi¢emo kovarijantni izvod proizvoljnog reda (ako
komponente polaznog tenzora pripadaju skupu C* funkcija).

Apsolutni (Bjankijev) izvod

Do sada smo razmatrali promenu tenzorskih polja duz koordinatnih linija. Pri-
rodno je da razmatramo njihovu promenu duz bilo koje linije u E; (E,).

Kao i do sada poéinjemo sa vektorskim poljima. Neka je vektorsko polje u(x)
definisano u nekoj oblasti E3 i neka je

€ =x), n<t<n,

kriva u toj oblasti. Onda su vektori u(x) definisani na jednodimenzionalnoj mnogo-
strukosti %" u funkciji parametra t. Ako je u(x) diferencijabilno i ako x*(¢) pripada
klasi funkcija C' onda je

du Jdu dx*

dr — oxk dr’

du ;ddt duf+ i Aty
ar R BT\ Tk ar ) B

gde smo koristili (15.21).
Vektor

i i . k
ou'  du {l} - dx - dxk (15.49)

- T D e

5t dr k[ T
naziva se apsolutni (unutrasnji ili Bjankijev) izvod vektora u(x(z)) po parametru
t. Onda je '
du &u

— =g 15.50
dr ot g ( )
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Specijalno, kada je re¢ o skalarnoj veliini @, gornji izraz se svodi na

6 do
—_ = 15.51
or dr ( )
Prema tome, apsolutni i obic¢an totalni izvod skalara su isti. To vazi za svaki
tenzor predstavljen u obliku nultog reda.
Na isti nacin se moZe izvesti apsolutni izvod za tenzor bilo kog reda. Tako

apsolutni izvod tenzora TJ’IIJ’Z glasi

5T o !
J1dB iy
5 _lel...j,g,la’ (15.52)
ili u razvijenom obliku
it i il g
6lel-~-jﬁ _ dell--Jﬁ+
ot dr
+Za: Iy Til..‘i,,lmirﬂ.‘.iagl_f M\ i '
~ ml Ji--Jg dr foe] sl JeJs—tmjser-Jp qy
(15.53)

Uobicajena pravila diferenciranja zbira i proizvoda vaZe i za apsolutni izvod,
Sto neposredno sledi iz (15.53).
Takode je oCigledno da je

8gi _ og' 8%
6 6 &t

Sto je od bitnog znacaja u daljoj primeni apsolutnog izvoda.

(15.54)

N Predstavljajuci vektorsko polje u(x(¢)) na krivoj 6" u komponentalnom
obliku u = #'g; piSemo, na osnovu (15.51),
du Su & ,; Sul . 0g;
P Tt Ak i T A T

Uporedujuéi ovaj izraz sa (15.50) zaklju¢ujemo da je

; 0gi
1
— =0.
"t
S obzirom na proizvoljnost vektorskog polja u sledi da je
g
— =0. 15.55
57 ( )
Na isti nacin se pokazuje da je
Sol
g o (15.56)

5
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Ovi izrazi nam znatno upros$éuju odredivanje apsolutnog izvoda tenzorskih
veli¢ina. Primera radi za tenzor

T=T'gogog (15.57)

dobijamo, na osnovu (15.51), da je

dar 8T 6 pooN oy
S5 -5 (Mheegey) = Zlusgsay. (15,59
gde je
5T’§j B dT'§j N k - clxl_{m} T ﬁ_ m QI (15.59)
5t dr ml Y dt ity =™ ode jl modr ‘

Apsolutni izvod za tenzor bilo kog reda moZe se izvesti na isti na¢in. Primera
radi, apsolutni izvod tenzora T’§ ;e

otk d!
ij _ mk
5 T4 @ (15.60)
Specijalno,
5 (dx d2x i) dx/ dxt
— |- = —_— 15.61
5t<dt> dt2+{jk} dr dr (15.61)

Lako je pokazati da uobicajena pravila diferenciranja zbira i proizvoda tenzora
vaze i za apsolutni izvod.

Paralelna vektorska polja

Ako se vektorsko polje u(x) ne menja duz krive %', onda ono formira paralelno
d
vektorsko polje duz krive €. Tada je diltl =0.

Lema 15.7.1 Potreban i dovoljan uslov da je vektorsko polje u(x) € Es, duz krive
% , polje paralelnih vektora je

Su'
= o 15.62
5 ( )
EI
Dokaz.
Sledi iz (15.50). |

Specijalan slu¢aj. Razmotrimo ovaj uslov u odnosu na Dekartove koordinate

koje su karakteristika Euklidskog prostora. Ovde ih obeleZzavamo sa Z*. Njima
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ogovarjuéi ortonormirani sistem baznih vektora Iy je isti u svakoj tacki prostora Ej.
U odnosu na ovu bazu Kristofelovi simboli is¢ezavaju, nula su. Onda je vektor u u
odnosu na Z* dat izrazom
u=U k Ik.
L

ot

U odnosu na ovu bazu Kristofelovi simboli is¢ezavjaju. U tom slucaju
. dU*
postaje e 0.

=0

Od posebnog znacaja je analiza uslova (15.62).
Kako (15.49) vazi za svaku krivu € : x* = xk(t) u K3, onda iz (15.62) sledi da je

Sul . dxt
_— = —_— = 0
5t K ar ’
k
za svako o Tada mora biti

'y =0. (15.63)

U tom slucaju kazemo za vektorsko polje u(x) € E3 da je polje apsolutnog parale-
lizma.

» Primer 15.13 Interesantno je razmotriti specijalan slucaj kada je prava linija

% data u odnosu na Dekartove koordinate Z* = Z*(s), gde je s element luka. Njen
k

C g (VAR N .
tangentni jedini¢ni vektor 7% = d je konstantan duz prave, pa je
s

ar*  d*z¢
ds  ds?
jednacina prave linije.
U odnosu na krivolinijske koordinate x*, isto vektorsko polje dato je transforma-
cijom
et oxt
ds 97!
Kako (15.62) vaZi za svako paralelno polje, onda iz (15.49) i (15.62), prostom
smenom

i Y
. ds’
dobijamo jednacine prave linije €

dx i) dn/ dx*
B D S i
ds? jk | ds ds

u odnosu na krivolinijske koordinate x*. "

Sva ova dosada$nja razmatranja vaZe za bilo koji kona¢no dimzionalni
Euklidski prostor E,,.






16. Riman-Kristofelov tenzor

Neka je f(x') € Ck, k>2,i=1,2,...,n. Onda je
°f - ’f
oxidx/  dxJoxi
nezavisno od prirode prostora i koordinatnog sistema x’ dopustivog u posmatranom
prostoru. Isto vazi za skup funkcija u;.

Posmatrajuéi kovarijantne izvode kao uopStenje parcijalnih izvoda u proizvolj-
nom koordinatnom sistemu x’ postavlja se pitanje, izmedu ostalog: da li komutativ-
nost u; j; po indeksima j i k i dalje vazi? Kada vaZi i kada ne vaZi? Odgovor na ova pi-
tanja dovelo je do pojma tenzora krivine, poznatog pod imanom Riman-Kristofelov
tenzor. Razmotrimo ovaj pojam detaljnije, u n-dimenzionalnom prostoru.

Po definiciji je

du; l !
.oy = i.7 k - o] - j B /
i je = (i), Ok u,j { ik} il { Jk} ’

za bilo koje tenzorsko polje u;.

Kako je
o ou; m
= gl g S
sledi da je

oo 9 (9w fmN _(odw  [m\[L]
k= ok o T i axi i) ik
du; m l
<8xl_um{il}){jk}’
o i duy[m) 9 [m) duw [l
Yidk T Oxiaxk T ok j U dxk i j ox/ | ik

m I aui [ m I
! um{lj}{ik}_ax’{jk}+um{il}{jk}' (16.1)

ili
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IzraCunajmo
Wi, jk — Uikj-

Grupisanjem odgovarajucih ¢lanova dobijamo da je

Ui je — Wikj = UmR7 e, (16.2)
gde je
d (1 d (1 m [ m [
l - = —_— = J—
R"'f"_axf{ik} 8xk{ij}+{ik}{mj} {ij}{mk}' (16.3)

Kako je u; proizvoljan vektor, reda jedan i posto je razlika dva tenzora
Ui jk — Uikj

kovarijantni tenzor treceg reda, na osnovu teoreme o tenzorskom karakteru sistema,
znamo da je Rf ik dat sa (16.3), meSoviti tenzor Cetvrtog reda. Tenzor Rf ;i haziva
se meSoviti Riman - Kristofelov tenzor , ili Riman - Kristofelov tenzor druge
vrste.

Njemu asocirani tenzor

Riju = gimR'j (16.4)
je poznat pod imenom kovrijantni Riman-Kristofelov tenzor prve vrste.
Zajednicko ime za oba tipa je tenzor krivine.
Napisa¢emo ga u simetricnom obliku koji je laksi za pamcenje:
o L A} L)
[ | Ay ok mj mk
Ry = {d?cf fic m} {m , (16.5)
ii } i } ij ik
9 9 {m
Rijk=1| oxJ  odxk |+ i ik ) (16.6)
[ij,0] ik,]] [1j,m] [lk,m]
ili
ad (1 m [
R =22 { } : 16.7
w2l L ), s
[/ A]
Rij =2 = [ik,1] {m}[z ] (16.8)
ik — — | — m . .
lijk OxJ y ik Js A
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Na isti nacin moze se pokazati da je u opstem slucaju za tenzor reda m

m
— L . p!
uil~~~i771~,jk - uilmimakj - Z ull-“laflllXJrl'“lmR la]k
o=l

Primera radi za tenzora drugog reda u;; bice
Uikt — Uij, 1k = tmj R" g + tim R" jyy.
16.0.1 Svojstva Riman-Kristofelovih tenzora

Iz (16.8), posle duze racunice, moZe se pokazati da je

P N U g ga  Ig N
kL= o\ gxiaxk | oxiox  oxidx  dxidxk
+ g ([jk, pllil,q) — [jl, pl[ik,q]). (16.9)

Onda iz (16.8) zakljuCujemo da R; ; ima sledecCa simetri¢na svojstva:

Rijii = —Rjiki,
Rijri = —Rijix, (16.10)
Rijki = Ruijs '

Rijii + Rigrj + Rirjk = 0.
Sli¢ne relacije se mogu dobiti za R{l. ik dizanjem odgovarajuéeg indeksa u (16.10).

16.0.2 Broj nezavisnih komponenata Rimanovog tenzora

Na mestu je sledeéa
Lema 16.0.1 Broj neizCezavajucih komponenata R; j; dat formulom

n*(n*—1)

N =
12

(16.11)

Q

Dokaz

Uslovi (16.10) namec¢u odgovarajuéa ogranicenja na broj nezavisnih komponenata
tenzora R; ;.

Saglasno Fojgtovoj! notaciji obeleZavamo parove indeksa sa o = (ij) i 8 = (k).
Onda R;j;; oznacavamo sa Ryg. S obzirom na antisimetri¢na svojstva tenzora R; jy
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po parovima indeksa (ij) i (kl), sledi da je ukupan broj komponenata tenzora R
po svakom od indeksa

Imajuci u vidu da je R,p simetrican tenzor po &, 3, onda je ukupan broj njegovih
razlic¢itih komponenata

ey n(nz—l) (n(nz—l) +1> ]

2 2
n(n—1)(n* —n+2)
. :

Tenzor R;j; takode zadovoljava jednacine
Ryjji + Rujii + Riixj = 0.

Pitanje glasi koliki je broj nezavisnih jednacina, jer one odreduju dodatni broj
uslova koje mora zadovoljavati R;ji;?
Neka je
Riijk = Riiji + Rijki + Riikj-

Ovaj tenzor je potpuno antisimetri¢an. Npr.

Rijk = Ritjk + Rijki + Rixij = —Ruijk + Riaij + Rijik =
= —Rujjk — Rixij — Rijki = —Rlijk-

Na isti nadin se pokazuje antisimetri¢nost po bilo kom drugom paru indeksa. Prema

tome, ovaj tenzor ima (Z) nezavisnih komponenata. Kako je

<n> _n(n—1)(n-2)(n-3)

4 4! ’

ujedno i broj uslova koje mora zadovoljavati R;jy, sledi da je broj N njegovih
nezavisnih komponenata

4 8 B 41 ’

odakle sledi

n*(n*—1)
12
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Riman-Kristofelove komponente, u Mehanici kontinuuma, najcesée se koriste u
dvodimenzionalnim i trodimenzionalnim prostorima. Tako, u trodimenzionalnom
slu€aju n = 3, a N = 6, pa su ralicite neizcezavajuée komponent:

Ri212, Ri213, Ri223, Ri313, Ri323, Rasos. (16.12)
U dvodimenzionalnom prostoru je n =21 N = 1, pa postoji samo jedna neizezavajuca
komponenta
Ri212.

Teorema 16.0.2 Ako je prostor Euklidski, onda je

Riju = 0. (16.13)

Dokaz
U Euklidskom prostoru je
_ i
W jk = Ui, k8,
pri emu u; j; su simetri¢ni u odnosu na par indeksa j, k. Znaci
. P
O=uj—uy; = (ujp—uir)g =wR,; ;g
I
= MlRijk =0.
Kako ovo vazi za svako vektorsko poje u;, zakljucujemo da je

R, =0. (16.14)

1

Uopste, bilo koji prostor u kome vazi (16.14), naziva se ravanski prostor.
Prema tome svaki Euklidski prostor je ravanski prostor. Takvog prostor je i cilindar.

16.1 Znacaj Riman-Kristofelovog tenzora

Riman-KTristofelov tenzor, u (16.7) i (16.8), je od fundamentalnog znacaja u
diferencijalnoj geometriji. Da bismo to pokazali, dovoljno je da se analizira sistem
jednacina

Ajnp—Ajpn=AIRj, .
Ocigleno da je kovarijantni izvod vektora A; komutativan ako je

AR, =0,
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Sto predstavlja potreban, ali ne i dovoljan, uslov da bi sisatem jednacina
A,’J =0

bio konzistentan - resiv. Samo u slu¢aju kada je R! inp = 0, bice uslov A; R! inp = 0
identicki zadovoljen za proizvoljna vektorska polja A;. U protivnom on namece
ograniCenja koja vektorsko polje A; mora zadovoljavati.

Primera radi, u slu¢aju kada je proizvoljno vektorsko polje A; € R?, onda iz

) )
0=AR"},, = A" Riju

sledi da je
A'Ripn=0 i A’Rppn=0.

Prema tome, mora biti Ri3;2 = 0.
Ovaj problem ¢emo razmatrati, nadalje, u opStem slucaju.

Rimanova krivina

Za bilo koja dva vektora A’ i B' u tacki prostora Vy, moZemo konstruisati
invarijantu R;;;A’ A B/ B!. Pitanje glasi: ta se de3ava ako vektore A’ i B' zamenimo
linearnim kombinacijama

C'=AA'+uB, D' =pA'+1B,
gde su A, u, p i 7 invarijante? Direktna racunica pokazuje da je
Ry jupC C" D/ DP = (AT — ppt)* Ry jnpA" A" B/ BP,

pri ¢emu smo koristili simetriCna svojstva tenzora R; ji;.

Izraz R, j,,A” A" B/ B? je invarijantan u odnosu na koordinatnu transformaciju.
Isti izraz je skoro invarijantan u odnosu na linearnu transformaciju vektora. Nas cilj je
da se dobije izraz koji bi bio takode invarijantan u odnosu na linearnu transformaciju
vektora.

Posmatrajmo izraz

(8m&jp — &rp&jn) C"C" D/ DP.
Smenom gornjih izraza za C' i D' preko A’ i B, posle duZze racunice, dobijamo
(grngjp - grpgjn) C'C"D/DP = (At — p“)z (grngjp _grpgjn)ArAnBij-

Onda sledi da je _
R jnpA" A" B/ BP
(grngjp - grpgjn)ArAn B BP

K

(16.15)
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invarijnata koja se ne menja, kada se vektori A’ i B' zamene bilo kojom linearnom
kombinacijom vektora. Ovako definisana invarijanta naziva se Rimanova krivina
prostora Vyy asocirana vektorima A’ i B'. Uo¢imo da je u specijalnom slu¢aju, kada
su vektori A’ i B ortonormirani, imenilac od K jednak jedinici.

Jasno je da u svakoj tacki dvodimenzionalnog prostora postoje samo dva linear-
no nezavisna vektora. Prema tome, Rimanova krivina prostora V, je jednoznacno
odredena u svakoj njegovoj tacki. Izborom vektora (1,0) i (0, 1), dobijamo da je

R R
K — 1212 5 _ ]2]2.
811822 — 81> 8

Ravanski prostor

Po definiciji, kazemo da je prostor ravan?, ako je K = 0 u svakoj tacki
prostora.

Teorema 16.3.1 Prostor je ravan akko je

Ryjup =0.

Dokaz
Iz (16.15) sledi da je prostor ravan akko je
Ry jnpA" A" B/ B =0

za svako A’ i B'. Odavde sledi, imajuéi u vidu simetri¢nost A”A" i B/BP po svojim
indeksima, da je taj uslov zadovoljen akko je

Ry jnp + Rnjrp + Rrpnj+ Ruprj = 0.
Koriste¢i simetri¢na svojstva tenzora R, j,,, 0vaj izraz se svodi na
Rrjnp +Rrprlj = 07
ili
Rrjnp = Rrpjn-

Ciklickom permutacijom indeksa j, n i p, sledi da je

Rrjnp = Rrpjn = anpj-

Zeng. flat
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Zamenom ovog izraza U R, jup +Rynpj+Rypjn = 0 (vidi (16.10), str. 385), neposredno
sledi da je
Ryjnp = 0.

Obrnuto, ako je R, j,, = 0, onda je o¢igledno da je K = 0.
S obzirom na tenzorski karakter Riman-Kristofelovog tenzora, isti uslov se moze
izratiti kao

Rrjl’lp = 0.

Posledica 16.3.2 Ako je prostor ravan, tj. ako je R";, , = 0, onda su jednaCine

Aij=0

l
konzistentne. MnoZeci ove jedancine sa proizvoljnim T ove jedanacine se
mogu napisati kao '
0A"
5
Odavde sledi veoma vazan zakljuc¢ak: U ravnim prostorima paralelno po-
meranje je nezavisno od izbora krive paralelnog pomeranja. Kratko receno:
paralelizam je apsolutno svojstvo ravnih prostora.
Tipican primer ravnog prostora je Euklidska ravan.

0.

16.4 Prostor konstantne krivine
Posmatrajmo prostore u kojima je Rimanova krivina K u svakoj tacki nezavisna
od izbora vektora A’ i B'. Onda iz (16.15) sledi da jedna¢ina
(K(8m8&jp—8&rp&ijn) — Rrjnp) ATA"B/BP =0

mora biti zadovoljena za sve vektore A’ i B'.
Na sli¢an nacin, kao u prethodnom odeljku, sledi da mora biti

Rrjnp = K(grngjp - grpgjn) .
Kovarijantni izvod ovog izraza glasi
Rrjnp,i = K,i (grn 8jp — grpgjn) .
Njegovom zamenom u Bjankijevu identi¢nost dobijamo

K,r (gmn 8jp — 8mp gjn) +K,n (gmp 8jr — gmrgjp) + K,p (gmrgjn — 8mn gjr) =0.
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MnozZeéi ovaj izraz sa g™ g/P, dobijamo
(N—1)(N—2)K, =0.

Prema tome, za N > 2, sledi da je K konstantno. Time je dokazana Surova teorema.
Ako je u svakoj tacki Viy (N > 2) Rimanova krivina K funkcija samo koordinata,
onda je ona konstanta u V. Za takvo Vi se kaZe da je prostor konstantne Krivine.
Primer takvog prostora je sfera polupre¢nika ¢ u R3. Tada je K = a‘—z u svim
njenim tackama.

Ricijev tenzor

Postoje tri razli¢ita na¢ina kontrakcije Riman-Kristofelovog tenzora R’ ik
Rlijk = g”Rll-jk =0, jer je Ry; j; antisimetri¢no po i i/,
R’ = 8" Riiji, R'jy = ¢"* Riiji.
Kako je R’ Lk = —R! k] dovoljno je razmatrati samo R il = g*R; k- Tako dobi-
jeni tenzor
Rij = Rlijl = ¢" Riiji = §" Ry

In V&
oxt

naziva se Ri¢ijev> tenzor. Iz (16.3) i {l',"n} = dobijamo

821n\/§ 8{7;} n m m) dln./g
YT oxidxl  9xm +{im} {jn}_{ij} axm -
Iz ovog izraza se vidi da je R;; = Rj;, tj. da je Ricijev tenzor simetrican, i ima w
nezavisnih komponenti.
Prostor u kome je R;; = p gji, gde je p invarijanta, u svim taCkama naziva se
AjnStajnov prostor. Odavde je p = %, gde je

R=¢"R;j=R,
invarijanta Krivine. Prema tome u Ajnstajnovom prostoru je

R
Rij = v Siie
Ako je u Cetvorodimenzionalnom prostoru, N = 4, R;; = 0, onda imamo deset
parcijalnih diferencijalnij jednacina. AjnStajn ih tumaci kao jednacine gravitacionog

polja u opstoj teoriji relativenosti.

3Ricci
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Bjankijeva identi¢nost

Najjednostavnije se izvodi koriSéenjem sistema geodezijskih koordinata (Pogla-
vlje 25.1, str. 517). Onda je

o R > {ip o{i}

lem = oxm T 9xmdxi  dxkdxm

u polu. Ciklickom permutacijom indeksa j, k i m dobijamo

! ! !
Rijkm+ R, j TR i = 0.

Ovo je tenzorska jednacina u polu geodezijskih koordinata. Ona vaZi i za svaki koor-
dinatni sistem u tom polu. Medutim, svaka tacka se moZe uzeti za pol geodezijskog
koordinatnog sistema. Prema tome, ova jednacina vazi za sve tacke prostora.

Kako je metriCki tenzor g;; kovarijantno konstantan, gornji sistem jednacCina
moZze se napisati u obliku

Riijkm + Riikm,j + Riimjx = 0.
Ako se ova jedna¢ina pomnoZi sa g’/ g/*, onda se dobija jednac¢ina
ij jj Ik
8/ Rijm— 8" Rimj—8" Rimi =0,

koja se moZe napisati u obliku

Ryu—2R},, =0.
Njen pogodniji oblik je
1
(Rf; _ 25;,;R> 0
k
Tenzor 1
Gk =Rk — E6,5;R

naziva se AjnStajnov tenzor. Jednacina
k
Gur=0

je dobro poznata u teoriji relativnosti.



17. Holonomna i neholonomna
baza

Uvod

U primeni Tenzorskog racuna koriste se razni dopustivi koordinatni sistemi.
Izbor koordinatnog sistema zavisi prvenstveno od prirode problema koji razmatramo.
Po definiciji, parcijalni izvodi vektora poloZaja, duZ koordinatnih linija sistema,
odreduju bazne vektore - krace bazu. Za takvu bazu se kaze da je holonomna. U
opSem slucaju bilo koji sistem nezavisnih vektora definisanih u svakoj tacki prostora
moze da se koristi kao baza prostora. Takva baza ne mora biti holonomna. Ako to
nije, onda je nazivamo neholonomnom. Pitanje glasi, kada je takva proizvoljno
definisana baza holonomna. O tome ¢e biti detaljno reci nadalje.

17.1 Potreban i dovoljan uslov da sistem linearno nezavi-
shih vektora odreduje holonomnu bazu

Neka je data n-dimenzionalna mnogostrukost M. Neka su x', i = 1,2,...,n,

dopustive koordinate na M. Obelezimo sa g; = = d, bazne vektore u tacki

X
| oxi .
x(x'), koji se nazivaju koordinatna ili holonomna (cela) baza. Neka su v, = vi, g;,
i,o0 = 1,2,...,n, linearno nezavisna vektorska polja na M. Onda je det (v}) # 0.
Njima recipro¢an sistem vektora je v¥ = v g', pri ¢emu je g;- g/ = &, vo, Vi = 8} 1

. i J
v’avlﬁ =58
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Komutator
[Vm Vb] )
igra veome znacajnu ulogu u diferncijalnoj geometriji. Imajudi to u vidu dajemo ga

u razvijenom obliku

ov ov
[va,vﬁ}:va(vﬁ)—v;;(va) aa‘f Voot =
j J
e Tl e S e O =
vl vl P\ 98
B N v Jo i g/
[ it S ER CA R T
0 22 i
gj X simetri¢no, a( ;;-V’ﬁ V{x)

C i 9g)
: A N N |
Kako je (vavB Vg va> i =0, jerje o = Sor
antisimetriéno po indeksima i i j, onda je
_ 8v _ v\
[Va,vg] = 8 PV | ViV

Uvodec¢i oznaku

v l av 8\/“ k. 87\/3./_8\/}/ .
~Vb axt | oxi  oxi | P

Cocﬁ a i
komutator se moZe saZeto napisati u standardnom obliku
Ve vp) = g v

Uodimo da je [V(x, VB] vektorsko polje i pripada linearnom vektorskom prostoru
u tacki vy. Veli¢ine ¢ B su, u opétem slucaju, funkcije od x i antisimetri¢ne su po
=t Ba . Nazivaju se Ricijevi koeficijenti, ili koeficijenti

indeksima ot i B, tj. ¢’ op =
neholonomije. Opravdanje za taj naziv daje sledeca teorema.

Teorema 17.1.1

a)
[V, vg] =0,
ili
aa) .
i 8v;3 i 9V vh _
P ﬁ ox!

predstavlja potreban i dovoljan uslov da v, odreduju holonomni koordinatni
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siststem na M.

Dokaz

i) Uslov je dovoljan. .
l

Zaista, ako su v, bazni vektori koordinatnog sistema u*, onda je vy, = a—agi
u
i
ivi, = pra Tada je
JVE oxi 9 ox  ox P Y P, v, A0
Vy =" = = 3 = = — =V i .
“oxi u®dxi duP  Ju® JuYouP Ix'  Ju®Jdub B oxi’

pa je uslov teoreme identicki zadovoljen.
ii) Uslov je potreban.
Tada, po pretpostavci, sistem vektora v, zadovoljava uslov aa).
Potrebno je pokazati da se onda uvek moze naci koordinatni sitem, recimo
y%, za koje su vektori v, bazni.
Uslov aa) je ekvivalentan uslovu

Y Y
o _ v,
dxl  odxk
On predstavlja uslov integrabilnosti sistema jednacina

e
oxk K

ay"’

s . . ’)/ . . . v _ ’)/ . .
Imajuéi u vidu da je det(vk) # 0 iz sistema jednacina 5 = Ve dobija se sistem
njima recipro¢nih jednacina

Mnozedi ovaj sistem sa g, dobijamo

S T
V’}/gk_ ayfy gk_ axk ayy — ay77

koji se konacno moze napisati u obliku

_ ox
Vy— Ty'y
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N Ista Teorema se mozZe kratko iskazati na viSe nacina.

Teorema 17.1.2 Potreban i dovoljan uslov da bi sistem vektora v,, definisao
holonomnu bazu, je
cg p= 0.

Otuda i naziv koeficijente neholonomije za koeficinete cz; 8-

n Primer 17.1 Pri konkretnom izraunavanju komutatora oblika

[VOU fvﬁ] ’

gde je, u opstem slucaju f = f(x), lako je pokazati da je

Vo, £¥g] = Va(£)Vg+ f [V, ¥] -

Zaista, po definiciji je,

[Vaa fVﬁ] = Va(fvﬁ) _fVB(V(X) = V(x(f)vﬁ "‘fva(vﬁ) _fvﬁ(va) =
=vVa(f)Vg+ f [Va, V] -
. : . ;df s
Uocimo da je, po definiciji, v (f) = v, o skalarna velicina. "
x
= Primer 17.2 Neka su r i g polarne koordinate u M = R?. Onda je

r=r(icos @ +jsin6),

odakle se dobija baza:

0
g = 71‘ =icosB@ —l—jSil’lQ,
or

gy = gg =r(—isin® +jcos0).

U odnosu na bazu (g,, gg), ovi vektori se mogu predstaviti u komponentalnom
obliku:

ng(laO)a g9:(0,1)
Lako je proveriti da je [g,, g¢] = 0 i, saglasno sa definicijom formiraju koordinatnu

bazu.
Njihovi jedini¢ni vektori su:
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izraZzeni u odnosu na bazu (g, g ).
Izra¢unajmo komutator [e,, eg]. Prema definiciji je

deg deg de, 1 de,

= — =1. =240 =2 _0 2L .2 _
[eraee] er(ee) e@(er) or + 06 or r 00
1 1e
=72 8o = €0
Znadi,
[er, €] #0
i sistem baznih vektora (e,,e,) ne formira koordinatnu bazu.
Za njih kaZzemo da definiSu neholonomnu bazu. "

Drugi nacin izvodenja

Uporedimo izvodenje komutatora u odnosu na Dekartovu koordinatnu bazu
(i,j). Onda su:

e, =icosf +jsin0,
eg = —isinO +jcos 6,

jedini¢ni vektori duz koordinata r i 6, redom. U odnosu na ovu bazu bice:

[er,ee] = er(ee) —€g (er) =

:cos9§29+sin6(9a‘;9+sin9(;j—c0595$ =
:cosei(—sine COSG)JrsinOi(—sinG cos0)+
ox ’ dy ’
—l—sin@i(cose sinG)—cosOi(cose sin @)

dx ’ dy ’ '

Sledeéi korak je izracunavanje izraza, redom:

cos 0 ;—)x (—sinB,cos0) = (—cosze,—sin90059) 32,
sin O 8ax (cosB,sin0) = (—sin®O,sinHcos ) 33,
sinGaay( sin@,cos ) = (—sinHcos O, —sin*H) 5
cos O 8ay (cosB,sin0) = (—sinHcosO,cos”H) 35
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Onda je

erneg] = — (22,29
r,€0] = axaay .

Imajuéi u vidu da je x = rcos 6, y = rsin 6, dobijamo, posle jednostavne racunice,
da je

a0 1. a0 1

— =——sinf, — = —cos0,

dx r dy r
onda je

1 1 1 1
[e,,eq] = < sin@,—cos@) = ——(—sinB,cos0) = ——ey.
r

r r r

Isti rezultat
[er,eq] # 0,
i zakljucak da sistem baznih vektora (e,, e,) formira neholonomnu bazu.
Ocigledno je da je u ovom slucaju pogodniji sistem polarnih koordinata, duz
kojih su vektori e, i e, tangentni tako da je njihova komponentalna reprezentacija
jednostavnija.

Tre¢i nacin izvodenja

Koristimo [g,,g¢] = 0. Onda je

0=[e,reg] =e.(r)eg+rle,epl.
. ar . o .
Kako je e,(r) = 1- 5= 1, sledi, iz gornje jednacine, da je
r

1
le;,eq] = — e

N MozZe se pokazati da je e,(r) = 1, raCunanjem i u odnosu na Dekartove
koordinate. Tada je

) d
er(r):cosﬂ—r—l—sine—r:c0529+sin26: 1.

dx dy

= Primer 17.3 Neka su
Vi =€, V2=e|+ey,

sistem vektora u R? u odnosu na Dekartove koordinate x’, i = 1,2. Pokazati da je za
ovaj sistem vektora cé p= 0, a zatim nadi glatke kordinate y* u okolini tacke (0,0)
ax

tako da je vy = Ha
y
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Resenje

Ocigledno je da je

v =(; 1)

v, vl
vy _ i B _ % Y_
Cap = (va o VB ax[f>vj—0.

Prema tome, uslovi integrabilnosti sistema jednacina

Onda je

B ax!
=3

i
Vo

su zadovoljeni. To znaci da postoji koordinatni sistem y* za koje su vektori v,
o = 1,2 koordinatna baza, tj.

ox  Jx dx'  ox

=s=—==—=—==—G
Vo dy®  Ixidy®  Iy*
Tada je 5 o
1
V) = 7X = lei = €1
ayl  ady!
i :
ox ox
V) = TyZ = a—yze,- =e;te.

Odavde se dobija sledeci sistem diferencijalnih jednacina:
ox! . ox? . ox! B ox* _q
oyt 7 oyl T 9y T 9yr
ReSenje ovog sistema jednadina je:
5= y1 =+ y2 +a,
¥ =y*+b,
gde su a i b integralne konstante. Prema tome,

y=x!—x*—a+b,

y:=x>—b.
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a Primer 17.4
Vi =xe; —yey,
V2 =xe;+ye;.
oV oV
Y _ 2 1 Y
‘1= (Vll oxt —v2 oxi | '
vl V) I
o= (w3330 )
vl v
2 2 1) .2
= (v’l R —Vh o | Vi
[V, Vg] = Va(vg) — Vg (va) = vy e — Vg W
, V2] =V == —v .
b2 1 oxi 2 Jxi

vi=x'e;—x’e; = (—x*,x1),

vo=x'e; +xte; = (xl,x2

~—

ova ova . vy _
oxi = ﬁ_(ho)v ﬁ_(oul)

V2 10¥2  a0Va
L oxi Lox! L ox2
d(x' x?) d(x' x?)

2 ’ 1 )

ox! X o0x2

= —x*(1,0)+x'(0,1) = (= ,x"),

GOVL_ 19V 20V

2 oxi 2ox! T2 ox2
d(—x*,x") d(—x*,x")

_ 1 ) 2 ) _

- ox! e ox?

=x1(0,1) +x3(—1,0) = (=%, x").
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V2 iovi_
ox 2 ox
= (_x27x1) - (_XZ’XI) =0.

[Vi,v2] = v}

ox _ox ox! ax!

Vy — —— — —— = ——@;.
70y T Oxidy*  dy*
Ix! ! )

vV = Tylei:x € —Xx" €.

dx!
71__)(:27
dy

x>
— =x.
ay!

dx! i )
sza—yzei:x e +x"ep.
ox!
oy

2
ox _ o
2yr

Za data vektorska polja ispitati da li predstavljaju holonomnu bazu i ako je
holonomna, odrediti odgovaraju¢i holonomni sistem koordinata.
= Primer 17.5
Vi = —x2e1 —|—x1e2,
| ) 17.2)
V) =X €1 +x7e;.

U matri¢nom obliku biée

Onda je

vy -8 8
oxi s\ 8)
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Koristeéi ove izraze potrebno je izracunati

8V ov!
Y _ a Y
Cap = < 8x’ Vﬁ ox! ) Vi

za vrednosti indensa o, B,y = 1,2. Kako je cz; g = —c;; > Nas zadatak se svodi na

izraCunavanje

PaZljivom zamenom odgovarajuéih ¢lanova pokazalo se da je c?z = 0. Znaci cz; p= 0,
pa prema tome, vektori v; i v, definiSu holonomnu bazu.
Njima odgovarajuéi koordinatni sistem y* odredujemo iz sistema parcijalnih

jednacina
i ax! B —x2 X!
("a) oy ) T\ 2)

koji je integrabilan u funkciji koordinatnog sisatema x'.

Prema tome, odgovarajudi sistem jednacina je:

ox! , oxt
37 X 35 — X
9! 9y 17.3
(17.3)
ox> | oxr
T AT
82 1 0 2 "
r)f)z:—a—xl:—xl = x' +x'=0 = xlzclcosyl—i-cQsinyl,
y y
/ ox!
gde su: ¢; = ¢;(y?),i=1,2,asa (-) smo naznaili izvod po y'. Iz FEa = x! sledi
ox!  dey der . i o
8—)}2:(1—)}2 +ﬁs1ny =c1COSy —+cps1ny =
d
d—;:ci = c=ae,
pa je
1 -1 1
x =¢€ (ajsiny +apcosy’).
Kako je
ox! )

2, .
T~ =-x> = x*=¢ (apsiny' —ajcosy').
ay!
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Dakle

2,
x! =& (a; siny! +aycosy!),

2,
x? = ¢ (apsiny! —aj cosy').

1z ovog sistema jednacina dobija se:

1 a1x1+a2x2
y :arctgi1 X
arx —ax
1\2 232
X ) +(x
2oy B

N Isti problem se moZe razmatrati, ne odredujuci vrednosti koeficije-

nata CZC B ved ispitivanjem uslova integrabilnosti sistema parcijalnih

jednacina (17.3).

= Primer 17.6
Vi :Xl € —x2e1,

\/) :x2e3 —x3e2,
V3 :x3e1 —xl €3.

Determinanta ovog sistema je

—x il 0
det| 0 —x* x*|=0
X3 0 —x!

Prema tome, sistem vektora (v, v,v3) je linearno zavisan i ne predstavlja bazu u
R3. .
Videli smo, da je u opStem slucaju proizvoljan sistem linearno nezavisnih

vektorskih polja vy, @ = 1,2,...,n, definiSu neholonomnu bazu. To znadi da je
tada cg B # 0 i da se tada ne mogu odrediti koordinane linije, recimo y?%, za koje

L. X . v o .
bi bilo vy = Sa To je suStinska razlika izmedu holonomne i neholonomne baze.
y
Ova razlika postoji samo kada se posmatra neka oblast, a ne jedna tacki u M. Ona
je posledica izvoda komponenata vektora, a ne njenih vrednosti u jednoj tacki.
Drugacije receno, irelevanta je u problemima koji se odnose na tangentni prostor u

jednoj tacki mogosrtrukosti M.



404 Glava 17. Holonomna i neholonomna baza

Nadalje, pretpostavimo da su vq, &¢ = 1,2,...,n neholonomna baza, tj. da je
CZ; 8 #0.
Takode je .
dx =dx'g; = 6u®vq.

Sa du® smo oznacili razlaganje dx u odnosu na neholonomnu bazu v,, naglasavajuéi
time da du® nisu diferncijali nekakvih funkcija u®, u literaturi poznate pod nazivom
kvazi koordinate. 1z istog razloga Cesto se koristi i oznaka (du)“, za razliku od
stvarnog diferencijala du®. Imajuéi u vidu da je vo = vi, g; i 8 = v¥ v4, lako se
pokazuje da je

d' =vi u® i Su® =v¥dx'.

Formalno pretpostavljamo da su parcijalni izvodi “funkcija” u* po x' definisani sa

1 o

o
dxi !
1 obrnuto :
ax' ;
=V
u® %
Koristeéi ove izraze, piSemo za njihove parcijalne izvode
d ox' 9 . d . 0 d

_ _— =V, — 1 _— =V, —.
ou®  Ju®dxi  *oJx dxi ' du”
U kontekstu ovog nacina obeleZavanja od interesa je da se ponovo razmotri izraz

[Va,vﬁ}. Onda je

; dvg  ; dvg  dvg  Iv
[Va, Vg] = Va (vg) = vp (Va) = vg oxi B ax? T our 8ug’

ili
av
[V(x,Vﬁ] = a[a Vﬁ] = aa Vﬁ — aﬁ Va, (8av,3 = W[j‘) .

Na osnovu ovog izraza moZe se prethodna teorema izraziti takode u obliku

Teorema 17.1.3 Potreban i dovoljan uslov da bi sistem vektora v, definisao
holonomnu bazu je
8[a Vm =0.

Ako se bilo koji izraz, u odnosu na holonomne kordinate, transformise u odnosu na
neholonomni sistem, uvek se pojavljuje ¢lan koji sadrzi koeficijente neholonomije.

» Primer 17.7 Najprostiji slucaj je skalarna funkcija f(x). Onda je

Jjo Ip)f = —vé vl&a[jvz.@yf = céﬁ%f = cgﬁvg,(?if.
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» Primer 17.8 LagranZeve jednacine druge vrste za nekonzervativno polje sile pri
odsustvu neholonomnih veza

d (dT oT
at (a> “ow %

gde je T = T(x,x) kineticka energija, a Q;(x) generalisana sila.
Sledeci korak je: izraziti sve ostale veli¢ine ove jednacine u odnosu na neholo-
nomne koordinate. Pri tome koristimo sledece izraze:

x=xg =3vIvy=1v%v,,

gde je:

o _ oD B N0/
VI=YiX 1 Xy v,

koji daju vezu izmedu generalisanih brzina u odnosu na holonomne i neholonomne
koordinate. Uo¢imo da je pojam ”generalisana brzina” u neholonomnim kordintama
uslovan, jer se veli¢ine v* ne javljaju kao izvodi po vremenu nekih koordinata u®.
Koristeci ove relacije moguce je kinetricku enegiju izraziti preko generalisanih
brzina v%, koju ¢emo sada obeleZiti sa .7. Onda je:

T 0T 0" 0T
9F v axi gy
Bl: 894_8&81}“
oxi dxl v oxi’

(04
Clan % odredujemo iz izraza v¥ = v% &' na slede¢i nacin:
xl
v _ 0 <V7Xj> _ av?cxj _ aﬁvﬁ.
dxi dxi axi * dxi
Tada je:
07 0T du” 7va89
oxi  du® dxi ' Qu’
0T h* ¥ 89
PP b oxi vt ’,
pa je
T  ,0F ;o7 B
_ =V + .
oxi i gue B 8x‘ ave”
Takode je

A (TN _d(o0T\ _ 0T  ,d (0T _
a\od) " ar\"iove) T ar ove g \gve ) T

07 ; oV B 0T
_l’_
v dt ove VB axf ove’
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pri ¢emu smo Koristili izraz

dv®  hv® . i dve
i i X]_Vj lvﬁ.

dt ox/ B oxi
Onda je, u odnosu na neholonomnu bazu,
d /T oT 07 ;oY 589 a&f 9\/ 07 y:
Sl (e I % =
X! oxi dt g

B ox J ove 1 ouo ﬁ 8x’ 8v°‘
B doo 07 N ; ov¥ o 9 8;7
dr v Ju ﬁ ox/ ~ B 8x’ 8v0‘

Ostaje da se generalisane sile Q; izraze u odnosu na neholonomnu bazu. Pisemo

Q=0ig =v, 0;iv* =XV,

gde je _
Xa=Vi0i i Qi=VXa.

d /0T oT
m(a) o &

posle izvesnog sredivanja ¢lanova, dobijamo da je

o vt
4(22)_97 1y («9 Vq)wvﬁ_xa.

Smenom ovih izraza u

ove ou ox/  dxl

. av 8\/7; y
v 2]l =c
« ﬁ Bxf oxt ap’

ove jedancine se kompaktno mogu napisati u obliku
d (0T 07 07 07
a\ve ) " aur e Gy
Ovo su trazene jednacine Lagranza izraZene u odnosu na neholonomnu bazu.
Uocimo postojanje koeficijenata neholonomije c ap’ Takode u slucaju kada je

Imajuéi u vidu da je

Xa-

cg g = 0, one se svode na LagranZeve jednaCine druge vrste izrazene u odnosu na
holonomnu bazu. n

Metri¢ki tenzor u odnosu na neholonomnu bazu

Metricki tenzor mnogostrukosti M je g;; = g;-g;. Onda je
Vap = Va Vg = gij"ix"fs-

metricki tenzor u odnosu na neholomnu bazu vy, o = 1,2,--- ,n.
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17.2 Kristofelovi simboli u odnosu na neholonomnu bazu

Kristofelovi simboli Fya g U odnosu na neholonomnu bazu v, izvode se po

analogoiji izvodenja Kristofelovih simbola { 02;3 } za holonomni koordinatni sistem

x!. Tako je
A y
oup =~ DapVr
odakle se dobija da je Kristofelov simbol druge vrste
av
Y _ o
r ap = 4 R

Potrebno ih je izraziti u odnosu na x'. Sada je

dvg . o
W = aaVﬁ Vlaa,'Vﬁ = Vla vé’igj,
gde je .
j .
avB 1k J
ﬁv oxi B\ ki’
pa je _
av ey '
Y _ oy, 9VYa B k) J Y
L ap =" dub Ve (8)& VB {ki}) Vi
Lako je pokazati da je
8v{3 v

Y .
VORI B R SE SN R A S i BV A QR A I | k
o i VB = VB divi 1 vivgvg {kz} = ViVaVg {ij}'

Onda je

1z ovo dva izraza slede sledeca dva:

D iag) = —VaVp I :al_céﬁ* | dn /g
B il 2MvE_omvE
oy =vie {4} =ve Gn = g

Iz i) se vidi da Kristofelovi simboli druge vraste I'" ap U odnosu na neholonomne
koordinate u®, nije simetri¢an po indeksima ¢ i 3 za razliku od Kristofeovoh simbola
{ lJ] } koji je simetri¢an u odnosu na holonomne koordinate x’. To je posledica

postojanja koeficijenata neholonomije ¢, . Postojanje koeficijenata neholonomije
c¢,, je opsta karakteristika neholonomnih koordinata.
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Od intesesa je da se analizira izraz
av* (9v,, o
Kako je v, ® v =1, sledi da je
v _
ouf

Slededi Stav se odnosi na odredivanje kovarijantnog izvoda vektora w = wy, v*
u odnosu na neholonomne koorinate.

—Fayﬁ vY.

Stav 1

— o _ _ Y
waaﬁv y Wopg = 3,8 wy ' B

Dokaz

Izvodimo ga u celosti:

oW dwev*  dwg Ve ov*
oub — ouBb  JuP “ouB —
aWa aWa Y
=58 v —wo I g vl = 5B v —wy I v =

Posledica 1
Posledica stava. Sledi neposredno iz 1).

aw[a
Wi, p] = Bl +W?’Caﬁ

. o8 09 es Y
Uocimo postojanje koeficijenta neholonomije ¢/, 8-

Na sli¢an nacin se pokazuje da je

a_&w
B_8uﬁ

Yo
+WFVI3‘
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17.2.1 Riman-Kristofelov tenzor u neholonomnim koordinatama

Jedan od nacina njegovog izvodenja svodi se na transformaciju Riman-Kristofelovog
tenzora u holonomnim kordinatama

o (1 my [ 1
[ _
Rijk—2<axj{ik}Jr{ik}{mf})wJ’

u neholonomne koordinate. Onda je

) _ 1,00k pl
Ry = Vi vavﬁvyR ij-

Smenom L
_ k0 By o B '
{ij} = vy Vi Iy =iy vy
u ovom izrazu, posle duge raunice, dobijamo da je

b s s u T
R gy =2 (9T 0y + 25T ay)wyﬂjuzcmr o

) FiziCke koordinate su primer najce$ce koriS¢enih neholonomnih koor-
dinata.

17.3 Tenzor krivine (geometrijska interpretacija)

Neka je 9 glatka n-dimenzionalna diferencijabilna mnogostrukost. Neka je x!
(i=1,...,n) dopustivi koordinatni sistem na M. Sa g;; (i,j = 1,...,n) ozna¢imo
osnovni metricki tenzor, definisan u odnosu na x'. Uo¢imo glatku krivu

C:x =x'(1),

duz koje se vektorsko polje V paralelno pomera. Onda je

SVi=dvi4v/ {J’k} dx* =0, (17.4)
odakle sledi .
i _vi(p) i) 1
Vi(Q)=Vi(P) / Vi {jk}dﬂf, (17.5)
C(PO)

gde su P i Q tacke na krivoj C.
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Radi jednostavnosti geometrijske interpretacije tenzora krivine, posmatratemo
dvodimenzionalnu mnogostrukost 9J7 i na njoj infinitezimalni element koji definiSu
koordinatne linije x' i x>. Temena ovog elementa odredena su tackama A(a,b),
B(a,b+ 8b), C(a+ S6a,b+ 8b) i D(a+ da,b) (vidi sl. 17.1).

X’ =b+3b x’'=b

Slika 17.1: Paralelno pomeranje oko zatvorenog prstena (petlje) ABCD.

Primenom formule (17.5) du? linija x! = a, uintervalu (A, B), ili krade C,1_,(A, B),
infinitezimalnog elementa, sledi:

b+8b
Ca_,(A,B): ViB)=Vi(A)— / { ’2} (@,2)Vi(a,2)dx®.  (17.6)
. J
Na isti nacin se pokazuje da je:
a+5a

Copisp(B,C): VI(C)= x',b+8b)V(x', b+ 5b)dx

jl

1

Cx':a+5a (CaD) : VI(D) ]2

(a+8a,x*)V/(a+ Sa,x*)dx?,
b+8b

b+6b

I (a+8a,x*)Vi(a+ Sa,x*)dx?,

Co_p(D,A): Vi(As) = X, b)Y VI b)dx! =

At
AR
At
AN

a+6a
a+da

=Vi(D)+ / {jil } (x',b) VI (x', b)dx!,

17.7)
gde je Ay krajnja taCka, pri kretanju u naznacenom smeru (vidi sliku 17.1).
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Ukupna promena 8V'(A) vektorskog polja V pri njegovom paralelnom pomera-
nju duz linija infinitezimalnog elementa, prema (17.6) i (17.7), je

SVI=Vi(Ap) —Vi(A;) =

_ bfb[{ jiz}(a+5a,x2)Vj(a+3a,x2) - {le} (a,xz)Vj(a,xz)] -
_ 7&[{;1 } (e b+ 8b) VI (x' b+ 5b) — {jil } (xl,b)vf(xl,b)} !

a

(17.8)

i b75b5aa {5} @) via?)] o 75a5ba { et vt o)+ N
b

da ab
(17.9)
Koristeéi teoremu o srednjoj vrednosti integrala
b
/f(x)dx: (b—a)f(c), c=a—0(b—a), 0<O<I,
moZemo pisati
bob 9|13 T (a,x2) Vi(a,x?) 914 L bt @) Vi(xt x2)
Y, J e — snsa 212} |
da dx!
b x2=b+6 5b
9 [{ ;‘2} (xl,xZ)vf(xl,XZ)}
~ d0bda (17.10)

ox!

do na infinitezimalni ¢lan prvog reda, po x°.
Dalje je

o1{ 2} (xl(’;;) Vit 2] = Vj(xl,xz)W + {;2} (! 2% W'

Koristeéi (17.4) piSemo

i\ ovi. i i J\ ok
{jz}wsa"{jz}{ﬂ}{kl}v o

pri ¢emu se podrazumeva funkcionalna zavisnost ove relacije od (x',x?).
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Smenom ovog izraza u (17.10) dobijamao

b+8b5aa HJIZ} (xléj)vj( I’xzﬂ

dx? ~
b

oo ({18

Na isti nacin se mozZe pokazati da je

a+5a6ba [{jz} (xl(;;)vj( l’xz)}

dx!' ~

o (35 (RHA) (R 3)) -
o (2 )

/

U sluéaju generalisanih koordinata x* i x/, ovaj izraz moZemo pisati u obliku

ov-svae (ML YLV

ili u saZetom obliku

SVim R, 8iK8x,

Rigm = a{af;} ‘aa{fi} +{jll}{kf"}_{1;"}{]gl}

ima sva svojstva Rimanovog tenzora krivine.




18. Diferencijalni operatori. Nabla

Pri izvodenju izraza za kovarijantni izvod tenzora, kao i njihovo obelezavanje,
pokazalo se da su izrazi veoma dugi i sa puno indeksa. Postojala je potreba da se
uvede nova oznaka - V, koju ovde navodimo.

Nabla operator se prvenstveno koristi u vektorskom racunu kao sastavni deo ime-
na razli¢itih diferencijalnih operatora: gradijenta (V®), divregencije (V-) i rotora
(V). Poslednji se koristi kao vektorski proizvod i ima smisla samo u trodimezio-
nalnom prostoru. Prva dva su opsteg karaktera. Kori§¢enje V u vektorskoj analizi
predloZena je njegova primena od strane Gibsa' na sledeéi nacin:

grad=V® (ili grad = V kada se primenjuje na skalarna polja),
div=V.,

rot=V x.

Ove oznake ¢emo nadalje ravnopravno koristiti.

Neki autori koriste V na mestu indeksa diferenciranja, dok ga drugi koriste kao
operator diferenciranja primenjenog na tenzorska polja.

Navodimo jednostavan primer primene oznake nabla u sluc¢aju vektorskog polja
v = v;i; = v;i’ datog u odnosu na Dekartove koordinate. Tada je

ov:
gradv = li,-@ij.

dzl

!Gibbs
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ad . :
U slucaju kada je V = 97 Aj =5 jif bice, po standardnoj definiciji,
2

L P . B
gra V—a—zjl,®lj—a—zjv®1]—v®a—zj1]—v® .

U slucaju primene nabla V =i szf 8 5 kao operatora bice
. 0 . d L OV
gradV:V®V:l;a—Zi®V:li8—Zi®vj1j:a—;l[@)lj.

Uocimo razliku u rezultatima ova dva izraza.
Jedostavno je izraziti V u odnosu na dopustive krivolinjske koordinate x’ kori-
steci izraz
;0 8xl Jd . j d

g Vg Vs

;0
Ondaje V =g/ o iliV= 3 lgl, u zavisnosti od njegove primene. Tako je
X
d av
dv=V = = =
gradv RV = gak®v g®8’< (18.1)

=g Vi = gt ®Vzkg —Vlkg ®g.

. vy .. - v C g
Skrec¢emo paznju Citaocu da pri izvodenju izraza —— = v, koristili smo formule
x :

(15.26), (15.27), (15.28). Jasno je da je (15.28) specijalan slucaj (15.30) i (15.31).
Na isti nacin se pokazuje da je

gradv=vRV = vklgk 2.
Ocigledo je da se razlika o¢uvava. Medutim, u sluc¢aju divergencije ovi izrazi se
poklapaju
divv =v-V=V.v =1/ (18.2)

divT tenzora drugog reda definisan na dva nac¢ina
1)

V.-T = gi-TJ- = gi- <Tfkgj ®gk) i = gi. (’Izl]kgj ®gk> =

k(o k si ik
=T/ (g g)a=TSea=Tg.
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2)

TV=T,g = (T""g,,- ®gk> g=Tlg 08 g =
o
=T!g;0, =T} gj-

Samo ako je tenzor T simetri¢an, tj. ako je T/ = T*/, onda su ovi izrazi
identi¢ni.
S obzirom da su ovi izrazi, imajuéi u vidu razliku u njhovoj komponentalnoj
reprezentaciji, invarijantni, tj. nezavisni od koordinatnog sistema, koris¢enje nabla
je naiSlo na veliku primenu u tenzorskom racunu.

Mi ¢emo se opredeliti na primenu nabla V = oznake kao operatora u

=g =
oxt

odnosu na krivolinijske koordinate, Sto je pravilo kada su u pitanju Rimanski pro-

stori. Podvlac¢imo, da u opstem slucaju, Dekartov koordinatni sistem ne postoji u

Rimanskim prostorima.

Gradijent

Poznato je da je gradijent bilo koje skalarne funkcije ¢(z'), u Dekartovom
koordinatnom sistemu 7, definisan kao

gradp = 390 it

(18.3)
v v . . s k a . .
U opstem slucaju, koristeéi V operator V=g Fra datog u odnosu na krivoli-
X

nijske koordinate x', piSemo

d
gradp = Vo = Sg" = oa" (184)

Ovaj postupak moZe da se primeni na odredivanje gradijenta tenzorskog polja
bilo kog reda.

= Primer 18.1 Neka je data koordinatna transformacija x' = x'(z*). Za bilo koje

fiksno i = 1,2,...,n, recimo, M, imamo povr3 x¥ = xM(z¥) = cM(const.). Onda je
oxM

grada = =ik = g¥. (18.5)
azk

Prema tome, kontravarijantni bazni vektori su gradijenti odgovarajucih koordinatnih
povrsi! Sa geometrijskog stanovista upravni su na odgovarajuée koordinatne povrsi.
n
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18.2 Divergencija

Na isti nacin dolazimo do geneze nabla za divergenciju vektorskog polja. Za
vektorsko polje v pogodno je koristiti (18.1), kada se znak tenzorskog proizvoda ®
zameni sa -. Onda je

dive =V-v="1%. (18.6)

Korisno je ovaj izraz predstaviti u komponentalnom obliku. Prema (15.21) i
(15.10) bice

Mk k Mk 1 a\f 1 \f
KoV _ k
Vik=3& TV {kl} Szt —= \[ o g <\[8xk v> (18.7)
.
j
vy L 2vBY (18.8)
V8 Ox

U slucaju kada je vektorsko polje dato u odnosu na kovarijantne kordinate v;
moramo koristiti relaciju podizanja indeksa v' = g'/v;, tako da (18.6) pisemo kao

1 9/28"v

V.V_\f oxk

(18.9)

N Naosnovu poslednjeg stava zakljuCujemo da se operacija divergencije
moZe primeniti samo kada je vektorsko polje dato preko kontravarijant-
nih komponenata. Uocimo da se ovaj postupak moZe uvek primeniti
ako je prostor metricki (koriS¢enjem metrickog tenzora).

Ako je
v=gradp =V,
onda iz (18.8) sledi da je
1 d,/gg"
divgradp = V-V = Ag — \[\/ggkqu’ (18.10)
8 X
gde je
V.V=V2=A (18.11)

Laplasov diferencijalni operator.
Ako je koordinatni sistem x* ortogonalan, onda je

kk
Z&f‘g Pk (18.12)

oxk
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18.3 Rotor

Poznato je da vektorski proizvod dva vektora dat u standarnom obliku a x b
vazi samo u [E3. Uobicajeno ga pisSemo u obliku

i j k
axb=|a. a, a;|. (18.13)
by by b,

Potrebno je da odgovorimo na dva pitanja:
1. Kako izraziti rotu u E3 u odnosu na krivolinijske koordinate x/, i
2. Kako ga napisati u kompaktnom obliku kao (18.13)? Nastavljamo tim redo-
sledom.
Odgovor:
1.
rotv =V x v. (18.14)

Onda je, koristeéi ovde i nadalje (15.28),

va:gi—.XV:gix—Y:giXV;:
dxi ax! ' (18.15)
=g xvg =g xglvii ="
Znaci
rotv=V xv= eijkvk,jg,- = 8,-jkvk’jgi.
Do istog rezultata se dolazi kada se u (18.1) zameni ® sa x.
Prema tome je
(Vxv) =gy, (18.16)
ili
(Vxv); = gpv*. (18.17)
2.1z (18.13) imamo
(I | g g g
Vxv=—¢" v;w-g’ =—e" Vjvkg’ = — Vl Vz V3 s (1818)
V8 V8 VeI W v s

99 99

gde "V ;”oznaka za ”,”u tom redosledu!
U specijalnom slucaju, ako su x' koordinate z', onda je

. J
glzll:lia g:17 Vl:aizl
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iz (18.18) dobijamo standardne izraze

i J k
d d 4
Vxv= 5% v s (18.19)

Ve Yy Vg

Obicno se (18.16) pise preko fizickih komponenata v i jedini¢nih vektora kordi-
natnog sistema, tj. jedini¢nih vektora gi (vidi L. Malvern [60])

18.4 Neki specijalni slucajevi

Neka su ¢ i v diferencijabilno skalarno i vektorsko polje, redom, u E3. Onda je
1.

rot(gradgp) =V x Vo =0,

div(rotv) = V- (V xv) =0.

Dokaz

Znamo da je

Vo=¢;g/ i Vxv=g/ xv;
Onda je
1.
VXV(p:gt X ((pJgJ)J:gl ng(p,ji:0~
2.

V- (Vxv) =g (Vxv);=g-(g/xv;)i=g" (& xv;)=v(g xg)=0.

Navedimo neke primere ovih operatora: za cilindri€ni i sferni koordinatni sistem

1. Neka su ¢ i v skalarna funkcija i vektorsko polje definisani u odnosu na
cilindri¢ne koordinate r, ¢,z : x =rcos @,y = rsin@, z = z. Onda je

B 8(]) 1 8(1) 8(])
gradg =V = o e+ — 8(p ep+ - 8
divy = Voy — 19(rv,) 19dvy dv,

rodr r8(p+8z

rotv=V xv= l%,aﬂ e - avr78vz 19( rV(p 1dv, ..
rop 0z
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gde smo sa indeksima kordinatnog sistema oznacili fizicke koordinate vektora v i

jedini¢ne vektore sistema koordinata r, @, z.

2. Isto za sferni kordinatni sistem

10,0 : x=rsinBcos@,y=rsinOsin@,z=rcos0;

B 2, 190 1 99

gradg =Vo = or et ra6° +rs1n9 8(p
o 1 9(r*v,) 1 d(vesin®) 1 dvg
divy=V-v= 2 or rsin@ 96 rsin@ 0@’

rotv=V xv=

1 8(vq,sin9) dve 1 dv,
rsm@( _8(p>er+<

+l (rvg) dv,
r or 00
1
72

Ap =V =

div(grade) =

Pokazati.

18.5 Kilasifikacija vektorskih polja

Vektorsko polje v je:

rsinG%

o ([ ,0¢ 1 9 (. ¢
a( c?;')+rzsin63(9<81n686>+

— i(rvq,)) e+

D
r2sin® @ d @2’

1. potencijalno, ako je rotv =0, divv # 0. v=grad¢ = ¢ je potencial

datog polja,

solenoidno, ako je V-v =0,

laminarno ili iretaciono ako je rotv = 0,
kompleksno laminarno, ako je v-rotv = 0,
Laplasovo, ako je rotv =0 i divv =0,
Beltramijevo?, akoje Vx V x v =0,
solenoidno kompleksno laminarno,
solenoidno Beltramijevo.

NNk WD

2Beltram
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Slozeno la-

e — Solenoidno Beltramijevo
ca= AN(VAa)=0
aVANa=0 T =0 ah(VAa)

Solenoidno . Solenoidno

slozeno laminarno Ivro/t\amgng Beltrami
aVAa=V-a=0 4= aN(VAa=

V-a) =0

Laplasijan
V.a=VANa=0

Slika 18.1: Klasifikacija vektorskih polja. Sa A je oznacen vektorski proi-
zvod.

Bitna je razlika izmedu laminarnog i kompleksno laminarnog vektorskog polja.
Za razliku od polja v = V¢, koje je uvek laminarno, i koje je uvek u pravcu normale
na povr$ @(x) = const., polje
v#Voe

to nije. Medutim, u slucaju kada je moguée naci funkciju y, tako da je yv=Vo,
onda je takvo polje yv u pravcu normale ¢(v) = const., ali je laminarno, jer je

0=VxVo=Vx(yv)=Vyxv+yVxv.
Kako je yv- (V x v) =0, za svako y # 0, onda mora biti
v-(Vxv) =0,

Sto predstavlja potreban uslov egzistencije kompleksnog laminarnog vektorskog
polja v. Moguce je pokazati da je to i dovoljan uslov egzistencije takve funkcije

y(v).

Zadatalk 18.1 Pokazati da je v ortogonalno na rotv akko je v = @V za neke
funkcije @ 1 y. n
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Resenje
Ako je v= @V, onda je
rotv =V x Vy (Dokazati).

Prema tome je
v-rotv = oVy- (Vo x Vy) =0,

odakle zaklju€ujemo da je v ortogonalno na rotv.
Obrnuto. Neka je v ortogonalno na rotv, tj. v-rotv = 0. Onda je diferencijalna
jednacina
v-dx =0

integrabilna. Prema tome postoje funkcije o i y, tako da je
av-dx =dy.
Smenom o = % piSemo
v-dx = ody = oVy-dx,

odakle sledi da je v = @V, sto je trebalo dokazati.

Definicija 18.5.1 Za vektorsko polje v kaZe se da je Beltramijevo, ako je
rotv = v za neku funkciju @. Takva funkcija w se naziva faktor abnormalnosti
vektorskog polja v.

Zadatak 18.2 Pokazati da je za takvo polje:
@)
1 rotv- rot(rotv)

sz o |rotv|?
(i) Akojev=Ve+ yVy, ondaje

Vo-(Vy xVyx)
(Vo)2—y2(Vx)*

Resenje
(1) Ako je rotv = @wv, onda je

v-roty = v- (o) = o|v|?,
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odakle sledi traZeni izraz. Takode je

rot(rotv) = rot(@v) = wrotv+ V@ x v. (Dokazati!).
Onda je

rotv- rot(rotv) = @ |rotv|* + rotv- (V@ x v) = @|rotv|*,
jer jerotv- (Vo x v) = @v- (Vo x v) = 0. Znaci

__ rotv-rotv(rotv)
N |rotv |

(i) Polazimo od
rotv = rot(gradg + ygrady ) = grady x grady,,
jer je rotgrad¢ = rotgrady = 0. Tada je

Vo-(VyxVy)=(Vo—yVy) (VY x V) = (Vo —yVy)-rotv =
= (Vo—yVy)-ov=0(Vo—-yVY)- (Vo+yVy) = 0 [(Ve)* - y*(V2)*],

odakle sledi trazeni rezultat.

18.6 Zadaci sa resenjima

Resenja dajemo u odnosu na generalisane koordinate.
Neka su f i ¢ skalarna polja, u i v vektorska polja i A tenzorsko polje u Es.
Pokazati da je:

» Primer 18.2 a) V(f¢p) = oVf+ fVo.

V(fo)=g(fo); =g (fio+19:)=oVf+[fVe.
D) VR (fv)=Vfov+fVev.

VR (fv) =gV, =g (fiv+fv)=gfiov+ v, =
=VfRv+fVey,

ili

V(fv)=Vf@v+ fVv.
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o) V- (VfxVe)=0.

V- (VfxVe)=g - (VfxVe), =g (g fxgpr).i=
=g (g fixgdortgfixgon=

=g (& x &) fji o+ [ 0u) =
=€ (fjiQi+fjou)=0.

| ]

= Primer 18.3

V- (fv)=Vf-v+fV.v.

| |

= Primer 18.4

VX (fv)=Vfxv+fVxv.

| ]

= Primer 18.5

V(u-v) = (Vu)v+(Vv)u.
V(wy)=g(uv); =g v+uv,) = (gou)v+(gev)u=
= (Vu)v+ (Vv)u.

| ]

= Primer 18.6

V-(uxv)=(Vxu)v—u(Vxv).
Viuxv)=g-(uxv);=g-(u;xv+uxv;)=v-(g xu;)—u(g xv,;) =
=v-(Vxu)—u(Vxv)=(Vxu)v—u(Vxv).

| ]

= Primer 18.7
V-(u@v)=(V-u)v+u- (Vv).

V- (u®v)=g" (u®v);= g’ (0;@v+u®v;) =
=(ghu)v+(g-u)v;=(V-u)vtu (g®v,) =
= (V-u)v+u- (Vv).
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= Primer 18.8

Vx(uxv)=div(viu—u®v)=v(Vu) —v(V-u) +u(V-v) —u- (Vv).

Vx(uxv):g"x(uxv)ﬁi:

= [g"(v®u—u®v)}’i:g"-(v®u—u®v),i:div(v®u—u®v).

Na osnovu Primera 18.7 sledi druga jednakost. "

a Primer 18.9
VXxVxv=VV.v—Av.

VxVxv=gx(Vxv),=gx(g xv;) =g x(@xv;)=g (v,0g —g'ov;) =
= (g"v)g’ — (&g )vi=g (g v:),;—8'vi=VV-v-Av.

= Primer 18.10 Neka je r vektor poloZzaja u E;. Pokazati da je:

a)Vr=1L
. 0 . or ;
Vr:g’axl.®r:g‘®ﬁ:g‘®gi:1,
b) V-r =3.
Vir=ul=3.
c)Vxr=0.

er:glﬁxr:g’xa;:g’xgi:gijglngzo.

d) V x (e xr) = 2¢, gde je ¢ konstantan vektor.

Sledi neposredno iz Primera 18.81, smenom u = ¢ i v =r koriS¢enjem izraza
ovog Primera pod a) i b). Pri tome imamo u vidu da je ¢ konstantan vektor i da je
svaka njegova promena jednaka nuli.

e) (Vxv)e=V-(vxe).

(Vxv)e= (gi XV;)e= g’ (vixe)= g"‘(vx c)i=
=V-(vxe).
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18.6.1 lzvodi drugog reda - nacin obelezavanja

div(gradf) = V- (Vf).
rot(gradf) =V x (Vf).

Af =V2f.

grad(divv) =V (V-v),
div(gradv) = V- (Vv).

rot(rotv) =V x (V xv).

Av = V2y.

N Bilo bi korisno da citalac izvede ove izraze koristeci operator V =

ﬁg" i uporedi sa ovde dobijenim izrazima. Radi jednostavnijeg iz-
X

vodenja dokaza preporucuje se koriSéenje Dekartovih koordinata.






19.1

19.1.1

19. Integralne teoreme

Transformacija povrSinskog integrala po grani¢noj povrsi dv oblasti v C E3 u
zapreminski integral po v, fundamentalna je u izvodenju jednacina polja u fizici,
posebno u mehanici kontinuuma.

Element zapremine i povrsi u E;

Element zapremine

Pokazali smo da je sistem baznih vektora g;, i = 1,2, 3, linearno nezavisan. Oni
u svakoj tacki x € Es3, odredenu vektorom polozaja r(x), definiSu paralelogram.
Onda, za fiksno I = 1,2, 3,

ar
ax!
definige infinitezimalni vektor u pravcu koordinatne linije dx’. Na taj nadin se

u svakoj tacki x € E; formira elementarni paralelopiped, ¢iju zapreminu ¢emo
obelezavati sa dv. Po definici je

dxlzgldxl

d]l‘ =

dv = [dll’,dzl‘,d3l‘] .
Onda je
dv = [gdx', gdx®, g3dx’| = g;- (g2 x g3) dx'dx?dx’.

Poznato je da je g;- (g; X &) = &jx = \/geijr- Onda je gi- (g2 X g3) = /. Prema
tome je
dv = /gdx'dx?dx’.
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To je relativna skalarna invarijanta teZine +1.

N Postupak koji smo primenili ne zavisi od dimenzije Euklidskog pro-
stora.

Neki korisni primeri

Dekartov koordinatni sistem - (x,y,z), g =1

Element zapremine
dv = dxdydz. (19.1)

Cilindri¢ni koordinatni sistem - (r,¢,z), g = r*

Element zapremine
dv =rdrdodz. (19.2)

Sferni koordinatni sistem - (1,6, ¢), g = r*sin’ 0

Element zapremine
dv=r?sin@drd6de. (19.3)

Povrsinski element

Povrsinski elemet je vektorska veli¢ina definisana infinitezimalnim vektorima

or

ul

dir = =— du! = a;did,

gde su uy, up koordinate na povrsi; i indeks / je fiksan, I = 1,2. Po definiciji je
da=a; xap du]duz,

i geometrijski predstavlja orijentisani infinitezimalni paralelogram definisan na

vektorima d;r, I = 1,2, kao stranama. Kako je ay x ag = \/&eaﬁ n,ondajea; xa; =

yan. Znadi,
da = adu'du’n.

Kao i svaki vektor predstavljamo ga u obliku

da = nda,
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gde je da intezitet vektora da, dat sa

da = ﬁdulduz.

) Formula za povrSinski element nas podseca na zapreminski element,
jer se element povrSi moze posmatrati kao zapreminski element u
dvodimenzionalnom prostoru.

19.1.4 Primeri

Dekartov koordinatni sistem u ravni - (x,y),a=1

Element povrsi
da = dxdy. (19.4)
Polarni koordinatni sisten u ravni - (, ¢)
X=rcosQ, y=rsinQ, a= r.

Element povrsi
da = rdrde. (19.5)

Element povrsi cilindra poluprec¢nika R - (¢,z)

x=Rcos@, y=RsinQ, z=z, a=R.

Element povrsi
da =Rdedz. (19.6)

Element povrsi sfere polupre¢nika R - (6, ¢)

x=RsinO cos@, y=RsinOBsing, z=RcosH.

Element povrsi
da = R*sin@dOdo. (19.7)
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Grinova teorema. Teorema o divergenciji

Dajemo bez dokaza osnovne Integralne teoreme vektorskog polja u [£3 smatra-
judi da se Citalac susretao sa njima u okviru redovnih kurseva iz matematike. Na$
cilj je da se zadrzimo na fizi¢koj interpretaciji s obzirom na njihovu primenu.

Teorema 19.2.1 — Grinova teorema. Neka je v regularna oblast u E3, a dv
njena dovoljno glatka grani¢na povrS. Neka je v € E3 glatko vektorsko polje.
Onda je

/V-nda: /V-Vdv, (19.8)
v v

/vinida = /vf,-dv, (19.9)

v v

ili u komponentalnom obliku

gde je n jedini¢ni vektor spoljainje normale na dv. Integral [ v'n;da se naziva
dv

fluks od v kroz orijentisanu povrs dv.

Teorema o divergenciji nam omoguduje da sagledamo fizicko znaCenje divergen-
cije vektorskog polja. U tom cilju posmatrajmo proizvoljnu tacku y € [£3. Neka je
Qs lopta sa centrom u y, polupre¢nika o ograniena sa povrsi dQg. Onda je, prema
Teorema o dirergenciji,

/V(x)-n(x)da:/v-v(x)dv:
Qs

Q5

:/[(v.v)(y)+0(5)] dv =vol(Qs) [(V-v)(y) + O(8)].

Qs

U grani¢nom slucaju biée

. 1
5

Znaci, za male vrednosti 6 bi¢e (V-v)(y) fluks v kroz dQgs po jedinici zapremine
vs.

Ako vektor v interpretiramo kao polje brzine, onda je fluks v kroz dQg jed-
nak promeni zapremine po jedinici vremena kojom fluid isti¢e iz y € Qg. Tacke
y € Qg pozitivne divergencije nazivamo izvor, negativne ponor. Od interesa je
generalizacija ove teoreme na tenzorska polja.

ZadrZzacemo se na tenzoru drugog reda.
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Teorema o divergenciji tenzora drugog reda
Teorema 19.2.2 Neka je T tenzorsko polje u v C E3. Onda je

/ana:/V~Tdv, (19.11)
v v

ili, u komponentalnom obliku (u Dekartovom koordinatnom sistemu)

/n,-Tifda = /Ti{idv. (19.12)
dv v

Dokaz

Neka je ¢ € [E3 proizvoljan konstantan vektor i v = Tec. Onda je

Vov=V.Te=g'(Te), = g (T,¢) = ¢ (T}g) = ¢ (¢ T,) = c- (V-T)

v-n=(Te)n=n-Te=c (T'n) = ¢ (nT).

Prema tome je

/V-nda:/V-vdv = c-/ana:o/V.Tdv,
v v

adv v

/ana:/V-Tdv

v

s obzirom na proizvoljnost vektora c.

Cesto se susrecemo u literaturi kada je T simetri¢an tenzor, tj. T = T7,
ili T¥ =T/'. Onda je

/Tﬁnida:/Tﬁ ,idv.

v v

Lako je pokazati, kao i u prethodnom slucaju, da je

1
(V-T)(y) = lim / nTda. (19.13)
5—0 VOlL25
Frol
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Zadaci

Neka su @(x), v(x) i T(x) skalarna, vektorska i tenzorska polja. Onda vaze
sledece integralne teoreme. Dokazati.

/(pnda: /V(pdv,
v v

/n®vda:/V®vdv,

dv
fn(w@v)da:/[(V~W)V+W(V®v)} dv,

dv v

/n®Tda:/V®Tdv, (19.14)

dv v

/ndea:/Vdev,

dv v
%(nT)@wda:/[diVT®W+TT-(Vw)T] dv,
dv v
f(r@nT) da:/(T+r®diVT) dv.

dv v

Uslucajukadaje T=1,divT =divI=0, izrazi (19.14)4_7 se znatno uproséavaju.
Specijalno, (19.14); postaje [48]

/r@nda =vl.
v

Specijalan slucaj. U mehanici kontinuuma od znacaja je sledeci integral koji
precizira sledeca

Lema 19.2.3
/rxTnda:/(rxdivT—tA) dv,
v v
gde je t* definisano preko tenzora T4 = 1 (T —TT'), antisimetri¢nog dela tenzora T,

tako da je TA v = t* x v, za svaki vektor v € [E3.

4
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Dokaz

Neka je ¢ € E3 proizvoljan konstantan vektor. Onda je

c-fé 1'><Tnda:]€9 ¢ (rxTn)da= ) Tn (¢ xr)da=

= TT(cxr nda_/dlv [T" (¢ xr)] dv =

—/ [T (e xr);] dv—/{ (cxr)+T’J(cxr),J}dv_
:/v SquCqu T] —|—8,-pqcp TU 5;1} dV:/v[Siqupzq T,;j—i—gipjcp TU:| dv =

:c-/(rxdiVT—tA) dv
v
gdejet! =¢;,T" g
Ovde smo iskoristili rezultat Primera 18.10a.

Prva Grinova identicnost

/(Vy/-V(er yAQ)dv = '7{ yVe-nda = %wg(’f da, (19.15)

v N

gde je v zapremina ogranicena sa povisi s.
Dokaz
Neka je v= yV@. Onda je
V-v=Vy-Vo+yV-Vo =Vy-Vo + yV2e.
U nekim slu¢ajevima pogodnije je pisati
V.v=Vy-Vo+ yAep,

gde je
A=V.V =V

Primenom Gausove teoreme o divergenciji

/V-Vdv = ]{V-nda,
v

s
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sledi da je

/(Vly-VqD+ yAQ)dv = ]{wV(p-nda = j{y/aa(p da.
n

1%

Druga Grinova identi¢nost

/((th//— wVo)-nda = / (oViy — yV20) dv. (19.16)
dv v
Dokaz
Neka je
v=yVo—oVy.
Onda je

Vov=V-(yVo—oVy) =
=Vy-Vo+yV2e—Vo-Vy —oViy = yVo— oViy.

Primenom Grinove teoreme sledi da je

d )
/(‘I/Vzw—wzw)dwf(W(p—(me)-nda:f<w£—<paz’> da.

v N s

Stoksova Teorema

Odnosi se na relaciju linijskog integrala vektorskog polja duz proste za-
tvorene krive linije i povrSinskog integrala polja na glatkoj povrsi S ¢ija je granica
C = dS. Pozitivna orijentacija jedini¢nih vektora t krive C i spoljasnje normale n
povrsi S se pretropostavlja.

Teorema 19.3.1 — Stoksova teorema. Neka je v glatko vektorsko polje.
Onda je

/(va)-nda:/v-tds. (19.17)

S C
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Integral [v-tds se naziva cirkulacija vektorskog polja duz krive C.
C

Teorema se moZe koristiti za sticanje odredenog uvida u fizicko znaCenje rotora
vektorskog polja. U tom cilju posmatrajmo proizvoljnu tacku y € Es. Neka je Sg
disk sa centrom u y poluprecnika 0 ograni¢en sa Cg. Onda je, prema Stoksovoj
teoremi,

[vx)tix s = [(Vxv)x)nxda= [ [(Vx¥)(y)n(y)+ 05 da =
Cs S5 Ss

= povSs [(V x v)(y) n(y) + Os] .
(19.18)

U grani¢nom slucaju je

/V-tds. (19.19)

Cs

(Vxv)(y)n(y) = lim e

Pri izboru vektora n moZemo zakljuciti da rotv =V X v leZi u ravni upravno na
ravan za koju je cirkulacija najveca, pri ¢emu je njegova veli¢ina jednaka cirkulaciji
po jedinici povrsine u toj ravni.

Ako interpretiramo v kao vektor brzine fluida onda se (V x v)(y) moze interpre-
tirati kao ugaona brzina fluida u y.

Zadaci sa resenjima Integralne teoreme

Po pretpostavci, skalarna, vektorska i tenzorska polja, koja se razmatraju, su

neprekidna i diferencijabilna.
Zadatak 19.1
ffnda: /Vfdv.
dv v

Resenje

Koristimo

]{n-wda = /divwdv,
A4

dv
za vektorsko polje w = f¢, gde je ¢ proizvoljan konstantan vektor:

7{ n-(fe)da = / div(fe) dv,

adv
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c-%fnda = c-/gradfdv,
adv v

odakle sledi integralna identi¢nost.

Zadatak 19.2

j{n X wda = /rotwdv.

adv v

Resenje

(fnxwda) -c:]{(nxw)-cda:?{(wxc)-nda:/div(wxc)dv:

v v v v

_ ( /wd)

fnxwda:/wadv.

v

Zadatak 19.3

Resenje

(fnxwda) -c=j{(nxw)-cdazf(wxc)-nda:/v><wdv.

v av v v

Zadatak 19.4
j{wxnda:/(wa)Tdv.

av v
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Resenje

Sledi iz Zadatka 19.3 koriS¢enjem transpozicije.

Zadatak 19.5

]{ n(wev)da = / [(V-W)v+ w(V @ V)] dv.

av v

ResSenje

fv(w@n)da=]§n(w®v)da=/v-(w®v)dv.

v av

V-(wov)=g- (wav), =g (w,ov+wav,;) = (g w,)v+ (g -w)v,;=
=(V-w)v+w(gov,)=(V-w)v+w(Vav).

U sledeé¢im zadacima koristimo, radi jednostavnosti, Dekartov koordinatni si-
stem koordinata.

Zadatak 19.6

f (nT) @wda = / [divT @ w+T7- (Vw)T] dv.
v v

Resenje

(nT) QW =Tjn;e;Qwier = Tjjwin;e; @ ey
= Tiwnj = (Tiwk),j = Tjijwi+ Tjiwe.j
= divTow+T! - (Vw)!.



438 Glava 19. Integralne teoreme

Zadatak 19.7

7{ (0T)-wda = / [divT- w+ trT(Vw)] dv.
v v

ResSenje

mT)ow = Tiwn;j = (Tiwk),j = Tjijwi + Tk j
= (dvT)@w+T! - (vw)!

N f (nT)-wda — / [divT-w+ &T(Vw)] dv.
v v

Zadatak 19.8
f(r@nT)da:/(T-l-r@divT)dv.

adv v

Resenje

renT = zzmTy; = (2Tg)x=0ualij+zljx =
T+r®divT.
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- |
20. Primena tenzorskog racuna u
diferencijalnoj geometriji

\_

20.1 Uvod

Diferencijalna geometrija je grana matematike koja u velikoj meri koristi metode
drugih grana matematike kao Sto su diferencijalni i integralni racun, topologija i ten-
zorska analiza za istraZivanje geometrijskih problema vezanih za apstraktne objekte,
kao $to su prostorne krive i povrsi, i njihova svojstva gde su ova istraZivanja uglav-
nom fokusirana na ovim svojstvima u malim skalama. Diferencijalna geometrija
moze biti uporedena sa “algebarskom geometrijom”koja je druga grana geometrije,
a koja koristi algebarske metode za istraZivanje geometrijskih problema uglavnom
globalne prirode.

IstraZivanja svojstava krivih i povrsi u diferencijalnoj geometriji su usko poveza-
na. Na primer, izuavanje svojstva prostornih krivih je ekstenzivno u istrazivanju
povrsi, jer se opSta svojstva povr§i mogu definisati pomocu svojstava krive na tim
povrsSima. Tako se nekoliko svojstava krivine povrsi u odredenoj tacki definiSe u
funkciji parametara povrSinskih krivih koje prolaze kroz tu tacku.

20.2 Opste napomene, konvencije i notacije

Odmah napomenimo da se ovde nasa istrazivanja uglavnom zasnivaju na izu¢avanju
krivih i povrS§i u prostoru E3. U vecini slucajeva, ”povr$”i “prostor’u ovoj knjizi
znaCe mnogostrukost dimenzija 2D i 3D.

Pri tome se ima u vidu da se u vecini sluajeva jedna kriva moZe nalaziti na vise

od jedne mnogostrukosti. Na primer, kriva na povrsi u [E3 je istovremeno povrSinska
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1 prostorna kriva.

Shodno tome, u ovoj knjizi ovi termini se tumace u zavisnosti od mnogostrukosti
koja se posmatra. Mnogi stavovi formulisani za odredeni tip mnogostrukosti mogu se
pravilno i lako proSiriti na drugi tip uz minimalna prilagodavanja dimenzionalnosti i
simbolike. To znaci da ”prostor”’u nekim stavovima treba shvatiti u njegovom Sirem
znacenju kao mnogostrukost koja sadrzi krivu, a koja u specijalnom sluc¢aju moze
biti i povrs 2D.

Kratko o konvenciji obelezavanja: u literaturi je uobicajeno, kada je re¢ o
prostorima 2D i 3D, da se koriste grcki indeksi koji uzimaju vrednosti 1,2, a latinski
indeksi za vrednosti 1,2,3, ako se drugacije ne naglasi. Njihovo koriSéenje ukazuje na
dimenzije prostostora koji se koristi. Takode je uobifajeno da se sa u* obelezavaju
koordinate prostora 2D, a sa x' koorinate u 3D. U opstem slucaju su i u® i x'
krivolinijske koordinate. U svakom drugom slucaju bi¢e dato dodatno objasnjenje.

Radi pogodnosti, kao i u cilju upoznavanja Citaoca sa razli¢itim notacijama koje
su u upotrebi u literaturi tenzorskog racuna i diferencijalne geometrije, ponekad je
neizbezZno kori$¢enje razlicitih oznaka i za iste koncepte. U nekim sluc¢ajevima upo-
treba jedne ili druge, od ovih notacija, zavisi od konkretnog poglavlja. U kontekstu
je uvek jasno o kojoj notaciji je rec.



21.1

21.2

21. Teorija krivih linija u E;

Uvod

Pocinjemo nasa razmatranja u [E3 kao osnov svih naSih daljih izu¢avanja. Napo-
minjemo, izmedu ostalog, da je to prostor naSih opazaja i prostor fizickih dogadanja
i kao takav najceSce se koristi. Prirodno je da zapo¢nemo sa razmatranjem krivih
linija u E3 kao najprostijeg jednodimenzionalnog prostora koji nam je dostupan. Sva
ostala razmatranja predstavljaju geometrijsko proSirenje pojmova koji se odnose na
krive linije. Odmah da napomenemo da se ovde zadrzavamo na izuCavanju realnih
krivih.

Kao i do sada, pretpostavljamo da su u [E3 definisane dopustive krivolinijske
koordinate x, i = 1,2,3. Prema tome, svaka tacka x € E; je definisana skupom
svojih koorinata, tj. x = x(x).

Razni nacini predstavljanja krive

1. Parametarska reprezentacija

Pretpostavimo da su x(z), y(¢) i z(¢) koordinate tacke u trenutku 7 koja se krece
u prostoru R3. PoloZaja tatke x u posmatranom trenutku 7 je
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Neka I C R oznacava interval u kome ¢emo posmatrati kretanje tacke tako da
x: I C R?, sa geometrijskog stanovista, takvo preslikavanje x odreduje krivu u
prostoru R3. Opravdano je pretpostaviti da je kretanje tatke x glatko. Drugacije
redeno, x(t), y(t) i z(t) su klase C*!.
Preciziramo.
Definicija
C* (k > 0) parametarska kriva u prostoru R? je C¥ preslikavanje

x: ICR t— (x(2), y(t), 2(2)). (21.1)

Promenljiva ¢ se naziva parametar.

Primer 7
Parametarski oblik spirale (helikoida) x : |R C R3 je

x(t) = (acost, asint, bt), a>0,b> 0. (21.2)

KaZe se da se kriva obavija oko cilindra x*> +y? = a* udesno. Ako je b < 0, uvijanje
je ulevo.

N Napomena. Uobicajeno je da se parametrizovana Kriva obeleZava sa
x =x(¢) ili r = r(¢), kada je interval  C R poznat.

Definicija

d
Parametarska kriva je regularna u 7y ako je d—f # 0 i regularna ako je

]
regularna za svakiz € I.

Posebno Ce se naglasiti kada to nije slucaj.
Parametrizacija (21.1) nije jedinstvena. Bilo koja druga parametrizacija

dr
t:t(w),%#o, I,:c<w<d

1Za funkciju f se kaZe da je klase C* ako je diferncijabilna k puta, a k-ti izvod neprekidan
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je moguca pod uslovom da je r = 7(w) diferencijabilno r puta u intervalu [, : ¢ <
w < d. Pri tome se skup tacaka krive C ne menja.

Transformacije koje zadovoljavaju ove uslove nazivaju se dopustive parame-
tarske transforamcije.

2. Kriva C moZe biti predstavljena pomocu dve implicitne funkcije

F(x', 22 x) =0, Gux'x*x%) =o. (21.3)

U problemima kada nije bitna relacija izmdu tacaka krive C € I i vrednosti
parametra ¢, ovaj nacin predstavljanja moZe da ima svoje prednosti.

dx' (1)
dr

nezavisnu promenljivu i predstaviti C u obliku

3. Takode, u tackama C u kojma je # 0, moguée je x! koristiti kao

X =x2xh, P =3Eh. (21.4)

21.3 Luk krive. Prirodna parametrizacija

Parametar, koji se naj¢e$ce koristi, posebno u teorijskim razmatranjima, je luk
krive. Intuitivni prilaz je sledeci: ako se C : x = x() posmatra kao putanja Cestice u

dx(t)
dr

onda rastojanje koje Cestica prede u toku vremena.

prostoru, onda je

' brzina Cestice kao funkcija vremena. Integral brzine je

Definicija
Duzina segmenta s regularne krive, ili luk krive, C: x =x(1), a <t < b, je

b
o=
a

dx(r)
dr

‘ dr. (21.5)

Pogodnost izbora s, kao parmatera krive, sastoji se, izmedu ostalog, u tome Sto
on predstavlja geometrijsko svojstvo krive i ne zavisi od izbora drugih parametara.

Definicija
Parametrizacija krive preko luka s
C:x=x(s), I:a<s<b,

naziva se prirodna parametrizacija.
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Primer 8

Odrediti prirodnu parametrizaciju krive

C:x=¢

(cost,sint, 1). (a)
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Resenje
Racunamo
dx . .
Frial (cost —sint, sinz +cost, 1).
Onda je
d
‘ d—j = e’\/(cost —sint)2 4 (sint +cos?)2 + 1 = ¢/ /3.

Saglasno sa (21.5) bice

dr =V3(e' - 1),

-l

odakle je
s
t=In(1+—|.
(+35)

Zamenom ¢, u jednacinu (a), dobijamo njenu prirodnu parametrizaciju. Kao §to se
vidi na ovom jednostavnom primeru, prirodna parametrizacija nije uvek najjedno-
stavnija.

U nekim sluc¢ajevima ne moZe se odrediti.

cost sint sin2t
C:x= , , . b
<\@ V15 6\@> ®)

Onda je

dx_( sinz  cost coszt—sin2t)
dr V3TVI5T 35 ’

B \/153in2t~|—3coszt—|—(coszt—sinzt)2 3 —cos2t

dx
dt

45 35

dx

6t — sin 2t
dt '

dr =
6V/5

t
=/
0






22. Freneove formule

Neka je prostorna kriva C data jednacinom
C:x=x(s), (22.1)

gde je s luk krive C. Pretpostavljamo da je kriva C glatka do reda koji nam treba.
Tangentni vektor T krive C je definisan izrazom

dx  dxf
T & 222)
Polaze¢i od metritke forme ds® = g;; dx’dx/, vidi se da je

dx’ dx/

1=8igs gy —sul'l”
idaje T jedini¢ni vektor. Diferenciranjem izraza T- T = 1 dobijamo da je
dT
— T=0, (22.3)
ds

dT
odakle sledi da je vektor T upravan na T. MoZemo ga predstaviti u obliku
S

dr

— =k 224
o =N (22.4)
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gde je N jedini¢ni vektor, a k njegov intezitet. Vektor N nazivamo glavna normala,
a k krivina Kkrive C.

1z (22.3) se vidi da su vektori T i N ortogonalni, pa prema tome i linearno
nezavisni. Onda je, po definiciji, njima upravan vektor

B=TxN

jedinican. Prema tome, vektori T, N i B su ortonormiran sistem vektora, koji pred-
stavlja prirodan tijedar duZ tacaka krive. Svaki vektor, definisan na krivoj, kao i
njegova promena, mogu biti predstavljeni u odnosu na ovaj trijedar. To vazi i za

vektore trijedra. Tako je

d
—N =aT+ bN +cB.
ds

Koeficijenti razlaganja a, b i ¢ odreduju se iz uslova, ortonormiranosti vektora T, N

1B.Ondaje a = —x1ib =0.U literaturi je uobi€ajena oznaka ¢ = 7. Prema tome je
dN
— = —kT+7B. (22.5)
ds

Uvodimo terminologiju: vektor B se naziva binormala, a skalarna invarijanta, 7
torzija krive C.
Njegovim diferenciranjem dobijamo

dB dT dN
— = Tx —.
ds ds XNATx ds
Kako je T x B = —N, sledi da je
dB
— — _1N. (22.6)
ds

Jednacine (22.4), (22.5) i (22.6) su Freneove formule.

Prostorna kriva €

AN

0

Slika 22.1: Frene-formule.
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Zbog njihove vaznosti u teoriji krivih linija u E; grupiSemo ih i piSemo. U
literaturi se Cesto srece matri¢ni nacin obeleZavnja Freneovih formula

dT
ds
0 k£ O T
CL—N =|-k 0 = N |,
s
JdB 0 T 0 B
ds (22.7)
ili
d T 0 k£ O T
E - —k 0 T N
*\B 0 -t 0/ \B
U komponentalnom obliku biée
8T . SN . : 5B :
= kN' = —kT'+ 1B’ = —1N' 22.8
Os ’ Os +, Os o (22.8)
N
gde je — Bjankijev izvod po parametru s.
Navedimo jos sledece izraze:
e 8T 8T/
T=guT'N ——, K =gij—= < 22.9
l]k 6S ) glj 5S 6S ) ( )

odakle se eksplicitno vidi zavisnost znaka T od orijentacije trijedra, za razliku od k
koja predstavlja intezitet vektora T.
Primer primene ovih pojmova ilustruje sledeca teorema

Teorema 22.0.1 Jedini¢ni tangentni vektor T(s) krive x(s), za koju je k > 0,
zaklapa konstantan ugao sa fiksnim jedini¢nim vektorom a akko je ; = const..

Dokaz

Ako je T(s)-a = const. za svako s, onda je

dT(s)
ds

Prema tome, vektor a leZi u ravni vektora T(s) i B(s). Kao jedini¢ni vektor moZze da
se predstavi u obliki a = T(s) cos & + B(s) sin &, gde je o neki konstantan ugao, §to
se vidi iz uslova T(s)-a = const. = cos . Onda je
dT dB
0= d(s) cos ot + d(s) sino = k(s)cos aN(s) — 7(s) sinaN(s) =
s s
= (k(s)cosa — 7(s)sinar) N(s).

-a=0=kN(s)-a.
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Prema tome,
T cosc (oo )
== =cC = const.
k sinx £

. T .. . .
Obrnuto, ako je e const., onda uvek postoji ugao, recimo @, tako da je

cos ¢

= ctg = const. = ——.
&¢ sin @

=1 Q

Difrenciranjem vektora T(s) cos ¢ +B(s)sin ¢, sledi da je

dT(s) dB(s)
ds cose+ ds

sin@ = (k(s)cos @ — 7(s)sin@) N(s) = 0.

Odakle zaklju¢ujemo da je tako definisani vektor konstantan jedini¢ni vektor. Ugao
koji taj vektor zaklapa sa T(s) je ¢.
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22.1 Krivina i torzija

Neka je u svakoj tacki krive C : x = x(s), gde je s luk krive C, definisan trijedar
vektora T, N i B. Za dalje istraZivanje vazna je sledeca definicija:

Definicija 22.1.1 - Ravan upravna na vektor normale T odreduje normalnu

ravan
(x—x(s))-T(s) =0, (22.10)

- ravan upravna na vektor normale N, odreduje rektifikacionu ravan
(x—x(s))-N(s) =0, (22.11)

- ravan upravna na vektor binormale B, odreduje oskulatornu ravan
(x—x(s))-B(s) =0, (22.12)

gde je x bilo koja tacka ravni koja prolazi kroz tacku x(s) krive C.

@ normalna ravan
RN
&

Ny r(t)

&L
X

& B
A
N

4

oskulatorna ravan

Slika 22.2: Pirodni trijedar.

Torzija T ima sasvim odredeno geometrijsko znacenje. Kao S$to je krivina mera
odstupanja krive linije od prave (tangentne) linije, isto tako je torzija mera odstupanja
krive linije od oskulatorne ravni.

Krivina je jedna od najprostijih, ali takode jedna od najvaZnijih svojstava krive.
To nam potvrduje sledeca lema:

Lema 22.1.1 Ako je k = 0 za sve vrednosti paramtra s kriva leZi na pravoj liniji.



458 Glava 22. Freneove formule

Dokaz
Prema uslovu Leme sledi da je

dT
— =0 = T=a,
ds

gde je a konstantan jedini¢ni vektor. Onda je

d
—X:T:a = Xx=as+b,
ds

gde je b integraciona konstanta. Prema tome X(s) je prava linija koja prolazi kroz b
u pravcu vektora a. Znaci krivina

je mera odstupanja krive linije od prave linije. Takode je

(22.13)

d52

dx d*x

dT
Tx —=kTxN=kB k= —
ds % = ‘ ds ds2

Analogno krivini &, torzija T je mera odstupanja krive linije od oskulatorne ravni.
Njena velicina je odredena izrazom

dN dN
T=B- = (TxN)-—.
Kako je
_ 1dT  1d%x
~kds  kds?’
onda je
dN  1dx 1 dkd’x
ds  kds® k2dsds?’
pa je

(o By (101 s
 k\ds ds? kds® Kk?dsds? )’

Prema tome pri prirodnoj parametrizaciji ( preko luka krive) sledi da je

ds % ds?

o ) ox
1 /dx @ dix ~\ds  ds?) ds} (22.14)
2 s> ‘ PN '

ds?
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U slucaju proizvoljne parametrizacije, recimo parametra t = #(s), koja je Cesto
data u analitickom obliku pogodnijem za raCunanje, potrebno je odrediti krivinu i
torziju u odnosu na takvu parametrizaciju. Prvo éemo odrediti krivinu polazeéi od
izraza (22.13). Dajemo jedan od nacina. Polazimo od izraza

C:x=x(t)=x(s(1)), (22.15)
Onda je
dx dxds . d* d*x /ds\? dxd3s
- = - 1 - = _ -
dt dsdr dr?2  ds? \ dr ds dr?’
paje

d?x  dx  d* dx /ds\> d>x dx /ds)’ ds\?
d2 " dr ds? T dr \ dr ds2 " ds \ dr dr

Odavde je

d’x  dx d*x  dx
a a az
k(1) = = . (22.16)
ds dx
dr dr

Ocigledno je da se (22.4) svodi na (22.13) u slucaju kada je t = s.
Potpuno analogno odredujemo troziju t(¢) pri proizvoljnoj parametrizaciji t =
t(s). Onda je
dx dxdr  d>x  d’x (dr\?  dxdx
ds  drds’ dsZ_dzZ<ds> dr ds?

#x  dx fdr\’ L Exdr & dx s
ds3  dr3 \ds dr? dsds? * dr ds3’

Smenom ovih izraza u gornjem izrazu u (22.22) dobijamo

<dxxd2x d3x

1 /dx &)\ & /de\® \dr " a2 ) a3

N o (9X EX) dXx fdr . 22.17

olt) kZ(dedﬂ) dr3 (ds> i xlP (@2.17)
‘dtxdtz

Specijalan slucaj ovog izraza je (22.22) kada je t = s.

Primer 9
Odrediti krivinu i torziju kruzne helikoide

x(t) = (rcost,rsint,ct).
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Resenje
PiSemo 5
d d
dlt( = (—rsint,rcost,c), £ = (—rcost,—rsint,0).
Kako je
dx dx d’x
— SRR = /P2
a = r-+c 1 'dt X @ =rvr-+c 5
onda je, prema (22.4),
r
k=—5——.
}’2+C2

Na isti nacin se pokazuje da je, prema (22.17)

c

T=— -
r2 42

Znaci, za kruznu helikoidu i krivina i torzija su konstante. Trivijalno sledi

T Cc
— = — = const.
r

Na isti nacin se pokazuje da je, prema
(22.17)

<
24

Znaci, za kruznu helikoidu i krivina i tor-
zija su konstante. Trivijalno sledi

T

T Cc "
— = — = const.
x k r

=

Slika 22.3: Kruznu helikoida.

Prirodne jednacine krive

Do sada smo uvek predstavljali krivu u obliku
C:x=x(t) ilikao C:x=x(s),

kada je za parametar krive koriS¢en luk s. Jasno je da analiti¢ki oblik takve repre-
zentacije krive C zavisi od izbora koordinatnog sistema u Ez. Onda se postavlja
pitanje da li postoji karakterizacija krive nezavisno od koordinata, izuzev od njenog
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polozaja u prostoru? U pokusaju da nademo takvu reprezentaciju prirodno je da se
posmatraju one veli¢ine krive koje su nezavisne od koordinata i parametra, tj. takve
veli¢ine koje zavise samo od prirode krive. Takve veli¢ine su krivina k i torzija 7.
Dve nezavisne funkcionalne relacije krivine k i torzija T u funkciji luka s nazivamo
prirodne jednacine krive C u E3.

Mi ¢emo koristiti jednacine

k=k(s), 7=1(s),

u daljem istraZivanju.

Moze se pokazati da ako su k = k(s) i T = 7(s) neprekidne u nekom intervalu,
onda one jednozna¢no odreduju krivu do na poloZaj u prostoru.

Pokazalo se da je reSenje naSeg problema jednostavno, ako su k = k(s) i T =
7(s) analiticke funkcije, jer koeficijenti Tejlorovog reda funkcije x(s) sadrze samo
funkcije k = k(s) i T = 7(s) i njihove izvode. To znaci da ako pretpostavimo da je
kriva x(s) klase r > 3, onda njen Tejlorov red do na treéi stepen glasi

(0 3 gk dfx O(s*
X(S)—X( )+k§1ﬁ@+ (S )

Smenom
dx d>x [ dT dx [ &ET  dk
—(=T), —5|=—) i —5(=-5="-N-KT+k1B
ds( ) ds2< ds) ' ds3( ds2  ds T >
1 koristec¢i Freneove formule, dobijamo da je
dk
3
3k2 0 2k2 0 S‘*(O)
X(s)—x(())—i-(s—s ( )>T(O)+ a 2( )4 dg N(0)+

s°k(0)7(0)
T <6

> B(0) +O(s%).
Podudarnost krivih

U klasi¢noj Euklidskoj geometriji interesuju nas geometrijska tela koja imaju iste
geometrijske karakteristike. Za takva tela kaZe sa da su podudarna, ili kongruentna.

Grubo govoredéi, dve krive u prostoru C i C su podudarne, ako se krutim kreta-
njem mogu dovesti do poklapanja. Kruto kretanja se sastoji iz dva nezavisna kretanja:
translacija i rotacija. Translacijom moZemo dovesti do poklapanja odgovarajucih
dveju tacaka krivih C i C. Onda se rotacijom, ako su kongruentne, dovodi do pokla-
panja. Takva kombinacija translacije i rotacije naziva se Euklidsko kretanje. Kako
je re€ o kretanju obi¢no se kao parametar krive uzima parametar ¢ koji se posmatra
kao vreme, tj. C : x = x(¢). Onda je Euklidsko kretanje kompozicija dveju operacija.
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Definicija 22.2.1 — Translacija.

gde je v konstantan vektor.
Definicija 22.2.2 — Rotacija.

x()+v = Q(x(t)+v),
gde je Q matrica rotacije.

Ispitajmo kako se to odrazava na Freneove formule.

Odmah se vidi da su Freneove formule krive x(7) iste kao i za krivu x(¢) 4 v.

Ostaje nam da razmotrimo rotaciju. Za ocekivanje je, da primena rotacije Q na
krivu x(t) rotira takode i trijedar vektora T, N i B. U tom cilju sa

T
R=N],
B

obelezavamo ortogonalnu matricu koju ovaj trijedar vektora formira, a sa

0O k£ O
F=|-k 0 1],
0O -1t 0

antisimetri¢nu matricu u formuli (22.7) u odnosu na standarnu bazu u £3. Onda se
(22.7) moZe izraziti u obliku

dR(z?) dR(z)

— T\ —
5 =F@)R(t) = @ R (1) =F(1).
Primenom rotacije Q na x(r) prevodimo R(r) = R(7)Q. Onda je
dR(7)Q r,.. dR(t) ., dR(t) ;.
Y2 (ro)" ()= B oor= BUR7 (1) =¥,

jer je Q matrica rotacije.
Znaci, matrica F, matrica krivine k = k(¢) i torzije T = 7(¢), je invarijantna pri
rotaciji Q kojoj je podvrgnuta kriva x = x(z).
Koristeéi Freneove formule, pokazaéemo da vaZi i obrnuto:
Bilo koje dve krive, koje imaju istu krivinu i torziju, su podudarne (kongru-
entne) pri Euklidskom kretanju.

Fundamentalna teorema krivih u prostoru
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Kriva je jednoznacno odredena, izuzev polozaja u prostoru,
kada su njena krivina i torzija date u funkciji luka s.

Dokaz

Neka krive C i C| imaju jednake krivine k i torziju 7T za iste vrednosti s. Neka se T,
N, B odnose na krivu C, a T, Ni, B; na krivu C;. Onda, u tackama krivih odredene
istom vredno$¢u s, imamo:

%(T.Tl) =T- (kN) +-kN-T},
%(N-Nl) =N-(—kT +By) + (—kT; + 7B;)-Ny,
%(B-Bl) =B:(—7N;) + (—7N)-B,.
Ocigledno je
%(T-T1+N'N1+B-Bl) =0,
odakle sledi da je

T-T; +N-N; +B-B; = const.

Pretpostavimo da su inicijalne tacke krivih C 1 Cy, od kojih se meri s, dovedene
do poklapanja i da su krive rotirane tako da se njihovi trijedri T, N, B i T, Ny,
B takode poklapaju. U toj tacki T = T, N =N; i B = B; i vrednost konstante u
poslednjoj jadnadini je 3. Medutim, zbir kosinusa uglova T- T, N-N; i B-B;, moZe
biti jednak 3, ako su ovi uglovi jednaki 0, ili 27. To znaci da je T =T, N = N;
i B =B u svim tackama dveju krivih. Takode, relaciju T = T| moZemo pisati u
obliku ;

—(T-T;)=0
ds( 1) b

odakle sledi da je
r(s) =r(s) +ec,

gde je ¢ konstanta integracije. Ova razlika iS¢ezava u inicijalnoj tacki, pa prema
tome i u svim ostalim tatkama. Znaci, r(s) = r(s) i u svim odgovaraju¢im zackama,
tj. dve krive se poklapaju.

Freneove formule u N-dimenzionalnom prostoru

Od interesa je problem odredivanja Frenovih formula u N-dimenzionalnom
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prostoru. Jedan od postupaka za njihovo izvodenje predstavlja nastavak postupka
koji smo koristili za prostor [E3. Ovde ilustrujemo drugi, saZet, pristup.

Neka je C : x(s) glatka diferencijabilna kriva (do reda koji nam treba) u Ey, s je
duzina luka krive. Pretpostavimo da su vektori

linearno nezavisni. Koriste¢i Gram-Smitov postupak odredimo ortonormirani sistem
od N -vektora {e;}. Vektor X; = 3—: je jedini¢ni. Pogodno je njega uzeti kao
vektor e; = X. Odredimo jedini¢ni vektor e, u ravni vektora X; i X, tako da je
e;-ey = 0. Na isti nacin odredimo jedini¢ni vektor e; kao linearnu kombinaciju
vektora X, X i X3, tako da je eq-eg = 0y, (@, 8 = 1,2,3). Ponavljajuci ovaj
postupak odredujemo sistem od N linearno nezavisnih vektora ey, ex-e; = &, (k,l =
1,2,...,N). OCigledno je da sistem vektora {e;} defini$e bazu prostora Ey. Njihova
promena po s takode definiSe vektore u Ey. U odnosu na bazu {e;} mogu se
predstaviti kao njihova linearna kombinacija , tj.

dek N
—_— = . 22.18
s k; are; ( )

Koristeéi relaciju e;- e, = &y sledi da je

dek
— €& =dau-
ds

Onda je

d(e;-e de, de
( k l) = —k~e1 + e = = ay+tap=0 = ay=—ag.
ds ds ds

Prema tome, sistem koeficijenta ay; je antisimetri¢an. Pogodno je (22.18) pred-
staviti u matricnom obliku

e 0 an aiz - ain e
d € —ap 0 a3 -+ aoN €
—le | =] —aiz —ax 0 asn €3
ds .

ey —aiy —axy —azy -+ 0 ey

k
Uoc¢imo da je izvod Xy baS Xy 1, jer je Xi = disj‘( Prema tome, izvod od X je
X> i kao takav predstavlja linearnu kombinaciju e i e;.
Kako je e; = X, zakljuCujemo da je izvod od e; linearna kombinacija od e; i
e,. Ali to znaci da su svi koeficijenti a;3 = aj4 = --- = ajy = 0, osim koeficijanta
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X, d°
k1 = aj;. Takode je ddz _dx
- T - |
ey ies. S druge strane, X je linearna kombinacija vektora e; i ey, npr. X, = ae| +be;

i X3 linearna kombinacija vektora e, e, i e3. Onda iz

= X3 i predstavlja linearnu kombinaciju vektora ey,

dXz i de1 dez
ds “ ds +b ds

X3 =de; + ge, + hes,

., . dey . L ) ) )
sledi da je & linearna kombinacija vektora ey, e; 1 e3. Osim ajp =k 1 a3 = ky,
svi ostali koeficijenti su ayqg = azs = --- = apy = 0.
. ) . deg . o
Na isti nacin se pokazuje da je & linearna kombinacija vektora e;,e;, ..., €z q.

Uvodeci oznaku ay 11 = k;, moZe se gornja matrica predstaviti u obliku

€ 0 kl 0o --- 0 €1
(5] —kl 0 k2 - 0 €
dles || 0 =k 0 - 0f]e
ds | . . . . . .
(9 0 0 0o --- 0 ey
Koeficijenti kj,ko,...,ky—1 predstavljaju redom prvu, drugu, treu, i N — 1

krivinu krive C C Ey. Napisana u razvijenom obluku dobijamo izraze

de
(Tk = —kj_1€—1 + kreri1,
§ de (22.19)
kk_Tkek+17 kO_kN_O7 (k:l727 7N)
S

koji predstavljaju Freneove formule krive C C Ey.

U slucaju krive C C Ey koeficijenti k; 1 k> obeleZavaju se sa K i 7, redom, i
nazivaju se krivina i torzija krive C.

Na analogan nacin se odreduje geometrijski smisao ostalih koeficijenata u
gornjem izrazu, zbog Cega se nazivaju generalisane Krivine krive C C Ey.

VaZno je uociti da se precutno pretpostavlja da su svi koeficijenti ky, ks, ..., kny—1
krive C : x(s) razli¢iti od nule, $to nije uvek slucaj. To nije uvek slucaj ni za krive

de
C C Ep. Primera radi, =t kiey. Ako je ki = 0 u svim tackama krive C, onda je
reC o pravoj, geodezijskoj, liniji. Njena tangenta se naziva stacionarna. Oc¢igledno
e
je da je u tom slucaju d—l = 0-e; = 0. Vektor e; nije odreden i postupak se prekida.

S
U slucaju kada je k; # 0, ali k; = 0 u nekoj tacki krive, dalji postupak se prekida.
Oskulatorna ravan u toj tacki se naziva stacionarna.
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U opStem slucaju je

dek
— = —Ki_1€_| + K€rr1, k=1,2,....N,
ds k—1€k—1 1 K€t (22.20)

ko =km =kpy1="=kn=0.
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Darbuov vektor

Kada se tacka krece duZz krive C, onda njeno kretanje prati kretanje trijedra orto-
normiranih vektora T, N i B. Kako trijedar ovih vektora, u toku kretanja, ne menjaju
svoje intezitete (jediniCni su) i uzajamne polozaje (medusobno su upravni), onda se
njegovo kretanje moZe poistovetiti sa kretanjem krutog tela u koji je trijedar kruto
utisnut. Drugacije receno, kretanje trijedra vektora T, N i B, moZemo posmatrati
kao kinematiku krutog tela, koje ovaj trijedar reprezentuje.

Teorema 1 (Mozzi, Cauchy)

Kretanje krutog tela u prostoru predstavlja (infinitezimalno) zavojno kreta-
nje.

Prema definiciji, zavojno kretanje se sastoji iz translacije, duZ prave linije, i
rotacije, oko te linije. UoCimo da svaka tacka krutog tela, koja nije na osi rotacije,
opisuje kruZnu helkoidu.

Mi ¢emo dalje iskljuciti iz naSeg razmatranja translaciju posmatranog trijedra
(koja je odredena vektorom T).

Obelezimo sa @ ugaonu brzinu krutog tela oko ose rotacije. Vektor @ je isti za
sve tacke krutog tela i kao takav funkcija je samo vremena. U odnosu na trijedar T,
N i B, ovaj vektor dat je izrazom

o = o, T+ N+ o;B. (22.21)

Primer 10

Naka su X i x poloZaji neke materijalne tacke krutog tela u trentku 7y i ¢, redom, u
odnosu na tatku O. Dobro je poznato da je

x = QX,

jednacina kretanja krutog tela, kada se rotira oko tacke O, gde je ortogonalan tenzor
Q funkcija samo . Zna&i Q7 = Q7 Q = I. Pri tome je brzina promene polozaja
uocene tacke x data izrazom

dx . .

— =v=QX=QQ x=Qx,
dr
QQ’ = Q je antisimetri¢an tenzor. U E3 ima tri komponete razli¢ite od nule, pa
prema tome njemu odgovara jednozna¢no neki vektor @. Preciznije,

k
Q.,'j = _gijkw .
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Onda je
v=Qx=0 XX

za svako x krutog tela. To vaZi i za vektore trijedra T, N i B.
Onda je

dT
i
dN
o
dB

S _ T —oN
dr (0} @1 N,

(X}}N —(DZB,

- T +w B,

gde smo koristili (22.21), ili u matri¢nom obliku

dT
dr

0 — T
CL —a3 683 coal)2 N
d o - 0 B
dB
dr

Imajuéi u vidu da je s = s(¢), ovaj izraz piSemo u ekvivalentnom obliku

dT
ds
0 w; —n T
dr

dN 2l 0 e |(N (22.22)
ds S\ oy - 0 B
dB

ds

1z (22.7) 1 (22.22) dobijamo da je

0 w; —0n 0 Kk O
dr
o — s 0 o |=|-x 0 =
N —o 0 0 -7 0

Tada je
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paje

ds ds

w=—(tT+xB)=—24.

dr (tT+«xB) dr

Vektor
8—1tT+xB (22.23)
naziva se Darbuov vektor'.
0]

Slika 22.4: Kruto kretanje baznih vektora prirodnog trijedra, duz krive C.

Pod uslovom da se element luk s inerpretira kao vreme, vektor @ postaje
Darbuov vektor 8, §to nam omoguéuje slededu interpretaciju Freneovih formula:
torzija T odreduje brzinu kojom se oskulatorna ravan obrée oko tangente krive, dok
kivina x odreduje brzinu kojom se normalna ravan obrée oko binormale.

Trijedar vektora T NB, poznat pod imenom Freneov sistem vektora, je pozitiv-
ne orijentacije kada je Tx N=B, N xB =T, B x T = N. Specijalno je

dN
— =(tT+«xB) xN.
% (tT+xB) x
Lako je pokazati da je:
6xT=xkN, 6xB=—-7N. (22.24)

Interesantno je da se onda Freneovi obrasci mogu pisati u simetri¢cnom obliku:
dT dN dB

Dl T — = — = B. 22.2
% 6 xT, . 8 xN, % é x (22.25)
Kako je 6-N = 0, moZemo Darbuov vektor da napiS§emo u saZzetom obliku
dN
8:N><(8><N):N><d—. (22.26)
\)

Darboux
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Zavojnica - Spirala

Ovde dajemo detaljnu analizu zavojnice s obzirom na njenu vaznost, prvenstveno
u biologiji DNK i mehanici kretanja krutog tela.

Definicija

Zavojnica je kriva ¢ija tangenta zaklapa konstantan ugao sa fiksnim prav-
cem.

Analizu vrSimo u nekoliko koraka.
I - Neka je e jedini¢ni vektor fiksnog pravca i neka je a konstantni ugao. Onda
je, prema definiciji 22.5

eT=cosat, 0<a< g (22.27)

Diferencirajuéi dva puta ovu jedancinu po s dobijamo

dN

N=0 R
e , e i

0.

dN
Prema tome, Darbuov vektor § = N x R je paralelan sa e.
s

Obrnuto, ako je & za neku kivu paralelno nekom fiksnom vektoru e, tj. 8 = f(¢)e,
iz 6-N =0, sledi

eN=0 = e-g = eT=cosa,
ds
gde je cos a konstanta integracije; kriva je zavojnica.
Znaci, jedine zavojne Krive ¢iji Darbuov vektor ima fiksni pravac su zavoj-
nice.
Prema tome, zavojnice se karakteriSu sa

(‘5><@:07 (22.28)
ds
jer je
6=fe==:3.
fe 7

I Fiksni pravac Darbuovog vektora

6=1tT+«B
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je duz ose zavojnice e. Odavde je

dé dr dk
—=—T+—B 22.29
ds ds + ds’ ( )
jer je
TQI—+K§E-—0
ds ds
paje

dé dr  dx d /x
ox 22— (k%) N=— 2N—(—>.
" s (de Tds)’ TG \7
1z jednacine (22.28) sledi da je
K
7 = const; (22.30)
spirale su jedine zavojne Kkrive Ciji odnos Kkrivine i torzije je konstanan.
III Smenom T = d—r ue-T = cos @, integracijom dobijamo
s
er=scosa-+c.
Ako sa r| ozna¢imo projekciju r na ravan upravnu na e, onda je
r=r;+(scosax+c)e. (22.31)

To znaci:

svaka zavojnica lezi na cilindru ¢iji su generatrise paralelne sa e.

Ravna kriva I'y, trag od ry, je normalan presek cilindra.

IV Neka je s = PyP luk helikoide s; = PyP;, luk duZ normalnog preseka I'; kroz
Py. Difernciranjem (22.31) dva puta po s dobijamo da je

T-T, %} ecosa (22.32)
ds
i 2
d
kN = K N (“) . (22.33)
ds

1z prve jednaline sledi da je

2
ds
(1) = (T —ecosa) (T —ecosat) =
ds
=1—2cos> a+cos’>a = sin* .
Ako definiSemo pozitivan smer na I'j tako da s; raste sa s, onda je

d
8 sina. (22.34)
ds
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Podsetimo se da su k i k7 pozitivne veliCine, pa je, iz (22.33) i (22.34), N=N; i
K = K sin® a. (22.35)

Kako je e-N =0, sledi da je vektor e u ravni vektora T i B, paje e =Tcos o +Bsin .
d
Iz € 0 dobijamo da je
ds
dT

a+&;'a 0
— oS —sina =0,
ds ds

paje
K
Fh tgaa i T=K;sin@cosq. (22.36)

Integracijom (22.34) sledi da je
s =ssinQ, (22.37)

gde je konstanta integracije jednaka nuli, jer s 1 s; merimo iz iste tacke Fy.
V. Jedina zavojna kriva konstantne Kkrivine i torzije je cilindri¢na zavojnica.
Zaista, onda je T = const. i krive su zavojnice.
Takode iz (22.35) sledi da je x; = const, tj. normalni presek je krug.
Kruzna zavojnica je jedina zavojna Kriva za koju je Darbuov vektor kon-
stantan.
To se vidi iz (22.29), jer je evidentno da je & = const, akko su k i T konstante.

Primer 11

Kriva
X =acost, y=asint, z=>bt

je kruzna zavojnica. Kriva leZi na cilindru x> + y*> = a?. Takode je

d
d7::I":(—Clsinl’,aCOSt7b)
i i b
r
cos(k,T) =k — = ——.
&) k| Va2 +p2

Dalje koristimo

F = (—acost, —asint, 0),

I’ = (asint, —acost, 0).

Onda je
_|Ex¥] a _ (ExE)T b

¥ a2+b2 i<t @2+
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_ a
T b
Kako je dr ! lako je pokazati da je
o ————N zati
¥~ Vage TP :
dN 1
N = (—cost, —sint, 0), i \/ﬁ (sint,—cost, 0).
Onda je Darbuov vektor
dN k
6=Nx —=—
& VR R

odakle se vidi da je konstantan po intezitetu i pravcu.

Primer 12

Dokazati da za proizvoljnu neprekidnu glatku krivu C : x = x(s) vazi:

a)

. 8T 8°T7 8°TF 56 (’L’)
Kss 852 853 s \k/°
b) Potreban i dovoljan uslov da kriva C : x = x(s) bude zavojnica je

ST 8217 83Tk

Siif———— =
Y 8s 852 853
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Dokaz

a) U odnosu na prirodni trijedar T, N i B, bice:

ST! ,
5 =aN',
S
8°T! , , ,
552 =xT'+yN'+zB',
33Tk 3 ; 3
53 —uT VN +wh,

gde su a, x, y, z, u, v, 1 w, koeficijenti razlaganja. Onda je

ST 8°T7 §°T*
B gy 852 653 S ala= )

Koeficijente razlaganja odredujemo iz sledecih uslova:

ST! .
= kN'
g, |
8°T! o dk ,
O =—k*T'+—N'+«k1B
53s2_ ) TR ’
83T dk d’k dk . \d(kt) .
5 =-2%—T—-EN+-—SN kT'+TB') + ——= B —kt’N' =
os3 ds +d2 tds( +B) + ds 4
dk . d’k . dk  d(kt)\ .
=-3k—Ti+ -+ -5 —kt? | N — B
ds +( T T) +<ds+ ds>
Njihove vrednosti su:
a=k,
dk
= —k2 = — =
X 9 )’ dS 9 Z KTa
dk d’k dk  d(kt)
=-3k—, v=—k+-——kt’, w=T—+—.
" ds’ w T YT TE T G
Smenom ovih izraza u zu — xw, dobijamo
dk dk  5dt
—aw) = =3k’ 22T — + k5 —
(2 —xw) T TR P
dk dt dt dk
T+ =k k— —1—
ds * ds ds ds
d
k5 (1)
ds \k

Onda je konac¢no

ST 8°T7 §°T* sd /T
ks 5 5y =) =K (7).
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b) Prema tome, ako je 7/k = const., onda je

ST 8217 83Tk

Sy 55 8
Obrnuto, ako je ‘ ‘
ST 8°T7 83Tk

I )
kS5 852 Ss3 ’

d
onda je % () =0, paje t/k = const..
s
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23. Povrs S kao dvodimenzionalni
Rimanski prostor u [E;

.

23.1 Predstaviljanje povrsi u R,

Povrs S je potprostor prostora R3.
Postoje tri glavna nacina predstavljanja povrsi:
* parametarski,
 implicitni i
¢ eksplicitni.
Svaki od ovih oblika predstavljanja povrsi ima svoje prednosti.
i) Parametarski nacin predstavljanja
Definicija 23.1.1 Povrs u R; je potskup S C R3, takav da za svaku tatku x € §
postoji okolina V u R? i preslikavanje x = x(u',u?) : U — V N S oblika

x = (x(u' i), y(x(u',u?)), 2(x(u' u?)))

(23.1)
otvorenog skupa (u',u?) € U C R?> na VNS C R3, a koje zadovoljava sledeée

uslove:
X je iz klase C3,
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X je homeomorfizam,
x je regularno u svakoj tackiy € U.

Definicija 23.1.2 Par (U,x) se naziva lokalna parametrizacija, ili karta, ili
lokalni koordinatni sistem za x € S.

Poslednji uslov kaZe da je u svakoj tacki (u!,u?) € U vektorski proizvod

ox

ox
ST X 2 £0. (23.2)

To zna&i da x nije konstanta, niti funkcija, samo od ' ili 2, tj. da S nije ni tatka niti

ox .

kriva linija. Takode to znaci da su vektori >l i a—; linerano nezavisni u svakoj
tacki (u',u?) € U.

Za reprezentaciju (23.1), koja zadovoljava uslove Definicije, kaZe se da je dopu-
stiva reprezentacija. Tacke u kojima je taj uslov zadovoljen nazivaju se regularne
tacke, za razliku od singularnih tacaka u kojima taj uslov nije zadovoljen.

U komponentalnom obliku, u odnosu na Dekartove koorinate z/(z' = x, 2> =
y, 23 = 7), jednadina povrsi je data izrazom

St =2 (u'u?). (23.3)

Uvodegi krivolinijske koordinate x/, i = (1,2,3), umesto Dekartovih koordinata
7/, transformacijom x' = x/(z/), i, j = 1,2,3, dobijamo x' = x'(z/(u!,u?)), ili

X =xw®), (a=1,2), (23.4)

Sto predstavlja najopstiji oblik povrsi S pod uslovom da je rang Jakobijana

1 7.2
S| %R e o
9wl 9wz | \odux)’
Jul  Ju?

saglasno sa (23.2), u tatkama u',u?> € U, jednak dva.

Dve glavne teoreme koje se odnose na povrs: Stoksova teorema i Teorema
o divergenciji su najcesCe date u parametarskom obliku. Krivina, luk krive na
povrsi, povrsina povsi, invarijante diferencijalne geometrije, kao $to su prva i druga
fundamentalna forma, Gausova srednja krivina i glavne krivine, izraCunavaju se
kori$¢enjem parametrizacije povrsi.

Za dopustivu parametrizaciju x = x(u!,u?) i fiksnu vrednost u?> = ¢, funkcija
x = x(u', ¢) odreduje krivu liniju na povrsi. Nazivamo je u'-kriva. Na isti nagin
za fiksno u' = d, funkcija x = x(d, u?) odreduje u>-krivu. Za neprekidnu promenu
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vrednosti #' i u> u U dobijamo dve familije funkcionalno nezavisnih krivih linija na
povrsi S. One odreduju povrsinske koordinate tacaka povrsi S. Nazivaju se Gausovi
parametri povrsi.

N Cesto se umesto parametara u' i u? koriste oznake u i v. To je najéescée

sluc¢aj kada je re¢ o konkretnim zadacima. To je analogon oznaka
7! =x, 22 =y, 22 = z, koji je uobicajen kada je re¢ o E;. Ilustovaéemo
to na slede¢im primerima.

» Primer 23.1 Parametrizacija sfere poluprecnika r:

x(u,v) = (rcosvcosu, rcosvsinu, rsinv),

1 1
(u,v): U—=VNS, 0<u<?2nm, —§x§v<§n,

je dopustiva parametrizacija.

Rang Jakobijana
—rcosvsinu —rsinvcosu
J= | rcosvsinu —rsinvsinu
0 rCcosv
je dva u posmatranoj oblasi U. "

9% 99

Koordinatne krive u = const. i v = const. su “meridijani (longitudinale)”i pa-
ralele (latitude)”, redom. “Ekvator”je definisan sa v = 0, a polovi sa v =47. U
polovima rang matrice J jednak je jedan, tj. ove tacke su singularne za datu repre-
zentaciju sfere. Svaka koordinatna kriva u = const. prolazi kroz ove tacke, a krive
v = £7 degeneriSu u te tacke.

» Primer 23.2 Parametrizacija
x(u,v) = (u+v, (u+v)%, (u+v)*)

nije dopustiva, jer je rang njenog Jakobijana najviSe 1 u tatkama u,v € R,
Pokazati! "

ii) Implicitni nacin predstavljanja.
Onda je povrs oblika
F(x,y,z) =0. (23.5)

Implicitni nacin predstavljanja povrsi je invarijantan u odnosu na bilo koju
dopustivu parametrizaciju. Suprotno od (23.5), parametarska reprezentacija povrsi u
obliku (23.4) nije jedinstvena. U stvari, postoji beskonacno mnogo krivolinijskih
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koordinatnih sistema koji se mogu koristiri za lociranje tacaka na datoj povrsi. Tako,
bilo koja koordinatna transformacija

% =a%wP) a,p=1,2, (23.6)
a 70
‘8”3 £0, (23.7)
u
gde ﬁ“(uﬁ ) € C! daje razli¢ite skupove parametarskih jednacina
2= f@a”)

koji definiSu istu povrs S.
n Primer 23.3 Ista sfera poluprecnika r

F(x,y,2) =x* +y*+22—r* =0.

iii) Eksplicitan oblik. Ako se jednacina povrsi, data u implicitnom obliku, moZe
resiti po jednoj od promeljivih, recimo z, kao funkcija ostalih promenljivih x,y,
dobijamo eksplicitan oblik jednaCine povsi u Es;

2= f(x). (23.8)

Eksplicitan nacin predstavljanja, kada je to mogudée, je posebno pogodan pri
geometrijskoj reprezentaciji povrsi.

Od interesa je predstavljanje tako definisane povrs$i, smenom x = u, y =v, u
slede¢em parametarskom obliku

X(u,v) = (u,v, f (,v),) (23.9)
poznat je pod imenom MonZova' parametrizacija.
= Primer 23.4
7=E\r2—x2—y?
reprezentuje jedan od dva dela sfere z > 0 ili z < 0. .

Zadatak 23.1 Data je povrs

1

x(u',u?) = (acosu',asinu', u?).

Ispitati matricu J 1 povrS predstaviti u implicitnom obliku. "

"Monge
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Prirodna i dualna baza vektora na S

Definiguéi unutrasnji proizvod u R?, dobijamo Euklidski proizvod E;. Prema
tome, nadalje pretpostavljamo da je S C [E3 i kao takav metricki prostor.

Striktno ¢emo praviti razliku izmedu tacke x na S i njenog vektora polozajar.
Za razliku od x, koja je na S, pa prema tome i u E3, njen vektor polozaja pripada
samo [E3 i ima smisla samo u Euklidskim prostorima. To se mora imati u vidu pri
njihovom kori$éenju u odgovarajuc¢im izrazima. Takav izraz je i jednaCina povrsi S
data preko vektora polozaja

S:r=rx'(u%)). (23.10)

Time se naglasava da se povrS$ S razmatra sa stanovista prostora [E3.
1z (23.35) sledi da
ag < 0
du®
definiSu prirodne bazne vektore na S. Za svako o = 1,2, vektor a, predstavlja
tangentni vektor koji odgovara koordinatnoj krivoj liniji u*. Da tako odredeni
vektori a, definiSu bazu, sledi iz Cinjenice da su linearno nezavisni:

(0 =1,2) (23.11)

ox' o'
Aag=0= A% g =0= A% = 0= A" =0,
u u

. ox' 5
er je ran =2.
Jer) &15,0
Kako S pripada E3, tj. S C [Ej3 bilo koji vektor na S pripada [Es, ali ne i obrnuto.
U datoj tacki P, na S, vektori a; i a, definiSu tangentnu ravan na S u P. Onda

bilo koja njihova linearna kombinacija

Aa;+uay, A, ueR

je vektor koji pripada toj tangentnoj ravni. Drugacije receno, kazemo da ti vektori
pripadaju S u P. Generalno, tangentne ravni u razli¢itim tackama P i Q na S, nemaju
ni jedne zajednicke tacke. To nije slucaj sa tangentnim ravnima u [E,: sve se one po-
dudaraju. Ovo svojstvo povsi (potopljene u [£3) je jedan od razloga zasto izucavamo
lokalna svojstva povrsi, tj. zasto se bavimo diferencijalnom geometrijom Rimanskih
prostora.

Metricki tenzor
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Linijski element u [E£3 je dat izrazom

ds? = dr-dr,
gde je
ar ; or
drzﬁdx:g,-dx, gi:$~
Onda je
ds? = gi-gjdx' dy/ = g;; dx' o,
gde je

8ij = 8i*8j
osnovni metricki tenzor u E3.
Ako je linijski element ds u S onda, koriste¢i (23.35), pisSemo

P ox' ox/
ds? =g;-g;dx'dx/ = <gi8u“> . (gj 8w3> du® duP =
=ag-agdu® dubP = agp du® duP,
gde je

ox!

aa:giw

dx' Ix/
ap =29 =8 g 51

(23.12)

(23.13)

(23.14)

(23.15)

(23.16)

(23.17)

Povrsinski tenzor aqg je simetri¢an, pozitivno definitan i nazivamo ga funda-
mentalni povrsinski metricki tenzor od S. Prema tome, kaZemo da je metrika na

S indukovana metrikom iz [E;.
Kvadratna forma
ds® = agp du® duP

naziva se prva kvadratna forma povrsi.

(23.18)

Na nacin kako je izvedena kvadratna forma (23.18) je indukovana metrikom [Es.

N U literaturi se Cesto vrSi sledeca identifikacija:

w=u, u =v, gn==F, g1 ==F, g =0G.

(23.19)

Onda se kvadratna forma (23.18) piSe u razvijenom obliku kao

ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv>.

(23.20)
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Euklidska geometrija izucava ravne prostore. Ve¢ smo napomenuli da je egzi-
stencija Dekartovog koordinatnog sistema njihova karakteristika. Izmedu ostalog,
svaka prava linija proteze se u beskonacnost. Takode, duZ koja spaja bilo koje dve
tacke na pravoj liniji je njihovo najkraée rastojanje i jedinstveno je. Takve linije ne
postoje, primera radi, na sferi koja je potprostor Euklidskog prostora. On je takode
metricki ali linije najkraceg rastojanja izmedu polova, nisu ni prave ni jedinstvene.
Sve to ukazuje na postojanje prostora koji nisu Euklidski. Nas nadalje interesu-
ju takvi prostori koje izucava Rimanska geometrija koristeci tenzorski racun kao
adekvatan matematicki aparat. Ovi prostori imaju daleko bogatiju geometriju i od
velikog znacaja su u primeni u drugim nau¢nim disciplinama kao §to su, primera
radi, mehanika i fizika.

Metrika koja je definisana kvadratnom diferencijalnom formom naziva se Rima-
nova metrika. Odgovarajuca geometrija se naziva Rimanova geometrija, a prostor
takve matrike se naziva Rimanski prostor. Prema tome, povrsi su dvodimenzionalni
Rimanski prostori, a njihova gemetrija je Rimanska geometrija.

Prednost izucavanja diferencijane geometrije povrsi metodama tenzorskog
racuna je moguénost neposredne generalizacije Rimanskih prostora vecih dimenzija.
Pored toga, teorija povrsi se znatno upros¢ava koris¢enjem tenzorskog racuna, §to
nam omogudava bolje i dublje sagledavanje niza problema diferencijalne geome-
trije. U opStem slucaju, u prostor od n-dimenzija uvodimo realne koordinate u?,
oa=1,2,...,n,1metriku definisanu kvadratnom formom

ds? = agp du® duP (23.21)

istog oblika kao u slu¢aju dvodimenzionalnog prostora. Pretpostavljamo da su
koeficijenti agg simetriCni i pozitivno definitni. U teoriji relativnosti pretpostavka
pozitivne definitnosti se izostavlja.

Nadalje se zadrzavamo na izucavanju diferencijalne geometrije dvodimenzio-
nalnog prostora - povrsi u najopstijem obliku.

Uobicajeno je, u cilju pojednostavljivanja zapisa, da piSemo

885; = xfa' (23.22)
Tada je ‘
ag = X'y 8- (23.23)
Onda, za bilo koje v na § moZemo pisati
v=v'g, =v%a,. (23.24)

Odavde 1 iz (23.23) dobijamo
V=2, (23.25)
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Ocigledno, kako je v na §, imamo da je
V> =v.v= g
Ali, iz (23.24) 1 (23.17) za v na S sledi
VP =v-v=(vYaq) (WPag) = agsv®P. (23.26)

Nastavljamo dalje sa ciljem da odredimo recipro¢nu (dualnu) bazu a® baze
ay kao u [E3. Po definiciji je
ay-af =L (23.27)
Prema tome je

a% = %P ag

gde su a®P koeficijenti razlaganja vektora a® u odnosu na bazne vektore ag.
Koeficijenti razlaganja vektora recipro¢ne baze a* su komponente inverznog
konjugovanog tenzora
a%F = a% af, (23.28)
tj.
agya’ =85, (23.29)
gde je 55 dvodimenezionalni Kronekerov simbol.
Lako je pokazati da postoje sledeée relacije izmedu njihovih komponenti:

all — ax 12 21 a2 22 a1l

, a“=a =——, a —, (23.30)
a a a
gde je
a-a a-a
a=det(agg) = a;ai a;az = anayn — (an)*. (23.31)

Koristeéi uobicajene oznake, navedene u prethodnoj Napomeni (vidi
(23.19) 1 (23.20)), izraz (23.31) piSemo takode u obliku

E F

“:‘F G

‘ —EG—F>. (iii)

Uocimo, da u bilo kojoj tacki P na S {a®} pripada istoj tangentnoj ravni koja je
definisana prirodnom bazom vektora a, u P.
Na isti nacin, kao u Es, pri koordinatnoj transformaciji

% = a%uP), det o 240 (23.32)
) auﬁ 9 .
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imamo
_ dub
ag =ag 270" (23.33)
du”
7% — af 2=
a“=a uF (23.34)
Onda je, saglasno sa (23.17),
_ dar di®
zakon transformacije osnovnog metrickog tenzora.
Lako je pokazati da je
da* daP
OB — g0 22 77
ar =a SuT 9 (23.36)

zakon transformacije tenzora a®f .

Hibridni tenzor

Veli¢ina xfa predstavlja komponente razlaganja baznih vektora ay povsi S u
odnosu na bazne vektore g; prostora E3. Veli¢ine x’;, imaju tenzorski karakter u
odnosu na transformacije koordinatnog sistema x' i sistema u® nezavisno. Tako je
pri prostornoj transformaciji sistema

i =i P 8)?’
X =x(x), det<8xj> # 0,

bice o
0% ox o

i _ Yt
X 9% oy X (23.37)

Na isti nacin, pri povSinskoj transformaciji (23.32), bice
‘ ox' ouP  9uP
Xg= — = — x’ﬁ. (23.38)
“ uP du*  Jdu*
Tenzor xfa uspostavlja vezu izmedu dva koordinatna sistema. On pridruZuje
prostorne i povsinske tenzore. Primera radi, neka je A* kontravarijantni povrSinski
vektor. Onda je

e
Al=xyA
njemu asocirani prostorni vektor. Kako je vektor A% u povsi S, onda je A’ tangentan

na povrs.
Na slic¢an nacdin, ako je A; kovarijantni prostorni vektor, onda je

i
Aa - x7aAl

njemu pridruZeni kovarijanti povrSinski vektor.
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Definicija 23.4.1 Uopste, tenzor

i..ja..p
Ak...lx...6

koji se transformise kao prostorni tenzor po latini¢nim indeksima i povrsinski
po grékim indeksima nazivamo hibridni tenzor. U literaturi se koristi i termin
dvostruka tenzorska polja.

23.5 Permutacioni povrsinski tenzor

Ve¢ smo se ranije susretali sa permutacionim tenzorom u Rimanskom prostoru.
Njegov analogon na povsi obeleZavamo sa

1
Eap = Vaeqp, gh — ﬁe‘”ﬂ. (23.39)

Kao Sto smo ranije pokazali (vidi Lema 14.5.1, na str. 341) € 1 £%P su apsolutni
tenzori. Izmedu njih postoji relacija
Eap = aaya55875

koja ujedno predstavlja primer operacije spustanja indeksa pomocu osnovnog tenzo-
ra aqpg. Vaziiobrnuto
eP — aayaﬁasﬂ;.

Kao jos jedan primer koris¢enja povrsinskih permutacionih tenzora zadrZacemo

se na odredivanju sin ¢, gde je ¢ ugao izmedu povrsinskih jedini¢nih vektora A i B.

Problem 9

Pokazati da je
sin@ = g3 A® BP.

Resenje

Znamo da je
A X B =sin@n.

S druge strane je

AxB=A%a, xBﬁaB =ag xaBA“BB = eaﬁA"‘Bﬁn.
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Iz ove dve jednakosti sledi
sing = SaﬁAaBﬁ.

Analizirajmo vektor €,3A% = Cg. Iz relacije
A-C=¢gupA%AP =0

sledi da su vektori A% i Cg = €,5 A* ortogonalni.
Intezitet vektora C jednak je jedan. Zaista,

CpCP = £, A%CP = £,5A" TP Ay = §JA" Ay = A%Aq = 1.

Znaci, vektor Cg = €, A% se dobija rotacijom vektora A% za ugao /2 u pozitivom
smeru.

Vektor normale na S
1z

i
aOC - x;agi

vidimo da g; ne moZe biti izraZeno preko ay, jer g; pripada [Es3, a ne S. Za takvu
reprezentaciju g; potreban je jos vektor linearno nezavisan od a,,. Takav vektor moze
biti definisan vektorskim proizvodom

a; Xap.
Lako je pokazati da su aj,a; i a; X a; linearno nezavisni

Aaj+pay+vay xa;=0 |-a; |-a

Aai +pap =0
=A=u=0
Aay + axp =0 H=5
jer je
detagg # 0

= uayxay=u=0.

Pogodno je dalje da se koristi jedini¢ni vektor n vektora a; x ap, tj.

ap X ap

n—-— ———. (23.40)
\al X32’

Sa geometrijskog stanovista jedinicni vektor n je vektor normale S u P.
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Dalje je

(a1 X 32)2 = a% . a% - (31 . 32)2 =ajax — a%z = detaaﬁ =a,

tako da je
a; xap| =+a.

Onda je

a; xa, = le“ﬁaa X ag,

2

pa je

1e%P 1
Takode je

aa X aﬁ - Saﬁn
Iz (23.41) i (23.23) sledi da je

1 1
=5€ Bg,xg,xaxﬁ— —e% S,ka xJ
pri Cemu smo koristili g; X g; = & jkgk . Znadi,
1 .
n = Ee‘)‘ﬁ ik Xl X g (23.42)

Tako definisani skup vektora aj,a,,n, sada ¢ini bazu [E; u tackama S. Onda bilo
koja veli¢ina definisana na S moZe biti jednoznacno predstavljena u toj bazi. To se
odnosi i na skup a',a%, n, koji ¢ine drugu bazu E3 u tackama S.

Zadatak 23.7
Pokazati da je

al = aayxn i a’=—\aa xn.

ResSenje

Polazimo od
e%Ba, x ag =2n.
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Onda je
ay x £q5(a% x aP) =2a, xn.

U razvijenom obliku je
Eqpay x (a% x aP) = g,pa,(af ®a% —a® @aP) = g5 (ay 2P )a% — g45(ay-a%)af =
= €4 6,930‘ — EqB 67‘,"313 =2¢qya% =2a, X n,
gde smo koristili aq-af = 55 . Prema tome je
gaya® = a, xn,

odakle sledi dajeza y=1
Vaa’ = —a; xn,

azay=2
Vaa' =a; xn.
= Primer 23.5
g = Ala%+An
= Ay =g ag =X,
= A'=g''n=r
= g =x,a%+nn. (23.43)

"
Ovo je veoma korisna formula. Tako je
= Primer 23.6
g/ =g g/ =(xl,a%+n'n)- (x;jﬁaﬁ +n/n)
= g= aaﬁxfax;jﬁ +nin/. (23.44)
"
Njegova geometrijska reprezentacija je jasnija ako se napisSe u dijadskom obliku
g=n®n+a,®a’

gde je n®n ortogonalni projektor na S (duz vektora normale n), a a, ® a%* projektor
u tangentnoj ravni na povrsi S. Sada je lako predstaviti bilo koji vektor Vu E3 u
tatkama povrsi S. Tako je

V=Vg =V;(n'n+x,a%) =V,n+Vza% (23.45)
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gdejeV, =Vin', Vg = V,-xfa. Vrlo Cesto se koristi njegovo predstavljanje u kompo-
nentalnom obliku _ . _
Vi=V,n +V°‘xfa. (23.46)

Sledeci primer je tenzor drugog reda T = T;; g'®g/. Onda je

T=T,g® jo-(nin+xi ao‘>®<njn+xj aﬁ>:
i8O8 = P “ (23.47)
:Tnnn®n+Taa°‘®n+San®a°‘+Saﬁa°‘®aﬁ,

gde su:
Tow=Tyn'n), To=Tijxgn', So=Tyn'xly, Sep=Tyxigx. (23.48)
PiSemo ga u komponentalnom obliku
T = Tyyn'n +T% ¥ 4+ 8% n'xlg + 5% g /. (23.49)

U slucaju kada je tenzor T simetri¢an, bice Ty, = Sq i S*F = $P*. Tada se (23.49)
svodi na oblik

TV =Ty,n'n/ +T% (xfa n’ —I—nix{OC) + 5B xfaxiﬁ. (23.50)

Na isti nacin se moZe izvesti predstavljanje tenzora treéeg i viSih redova. Pred-

stavljanje tih tenzora je veoma sloZeno i kao takve od manje koristi u njihovoj
primeni.

Promena baznih vektora. Drugi fundamentalni tenzor

IzraCunavanje promena bilo kog tenzorskog polja na S, pretpostavlja se pozna-
vanje promena vektora ay i n, tj.

dag . on
duP u®’
dagy
Poceé d —.
oledemo o P
Iz (23.23) imamo
dag 9%x! ox' dg; 9%x! dg; dx' dx/

ouP ~ Ju*ouP gt ou® ouP  Juub gt Ix/ Qu® Jub’

tj.

dag 2xk k) dx' ox/
dub - (8u°‘uﬁ +{ij}au°‘(9uﬁ> B (2351)
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d
Prema tome, u opStem slucaju a—ag ne pripada S. Znaci
u
dagy ¥
M :Aaﬁay‘i‘baﬁn,
Y . e . . dag .
gdesuA gl bap koeficijenti razlaganja A Medutim,
u
da Y
A =% .al = :
= Jug { op }
P .. . k|l _ 8g1 k .
ostupak je ista kao i za {l} = — -g" takodaje
J ox/
day Y
— = bygn. 23.52
dup {aﬁ}aer “t (232
Takode, iz
_ ouP
R
zaklju€ujemo da je
dagy Y
a5 —M—ay{aﬁ}. (23.53)
Onda, iz (23.52) i (23.53), imamo da je
Agp = baﬁn, (23.54)
gde je
bop =ag g n. (23.55)

Kako je ag g = ag o (vidi (23.53)), sledi da je
bag = bga; (23.56)

tj. bgp je simetriCan tenzor.

Tako definisani tenzor se naziva drugi fundamentalni tenzor (i zajedno sa aqg
— prvim fundamentalnim tenzorom ) je zaista fundamentalan, kao $to ¢emo videti,
pri izu€avanju geometriskih svojstava S.

Njegov eksplicitan oblik moze se lako dobiti iz (23.55), (23.53), (23.51) i
(23.43).

Druga mogucnost odredivanja b, g dobija se iz izraza

bap = —8q Mg (23.57)
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koji sledi iz (23.55)iag -n=0.
Ako podemo od a%* onda je lako dokazati da je

da“® o
79 _ _ Y pe
3F = {ﬁ?’}a +bﬁn, (23.58)
gde je
b% =a*Pbg,, (23.59)
a odavde
afl‘-j, = bgn. (23.60)

U konkretnim problemima ¢esto nam je potreban eksplicitan izraz za tenzor
krivine by kao relacija izmedu Kristofelovih simbola { ap } i { k } redom, povrsi

i obvojnog Euklidkog postora E;.
Tako mnoZeci skalrno (23.51) sa n, dobijamo da

5 _%‘ B 2xk N dx' dx/
B = P n= ou®dub ij| ou* JuP "

Takode, mnoZedi skalarno (23.51) sa a7, sledi da je
Y day v _ 9%k ox' ox/ vo
{ of } up? <8u“8uﬁ - ij | ou® dub . gklxa

Teorema 23.7.1 Neka je S ravan u Ej.
a) Pokazati da je njena druga fundamentalna forma jednaka nuli.
b) Obrnuto, ako je druga fundamentalna forma povrsi S u E3 jednaka nuli,
onda je povrs ravan.

Dokaz

a) Jednacina ravnu u E3 je
¢-X = const.

gde je ¢ konstantan vektor. Onda je
0=(cx)g=CXq = 0=cXgg=Chegn = beg=0.

jer je ¢-m # 0 (Zasto?).
b) Neka je by = 0 u svim taCkama glatke povrsi
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. ox : :
u E5. Neka je n jedini¢ni vektor normale, dok su a, = —— bazni vektori na

) Jdu®
S. Onda je
n-a, =0.

Takode je, pod uslovom teoreme,

Znaci n = const.
Tada je
(Xn) g =XgN+XNg=2a,n=0,

odakle sledi da je
X-Nn = const.

Sto prestavlja jednacinu ravni u E3.

23.8 Kristofelovi simboli na povrsi S

Izvode se na isti nacin kao i u slu¢aju E3 u odnosu na krivolinijske koordinate x’
(videti formule (15.5)-(15.10), str. 360).
Tako je Kristofelov simbol prve vrste

P) P)
[0 B,y] = i S (aﬁ7+aa”— a“ﬁ>. (23.61)

u oub ? Ju® dub ou’

Na isti nacin nalazimo da je Kristofelov simbol druge vrste

'}/ 8aa y_

{aﬁ} ) -a"=a"[ap,d]. (23.62)
Od interesa je slededi izraz
1 dl

@ _ 1 dlogya (23.63)

opf va oub

kao 1 relacija izmedu Kristofelovih simbola
0

(@B Y= 059 o (23.64)
Pri koordinatnoj transformaciji #® = @®(u?) Kristofelovi simboli se transfor-

misu na sledec¢i nacin

Y p Y\ i’ du® dut  J*uP Ji
NlarLies
of ouP dia® JditP ~ Jdi%iP JuP’

(23.65)
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odakle se lako dobija
%uP Yy ) duP p ) du® du®
Ja B {aﬁ }ay ~{ e} 37 0 (23.66)

Zadatak 23.2 Odrediti Kristofelove simbole za jedini¢nu sferu

1

r(u',u?) = (sinu'

cosu?, sinu' sinu?, cosu').

Resenje

Odredujemo ih prema formuli

Y| _ 93
aff oub

Podsetimo se da je

or
ag=——, a%=q" ag.
Ju®
Onda je
or . .
a =57 = (cosu' cosu?, cosu! sinu?, —sinu'),
u
ar : . .
B=5 = (—sinu' sinu?, sinu' cosu?,0),
u

(1 0 21 ap L (sinful 0O
aaﬁ—(o sin2u1>’ det(aalg)—smu, a = Gl 0 E

U nasem slucaju je

_ 2 1
a —=a;, a ) a.
sin” u!
Takode je
8a1 . q g
= (—sinu' cosu?,— sinu' sinu?, —cosu'
aul ) M M
(931 .
= (—cosu sinu”,cosu  cosu
1 2’ 1 2’0 ,
du?
aaz 1

(—sinu' cosu?, —sinu' sinu?, 0).

ou?
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Onda je
Y1 _93 y_daa s 93
{aﬁ}_ JuP ouB JuP M4
Redom:
1 8a1 1 8a1
{11}_8141'3 out 81 =0
1 8a1
= =0
{12} 2 T
! —@a— sinu' cosu!
22 [ T gy T T EO%
2 831 2 831 22 1 aal
{11} dul * T qul ¢ Sl dul 2T
2 1 0 1
{ }— al a :Tsinu1 cosu' = ctgu'.

N ) N
12 sin®u! du? sin” u!

Prema tome neiScezavajuci Kristofelovi simboli su samo

! = —sinu' cosu!

22 ’
=@ .

12 g

23.9 lzvod hibridnih tenzora

U opsStem slucaju tenzorska polja mogu biti simultano definisana u S i Ej.
Zadrzavamo se na prostom slucaju

T =T} (", u%)g @ a% (23.67)
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_l’_

du¢
dar BTé
du® aua ox/ 8140‘ ox) du® du®
8Tl§ 8T 8xf N kY 9x/ g
= Fua " T g | 8O ”ﬁ{ }aagk®a+
Y O L A
ﬁgz ay o =
oT!
_ (B i)Y b
= <8u“ T”{ﬁa})g’@a +
8Ti . 8
B l i B
e —

gde je tenzor bg n dat sa (23.60).
Grupisanjem ¢lanova dobijamo

. T
Zelimo da nademo d— Onda je
ITg | 9x/ dg; d . 9aP
B x> g ®a B+T[3 gi x/ ®B+Tégi®i:

dT B
— Té;agl- ©a% + Tébﬁ g ®n,
gde je, po definiciji '
Tho = Tho+ Th Ko (23.69)
Nazivamo ga totalni izvod od Té( x(u),u) u odnosu na u®.
Uoc¢imo njegov nacin obelezavanja ”;” za razliku od oznake ”,” za parcijalni

kovarijantni izvod.
Izraz (23.69) predstavlja generalizaciju totalnog i parcijalnog izvoda funkcije

fley(x):
df _df

dx_axy

3y dx
" . df  adf . .. o . .
Ocigledno je o o tj. totalni i parcijalni izvod se poklapaju, ako je f samo
x
funkcija od x. U opSem slucaju to ne vazi za hibridne tenzore. Na primer za tenzor
St (u®), koji ne zavisi od x*(u%), bice

t_aSl;X J k k
S = 3xf+{Jk}S {Jk}S

i ne mora biti nula, bez obzira §to tenzor S, zavisi samo od u®.
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dT . . .
Izvod W moze da se lako izvede na sledeéi nacéin
u

% =Ty = (Tjgi®aP).y =T} 802 + Tigia 0P + Tigi @al,.
Ali
Zia = i, =0,
jer je
g = gi(x),
i
b,
jer je
af =af(u)
Prema tome
Tg= Té;agi @aP + Tég,- ®a’ﬁoC = Té;ag,- ®a%+ Tébg g, on. (23.70)
Primer 13
M=x(u) =, =x, = a&:; (23.71)

Vazan zakljucak. Sve navedene oznake za ovaj hibridni tenzor ravnopravno se
koriste.

= Primer 23.7

i

Xap = (xfa),ﬁ + (xfoc)Jx;ﬁ = (xfa),ﬁ + (xfa),jx,j.;i =

i i) AN
= — — . 23.72
Xap = 5 a9.p X’V{aﬁ}—i_{jk}x’ax’ﬁ (23.72)
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= Primer 23.8

i
Ay = X 8i)
_ )
Ay g = Ag;p —x;aﬁgi.

Onda iz ovog izraza i (23.54) dobijamo

xfocﬁ = baﬁni

i o
bap =XapMi = ~Xallip

Vajgartenova formula

Vajgartenova?® daje izraz za promenu n, tj. za n 4.
PiSemo

ng= Agaﬁ +Agn.
Ali

Ag=ng-n=0,

jerjen-n = 1. Prema tome je

ng= —bgaﬁ,
ili
Ny = —ngfﬂ.
Kodacijeva jednacna
Iz
baﬁ - _a(x . n7ﬁ7
sledi da je

bapy = —2ay-Mpg—ag-Ng,.

*Weigarten formula

(23.73)

(23.74)

(23.75)

(23.76)

(23.77)
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Medutim,
ag.y g = (bayn) - (—bjas) =0

Znaci

bap.y = —aa N py,
gde je

Npgy=MNyp-

Onda je

bapy—bayp =0. (23.78)

Ova jednacina je poznata pod imenom Kodacijeva jedaéina®. Uocimo da je

bapy=aqpy N (23.79)
Gausova jednacina

Ocigledno je da su

Aa By
vektori. Onda suiay gy, —ag 4 takode vektori, pa je
Ay gy —Agyp = R:‘saﬁyag + Rgpym,
gde su R_‘Sa By i Ry koeficijenti dekompozicije. Ali
Ropy = (aa.py —ayp) M =bopy—Dbayp =0,

prema (23.77), pa je

Ay gy —Aqyp = Rﬁaﬁyasa (23.80)
gde je

Rsapy = dsoR%p, (23.81)

Sada, iz (23.79), imamo

Réaﬁy = (aa,ﬁy - aom/ﬁ) ag.

3Codazzi
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Ali
Ay py a5 = (Agp-A5)y —Agpasy = —bopbys,
jer je
agp-as =Dbgpgn-as =0.
Znaci

Rsapy = baybgs —bapbys- (23.82)

Ove jednacine su poznate pod imenom jednacine Gausa.
Iz ovih jednacina se odmah vidi da je Rsqpy tenzor kao i R_‘sa By Poznat je pod
imenom Riman-Kristofelov tenzor. Razmotri¢emo ga detaljno.

Riman-Kristofelov tenzor krivine za povrs

Eksplicitan izraz za Riman-Kristofelov tenzor za povrs moze da se izvede na
razne nacine.
Polazimo od izraza (23.52) koji piSemo u obliku

dagy

dag | Y
auﬁ = {aﬁ}a'y‘i‘baﬁn

Onda je
=— b
JuBout . JuP {ay}a“+{ }auﬂ T Mg =

0 o T o 5 8 b bO
*aﬁ ay as+ ay TB as + rph a Bn ay ﬁaoa

gde smo koristili (23.52). U sredenom obliku ovaj izraz glasi

9*aq J o T c c
314/38”7 B <auﬁ {a,}/} + { OC}/} {TB }) adg _baybﬁ as+
: Dbay
“({aro i)

Striktnom zamenom indeksa 3 i ¥ u ovom izrazu dobijamo izraz za

82

u¥ auﬁ

Prema
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tome je

d%a, B drag
ouBour  Ju¥oub

(Lt} L UL o)
— (bayb§ — bap b5 ) 2o + <{ Ofy}bfﬁ—{;ﬁ}bmuiiog— a;;f>n=0,

d%a, B d%a,
duPour  ouroub’

;,ﬁ{o?y}_;ﬂ{aii}+{ojy}{fi3}_{Otrﬁ}{;’}: (23.83)

{ay}brﬁ_{aﬁ}bw—i_ o ou =0 (23.84)

jer su vektori as 1 n linarno nezavisni.

Uocimo da relacija (23.83) definiSe Rimanov tenzor na dva nacina: preko tenzora
krivine bgg 1 Kristofelovih simbola. Kako je tenzor by tenzor krivine to nam daje
za pravo da Riman-Kristofelov tenzor nazivamo i tenzor Krivine.

Ova relacija je od fundamantalnog znacaja u Diferencijalnoj geometriji imajuéi
u vidu da se Kristofelovi simboli izraZavaju preko osnovnog metrickog tenzora aqg
i njegovih izvoda.

Relacije (23.84) su poznate pod imanom formule Mainardi-Kodaci

jer je Odavde sledi da je

Zadatalk 23.3 Pokazati da iz (23.80) sledi da je
xi,aBY o xi,ocyﬁ = xfcr R(?xﬁy- (23.85)

Zadatak 23.4

d )
Ryapy=aroR0p, = > lay,A] - o [aB,A]+

{5 )ona ()
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Zadatak 23.5

1 82a;w 82aaﬁ azaw azaay

Roapy = 2 | du*duP + outdu?  Ju®du?  Jutdub
+a#v {[Ozﬁ,,u][l}/, V] - [/’LB,[J][(X}/, V]} .

Koristeci rezultate Zadataka 23.4 1 23.5, izvesti sledeca svojstva Riman-Kristofelovog
tenzora za povrs (23.86):

R{S(xﬁy = _Raﬁﬁyv
Réaﬁy = Rﬁyéou
Rsopy+ Rsgya + Rsyap = 0.

Kako R4y ima samo jednu komponetu razli€itu od nule, tj. Ry212, iz (23.82) se
vidi da je

Riz12 = b11 by — by = det(byg) = b. (23.87)
Onda mora postojati neka relacija izmedu Rgsq g, 1 0vog skalara. Lako je pokazati da
je

Ropys = Ri212€qp €ys,

jer zadovoljava sve uslove (23.86).
Medutim, e, je relativni tenzor teZine (—1), a Rqpgys je apsolutni tenzor. Onda
je Ri212, kao tenzorska veli¢ina, relativni skalar teZine +2. Ako sada iskoristimo

€48 = \/aeqp, onda je

Ri212
Raﬁyﬁ = 70 Saﬁgyg.
Veli¢ina R b
K="1212_7 (23.88)
a a

je apsolutni skalar. Naziva se Gausova Krivina ili totalna krivina povrsi S.
Sada je

Raﬁyﬁ = Kgaﬁ£y67 (23.89)
odakle sledi da je
1
K = JRopyse?e™. (23.90)

Na mestu je sledeca definicija.
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Definicija 23.10.1 Geometrijske veli¢ine, koje su funkcije osnovnog me-
trickog tenzora povrsi aqg i njegovih izvoda, su njeno unutrasnje svojstvo.

Teorema 23.10.1 [Gausova izvanredna teorema - Egregium] Gausova krivina
K povrsi je njeno unutrasnje svojstvo.

Dokaz

Postoje razni dokazi ove teoreme. Neki su dugi. Mi se ovde oslanjamo na definiciju
(23.10.1). To je polazna osnova naseg dokaza. Iz (23.83) se vidi da je Riman-
Kristofelov tenzor Ry o, funkcija osnovnog metrickog tenzora aqg i Kristofelovih

14
op

takode Zadatke 23.4 1 23.5). Prema tome, Kristofelov tenzor R) 4, je unutrasnje
svojstvo povrsi, Sto vazi i za jedinu njegovu komponentu Rj;1p. Znaci, Gausova
krivina

simbola { }, koji su sa svoje strane funkcije izvoda metrickog tenzor aqg (vidi

R
a

K

je unutrasnje svojstvo povrsi.

Diferenciranje vektorskih i tenzorskih polja na povrsi

Do sada smo razmatrali promenu prirodne baze {a* n}, (¢ = 1,2), na povrsi
S i veli¢ina koje su posedica njihovih promena. Prelazimo na izu¢avanje promena
vektorskih i tenzorskih polja na S, posebno njihovog povrsinskog gradijenta, diver-
gencije i rotora, kao i njihovo predstavljanje u odnosu na prirodni trijedar vektora

{a% n}.
Prirodno je da po¢nemo sa vektorskim poljem w. Predstavljamo ga u obliku

W = W, +w,n, (23.91)

gde je wy = wyqa® glatko tangentno vektorsko polje, a w, = w- n normalna projekcija
vektora w definisana na povrsi. Kako je

_ o P N i
V_g8xi I g=nn+x,a’,

onda je

(23.92)
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. d 0 . v d
o nlﬁ, e X R Clan a% P odreduje operator diferenciranja

na povr$i, analogno operatoru V = g"? u prostoru [E3. Nazivamo ga povrSinska
x

gde je

nabla i obeleZavamo sa

0
alk
Vi=a L (23.93)
Tada je
Viw = V,wi+ (Vow,) @n+w,Vn,

gde je, po definiciji,

Iw
grad w=V,w=a%*® L (23.94)
Lako je pokazati da je:
o D o B o B B, a
Viw,; =a"® e a’® (wsga ) o Weg ad ®a” +wggbga® @mn,
owy,
Vval’l = aua O"
on
Vin=a%® = —bgqa”® ®al.

Nas posebno interesuje divyw = V- w. Onda je
Vew=Vews+ (Viwy) - n+w,Vyn.

Kako je

0
(Vow,)-n= 8W;a°‘-n =0,
u

Vyn=—byga® = —2H, (23.95)
gde je H = %bg srednja krivina povrsi, sledi da je
Vew=Vw,—2Hw,. (23.96)

Na sli¢an nacin se nalazi V; x w (povrsinski rotor) vektorskog polja na S. Onda
je
Vi xw =V xw;+ Vg x (wn).

Sada je

Vi x wy =a% x (wsﬁaﬁ),a =a%x (wsﬁ,aaﬁ —|—w55bgn) =

=a%x aﬁwsﬁ,a +wsﬁbga“ X n.
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Takode je
Vi x (wyn) =a% x (wyn) ¢ = wyqa%* Xn+w,a% xn g =
= Wp,qa% XN —wybgpa® x af = Wnea% XN,
imaju¢i u vidu da je boga® x aP = 0. Prema tome je
V,xw=a%x aﬁwslg’a + (wsﬁbg + wn,a) a%xn,
jer je a% x aP = £%Pn, odakle sledi da je
VX w= Saﬁwsﬂﬂn—i- (wsﬁbg +wn,a) a% xn.
Skalarnim mnoZenjem ovog izraza sa n dobijamo da je
(Voxw) n=e"Pwg,, (23.97)
izraz koji je znacajan pri povrSinskoj integraciji. Uo¢imo da je samo funkcija

povrsinskih koordinata u®.

N Od znaéaja je da se divg-w = V- w izrazi u odnosu na bazne vektore
{g:}ili{g'}.

Polazimo od w = w'g;. Onda je
divew =a% w o = aaﬁalg Wil
pa je povrsinska divergencija prostornog vektora

divew = a®Pxigwiq. (23.98)

N Kaoiu slucaju divergencije izrazi¢emo rot;Ww = Vi X W u odnosi na
bazu vektora {g;}. Onda je

rot,w = a% x w o = a“ﬁaﬁ X Wjag =xpgi % aaﬁwfagj =
_ aB i . Jj
=g xgja ﬁxﬁw’a.
Prema tome povrSinski rotor prostornog vektora je

rot,w = & xa®P ¥l Wi (23.99)

Zadaci sa resenjima
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Zadatak 23.6 Pokazati da je

Vi(v-w) = (Vi@v)w+ (Vi@ w)v.

Resenje

Vi(v-w)=a%(v-w) g =a%VagW+vwey) =@*@ve)w+ (@*@wq)v=
= (Vi@v)w+ (Vs w)v.

Zadatak 23.7 Pokazati da je

Vi@ (ow) = (Vi@)@w+o(Viow).

Resenje

V@ (pw) =a*® (W) ¢ =a* R (Q.aW+ oW o) = (V@) W+ (V@ W).

Zadatak 23.8 Pokazati da je

divg(ew) = (V,0)- w4+ @ (V- w) = (grad, @) w + @div,w.

Zadatak 23.9 Pokazati da je

divs(v@w) = wdiv,v + (grad,w)v.

ResSenje

divi(veaw)=a% (veaw) o =a% (vo@w+veawy) = (a% vy)w+ (a% v)w o =

= wdivyv+ (a%* @ W )V = wdiv,v + (grad w)v.
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Zadatak 23.10 Ako je S = S%a, ® g; pokazati da je

divs(@S) = (grad;@)-S + @div,S.

Resenje

divs(@S) = a% (¢S) o« =a% (¢.oS + ¢S o) = (grad,@)- S + @div,S.

Zadatak 23.11 Pokazati da je

divg(Sw) = (divsS)w + tr[S(grad,w)].

Resenje

divg(Sw) = a%- (Sw) o = a% (S oW+ SW o) = (div,S)w + tr[S(grad,w)].

23.13 Povrsinske integralne teoreme

Polazimo od Stoksove teoreme

/wa'nda:]{w-dr (23.100)
S as

u slucaju kada je w tangentno vektorsko polje na S. Onda je w = w; i dr = Tds, gde
je T povrSinski jedini¢ni vektor tangentan na dS. Tada je

w ow, oW,
‘ra%x — =nx — 4V, X W,

on Ju® on

VXxw=nx

(Vxw)n=(Vyxw)n.



5@ava 23. Povrs S kao dvodimenzionalni Rimanski prostor u F;

Smenom ovih izraza u (23.100) dobijamo Stoksovu teoremu
/(stws)‘nda:j{ws'fds (23.101)
s as

za povrSinska vektorska polja. Koristeéi (23.97) moZemo je predstaviti u komponen-
talnom obliku

/eaﬁwg’a da = fwsafa ds. (23.102)
s as
Dalje, neka je
Vsa = Eqpwh. (23.103)
Onda je
ePwp g =18, (23.104)

DefiniSimo vektor ty = & 78 To je jedini¢ni vektor upravan na 78 i kao takav
predstavlja spoljnu normalu krive dS na povrsi S. Smenom (23.103) i (23.104) u
(23.102) dobijamo identitet

/Vsofa da = f"salia ds (23.105)
S A

kojim se iskazuje povrSinska Grinova teorema za povrs. U kompaktnom obliku
glasi

/divs voda = fvs-uds. (23.106)
S S

1z (23.96) sledi da je
divyvg = divyv+2Hv,.

Takode je v,- . Onda je (23.106) oblika
7{‘%'# = /(divsv+ 2Hv,) da, (23.107)
s S

Sto predstavlja generalizaciju Teoreme o divergenciji.

N Kada je jasno da je re¢ o vektorskim (tangentnim) poljima na S,
izostavljacemo oznaku S za takva polja.



24. Fundamentalne forme povrsi

24.1 Prva fundamentalna forma povrsi

Prva fundamentalna forma /s je, kao Sto je prethodno navedeno, definisana
metrikom
Is = ds® = dr-dr = agp du® duP. (24.1)

Pozitivno je definitna u regularnim tackama povrsi S, §to namece ogranicenja na
vrednosti komponenata tenzora dqg : det(aaﬁ) > 0. Uslovi aj; >01iax >0su
zadovoljeni, Sto neposredno sledi iz izraza aqg = aq- ag.

Prva fundamentalna forma ne karakteriSe povrs$ na jedinstven nacin. To znaci da
dve geometrijski razlicite povrsi posmatrano iz obvojnog prostora [E3, kao na primer
ravan i cilindar, mogu imati istu prvu fundamentalnu formu.

24.2 Druga fundamentalna forma povrsi

Geometrijska velicina, koja karakteriSe spoljasnju geometriju povrsi S, je vektor
normale na povrs. Pripada prostoru Es, nije u povrsi i kao takav, literalno kaZemo,
da nije uocljiv za dvodimenzionalnog posmatraca u povrsi. Za njega postoje samo
unutraS$nje veli¢ine koje pripadaju njegovom prostoru, tj. povrsi. Takve veliCine su:
linijski element, ugao izmedu dve krive linije na povsi, povrSinski element povrsi i
Gausova krivina povrsi.
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Promena vektora normale, u tatkama povrsi, daje nam potpuniju sliku o promeni
oblika porsi u tim tackama koji vizualno uocava posmatra¢ u obvojnom prostoru Es.
Slededi izraz definiSe drugu fundamentalnu formu

Ilg = —dr-dn. (24.2)
Poznato je da je
da
dr = ag du®, ﬁ n=bys, agn=0
Onda je
or on on dagy
IIS = —dr-dn = Wdua- Wduﬁ = —agqg- Wduaduﬁ = W—nduaduﬁ,
(24.3)
ili kon¢no
Ils = bop du® duP. (24.4)
Uocimo da je, takode
IIs = d*(r-m), (24.5)

jer je
dr-dn = d(dr-n) —d?(r-n) = —d*(r-n),

imajudi u vidu da je dr-n = 0.

N Koristeci sledecu identifikaciju:
w'=u, w=v, by=e bn=f bn=g,
drugu kvadrtanu formu (24.4) piSemo u obliku
11, = edu?® + 2 fdudv + gdv*. (iv)
Takode je

b= det(beg) = {e f] —eg— f2. (24.6)
fog
Za razliku od prve fundamentalne forme, druga fundamentalna forma nije nuzno

pozitivno definitna. Posebno naglasavamo da su dve invarijante tenzora b, zaista
od fundametnog znacaja pri razmatranju geometrije povrsi. To su:

1
H = 3 b% —  srednja krivina povrsi 24.7)

K = det <bg) — Gausova krivina. (24.8)

Tenzor byp se naziva i povrsinski tenzor krivine.
O tome Ce biti viSe reci nadalje. Ovde dajemo jedan od nacina njihovog iz-
vodenja.
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Odredivanje srednje i Gausove krivine povrsi S C

Neka je povrs S C E3 data eksplicitno sa z3> = f(z!,7z%) u odnosu na Dekartove

koordinate ', i = 1,2,3. Njena MonZova reprezentacija je

r= (2% f(z". 7).

Bazni vektori povrsi su

ar
aa:aizaz(éé,éé,f;a), 0621,2
Takode je
dagy 9*f
0,0 =—.
8zﬁ ( faﬁ) fo‘ﬁ 07%978
Onda je

d
(B 7= 55 ar = (0.0 fap /).

Lako je pokazati da osnovni metricki tenzor glasi

1 2
oo = = (25)

Onda je
a:det(aaﬁ) = 1+f,21+f.,22-
Takode je
) 1 1+ f3 —f1f2>
ap - - 2 T
(aaﬁ) =(a"") = 1+f2+f2<—f,1f2 1_|-f’21 .
1z
a; xa 1
alxazz(_ﬁl’_ﬁ271) = n= ajxaz’:1+f2_~_f2 (_f‘,17_ﬁ271)7
)1 2
paje
O s S fap (24.9)
(XB = 0673' = . - ) '
07%97P \/m
_ 2
b:det(baﬁ)zﬁ“ﬁzz (f12)” (24.10)

1+ f1+/3
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Racunamo
a__ oy oy 1 (1+f,22 _f,lf,2> (f,ll f712>:
_ 1 <(1+f,22)f,11—ﬁ12ﬁ1ﬁ2 (1+f,22)ﬁ12—ﬁ22ﬁ1f2>
(L1721 2 \UHFD fe=fufafa (D) fa=faafaf2)”

Onda su srednaja i Gausova krivina dati izrazima:

1 () fn=2fnfifat (1+f7) f2
H = St(bf) = S+ 7 P : 24.11)
K- det(bap)  fu1fo—(fi12)? (24.12)

det(agg)  (1+/3 +/3)7

U specijalnom slucaju, kada je H = 0 i/ili K = 0, dobijaju se diferencijalne
jednacine koje su od fundamentalnog znacaja u diferencijalnoj geometriji povrsi. O
njima ¢e nadalje biti viSe reci.

Tre¢a fundamentalna forma povrsi

Treca fundamentalna forma je definisana izrazom

I1ls = dn-dn, (24.13)
gde je
dn=d(n'g) = (dn') g =n', du®g;.
Tada je
s = cop du®duP, (24.14)
i .
Cap = 8ijN'y nlg. (24.15)

Kako je n'o = —ngiﬁ, onda je
Cap = 8ij X'y X5 bl 8} = ays bl b}, (24.16)
simetri¢an tenzor. Pokazati! Pogodno ga je napisati u obliku

r. (24.17)

cg = bf,‘bﬁ
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24.4 Relacija izmmedu prve, druge i frece fundamentalne forbid

Relacija izmedu prve, druge i tre¢e fundamentalne
forme

Obelezimo sa I, B i C, matrice tenzora 6%, bg i cg, redom. Onda je C = B2,
Kvadratna matrica B, saglasno sa Kejli - Hamiltonovoj teoremi, zadovoljava sledecu
jednacinu

B> —IzB+1I31=0,

gde je Iy = b% = trB, IIz = det (bg) = det(B). Koriste¢i C = B? u ovoj jednacini

piSemo
C—-IpB+1p1=0,
ili
C-2HB+KI=0.
U komponentalnom obliku glasi
o o o __
Odavde neposredno sledi da je
trC = 4H* - 2K.
Kao i svaki tenzor drugog reda i tenzor B zadovoljava svoju karakteristi¢nu
jednacinu
A*—2HA+K =0.
Njena karakteristi¢na reSenja
ki,=H++vH>-K (24.18)
su realna, jer je B realan i simetri¢an tenzor. Jasno je da je

_kitk

H ;
2

K=k k.

Otuda i naziv srednja krivina za veli¢inu H. Ove veliCine su od bitnog znacaja za
dalju analizu geometrije povrsi i o njima ¢e nadalje biti viSe reci.






25. Krive na povrsi

Neka je na povrsi
S:x=x(u%), (25.1)

zadata kriva linija
C:u®* =u%(s), (25.2)

gde je parametar s luk krive. U odnosu na prostor E3 kriva C je data jedna¢inom
C:x=x(u%(s)) = x(s). (25.3)

Prema tome, krivu C moZemo razmatrati na dva nacina: kao prostornu krivu C : x =
x(s), ili krivu C : u* = u®*(s) na povrsi S. Problem krive u prostoru smo razmatrali.
Ovde ¢emo prvenstveno razmatrati C kao krivu na povsi S. Specificnost ovog prilaza
se zasniva na Cinjenici da svaka veli¢ina, koja pripada krivoj na povsi, pripada
takode i prostoru E3. Obrnuto ne vazi. Podsetimo se da se tangentni vektor, na S,
A =Alg; = a%a,, moZe da se predstavi kao

A=A'gi=a%a,, (25.4)

gde je . .
A'=xya%, (25.5)

imajudi u vidu da je .
ag =x'o g (25.6)

Isto vaZi za tangentni vektor

T=T'g =t%a,, T =x'yt% (25.7)

)
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o du®
dejeT'= —it%=—.
gdeje ds ! ds d
Kako je T =t*a, jedini¢ni vektor, ondaje T-T =11 T T = 0. Znaci vektori
s

dT
— 1 T su ortogonalni.

ds

dT
Ovde odstupamo od uobicajenog nacina predstavljanja vektora —, jer u opStem

ds
dT
slucaju I vektor izlazi izvan povrsi S. Tada je
s
dT  6(t%ay) Ot“ o 02y
_— = 7 — =
ds Os 55 @ + Os
5% duP  81°
= 5y 8ot “ag g o = 5 et bopt® P n.
dT .
Prema tome ukupna promena vektora 4 je
s
dT  6r%
5 = ga(x +baﬁtalﬁn. (258)

Odavde sledi, skalarnim mnoZenjem obe strane sa T, da je

or®
gtoc =0,

dT t*
imajuéi u vidu da je e T =01in-T = 0. Prema tome, ortogonalni vektori 55 ity
s s
o

t
su na povrsi S. Vektor S5 predstavljamo u obliku
s
ot”
— =k, v, 25.9
6S 8 ( )

gde je jedini¢ni vektor v = v%a,, ortogonalan na T. Naziva se jedini¢ni normalni
vektor krive C, a invarijanta k, povrSinska, ili geodezijsaka krivina krive C.
Izbor orijentacije vektora v vrsi se u saglasnosti sa vektorom T

Eqpt®VP = 1. (25.10)

Sa geometrijskog stanoviSta to znaci da vektor T rotira ka vektoru v do pokla-
panja u smeru suprotnom kretanja kazaljke na satu. Za takvu orijentaciju kaZzemo da
je pozitivna.

Izrazi

t*=e"Pvg, v* =gy,
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odreduju njihove uzajamne veze. Koristeéi ove izraze lako je pokazati da je

518
ngEOCﬁtagﬂ (2511)
: dT
5 =keVtbap 1*tPn. (25.12)

Vektor v pripada povrsi S, pa ga prema tome V-n = 0, moZemo predstaviti u obliku
v =n x T. Onda iz poslednjeg izraza dobijamo da je

dT
ke=(Tx—|-n. 25.13
8 ( X ds) n ( )

Odavde se vidi da kg zavisi ne samo od krive C, nego i od povrsi S na kojoj

dT
lezi. Jasno je da je ky = 0 u slucaju kada su vektori T, T i n komplanarni. Tipican
s

primer toga je veliki krug na sferi.
o

1%
Slede¢i korak je da se odredi 55 Polazimo od izraza v® = g*f tg. PiSemo
s
Sv¥ ot
S gha 5—5 = kg b vg = —kgt%.
Korisno je imati u vidu da je
dv
a = _kgT+baﬁ [a Vﬁ n.
Pokazati!
Izrazi: 510
t
55 eV
S (25.14)
ov o
Ss ket

nazivaju se Freneove formule krive C u odnosu na povrs S.

Geodezijske koordinate

Videli smo da u Euklidskom prostoru postoji koordinatni sistem u kome su sve

: . 0gij : .
koordinate tenzora g;; konstantne. Tada je ilk] u svim tackama prostora jednak
X

nuli. Is¢ezavanje ovih parcijalnih izvoda je ekvivalentno is¢ezavanju Kristofelovog

simbola, jer je
1<3ng . Igik 9gij>

K =5\ o T o ok
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Vazi i obrnuto, jer je
9gij
Jj g e v
5 = [k ]+ [k, .
Ako prostor nije Euklidski, onda Kristofelovi simboli ne is¢ezavaju u svim tatkama
prostora.

Pokaza¢emo da je u tom slucaju uvek mogude izabrati koordinatni sistem tako
da su Kristofelovi simboli nula u izabranoj tacki. Takav koordinatni sistem se naziva
geodezijski sistem za izabranu tacku.

Neka je x' dopustivi koordinatni sistem u R,,. Neka je p(xé) izabrana tacka u R,,.
Uvedimo novi koordinatni sistem

i i L[ i
X=x —xO—}—z{jk} o () —x)) (= xp). (25.15)
Odavde je
ox i ‘
2§ —x5). 25.1
> 5j+{jk}(0)(x X0) (25.16)
U tacki p(x})) bice
(996) _ s
dx/ ) 7
pa je Jakobijeva determinanta
det <§xj> =1.
/o)

Znadi da je tako izabrani sistem koordinata ¥, u okolini tacke p(xf)), dopustiv. Takod

ox’
iz (25.16), mnoZenjem obe strane sa a—;k dobijamo
- ox i - ox!
O = —— ) — x]
= om T {jl} 0 = x0) 3%

Diferenciranjem ovog izraza po X sledi da je
9%x! i ox! dx/ i
0= 55+ . o Yk .
dikdxm ) 1) 9™ ik jl

Onda je u p(x})

(0)

“unf
(0) km

; %%
=%  3Zaom
0) oxkox

(0)
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Smenom ovih izraza u

PY_[ 7\ 0karmar
gr| L km /[ x4 dxP dx/

1mamo

“tunly

(0)
ili, konacno,

=0.
(0)

ksm
) 8,0,"8] +

9%x/

d%x/
dx40x"

axP

(0)

Ox9%P dxJ’

p
57,

Prema tome, uvek je mogude izabranti sistem koordinata ¥, koje se nazivaju
geodezijske koordinate, tako da su Kristofelovi simboli nula u izabranoj tacki

p(x}), koju nazivamo pol.

Uoc¢imo da su koordinate pola p u odnosu na geodezijske koordinate Xf) =0, sto

znaci da je pol takode koordinatni pocetak geodezijskih koordinata.

Vrlo vazno svojstvo ovih koordinata sastoji se u tome da se kovarijantni iz-
vod svodi na parcijalni izvod u polu, jer su u polu Kristifelovi simboli jednaki
nuli. To nam u velikom broju problema uproséava racunicu, ako je dovoljno da ga

razmatramao u okolini neke tacke.

Primer 14

Poznato je da je, u opStem slucaju,

vi':avi_vk i
T ox) kj

U odnosu na geodezijske koordinate je

;. oV

V.= —
2] (9)CJ7

2

tj. kovarijantni izvod vektora se svodi na parcijalni izvod.






26. Geodezijska linija na povrsi

Prava linija je linija najkraceg rastojanja izmedu njenih dveju ta¢aka u Euklid-
skom prostoru. U prostorima koji nisu Euklidski u opStem slucaju, ne postoje prave
linije. Primer toga je dvodimenzionalna sfera na kojoj ne postoji ni jedna prava linija.
Medutim, pojam linije najkraeg rastojanja ima smisla. Onda pitanje glasi: kako
odrediti linije najkraceg rastojanja u Rimanskom prostoru?

Ovde se zadrZavamo na razmatranju tog problema na povrsi kao najjedostavnijeg
Rimanskog prostora zbog svoje ociglednosti i bliskosti nasSim opaZajima. Sam
postupak i rezultati mogu se bez ikakve promene uopstiti na Rimanske prostore
proizvoljne kona¢ne dimenzije.

Bilo koja kriva na povrsi S moZe se predstaviti preko povrsinskih koordinata
kao funkcija jednog parametra z, tj. u® = u*(¢) ili u = u(u®(¢)). Onda je

b
5= / o (1) (1) i (1) dr (26.1)

d o
duZina luka krive izmedu dve tacke r = a it = b, gde je u*(t) = %

Uvodeci smenu

0 (u,) =\ /aqg (1) ac (1) ub 1),
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prethodni izraz postaje
b
s:/(p(u,ll)dt.
a

Nas cilje je: naci krivu na S koja izmedu fiksnih tataka u®*(a) i u®(b) ima ekstramalu
luka.
Pretpostavimo da je to bas kriva

Ako su w®(¢) neprekidne i diferencijabilne funkcije koje isCezavajuzat =ait =b,
tj. w*(a) = w*(b) = 0, onda

Ce: u® =ua%(t,e) =u®(t) +ew*(t)

predstavlja familiju krivih na S koje prolaze kroz tatke u®*(a) i u®(b). Za € = 0 bice
Cy=C.

Izborom malih vrednosti € moguce je odstupanje (variranje) krivih C, od C
uciniti malim koliko Zelimo. DuZina luka krivih C¢ je data izrazom

b
s(e) = /(p(u+8w,l'1—|—£v'v) dr.

d
Po pretpostavci s(€) je minimalno za € = 0. Onda je L 0zae= 0, tako da je

de
g
de

b
909 o, 99 .4
= -— —w" | dt=0.
o /<8uo‘w T oue "
Parcijalnom integracijom sledi da je

b b
e , Jdo B do d do o a1¢
/(auaw e ) o= [ (G e ) ot (e

a a

¥ 20
Clan <auawa>

b
=0, jer je w*(a) = w*(b) = 0. Prema tome je
a
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Ovaj integral je nula za proizvoljne vrednosti funkcija w*(r), odakle sledi da je
integrand jednak nuli. To znaci da funkcija ¢ mora zadovoljavati jednacine

ddo Jdo
EW—W—O. (26.2)

Ovo su dobro poznate Ojler-LagranZeve jednacine varijacionog problema koji
razmatramo.

Koriste¢i ¢(u,11) = | /aqp 1B, ove jedacine se mogu izraziti preko promenlji-

vih u%. Iz
¢’ = (aaﬁu“uﬁ)

dobijamo da je

de _ dagy g
03 = s 1
J .
(p%:aaﬁuﬂ.
Racunamo
409 _d(agpi’\ 1 5 Odup .\ dapi’ do
dt du®  dt ¢ o \"oP ouY e? dr’

Smenom ovih izraza u (26.2) bice

1 /da da da agpiP d
B, L ap ay %98y .y _ Yap” d@
fopt +2<8u?’+auﬁ 8u“>uu_ ©2 dr’
ili 5
B By _ Yapt” do
a(XBu + [ﬁ,}/’ a]u u (pz dt N

d
Dizanjem indeksa i smenom ¢ = d—j, sledi da je

d?s d’s
o0 Ly _yed? e O (AU g a2
M+{ﬁy}uu_”ch’1h 5.\ ar _Mﬁ'
dr dr
U slucaju kada se za parametar r uzme luk s krive, tj. kada je t = s, gornja
d [0
jednacina (26) geodezijske linije se znatno uproséava. Tada je 35 =0,u% = dL’
s
2
ii% = du” ua,paje
ds? ) ;
du® o | du®du
——=0 26.3
ds? { By } ds ds ’ (26.3)
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6 [du*® du® duP
55 <d> = (a)B o 26.4)

Prema tome, resenja sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina (26.3) predstavljaju
geodezijske linije. Na osnovu teorije obi¢nih diferencijalnih jednacina, reSenje u®(s)
o

. . v “ . . du . ..
je odredeno jednoznac¢no, ako su pocetne vrednosti u* i — zadate u bilo kojoj

tacki. Geometrijski to znaci da je geodezijska linija jednoznaésno odredena za zadati
pravac u zadatoj tacki. Medutim, mi definiSemo geodezijsku liniju kao krivu koja
prolazi kroz dve tacke. Ali tada geodezijska linija ne mora biti jednoznacna, sem ako
su te dve tacke dovoljno bliske. Na primer, postoji jednozna¢na geodezijska linija na
sferi koja prolazi kroz dve tacke, izuzev ako su te sve tacke na krajevima pre¢nika
sfere. U tom slucaju svi veliki krugovu su geodezijske linije. Prema tome, Ojler-
Lagranzeve jednacine predstavljaju, u opStem slucaju, potreban, ali ne i dovoljan
uslov minimuma duZine luka na geodeziskoj liniji. Drugacije receno, ovako izvedene
jednacine geodezijske linije imaju lokalni minimum.

Teorema 26.0.1 Kriva linija C je geodezijska akko je njena geodezijska krivina
ko, = 0.

Dokaz

Znamo da je u opStem slucaju

o (du®*\ .,

0 [du®
Ako je kriva C geodezijska, tj. 55 <§> = 0, onda je k, = 0. Obrnuto, ako je
s §
. 0 (du” o . .
ks =0, onda je — | —— | = 01ikriva C je geodezijska.
Os \ ds

Ekvivalentno ovoj Teoremi 26.0.1 je slede¢a lema:
04

ov
Lema 26.0.2 Kriva linija C je geodezijska linija akko je ——, tj. ako je vektor v¥

Os
M|

kovarijantno konstantan.

Dokaz
Sledi iz 25.14.
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N Jednacine (26.3) su unutra$nja geometrija povrsi. To znaCi da geode-

zijska linija jedne povsi je odgovarajuca geodezijska linije druge njoj
izometri¢ne povrsi.

Specijalan slucaj. U [E; prava linija je geodezijska linija. Zaista, u tom slucaju je,

TN . .. . . . (04
birajuéi za koordinatne linije Dekatove koordinate z%*, Kristofelov simbol { }
2 a

By
0, pa se jednacine geodezijske linije svode na —Zz = 0. ReSenja ove jednacine su

5
prave linije z* = a® s+ b%*, gde su a”* i b* proizvoljni vektori.

Lema 26.0.3 Geodezijske krivine koordinatnih linija na povrsi S : x = x(u%),
o=1,2,su
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Dokaz

Koordinatne linije na S su zadate jednac¢inama u® = c%.

d 1
Za kordinatnu liniju u!, u? = 2, biée ds; = \/ar; du', () = < “

ds1,()>,gdeje
i

ds; = y/arrdu'. Onda je % = -

U tom slucaju je

Vai®
512 a ot
ki = 1=, /— =1
1= Vaenh Os ap; Os
Iz izraza g p
ot dr
o % [P\ e
os ds )

nalazimo da je

Onda je

b =e i an =V Lt

Na isti na¢in se dokazuje da je za koordinatnu krivu u?, u' = ¢!,

Posledica leme. Koordinatne linije u* = ¢%* su geodezijske ako je {212} =01

{i}=o0

Primer 15

Koordinate u%, o¢ = 1,2, sfere

r = (rcosu’cosu', rcosu’ou', rsinu?),

(a ): rrcos2u? 0
af 0 r2 .

dap . 1
out 01 {22}_0'

Znati krive u! = ¢ su geodezijske. Takode je

su ortogonalne i

Onda je

day
ou?

= —2r?% cosu? sinu?.
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Ovaj izraz je nula za u> = 0. Tada je

=

duZ ekvatora. To je jedina geodezijska linija u> = c. (U polovima u?> = +7/2 takode
je { ]21 } = 0, ali je matrica (a,g) singularna, jer je det(aaﬁ) = (0 u tim tackama.).

N Moguce je odrediti izraze za glavnu krivinu, geodezijsku krivinu i
normalnu krivinu i na drugi nacin. To ¢emo ovde prikazati.

Uocimo da vektor N leZi u ravni medusobno upravnih i jedini¢nih vektora n i
v =n x T. Lako je pokazati da je

N=(N-(nxT))nx T+ (N-n)n.
Za k > 0 bice
KN = (kN-(n x T))n x T+ (kN-

n)n —
:(igmxTOnxT+<;7)
)

dT T
= T _— 1 = _—
kg ( X ds) n i k, (d

KN =ksn x T+ k,n.

Korisno je, takode, imati u vidu da je

I =k;+ k. (26.5)

odkle se vidi da je

Prema tome je

Gaus-Boneova teorema

Teorema 26.0.4 — Gaus-Bone. Neka je S prosto povezana oblast povrsi
koja je predstavljena sa x(u',u?) klase r > 3 i &ija granica C je prosta zatvorena
kriva x(u' (s),u?(s)) klase r* > 2, gde je s luk krive C. Neka je k, geodezijska
krivina od C i neka je K Gausova krivina S. Onda je

/@m+ﬂkmpﬂm (26.6)
pa S
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gde je da element povrsi C. Integracija duz C se izvodu u smeru tako da S ostaje
sa njene leve strane.

Integral
f Kda,
s
koji se pojavljuje u Gaus-Boneovoj teoremi, naziva se integral krivine povsi koju
razmatramo.

Dokaz Teoreme moze se naci u svakoj dobroj knjizi iz diferencijalne geome-
trije. Postoje razlic¢iti dokazi teoreme. U nekim slucajevima dokaz se uproSéava
kori$¢enjem specijalnih koorinatnih sistema u®*, o = 1,2, na povrsi S. Onda se gubi
njen invarijantni karakter. Prem tome, poZeljno je da se teorema dokaze nezavisno
od izbora koordinatnog sistema. To Teoremi daje njen invarijantni karakter. Ovde
prezentiramo takav prilaz.

Za dokaz teoreme na taj nacin pozivamo se na sledece relacije.

I. Neka su A% i A, kontravarijantne i kovarijantne komponente jedini¢nog
vektora. Onda je ),% Ao = Ag pA% = 0, odakle sledi da je

QL,% = .uavb’a Aap = HaVp, (26.7)
gde je u® vektor upravan na dati vektor i vg je neki vektor. Lako je pokazati da je
ePesA MG =0. (26.8)

I1. Takode nam je potrebna relacija
My gy — Meyp = MR, (26.9)

gde je
RaﬁyS = Ksaﬁey5 (26.10)

Riman-Kristofelov tenzor. Onda iz (26.9) i (26.10) sledi da je
Pl gy = Km'eyq. (26.11)

III. Dalje koristimo Grinovu teoremu

anA“ds: {[ e ap o da. (26.12)
S

IV. Neka je C: u® = u®*(s) i Cq : @(u',u?) = a familija krivih na S; s je duZina
luka krive C, 1 a - proizvoljna konstanta.

du®
Dalje, A* = — oznacava jedini¢ni tangentni vektor C, a mgq = Ll je-
ds |grado|

gradg| = ,/a%P ©.a¢ p- Pretpostavljamo da se C

dini¢ni vektor normale na Cq;
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preseca sa familijom krivih Cy. Ugao 0 izmedu C i Cy u tacki preseka oznaciéemo
sa 0.
Zelimo da odredimo promene ugla 6 u odnosu na s duz C. Pri tome koristimo
0= r_ 9, gde je ¥ ugao izmedu jedini¢nih vektora A% i m¢, u tacki preseka, jer je
de dd

ga 3¢ _ 949 o .
onda i " Ocigledno je,

Eqp A mP
tgd = Sap™ T mé ,
ay(;?LVm

tako da je

o 8% 8 (.4 p v s o« p O V) —
E_a—saﬁ$<l m )aygkm —EgpA7m a(aﬁlm)—

o Y B o
= Eupdys <6A ly—lam> mﬁm5+£aﬁay5 <6mm8 —mP om ) ALY =

Ss Ss ds os
A° om°
— £4pays 08T e ATmPmd® + £pa,5 68 S mTAAY =
os Ss
AC om°
= aﬁémﬁmSSGT 6s )VT - ayakalygcf%mr.
Prema tome je
do oA° om°
a = 80r76s AT — &1 Ss mr)
odakle sledi
dd om°® .
P A T
o
jer je 5y = ko° i €5;V°AT = —1. Znadi,
do om°
5 kg + gmﬁm? (26.13)

Sledi Dokaz Teoreme Gaus-Bonea.

Dokaz

Iz (26.13) imamo

% de — jl{kg ds = %SMEmeT = ]{Scmffxmflads,
gde smo koristili

om“

Ss

_ 0P
—m7p/l.
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Ali, imajuéi u vidu (26.8), (26.11) i Grinovu teoremu (26.12),
?{smm%m%“ds — ff SBO‘ Smmcfxm da = ff eBoes, ( ffxﬁmr —|—mffxmf/3) 5 da =

=— ff Kmye"egem" da = fdea

Onda je
f de —}{kgds — ﬂKda,
S

odakle sledi (26.6).

Jasno je da se Gaus-Bone-ova teorema moZe formulisati za opstije slucajeve, na
primer za prosto povezane delove povrsi koja je ogranicena sa delovima regularnih
krivih. Postupak je isti. Onda umesto (26.6) imamo

fkgds+fj1(da:2n—zn:(n—9i), (26.14)
S i=1

gde je 6; odgovarajuci spoljasnji ugao od C u tackama gde se delovi krivih spajaju.
Obicno koristimo unutra$nje uglove ¢, tj. relaciju o; = @ — 6; , tako da je

(n—z)x+7fkgds+HK,da: ioc,-. (26.15)
S i=1

Primedba. Pristup je sasvim opsti. Na primer, pretpostavimo da je ¢ = u®* =
const o = fiksno (obiéno je @ =2).Ondaje ¢ = 62, |grade| = Va%**, ms =

\/W 0F = / Z, (ne sabira se po @, B # a). Prema tome, iz (26.13) imamo

0 1 Om
K = kg, +€°° gzamf = kg, —&—sﬁaﬁé—sﬁma, (ne sabira se po @, f3).
Ali
%:dﬂ_ ° @7_’”1#3 @:_ Lra@
s ds PTBS g PTBS ds agg PO ds’
paje
de d
% g, — B“ﬁrgs = (26.16)
ds aggp ds
Specijalno, za ¢ = u?> = const., iz (26.16) dobijamo
de du?®
2 g, — Vapa du (26.17)

ds ap 18 45
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Ako je ¢ = u?> = const. geodezijska linija, onda je kg, =01

d6,  var, dud

_ —=0. .
ds  ap 18745 (26.18)






-
27. Uloga druge fundamentalne
forme

\_

Korisno je da se izraz

dT
o =kyV+bgpt®tPn, (27.1)
koristeéi Freneovu formulu JT
— =kN
ds ’
napise u obliku
kN =kgV+bggt*tPn. (27.2)

Skalarnim proizvodom (27.2) sa n dobija se
keosy=bapt*tP, (k> 0), (27.3)
gde je cos’y = N-n, a ¥ ugao koji ¢ine jedini¢ni vektori N i n i koji se menja duz

krive C. Uocimo da je takode

T
kcosy= i—-n. 27.4)
s

Prvo ¢emo gornji izraz napisati u obliku

bapdu®duP  bogdu® duP

k - -
cosY ds? agp du® dub’

(27.5)
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tj. u obliku
kcosy=bgg %8,

imajuéi u vidu da je agpt* 1P = 1.

Odavde se vidi da krivina k zavisi od pravca jedini¢nog vektora tangente i
jedini¢nog vektora glavne normale krive u tacki p. Za neku fiksiranu tacku p, na
povrsi S kroz koju prolazi kriva, vrednosti tenzora aqg, bgg 1 jedinicnog vektora
normale n povsi S su potpuno odredene i ne zavise od izbora krive koja prolazi kroz
tu tacku.

Teorema 27.0.1 Za sve krive r > 2 na povrsi S, koje prolaze kroz fiksnu tacku
P, a koje imaju isti tangentni vektor, k cos ¥ ima istu vrednost.

Drugacdije receno, sve krive klase r > 2 na povrsi S, koje prolaze kroz fiksnu
tacku p i koje leZe u oskulatornoj ravni (koja se ne poklapa sa tangentom ravni),
imaju istu krivinu k.

Ako pak posmatramo krive ¢iji je pravac fiksiran, onda je by t* 1P fiksirano i
krivina k zavisi samo od ugla 7y koji glavna normala zaklapa sa normalom n povrsi
S. Za ove krive, koje imaju isti pravac u fiksnoj tacki p, uvodimo oznaku

k, =k cos, (27.6)

gde je k, konstantno. Specijalno za Yy = 0, & bi¢e k = *+k,, ovim redom. Prema
tome, |k,| je krivina krive koja se dobija u presesku povrsi S i ravni koju Cine
tangenta krive i normala povrsi S u toj fisnoj tacki p. Ove krive se nazivaju Krive
normalnog preseka povrsi S. Prema tome, vrednost &, zavisi samo od pravca
tangente normalnog preeska u p. Zbog toga

g du®duP

= 27.7
agp du® dub 27.7)

nazivamo normalna Krivina povrsi S u p za taj pravac. Bitno je uociti da je
normalna krivina k, funkcija obe fundamentalne forme. Njen znak odreduje forma
bop du® duP, jer je metricka forma ds? = aqp du® duP uvek pozitivna.

Po prirodi stvari, imajud¢i u vidu izraz

IN = ko V +bopt*tPn=k, v +k,n, (27.8)
definiSemo vektor normalne krivine
k = kyn. (27.9)
Onda prethodni izraz postaje (27.8)

kN =ke v +k,n, (27.10)
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odakle sledi (26.5), tj.
K=k +k.

1z (27.6) 1 (26.5) dobijamo da je
|kg| = k siny, (27.11)

Sto odreduje vezu izmedu krivine & i geodezijske krivine |kg4| krive C na povrsi S.
Jedna od geometrijskih interpretacija znacenja normalne i geodezijske krivine
dobija se iz izraza

dT
a - kg v + kﬂ n.
Onda je
dT
k, = T -n,

dT
tj. normalna krivina k, je projekcija vektora e krive na vektor normale n povrsi u
s
toj tacki krive i

tj. geodezijska krivina k, je projekcija vektora % krive na tangentnu ravan povrsi u
toj tacki krive.

Geometrijska interpretacija veze izmedu krivina o¢iglednija je, ako se koristi
relacija izmedu krivine i poluprecnika krivine. Tako je

kn=—, kn#0,

Ea
gde je R poluprecnik krivine odgovarajuceg normalog preseka, u posmatranoj tacki
pnas.

Slucaj kada je k;,, = 0 bi¢e posebno razmatran.
Takode, piSemo k = %. Onda (27.6) postaje

p = RcosY. (27.12)

Interpretacija ovog izraza daje sledeca

Teorema 27.0.2 — Meusnier. Centar krivine svih krivih na povrsi S koje
prolaze kroz proizvoljnu fiksnu tacku p i Cije tangente imaju isti pravac, izuzev
pravca za koje je k, = 0, leze na krugu K polupre¢nika 1/R koji lezi u normaloj
ravni i ima bar kontakt (dodir) prve vrste sa S u p.
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27.1 Asimptotske linije

Pravci u p, za koje je k, = 0, nazivaju se asimptotski pravci. Kriva Cija tan-
genta u svakoj svojoj tacki ima asimptotski pravac naziva se asimptotska kriva.
Diferencijalna jednacina asimptotske krive je

bapdu®duP =0, (27.13)

Sto neposredno sledi iz (27.7).
Integralne krive, ove jednacine, dobijaju se iz jednacina

<blzi,/b%2 —b11b22> du' +bydu® =0. (27.14)

Ove integralne krive su konjugovano imaginarne, realne, razli€ite, ili se poklapaju u
zavisnosti od toga dali je det (baﬁ) =b11 by — b%Z pozitivna, negativna, ili jednaka
nuli.

Dalja analiza se zasniva na izrazu (27.10) koji sada glasi

kN =kgVv. (27.15)

Kako su N i v jedini¢ni vektori onda je:
1) k=ky=0,ili
ii) krivina i geodijska krivina, asimptotske linije, su jednake po velicini i njena
glavna normala leZi u povrsi S.
U sl¢aju 1) vazi

Teorema 27.1.1 Svaka prava linija na povrsi S klase r > 2 je asimptotska linija.
U tom slucaju je
ar d’x

ds @:0 = X:as+b.

Tipic¢an primer toga su izvodnice cilindra i konusa.
U slucaju ii) vaZi

Teorema 27.1.2 U bilo kojoj tacki asimptotske linije oskulatorna ravan i tan-
gentna ravan se poklapaju.

Dokaz sledi neposredno iz (27.15). 4
Kao posledica ove Teoreme sledi da je u svim tackama asimptotske linije
B =+n.
Onda je
B _ N inya% = tbopt¥al.

ds



27.2

27.2 Geoderzijska torzija krive na povrsi
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Tada je

T = bopt%bys1® (aP-a¥) = bap bys PP 1917 = bog bB 117

Prema tome, kvadrat torzija asimptotske linije dobija se iz izraza

= Capt® i,
gde je
Cap = Daybj.
Kako je
Cap —2HDbop +Kagp =0,
onda je

capt®tP —2Hbopt*tP + K =0,

pa je, za asimptotsku liniju
capt®tP = —K.

Znaci, torzija T asimptotske linije je funkciji njene totalne krivine K, koja je data

formulom

T=+v—K.

Lema 27.1.3 Koordinatne linije u* = ¢%, o = 1,2, na povrsi S su asimptotske

linije akko su, u odnosu na te koordinate, b1; =01 by =0.

Dokaz sledi iz (27.13).

Geodezijska torzija krive na povrsi

Polazimo od
N =ncosy+ Vvsiny.

Diferenciranjem dobijamo

d—N—d—ncos sin d—yn—l—d—vsin + vcos dy
ds  ds %7 s as " Tas
Onda je
dN n sin dy+ dv n sin
- e . _ 1
ds Yas T ds 14
gde smo koristili sledee izraze:
d
nn=1, —nn—07 v-n=0

d
4



538 Glava 27. Uloga druge fundamentaine forme

Smenom dN d
. \4
5 KT+7B i = —kg T+bgpt*vPn,
a imajudi u vidu da je
T-n=0, B-n=sinYy,
dobijamo
siny <T+ Z) = byp sinyr® vA.
s
Novom smenom
bice d
Y
T = bapt® VP =hgpt®tP.
d
Odavde se vidi da je T+ 4 isto za sve krive koje imaju isti tangentni vektor t*

s
u tacki krive. U specijalnom slu€aju kada se posmatraju geodezijaske linije u tom

pravcu,ondaje y=0,illiy=mwi 7+ d—y se svodi na torziju geodezijska linije.
s

Definicija 27.2.1 Geodezijska torzija krive u bilo kojoj njenoj tacki je torzija
gedezijske linije koja dodiruje krivu u toj tacki.
Ako geodezijsku torziju obelezimo sa T,, onda je

dy
=T = hapt®tP.



28. Glavna krivina. Linija krivine.
Gausova i glavna krivina

\_

Normalna krivina povrsi S u tacki p za pravac % je
kn = bopt®tP.
MozZemo postaviti pitanje za koji pravac k, ima stacionarnu vrednost, pod uslovom

da je agpt” 1P = 1. Fomalno matematicki to je dobro poznat problem odredivanja
uslovnog ekstema, koji se u ovom slu€aju svodi na nalaZenje reSenja jednacina

(ba[} —A aaﬁ) l‘ﬁ =0.
Prema tome, traZene vrednosti k,, moraju biti koreni determinante
|b(xﬁ — laa[;| =0.
Ova jednacina, u opStem slucaju ima dva korena k; i k. Oni predstavljaju minimalnu
i maksimalnu vrednost normalne krivine k, i nazivaju se glavne krivine povrsi S
u tacki. Njima odgovarajui pravci, odredeni vektorima, nazivaju se glavni pravci

krivine. Kriva koja u svakoj svojoj tacki ima tangentu, koja je u pravcu glavne
krivine, naziva se linija Krivine.
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n,-jedini¢ni vektor normale povrsi

Slika 28.1: Prirodni Trijedar.

Kako su tenzori b, B 1ag B simetri¢ni, sledi da su koreni k; i k2, ove jednacine,
realni. Onda razli¢itim korenima k| # k;, odgovaraju medusobno upravni pravci
t*its, tj. takvi da je aaﬁtf‘tf = 0 (slucaj kada je k; = k; u tacki p bi¢e posebno
razmatran).

Kada se ova jednacina napiSe u razvijenom obliku postaje

A% —a bop L 0,
a

gde je b = det(bgp), aa=det(agp).

Koriste¢i oznake .

2

H=_-a"bys i k=",
a

piSemo
A*—2HA+K =0.
Resenja ove jednacine su:
kipo=H++H?>-K.
Odakle sledi da je
2H =k +ky, K=k kp.

Veli¢ina H se naziva srednja krivina, a veli¢ina K Gausova krivina, ili totalna
krivina povrsi u tacki p povrsi S.

Uocimo da je
ki —k\?
HZ—K:< 12 2) >0,

pri ¢emu znak jednakosti vazi samo kada je k; = k».
Od znacaja je
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Teorema 28.0.1 — Ojlera. Ako pravac r* zaklapa ugao 0 sa glavni pravcem
t¥, onda je normalna krivina

ky = ky cos® 0 + kysin” 6,

za taj pravac.

Dokaz

Znamo da je
t* =1 cos O +15 sin 6.

Onda je

kn = bgp %P = bap (' cos 0 +15'sin ) <t1ﬁ cos 6 —Hf sin 9) =
= by tf‘t{j cos® 0 +2byp tf! tg cos 0sin 6 +byp tgtg sin 0 =
=kycos> 0 +k; sin29,
jerje
ba,;zf‘tf =k i ba,;tl‘"tf :klaaﬁtf‘tf =0.

28.1 Klasifikacija tacaka povsi. EliptiCke, parabolicke i
hiperbolicke tacke povrsi

Glavna krivina, srednja krivina i Gausova krivina su skalarne funkcije na para-
metrizovanoj povrsi S. Igraju vaZnu ulogu u opisu geometrijskih svojstava povrsi.

Gausova krivina nam daje mogu¢nost da razlikujemo tri vrste tacaka na povrsi.
Neka je p tacka regularne povrsi S.

1. Neka je K(p) > 0. Tada su k;(p) i k2(p) istog znaka. Onda je druga fun-
damentalna forma u toj tacki pozitivna, ili negativna i normalna krivina
k, = ky cos? 0 + k; sin? @ ne menja znak za bilo koje 1%(8). Sa geometrijskog
stanoviSta to znaci da povrs S, u okolini tacke p, leZi u celosti sa jedne strane
tangentne ravni u p. U tom sluéaju kaZzemo da je p elipticka tacka.

Primeri takvih tacaka su tacke sfere i elipsoida.
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Slika 28.2: Elipticka tacka.

2. K(p) <0.Onda su k;(p) i k2(p) suprotnog znaka. U tom slu¢aju povrs S, u
okolini tacke p, lezi sa obe strane tangentne ravni u p. Pravci u tangentnoj
ravni, koji razdvajaju ovu okolinu tacke p, nazivaju se asimptotski pravci.
Za takve taCke p se kaze sa su hiperbolicke.

Slika 28.3: Parabolic¢ko-cilindri¢na tacka.

3. Tacka p u kojoj je K(p) = 0 naziva se parabolicka (ili cilindri¢na).
U tom slucaju jedna od glavnih krivina je nula, $to vaZi za bilo koju tacku
cilindra.
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Slika 28.4: Hiprbolicka tacka.

m Primer 28.1 Torus. Jednadina torusa u odnosu na standardnu ortonormiranu
bazu (e}, ey, e3) u K3 je

x(u®) = [(Ro +Rcosu2) cosu', (Ro +Rcosu2) sinu! ,Rsinuz} ,

gde je R polupre¢nik kruga i R < Ry. Dobija se rotacijom kruga poluprecnika R, €iji
se centar nalazi na rastojanju Ry od komplanarne ose rotacije es.

Slika 28.5: Torus.

Torus je pogodan za ilustrovanje svih tipova tacaka: elipticke, hiprebolicke i
parabolicke.

ox
Prvo raCunamo bazne vekrtore torusa ag = R a=1,2:
u
a; = (Ro +Rcosu1) (—sinu1 , cosul,O) ,

2 1 2 1

a)=—R (sinu cosu ,sinu”sinu ,—cosuz).

Uocimo da je ajp = 0.
Onda je

cosu' cosu?, sinu' cosu?, sinuZ) .

al Xaz 1
n= 2X&2__
[a1 > as |
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Dalje je

8a1 — (R R 2 1 . 1 0

Em (Ro+ Rcosu?) (—cosu',—sinu',0),

da : :

87; =—R (cos u?cosu',cosu® smul,smzﬂ) .
Izraunavamo b iz izraza

dag
baﬁ = W'n.
Onda je
by =— (R0+Rcosu2) cosuz,

b1, =0,
by = —R.

Kako je ajp = 01 b1y =0, sledi da su koordinatne linije linije krivina, pa je

b
ky = - —
ar
b
ky = -2 —
axn
Tada je
K=k ky=
Diskusija.

1. Talke torusa za koje je —% < u?

Cos M2

" Ry+Rcosu?’

1

R

Cos Lt2

R(Ro+ Rcosu?)’

< % su elipticke, jer je K > 0;

2. Tacke torusa za koje je 7 < u? < 7’7” su hiperbolicke, jer je K < 0;

3. Tacke kordinatnih linija 4> =

o
21u

2_ 1

= 7 su paraboliCke, jer je onda K = 0.

Cesto se u literaturi klasifikacija tataka na povrsi razmatra analiticki.

Postupak je sledeci.

U okolini tacke x(u*) na S funkcija x(«%) se razvija u Tajlorov red. Onda je

ox 1 9%
_ B _
x(u*+du®) =x(u”)+ Wdu“ t35.a0,8 du®duP +--- =

0

=x(u”)+aqdu®+ “ %0 e gyp . =
dub

Koristeci izraze
dag

P~

Y
{aﬁ}ay—&-baﬁn, ag-n=0,
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sledi da je

1
x (u¥+du®) —x(u®) :aadu“—i—i ({ 02;3 } ay+ba/3n) du® duP - -

Rastojanje vektora x (u* +du®) —x(u%) od tangentne ravni na S definiSemo kao
njegovu projekciju u praveu normale n u x(#%). Onda je

1
d=[xu*+du*)—x(u*)]-n= Ebaﬁ du® duP

kada se zadrzimo u dovoljno bliskoj okolini tacke x(u%).
U razvijenom obliku bice

1
d = 2 [bin(du')’ +2b12du' di + b ()] =
1 dul\ bi» by
= 7b d 2)2 1.9 2 b,
2 1 (du) <du2> + du! +b11 ’
g2

koji se, posle duZe racunice, moZe predstaviti u obliku

1
d=—— [bndul + (bia + V—b)duz} [bndul + (b2 — V—b)di?| ,

2byy
gde je b =det(bgp).
Diskusija

d=0: b]]dul+ <b12:|:\/b%2—b11b22> du? =0,

byydu' + (blzi \/—b) du? = 0.

1. b > 0 elipticka tatka, nema preseka izmedu povrsSi i tangentne ravni.
2. b < 0 hiperbolicka, dve asimptotske linije, obrtni hiprboloid.
3. b =0 parabolicka, jedna asimptotska linija:

b
du' = -2 du?, by £0, il
b
2 b, ,
du” = - du’, by #0, dvostrukikoren.
1

Kruzni cilindar
4. bgp =0, taCka u ravni, dodir viseg reda.
5. Drugi slucajevi

b1 =bp =0, b;p#0, =

bpdu'di® =0 = u'=c", u?=c? dvelinije preseka.
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Umbolicne tacke

U slucaju kada je k; = k; u tacki p, normalna krivina je ista za sve pravce. Onda
je
(baﬁ—laaﬁ)lﬁzo = (baﬁ—laaﬁ) du®* =0
za proizvoljno du®, odakle sledi da mora biti
baﬁ = QL(MV) aaﬁ .

Tacke povrsi S ovog tipa se nazivaju umboli¢ne tacke.

U tom slu¢aju je b = A%a, a > 0.

Ako je A # 0, onda je b > 0 i za tacku p se kaze da je elipticno umbolic¢na.
Tipican primer takve povrsi su tacke sfere.

Ako je A =0, onda je b = 0, i za taku p se kaze da je parabolicko umbolicna,
ili ravna tacka.

Od interesa su povrsi ¢ije su sve tacke umboli¢ne.

Teorema 28.2.1 Povrs S, reprezentacija klase r > 3, Cije su sve tacke umboli¢ne
je ravan ili sfera.

Dokaz

i) Slucaj kada je A = 0 u svim tackama povrsi S. Onda iz
A=0 = byp=0 = ng= —baﬁaﬁ = —Aaaﬁaﬁ =—Aag =0,
sledi

ng=0 = n=const
Znaci povrs S je ravan.
ii) Slucaj kada je A # 0 u svim tackama povrsi S. Onda iz
ng=—bopaf = —Aagpaf =-Na, =
n’aﬁ = —ﬂ,ﬁ Ay — A aa_ﬂ,

sledi da je
Apap =0,
jer je
N gp) =2 [qp) = 0.
Dalje je

7(,7[13 am =0 = 7L7132 :).7231 = 171 :7L72:0
= A =const.
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Prema tome je
ng=-Aagldu* = dn=-Adx = n=-Ax+c.

Kako je n-n =1, onda je

hxrer A=t = (a-te) (Lo = (L)’

Uvodeéi smenu %c =Xpi % = R konacno piSemo
(x—x%o)- (x—x0) = R,
Prema tome povrs je sfera.
Kriva koja u svakoj svojoj tacki ima tangentu koja je u pravcu glavne krivine

naziva se linija krivine.
Za odredivanje njenih jednacina piSemo

(bap —Aaqp) P=0 = awbaﬁtﬁ =0 = gyéaaybaﬁtﬁ ¥ =0.
Oznac¢imo sa

hﬁg = 8y5aaybaﬁ .

Onda je
hﬁgl‘ﬁ 5 = 0,

jednacine linije krivine.






29.1

29. Specijalne povrsi

Izometrija

Videli smo da se geometrijska svojstva povrsi (npr. duzine krivih, ugao imedu
krivih koje se presecaju) izraZavaju preko osnovnog metrickog tenzora ayg povrsi.
Za sva svojstva povrsi, koje se izraZavaju preko osnovnog metrickog tenzora aqg,
kazemo da definiSu unutras$nju geometriju povrsi. Medutim, metrika je lokalno
svojstvo povrsi i moZe se desiti da dve povrsi imaju istu metriku.

Definicija 29.1.1 Ako za dve povrsi S i S, postoji koordinatni sistem u odnosu
na koji se prva kvadrtana forma izraZava preko istog metrickog tenzora aqg, onda
se kaze da su izometricne.

Na primer, povrsi cilindara i konusa su izometricne, jer su obe izometric¢ne sa
ravni. Obe se mogu razviti u ravan bez promene duZina njihovih linijskih elementa,
veli¢ine uglova i povSina.

Uopste, problem odredivanaja povrSi izometri¢ne sa ravni je od posebnog
znacaja.
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Teorema 2

Potreban i dovoljan uslov da je povrs izometri¢na sa ravnom povrSi jeste
da je Gausova krivina jednaka nuli.

Dokaz

Gausova krivina K povrSi S data je izrazom

Riz12
a
Uocimo da je komponenta R, jedina komponeta tenzora krivine koja ne mora biti
jedaka nuli.
Ako je S izometri¢na sa (Euklidskom) ravni, onda na S postoji koordinatni
sistem u odnosu na koji je

K= , a=det(agp).

an:azz:l, ap=a;1=0 = a=1.
U tom slucaju je
RaﬁyS =0 = Rppr=0 = K=0.

Medutim, Rqgys je tenzor i kao takav isCezava u bilo kom drugom dopustivom
sistemu. Tada je i K = 0 za bilo koji koordinatni sistem na S.

Obnuto, ako je K =0, onda je Rygys = 0 u svim tatkama povrsi S. To znaci da
povrs S dopusta apsolutni paralelizam vektorskog polja v (u'B), tj. da je

Va,g =0. (29.1)
Odavde sledi da je
Iva _ VB
oxP  Ix’

jer je { 0223} simetri¢no po indeksima «, 8. Prema tome, postoji funkcija ¢(u%)
za koju je d¢ = vy du®. Izaberimo pocetne vrednosti vektorskog polja tako da je
VEXM (0), &, A = 1,2, ortonormiran sistem vektora. U odnosu na metri¢ki tenzor a*?
povrsi S. Kratko receno,

(a®P vl Vil ) (0) = 844,

A

Tada postoje funkcije z* za koje je dz* = vgl) dx%, gde je vgl) = 8%' Pri tome
u

imamo na umu da je vg“) polje paralelnih vektora, tj. da je vg% = 0. Onda je z“*

traZeni koordanatni sitem za koji je
7 It

Ap _ of Z
O = S

(29.2)
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Zaista, pod pretpostavkom da je dz* = vgl) du®, funkcije z* zadovoljavaju sistem

jednacina
92 A ] A
L _% { Y } (29.3)

du®duf ~— ox¥ | ap

U tom slucaju difernciranjem desne strane izraza (29.2), dobijamo

8 ap 8z’l BZ“
— a — — =
ou’ dx% JxP
da*f a7* I B 9%+ ozt B o+ 3%zt
— — +4a — +a% .
du? Jx® JxB 0x%Ju¥ JxB dx% JdxBouY

Zamenom (29.3) u ovom izrazu dobijamo, posle grupisanja clanova, da je

i aaﬁ % aiu — da*P _ avﬁ o _q™v ﬁ % ai —0
ou’ ox% 9B du? vy %% Ju® oub
Znaci

ap 92+ 9
0x% JxB

Konstante integracije ¢** odredujemo iz uslova

a7t 9zt
Cl” = <daﬁaxa axﬁ> (0) = 61“.

M

Prema tome, u svim tackama povrsi S je

ap 92 9

— SMH
dx% JxB o7

Ocigledno je da je u tako odredenom koorinatnom sistemu z%*
an=an=1, ap=ay=0.

Prema tome, povrs S je izometri¢na sa Euklidskom ravni.

U sluc€aju n-dimenzionalne mnogostrukosti M vazi sledeca
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Teorema 3

Ako je tenzor krivine R; ji; n-dimenzionalne mnogostrukosti M jednak nuli,
onda je M izometricna sa E,,.

Dokaz teoreme je potpuno identi¢an dokazu prethodne teoreme, bez pozivanja
na Gausovu krivinu.
Navodimo sledeée primere kao ilustraciju.

Slika 29.1: Katenoida. Slika 29.2: Helikoida.

» Primer 29.1 Katenoida:

Si: ' = vlcosvz,
22 =v!sin?,
1
Vv
2 =vlach ' —,
a

i Helikoida:
Sy: Z'= ulcosuz,
22 = u'sinu?,
B =a,
su izometriéne povrsi. "
Dokaz

Prva fundamentalna forma je

ds? = &;;dz'dz/.
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ZaS;:
2 aq.pB (VI)Z 1\2 1\2( 4.,212
ds” = aggdv*dv¥ = m(dv ) 4+ (v)=(dv?) (29.4)
tako da je
12
ay = (\)1()2)—Cl2 an=0 ap= ") =d+[(') —d’]
Za povrs S:
ds? = Agpdu®duP = (du')? + [ + (u')?] (du?)?, (29.5)

tako da je
Ali=1A1=0, Apn :a2—|— (ul)z.

Sada, ako stavimo

dobijamo za S;:
ds? = (du')? + [(u")? +a?] (du?)*.

Posto je to identicno sa (29.5), povrsi Sy 1.5, su izometricne.

Pravolinijske povrsi

UopSte, problem odredivanaja povrsi izometri¢ne sa ravni je od posebnog
znacaja. Zbog toga ovde uvodimo koncepte pravolinijske povrsi, kao i razvojne
povrsi.

Definicija 29.2.1 Neka je data prava linija
X=0+IW. (29.6)
Pretpostavimo da su & i w funkcije nezavisnog parametra, recimo, s. Povrs

S:x(t,s)=a(s)+rw(s), te€l, seR, (29.7)
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| koja se formira na taj nacin, naziva se pravolinijska povrs.

Njena geometrijska interprtacija je oCigledna: formira se neprekidnim kretanjem
prave linije (29.6) duz krive a(s). Kriva @(s) se naziva direktrisa povrsi, ili
osnovna Kriva S.

Prava linija

X(t,50) = &(s0) +1wW(so) (29.8)

definisana fiksnim parametarom s, naziva se izvodnica pravolinijske povrsi ¢ji
pravac odreduje vektor w(sp).

Alternativno, povr§ moZe biti predstavljena kao pravolinijska povr§ spajanjem
odgovarajucih tacaka dveju krivih u prostoru. U tom slucaju je

X(t,s) =(1=1)x1+1x5, 0<t,5<1,
gde su x; (s) i xo(s) direktrise. Dva predstavljanja su identi¢na ako je
o(s)=xi(s) 1 w(s)=xa2(s) —x1(s).
Vektor upravan na povrs (29.7) je

ox IJx daa dw da dw

N(t,s) ==X =—=WX | —F+t— | =WX — +1WX —. 29.9
(t:5) ot ds <ds * ds) ds ds (29.9)
Za fiksnu vrednost parametra so normala N(z,s9) duZ izvodnice (29.8) se menja.
Medutim, tangentna ravan u svakoj tacki izvodnice sadrzi izvodnicu. To znaci
da tangentene ravni u svakoj tacki izvodnice x(z,so) obrazuju jednoparametarsku
familiju ravni koje sadrZe tu izvodnicu.

. - . da . dw = :
U specijalnom slucaju, kada su vektori w x & iwXx R kolinearni, vektor
s s

normale N(z,s9) duz izvodnice X(7,s9) menja samo svoj intezitet, ali ne i pravac.
U tom slucaju tangentna ravan ostaje ista duz izvodnice x(¢, o). Drugacije re¢eno,
tangentne ravni na povrsi x(z, s) zavise samo od parametra s.

Ove pravolinijske povrsi se nazivaju razvojne povrsi.

Navodimo neke primere
Navodimo neke primere koji ilustruju direktrisu @(s) i direktora krive w(s)
pravolinijske povrsi
S:x(t,s) =a(s)+rw(s).

i) Kruzni cilindar:

S:x*+y* =d,
X(t,5) = ot(s) +tw(s),
o(s) = (acoss, asins, 0),
w(s) =(0,0,1).
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i1) KruZni konus:

S:xr+yr =27,
o(s) = (coss, sins, 1),
w(s) = (coss, sins, 1).

iii) Helikoida:
S: x(t,s) = (tcoss, tsins, kt),
e(s) = (0,0, ks),
(

w(s) = (coss, sins, 0).

iv) Mebijusova traka:

X =C0s2s+1coss cos2s,
y =sin2s4tcoss sin2s,

z=tsins, 0<s<m,

0/(s) = (cos2s, sin2s, 0),

w(s) = (coss cos2s, coss sin2s, sins).

Odavde se vidi da je

do

— = (—2sin2s, 2cos2s, 0

% (—2sin2s, 2cos2s, 0),

d

d7w = (—sinscos2s —2cosssin2s, — sinssin2s + 2 cos scos 2s, cos s, )

s

pa je
da
- :(07270)7
ds s=0
dw
- =(0.2.1
o (0,2,1),
W’S:():(lyoao)'
Onda je
0 0 1
da d
det( el ,wls_o>: 2.2 0)=270.
ds s=0 ds s=0 010

Tako definisana Mebijusova traka, mada je pravolinijska povrs, nije razvojna.
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29.3 Razvojne povrsi

Definicija 29.3.1 Razvojna povrs je regularna povrs ija je Gausova krivina
K identicki jednaka nuli.

Razvojne povrsi su od posebnog interesa, jer su to jedine povrsi koje su izome-
tri¢ne sa ravni.
Nas ovde interesuju uslovi pod kojima bi pravolinijska povrs (29.7) bila razvojna.

Teorema 4
Pravolinijske povrsi su razvojne akko je

{da dw] —0. (29.10)

s’ ds

Geometrijska interpretacija definicije proizilazi iz izraza za Gausovu krivinu

k=2
a

Za njeno izracunavanje dovoljno je odrediti

b = det(b;j) = b1 by — b,.

Lako je pokazati da je
b — 9°x N 9°x 0 b 9°x n
"9 gas T TP a2
gdejen= ﬁ jedini¢ni vektor normale na S.
Specijalno iz 2 = w(s) sledi da X 0. paje by =0
ecijalno iz — = w(s) sledi da je = =0, paje b;; =0.
pecij ot ] 12 paj 11 5
. 0°x  dw _ 9°x )
Takode je 95— ds Ondaje b = —b%z =— (Mvn) . Kako je

0%x d*’x N 1 dw( da>

oros " 9r9s N TIN5 \" " ds
ili krace
?x 1 [de = dw
dtds  |N|| | ds’ " ds |’
znaci

K=0<b=0,
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jer je uvek a #£ 0. Prema tome, pravolinijska povrs je razvojna akko je

da dw et da dw _0
ds’w’ds - ds’w’ds -

Na osnovu determinate (29.10) moZemo izvrSiti klasifikaciju razvojnih povrsi.
1. Ako je

do
— =0 o=
ds ©
gde je ¢ kostantan vektor, onda je
x(t,s) = c+1w(s). (29.11)

Tada pravolinijska povrs prolazi kroz fiknu tacku c. Ove povrsi su konusi.

’ generatirise

direktrisa

N/

Slika 29.3: Razvijna povrs.

2. Ako je

dw
—=0 = =d
ds W ’

gde je d konstantan vektor, onda je povrs§
x(t,5) = ot(s) +td (29.12)

definisana fiksnim pravcem d. To je slucaj cilindri¢nih povrsi.
3. Ako je
dao
as
tada je pravac izvodnice uvek paralelan tangentnom vektoru direktrise. Ova
razvojna povs je onda unija tangenti direktrise.
Za ovaj slucaj ilustrativan je slededi zadatak:
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Zadatalk 29.1 Data je kriva & (). Tangente krive definiSu povrs

D)

x(s,1) = () + (1 —9) =2

Odrediti:
a) osnovni metriCki tenzor ayg povrsi;
b) drugi metricki tenzor by povrsi;
¢) Gausovu krivinu K;
d) srednju krivinu H.

Resenje

Uvedimo oznake: u! = s, u? = ¢. Takode oznadimo sa T = , V, B jedini¢ne

dg(s)
d

vektore tangente, normale i binormale, redom, krive Xx(s,7)
krivu Freneovi obrasci su:

l,_. =X(s,¢). Za ovu

dt

— =kv
ds ’
dv

— =k
dp
a0

Pogodno je predstaviti povrs u obliku
x(u',u) = (') + (u? —u') T(u').
Onda je

Ix
alzﬁ:k(uz—ul) Vv,

a —=17T.
Kako je agp = aq-ag, sledi da je:

a)

2 (2 1)\2
aj =k (u —u ) , ap=0, ap=1.
Oznacimo sa n jedini¢ni vektor normale na povrs. Znamo da je

a; X ap
n—= ————:.
]al ><32|
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Lako se pokazuje da je a; x ay = k(u?> —u') v x T = —k(u? —u") B, jer je
B = T x v. Onda je n = —B. Potrebno je odrediti

on on
P —bopaP, aodatle byp= — 5 ap.

Trivijalno sledi da je
on e
ou®  Ju®
b) Onda je by = —0q1 [ V-ag, ili u razvijenom obliku

byy=—-pva =—pk(? —u)vxv=—pk(u®—u),
b1y = by = by =0.

¢) Sada je lako izracunati da je
b
K=-=0,
a
jer je
b = Ri212 = b11bay — (b12)* = 0.

d) Ostaje da se izracuna
2H = baﬁ aaﬁ = b11 a“.

Sledi da je

= Primer 29.2 — Obvojnica familije tangentnih ravni duz krive na povrsi.
Neka je S regularna povrs i ¢(s) kriva na povrsi S parametrizovana lukom s. Pretpo-
stavimo da @(s) nije ni u jednoj tacki tangentna na asimptotski pravac. Posmatrajmo
pravolinijsku povrs

gde je n(s) jedini¢ni vektor normale na S definisan duz krive @ (s).

Kako a(s) (z d) nije u pravcu asimptote, sledi da je n(s) # 0, <: n> ,
)

=

ds
za svako s.
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Pokazacemo da je x(s,v) razvojna povrs. Zaista, tada je
*

n n * 1 * ok *
pm o (hxn o =— ((nxn)-n)(n-a)zo
n?

In| In|

Sto je trebalo pokazati. "

Definicija 29.3.2 Razvojne povrsi se nazivaju prosto zakrivljene povrsi, jer
je jedna od glavnih krivina nula.

= Primer 29.3 Dokazati da su povrsi:

1
. v
S1 x' =vlcos v2, =y smvz7 X = arcctg —,
a
A\Y) !l =u! cosuz, 2 =u sinuz, 2 =au’
izometriCne, ali ne i razvojne. ]
Zadatak 29.4

Pokazati da je povrs S data sa

x:f](ul)a y:fZ(uz)a Z:auz

razvojna, gde su fi, f» diferencijabilne funkcije.



30. Minimalne povrsi

Uoc¢imo na povrsi S : x = x(u®) prosto povezanu oblast R i krivu C koja je
kontura te oblasti. Neka je

= @Ldulduz, (30.1)
R
i
gde je L funkcija od x' i a_xa' Neka su @'(u®) proizvoljne funkcije, takve da je na
u
C: @'(u*) =0.

Onda je o .

Se: ¥ =x+en (30.2)

druga povrs koja sadrZi krivu C 1 koja je za male vrednosti € bliska povrsi S. Vrednost
integrala (30.1) na S¢ postaje
ox! o0

_ i i ox  Jw 14,2
z_R%L(x +eo, o +£aua> du' di?, (30.3)

gde smo sa R(C) oznacili domen promenljivih integracije u®.
Ovaj integral ¢e imati minimum za sve povrsi koje prolaze kroz C, ako je

dz

= | =o. 304
i (30.4)

€
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U razvijenom obliku ovaj uslov glasi

Hw"((‘;;—g‘;aif)du di? + Haua< 7 )du du? = 0.
i ,

Razmotrimo drugi integral u ovom izrazu tj.
jf 4@ < 7a> du' du?.

d . dL
Izraz P <a)’ P > u ovom obliku, nije povrSinska divergencija (vidi jed. (18.8),
u X g

str. 416).
Medutim, ocigledno je

A% =@ 8;
8x’7a

s
povrsinski vektor na S. Uvedimo smenu

S=+adu'di® i A%*=./aB*.

Onda je

1 d/aB*
2 _ a q¢
H o (030 ) ' a = 2 T = [ s
JdL
:/BavadS—/\/»w axa‘/ads O
c
jerje (Di‘c =0 (vidi (23.105), str. 508). Prema tome je

L 3 LN o
JJeo (5o ab,ocaxfa>d” @ =0,

odakle sledi da mora biti

o o
du® dxiy,  ox'

(30.5)

jer je @' {  proizvoljno. Ove jednacine su poznate pod imenom generalisane jed-
nacine Ojler - Lagranza. Kada su ovi uslovi zadovoljeni, za povrs S se kaze da je
ekstremala za integral (30.1).

Od posebnog interesa je slucaj kada je integral (30.1) povrSinski, tj. kada je

= Lf ds = Lj Vadu' du?. (30.6)
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U tom slucaju jednacine (30.5) glase

o ava ava
9 oty ax (0D

. d
Uocimo da a = det (aalg) ne zavisi eksplicitno od x' (aaﬁ =ag-ag, ag= X) .

Onda se (30.7) svodi, smenom

0 ,
va = \/agijaaﬁxfﬁ

dx'y

na jednacinu
0 .
aua (\/agzjaaﬁxfﬁ> =0.

Ova jednacina je tenzorskog oblika, jer su Ojler - Lagranzeve jednaCine tenzorskog
karaktera. Prema tome, piSemo ih u obliku

(Vagyasy) =0

gde ().q oznacava kovarijantni izvod hibridnog tenzora.
VeliCine a, g;; i a®P su kovarijantno konstantne, tako da se gornji izraz svodi na

Vagija® g, =0, il gija® g, =0,
jer je a > 0. Znai, imajuci u vidu da je xjy, = bapn', gijn’ = n;, a®Pbyg = 2H,
dobijamo da je ‘
8ijaaﬁ x,jﬁa = aaﬁbaﬁni =2Hn; =0,
ili kona¢no
H=0. (30.8)

Za povrsi za koje vazi (30.8) kaze se da su minimalne povrsi.
Smisao uslova (30.8) iskazan saZeto glasi:
Minimalna povrs je ekstremala integrala povrSine.

= Primer 30.1 Katenoida
Neka je
r(u,v) = (chucosv, chusinv, u).

Onda je:

a, = (shucosv, shusinv, 1),
a, = (—chusinv, chucosv, 0),
a, x a, = (—chucosv, —chusinv, shu chu),

a, xa,l| = ch®u
| | ;
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cosy  sinv h
n=|—-——————. thu
chu’ chu’ ’

E=a,a, = chzu,

G=a,a, = chzu7

F=a,a, =0.
e=N-a,, =—1,
f =N Ay = 07
8= N- ayy = 17
Eg—2F
poEs=2irGe
2(EG—F?)
za svako u i v. Prema tome katenoida je minimalna povrs. "

= Primer 30.2 Eneper povrs'

03 3
r(u,v) = <u— ?—Fuvz,—v—k? —uv,u? —v2>

je minimalna povrs.
Postrupak je isti kao u Primeru za Katenoidu. "

» Primer 30.3 Helikoida

r(u,v) = (avcosu,avsinu,bu), (u,v) ER?*, a>0,b#0

je minimalna povrs. Pokazati! "
» Primer 30.4 Pokazati da je desna helikoida, data sa

X = (ul cos uz, u' sinuz, cu2) ,
minimalna povrs. "

Resenje
Potrebno je da dokaZemo da je
H= la“ﬁ bag = 0.
2" b
Znamo da je

aZX a; Xap

aaﬁ:aa'aﬁ7 baB:auaauﬁ'nv a; X a .

"Enneper (eng.) -Povrs koja se preseca sama sa sobom
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1z
ox (cosu?, sinu?, 0), oa=1
Ag = 75, = .
du® (—u'sinu?, u'cosu® c), a=2.
1
i i K
a;xa = | cosu? sinu> 0],
—u'sinu® u'cosu® ¢
dobijamo
1 .
n=————(csinu?, —ccosu®,u').
(') +(c)?
Takode je

(a09) = ecmn) = (5 (i3 42):
(aaﬁ> - (a“ﬁ)il a (ul);Jr c? <(”1)2+6’2 (1)>

i, simboli¢no napisano,

x| 0 (—sinu?,cosu?,0)
Ju®duB | | (—sinu?,cosu?,0) (—u'cosu®,—u'sinu?,0)
Onda je
(bag) = d°x n) = 1 0 —c
aB) — Juoub - /(u1)2—1—02 —c 0/

Prema tome je

<aavbyﬁ)=wl+c2((”l)2“2 ?>ﬁ(_° ‘Oc>:
B —c <0 (u1)2+(0)2)7

ORI

odakle sledi da je H = %a"‘ﬁ bop = 0, Sto je trebalo dokazati.






31.1

4 .
31. Tenzorski racun na
mnogostrukostima

\_

Diferenciranje tenzorskih polja na M

Do sada smo razmatrali tenzorske veli¢ine u [E3 i njegovim potprostorima.

Nas interesuju tenzorske veli¢ine u prostoru konacnih dimenzija, koje poisto-
veéujemo sa diferencijabilnom mnogostrukoscu.

Posmatrajmo tenzorsko polje T(x*) na mnogostrukosti M dimenzije n. Za tenzor-
sko polje T(x*) se kaZe da je klase C? u oblasti R" C M, ako su njegove komponente
funkcije klase C” po koordinatama x*. Ovaj zahtev je invarijanatan od izbora koordi-
natnog sistema.

U cilju uspostavljanja veze izmedu tenzora istog polja u raznim tackama nuzno
dolazimo do procesa diferenciranja. Za ovakva tenzorska polja moguce je odrediti
parcijalne izvode njihovih komponenti. Pitanje glasi: da li tako dobijeni sistem ima
tenzorski karakter, pri koordinatnoj transformaciji

# =)

Sluéaj skalarnog polja je trivijalan. Zaiste, za skalrano polje @ (x*) je

odavde sledi da je
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Prema tome d¢ je takode skalar.

Slucaj tenzorskih polja koja nisu skalarna zahteva posebnu paZnju. Radi jedno-
stavnijeg sagledavanja ovog problema posmatrajmo C' vektorsko polje v(x*). Pri
koordinatnoj transformaciji ¥ =  (x) njegove komponente zadovoljavaju zakon
transformacije

o~
v"zﬁvl. (31.1)
Onda je
o 927
d\jk_ﬁd ! Wvldxm, (312)
gde je
oWk
d k__ YY 4.1
YT o

linearno po dx'. Prema tome, dv¥ nisu komponente vektora. U slu¢aju Euklidskog
prostora odgovarajuéa promena vektorskog polja u odnosu na krivolinijske koordi-
nate je definisana izrazom

ka:dvk+vl{ k }dxm. (31.3)
Im

U opstem slucaju, neprekidna glatka mnogostrukost M ne poseduje Dekartov koor-
dinatni sistem. Primer je sfera kao glatka dvodimenzionalna diferncijabilna mno-
gostrukost M u [E3. Ona ne poseduje pravolinijske koordinate i bilo koji dopustivi
kordinatni sistem na njoj je krivolinijski.
U analogiji sa ovim izrazom u E,, pretpostavljamo da je traZeni diferencijal u M
oblika
DVt = dvf + pt (xl,vl,dxl), (31.4)

kao posledica zakrivljenosti kordinatnog sistema.
Funkcije p* éemo odrediti iz slede¢ih uslova. Pri tome sledimo poznata pravila.
Primera radi, obi¢ni diferencijali vektorskih polja v i w zadovoljavaju uslov

d (vk + wk> — dvk + dwk. (31.5)

To nam sugerisSe da:
1) Za bilo koja dva vektorska polja vi w na M vazi

D (vk +wk) =DV +Dwk,

ii) DV je linearano po dx*,
iii) Dv¥ je kontravarijantni tenzor.
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Analizom ovih uslova zaklju¢ujemo:
-1z (31.4) i (31.5) sledi da je:

D (vk —l—wk> =d (vk —l—wk) +pk ()cl7 Vi wt, dxl) = dvf 4+ dw* —l—pk (xl, Vi wh, dxl) .
Onda je, prema 1),
DV 4+ Duk = dvk + dwk +pk (xl, Vi, dxl) .
Smenom Dv¥ i Dw* u ovom izrazu, dobijamo
o <x17 Wl dxl) — (xz’ W, dxl) 4 (xl’ W, dxl>,

odakle sledi da je p* (xl b dx! ) linerno po /. Dalje, koriste¢i ii) zaklju¢ujemo da
je

ot (x’, W, dx’) — T, () v e, (31.6)
gde suT*, i (x') proizvoljne funkcije kordinata. Znadi,

Dyt = dvf T (x) v (31.7)

Prema iii) ovako definisano Dv* je tenzor i pri koordinatnoj transformaciji & = &*(x!)
mora da zadovoljava zakon transforamcije

a—k
Dit = X pyr,
oxP
ili
k() 9%
dv" +p (x ,V dx) ~ o (dv" + p" (x9, v, dx?)).
X
Smenom (31.2), (31.3) u ovom izrazu dobijamo da je
_ . oxF 02k
k Y\l Ay — r ' t r S __
() v de/ = ﬁl" s () v dx' — oo dx’ =

(B2 B deoey L,
ox" " dxl dxl dx"oxs IX JxI
Kako ovaj izraz vazi za proivoljno ¥ i d%/, mora biti
_ ox Ix* ox' d°xk 9x" ox*
I, = s () - e 2
I dx" dxt dxI dx"Ixs dxt dx/
Time je definisan zakon transformacije funkcija I';;(x'), koji je posledica uslova
iii). Uo¢imo da je
d’xk 9x" ox* o 9 (8)&) ox" ox* 9%x*

- i

ox'oxs OF 0% Ix® Ix"

(31.8)

ox  ox* dxiox)’




570 Glava 31. Tenzorski racun na mnogostrukostima

Sto nam omoguduje da se (31.8) pise u ekvivalentnom obliku

o ox ox PREPIR
k _ r a
Fi=ovaman! ") " 35 oxom

(31.9)

Vazno je uociti da ova transformacija ne odreduje u potpunosti funkcije Fki ; (xh).
Zabilo koji sistem funkcija T, ; (x!), koji se transformise po ovom zakonu, kaze se da
odreduje komponente afine koneksije, ili koeficijente koneksije na diferencijabilnoj
mnogostrukosti M. Onda se za (31.7)

Dvf = dvk 4+ T, : (x') Vi dx/

kaze da definiSe apsolutni diferencijal, ili kovarijantni diferencijal vektorskog
polja v(x*) na diferencijabilnoj mnogostrukosti M.
Lako je pokazati da se (31.8) moze napisati u ekvivalentnom obliku

*%  oxt,  JF Iax/
oxsox  ox' T oxs oxt U

(31.10)

=k
koji predstavlja sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina po 3xr
Problem njihove integrabilnosti je od posebnog znacaja u dife);encij anoj geome-
triji mnogostrukosti.
Njima inverzni sistem jedanacina se dobija prostom zamenom koordinatnih
sistema. Tada je
9%k %Fr B ox' ile_‘kn
oxox  Jd¥ Y o dx
Na ovom mestu navodimo sledece veoma zna€ajne napomene:
a) 1z (31.8) se vidi da T*, i (x'), u op$tem slu¢aju, nema tenzorski karakter.

(31.11)

b) T*, i (x!) u op$tem slucaju nije simetri¢an, tj. T*, i 7 I* i
¢) Evidentno je da njegov antisimetri¢an deo
k k k

ima tenzorski karakter. Naziva se tenzor torzije. Ako tenzor torzije isCezava
u jednom koordinatnom sistemu, on is¢ezava u svakom drugom koordinat-
nom sistemu. Tada je Fki ; simetricno, tj. Fki i = I'* .., nezavisno od izbora
koordinatnog sistema.

Lako je pokazati, istim postupkom, da je u slucaju kovarijantnog vektora wy

apsolutni diferencijal

Jje

Dw; = dw; — T wyedx/. (31.13)

U slu¢aju skalane funkcije ¢ (x*) apsolutni diferencijal postaje obi¢an diferencijal,
tj.

Do (x*) = do(x). (31.14)
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Pitanje glasi §ta je apsolutni diferencijal skalara @ = vKw;?
Koristeéi (31.14), (31.7) i (31.13), piSemo

DOV wr) = d(vVFwy) = (dvF) wy 4+ (dwy) =
(Dv Fk v dx]) wi + vk (Dwk+F’kjwldx ) =

ka> wi + vk (Dwy) ,

jer je
—Fkleka+Flkjkal = _rkljlek+rkljlek = 0
Prema tome, odgovor na postavljeno pitanje daje izraz

D(Vwy) = (ka) Wi+ (Dwy), (31.15)

odakle zakljucujemo da pri apsolutnom diferenciranju proizvoda vaZzi uobicajeno

Lajbnicovo pravilo diferenciranja.
U slucaju tenzora drugog reda T]? (x%), polazeéi od zakona transformacije

_. I Ix*
T! = T 1.1
Ioxr dxi Y (31.16)

istim postupkom kao i slu¢aju tenzora prvog reda - vektora, piSemo
s ox\ ax ox [ dx* 0% dx*
dTi =d T, d ) T a7/
J <ax’> o ow (8;2/) v o W) =
LW 0%, 08 P 0F L 0F ox Ty
dx"dx! dxi *° ox" dx/dxk dxt * dx" dx/ dx!

(31.17)

Prema (31.10)
%7 B ox B 8Xk87)2j_i
dx'axt  odx* " Ix" Ix

tako da je
%% Ix ox o7k dxl _. "\ ox™
o .Trdxt: FS _ 2T T 7Trdxt
Ix"ox! dx/ * <8x5 " dx" oxt > ax/ "
Onda je
ax ox™ ax Ix™ ax Ix*
r T)dx' = oAy = Ay
dxs~ " oxl oxS ox/ ox" i/ ht

oxk ox _, ox* , Oxk ox*

1

ox" oxX i el kpi el
o ax 14 5 1 = Gy g Iy T =TT o,
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gde smo koristili (31.16). Prema tome biée

’x ox* _, ., Ox Ix°
Twan on s &= 55 0w

Na isti nacin moZe se pokazati da je

T A = TP, d

ox 9%x* T ox Jx*
X" 0% OF Iy a7 = ox" Ox/

Smenom ovih izraza u (31.16) i sredivanjem dobijamo da je

T T A + T T dx'.

dx Ix*
ox" ox/

Prema tome mesoviti sistem drugog reda

dT) + T T, d¥' — T T di! = (dT’ + T, A — T T, dx’)

DT} =dT! + (Tj.krfkl Y rkj,) dy’ (31.18)

je tenzor i kao takav definiSe apsolutni diferencijal tenzoskog polja Ti( k.

Isti postupak mozemo primeniti na tenzorsko polje T T " reda p+¢. Onda je

J1

ireip i1...dp
DT]I -Jg del Jq +

(31.19)

""" lp la 1 ll lp m [
+Z Jl -Jq 1ﬂkldx ZTJI mJFJﬁldx

Navodimo instruktivan primer za tenzorsko polie T =v®w, T/? =viw j- Prema
(31.19)

DT} = dT} + T/ T dx — [T dx! = d (v'w)) +vhw; T di! —viw TF de! =
= (dvi+vkrik,dxl) wj+vi <dwj—kakjldxl) = (Dvi) wj—i-ijwj.

Znaci
D (v'w;) = (DV') w; +v/ Dw;. (31.20)

Na osnovu svega iznetog, navodimo osnovne zakone apsolutnog diferenciranja
tenzorskih polja:

1. Apsolutni diferencijal tenzora reda p + ¢ je tenzor istog reda. U specijalnom
slucaju apsolutni diferencijal skalara je obican diferencijal.

2. Apsolutni diferencijal zbira dva tenzora istog reda je zbir njihovih apsolutnih
diferencijala.

3. Za apsolutni diferencijal proizvoda dva tenzora vazi Lajbnicovo pravilo
diferenciranja.
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Parcijalni kovarijantni izvod

Pokazali smo da je za vektorsko polje v(x) njegov apsolutni diferencijal (31.7)
tenzor o
Dk = dvk+Fkijv’ dx’.

Nk
Kako je dvf = a—vj dx/ moZemo ga napisati u obliku
x
k CAMINN k ik qyd
DV = | o= +V I, ) d/ =V d/, (31.21)
gde je
vk
W = avj VT (31.22)
’ X

Znamo da su Dv¥ i dx/ tenzori prvog reda. Onda je na osnovu kriterijuma o ten-

zorskom karakteru sistema i sistem vkl- mesSoviti tenzor drugog reda. Nazivamo ga
T

kovarijantni izvod vektorskog polja v(x*) .
Na isti nacin, iz (31.19), zaklju¢ujemo da je

DT, =T (31.23)
gde je
.. lP
TJlll Z - Jl ]q T Z Jlll'..f”.lpriakl ZT”mlpm RN (31.24)

kovarijantni izvod tenzorskog polja T;l'jlz .

Kao i u slu¢aju apsolutnog diferencijala navodimo opsta pravila parcijalnog
kovarijantnog izvoda tenzorskih polja:

1. Kovarijantni izvod tenzora reda p + ¢ je tenzor reda p + g + 1. Kovarijantni

izvod skalara je obican parcijalni izvod.

2. Kovarijantni izvod zbira dva tenzora istog reda je zbir njihovih kovarijantnih

izvoda.

3. Zakovarijantni izvod proizvoda dva tenzora vazi Lajbnicovo pravilo diferen-

ciranja.

Podvlac¢imo da ovde uvedene definicije apsolutnog diferencijala i parcijalnog
kovarijantnog izvoda vaze za bilo koji skup koeficijenata koneksije Fki j(xl ) pod
uslovom da zadovoljavaju zakon transformacije (31.8). Jasno je da takvim raz-
li¢itim funkcijama Fkl. ; (x') odgovaraju razli¢ite numericke vrednosti apsolutnog
diferencijala i kovarijantnog izvoda posmatranog tenzorskog polja.

Ekvivalentan uslov koji I'';;(x') mora zadovoljavati, zasniva se na integrabil-
nosti sistema parcijalnih diferencijalnih jedacina (31.10) ili (31.11). Leva strana
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posmatranog sistema moze da se odredi iz bilo kojeg simetri¢nog tenzora a;; (xb).
Pri koordinatnoj transformacije & = &*(x') glasi

- OxP dx?

aij(fk) = dpq(x") o o (31.25)
Parcijalnim diferenciranjem dobijamo
da;;  dayy dxP Ix1 Ix” d°xP Jx9 oxP  9%x4

9%~ o OF 0% 9F 9P gxioxk 9m T 9% ok

1 1 9%xP

Ovo je linearan sistem od n(nz—i—) n(nt1) funkcija a—i;—k‘ Ci-
Xdx

klickom permutacijom indeksa i, j, k, strogo vodeci racuna o indeksima, dobijamo

da je

1 (8% 8djk 8dki> 9%xP Ix? 1 (8:1,,,1 8aqr aarp) ox" dxP dx?

jednacina po

D\ o T o ow ) Tomokon T2\ ox | oxr  oxd

Oznac¢imo sa

(@) 1 (dapy day dayy
Crpg =5 < B e ) (31.26)

pri Cemu sa (a) istiCemo da je ova veli¢ina definisana preko tenzora a; ;- Onda gornji
izraz postaje
(li) %P x4 @ Ix" IxP Ix4
6= e 5T oR g% | P 9xk ox o)
(a)
koji podseca na (31.9). VeliCinu I';; nazivamo Kristofelov simbol prvog reda
(a)

u odnosu na proizvoljan simetrican tenzor g;;. 1z (31.27) se vidi da I'};; nema
tenzorski karakter.

(31.27)

(a)
U slucaju kada je tenzor a;; regularan I';;; moZemo transformisati koristeci

inverzan tenzor a'/, tacnije njegov zakon transformacije

a’=ad"” Y o (31.28)
Pomnozimo (31.27) sa @"/. Onda je
(a) d%xP  9x4 _nj @  9x" IxP Ix? _

A" T = m, (31.29)

agkos onit T I 97 on -

Uvedimo oznaku
(a) (a)
" =a" T (31.30)

Jxk Jxi dxl’
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1z (31.28) sledi da je

Ox j _ g 9X"
ox/ ox"’
paje
% _ . "
T omy
Wiy T oxr

Koristeéi ove izraze u (31.29) dobijamo da je

La) 92 g (@) g Ox” OxP

1 — _
k= dxkoxi dxP P 9xs Jxk oxi’

ili
| 9% 0X 0 () 9% 9% (31.31)
K™ oxs 9xk 9xi P Jxp dxkow '
(@)
koji je istog oblika kao i (31.9). Veli¢ine I'%; ; nazivamo Kristofelovi simboli druge
vrste u odnosu na proizvoljan regularan simetrican tenzor ¢;;. On predstavlja
afinu koneksiju na mnogostrukosti M. Veza izmedu Kristofelovih simbola prve i

druge vrste data je relacijom

(a) (a)
r¥,=d"T ;. (31.32)

(@)
1z (31.27) se vidi da je Fkl- ; simetriCan po indeksima i1 j, tj.

@ @
Tig="T ju. (31.33)

Onda, iz (31.32) sledi da je
5,
=T (31.34)
Prema tome, ovde definisani Kristofelovi simboli odreduju simetri¢énu koneksiju.
Ovo njihovo svojstvo je nezavisno od koordinatnog sistema, bez obzira na to §to
nemaju tenzorski karakter.
Do sada smo odredivali Kristofelove simbole preko tenzora a;;. Pokazacemo da

postoji i obrnuta relacija. Tako, polazeci od izraza

(a) 1 <8ajk 8ak,- aa,-j>

=\ ox T ox | 9xk

(“)- o 1 Bakj n 8a‘,~,- _ daj,
K=o \ox T oxk ox )’
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dobijamo identi¢nost
(a) (a) da;
_ Y4k
Ui+ Tij = R
Od znacaja je, primera radi, pri kovarijantnom difereciranju tenzora a;;, jer je, po
definiciji,

(31.35)

da: (a) @ g, @ (@ dayx @ (@
ajk,isz—aikFlji—ajl lki:ﬁ— Jik — kij:T)CjZ(_ ije— Dikj-

Onda je, prema (31.35), identicki
Aiji = 0. (3136)

Drugacije reCeno, kovarijantni izvod nesingularnog simetri¢nog tenzora a;; identicki
je jednak nuli, uvek kada je kovarijantni izvod definisan preko koneksije ¢iji su
koeficijenti Kristofelovi simboli definisani u odnosu na tenzorsko polje a;; (xb).

Na sli¢an nacin se pokazuje da je

a* =o. (31.37)

Podvlac¢imo, (31.36) i (31.37) vaZe samo za koneksiju koja je definisana ovde u
odnosu na posmatrano tenzorsko polje a;; (k).

Kovarijantni izvod drugog reda

Ve¢ smo videli da kovarijantni izvod tenzora, bilo kog reda, je tenzor reda za
jedan veci od posmatranog tenzora. Tako je kovarijantni izvod vektorskog polja
vi(x/) tenzor drugog reda

L 31.38
v,l-—&xi—kv li- (31.38)
Pri tome se pretpostavlja da je diferncijabilna mnogostrukost M poznata koneksija
data Kristofelovim simbolom Fki ;- Pretpostavljajuci da je tenzorsko polje v{‘i dife-
rencijabilno, moguce je odrediti njegov kovarijantni izvod, ili kovarijantni izvod
drugog reda vektora v'. Po definiciji je onda

vk
k k )i I 7k k I
Ve = (V) = =—=4+v . I%,—vi1". ..
iJ ( )1 8x1+ AT A5

Smenom (31.38) u ovom izrazu dobijamo da je
/

d [k dv
0 Ik / k k I
V,ij = w <a_xi +vI li> + (8)6’ +vmrmi> I lj_vylri./-’
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ili
Xk o ork . oyl
ko _ k / li ko ympl Tk k 1l
V,ij*erﬁrzﬁV 8x.l o L v T =V T

2,k

Clan ——=— moZemo eliminisati i imajudi u vidu da je
dxidxi
%k 9%k

Oxiox)  Oxioxi

Striktnom razmenom indeksa i i j, u gornjem izrazu, dobijamo

9>V o' k W 81“",]. o' k | 1k k
v’ji:m+alr i “V‘ﬁrlj“v‘vmrmjrli—VJr‘ji.
Onda je
ork . oIk, .
V{(lj — V{(ji = <ax;nl — TZ’” "‘Flmi Fklj - FlmJ Fkll m + (Fljl' - Flij) Vkl
(31.39)
Uvodeci oznaku
_ort . 81“"
k mj I ko I 1k
K, = 8xl i +I', F -, T (31.40)
piSemo (31.39) u sazetom obliku
V=V =K =SV (31.41)

Veli¢ina K Je tenzor Cetvtog reda. Njegov tenzorsk1 karakter proizilazi iz kriteri-

jumao tenzorskom karakteru sistema: V¥, i ]l, Sl i V" su tenzori. Onda je i Kmkl ;
tenzor i naziva se tenzor Kkrivine mnogostrukostl M Uproséeno govoredi, u slucju

kada je tenzor a;; metriCki tenzor g;; i Sl isCezava, onda se Kmkl. i svodi na Rimanov

tenzor krivine Rmkl T Otuda i naziv za tenzor Kmkl n Sustinski on je generalizacija
Rimanovog tenzora na mnogostrukosti M.

Na sli¢an nacin se moZe pokazati da je za kovarijantno vektorsko polje wy (x')
I I
Radi kompletnosti, navodimo odgovarajuéi izraz za tenzorsko polje T;;Z . Onda je

il piveip,
T "'jq kl TJ gk T

Z K i , g i Mig iy i K" Tl'l...,'p _gm Til...,'p (3143)
m ki Jl “Jq ] Jp KT jgamjpyq kL2 jieejgme
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Izrazi (31.41)-(31.43) nazivaju se Ricijevi identiteti.
Jasno je da u slucaju metriCkog tenzora g;; ovaj izraz se svodi na
ip-ip ipip
Trjgit = Tyjyie =
q

11 dg—1Migy1-ip ’1 ip
Z R, T 21 ip 10 Djieipmigs o’

Tenzor torzije

Od interesa je da se detaljnije razmotri Tenzor torzije Sf.‘j = Fkl. i r* i

aspekta. Poznato je da je _
l' a
v 7] a ]

kovarijantni izvod vektorskog polja v na mnogostrukosti M. Onda je

v
VuV—u (a kj >gl

promena polja v u pravcu vektora u. Na isti nacin se definiSe

ou .
Veyu=1yv/ <8xj kjuk> g

Razlika njihovih promena u istoj tacki M je

av out . . .
VuV— Vvll = < a i Ja_xf> gi + (Flkj — Fljk) Vkl/tjgl'.

Po definiciji je

ki
ij

(Fikj — Fijk) Vulg = Sf‘j Vulg = T(u,v)

tenzor torzije u invarijantnom obliku i

8\/ jaui B
axf ﬁ g =[u,v]

komutator vektorskih polja ui v. Onda je
T(u,v) =Vyv—Vyu—[u,v].
Iz definicije Tenzora torzije vidi se da je
T(u,v) =0
za simetri¢nu koneksiju, tj. za

rl..:rl.._

To je uvek zadovoljeno za koneksiju { } Rimanskog prostora.

(31.44)

sa drugog

U odnosu na takvu koneksiju osnovni metricki tenzor je kovarijantno konstantan.

To je u potpunoj saglasnostu sa Levi-Civita koneksijom.
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Paralelna vektorska polja

Videli smo da je

Sut  du i - dxk
or_ 9 P& 1.4
5t dt+{jk}u a0 (31.45)

potreban i dovoljan uslov da je vektorsko polje u(x) € Ez duz krive € : x* = x*(¢)
polje paralelnih vektora, izrazeno u odnosu na krivolinijske koordinate x'. U istom
prostoru jednacine

', =0 (31.46)

kazuju da je vektorsko polje u(x) € Ez paralelno u svakoj tacki prostora. Pitanje
glasi: kako odrediti paralelno vektorsko polje na mnogostrukosti M?
Odgovor na ovo pitanje trazimo u analogiji sa napred navedenim uslovima
paralelnog pomeranja vektora u Euklidskom prostoru. Pri tome imamo u vidu da
J
razlika u koneksijama se iskazuje i u oznakama apsolutnih diferencijala

je koneksija na M obeleZena sa F"i ;» zarazliku od koneksije { lk} date u E,. Ova

Su' = du' 4 u’ { l }dxk
Jjk
DVt = dvk—i—vil“kijdxj.

Jedan od bitnih razloga koji nas motiviSu da koristimo analogiju jesu i izrazi

T i i1

. i
j=da" Ty i {jk} =g" [jk.1],
N : S S

pri ¢emu je I';;; definisano pomocu proizvoljnog regularnog simetricnog tenzora
a;j, a [jk,1] preko osnovnog metrickog tenzora g;;.

Jednacine (31.45) i (31.46) sugeriSu dva nacina generalizacije koncepta paralel-
nog pomeranja vektora na M. Analiziraéemo oba.

Prvi slucaqj
U slucaju generalizacuje (31.45), odgovarajudi izraz je
DV = dvf +vil“k[-j dx/ =0,
ili

. dx/
dvk = —vT¥; =¥ (31.47)
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i odnosi se na paralelno pomeranje vektora duz krive % : x* = x*(¢). To zna¢i da je

. dx/
¢lan V! Fki i ar dr definisan samo duz krive % i prema tome je funkcija parametra ¢.
Integracijom (31.47) dobijamo

%) .
o d/
V() — V(1) :—/v’l“kijgdt, (31.48)

151
gde je vk (t2) vektor u tacki P> (x*(t,)) krive €, koji se dobija paralelnim pomeranje
vektora V¥ (t1) u tacki Py (x*(¢1)) duZ krive %

. dx/
Odavde se vidi da vrednost integrala [V' Fki i dr zavisi od krive €. Bice
h

. . dx/ . N . o .
nezavisna samo ako je V' Fki ; —— totalni diferencijal, $to u opstem slucaju to nije. To

znaci da za neku drugu krivu C na M, koja spaja iste prostorne tacke P; i P, vrednost
vektora v} (P,) paralelno pomerenog vektora v*(P}) iz tatke P; u tacku P; nece biti
ista kao vk(t2), tj. vVF(P>) # vK(t,). Prema tome, paralelno pomeranje vektora du
zatvorene krive linije u M ne dovodi do istog vektora u pocetnoj tacki.

To je u potpunoj suprotnosti sa paralelnim pomeranjem vektora u Euklidskom
prostoru, koje ne zavisi od krive duZ koje se paralelno pomeranje vrsi. Drugacije
reCeno, paralelno pomeranje u Euklidskom prostoru je jednoznacno definisano.
To nas dovodi do zakljucka da na mnogostrukosti M u op$tem slucaju ne postoji
apsolutni paralelizam.

Ovaj zakljucak ne vaZzi samo u slu¢aju veoma bliskih taaka. Primera radi, neka
je zadat vektor w* u tacki P(x*). U tacki Q(x* +dx*) jednoznagno definisemo vektor
w* + dwk pod uslovom da je

Za tako odredeni vektor w* +dw* u Q kaZzemo da je paralelan vekroru wX u tacki
P(xF). Na taj nacin uvedeni pralelizam nazivamo lokalni paralelizam.

Drugi slucqj

U slucaju generalizacije (31.46b) na M, piSemo

. N .
ij = TX] +szjvk = 0,
ili y
!
8:}. — T, (31.49)

Ovaj sistem parcijalnih jednacina prvog reda ima reSenja samo ako su zadovoljeni
uslovi integrabilnosti

dxk dxi  Ox/ dxk
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Kako je

oo Iy (e O
dxk dxi bgxk  oxk = — mk =1 X ’

gde smo koristili (31.49), onda je

oxk oxi  dx/ Ixk

oxJ oxk

o o a9 v [or or | |
. . ( i "f+r’mkr’,j—rlmjrlmj> V1= 0.

Koristeci (31.40) ovaj sistem jednacina postaje

K, v =0. (31.50)
On predstavlja potrebne uslove koje vektorsko polje v mora zadovoljavati pri para-
lelnom pomeranju. Generalno, to nije slucaj. Zaista, iz (31.40) se vidi da je tenzor
Kmlj. ; jednoznaéno odreden kao funkcija koordinata x* nezavisno od vektorskog
polja v™.

Kao posledica toga za proizvoljne vrednosti vektora v u pocetnoj tacki P
(31.50) nece biti zadovoljeno.

Imajuci u vidu neprekidnost funkcija K, "l ; sledi da (31.50) nece biti zadovoljeno
ni u konan¢noj okolini na M koja sadrzi tatku P. Od interesa je da razmotrimo
specijalan slucaj kada se moZe konstruisati koneksija u odnosu na koju tenzor
krivine identicki isCezava, tj. Kmki ;=0.0ndaje K, Ij ;=0 nezavisno od koordinatnog
sistema u M. Radi definisanosti za takve mnogostrukosti, za koje je K kj. =0, kaZzemo
da su ravanski' prostori. Takav je, primera radi, Euklidski prostor E,.

U slucaju takvih prostora (31.50) identi¢ki je zadovoljeno. Onda (31.50) nisu
samo potrebni nego i dovoljni uslovi inegrabilnosti sistema parcijalnih jednacina

o dyd
(31.48). Tada je podintegralna funkcija v' Fkl. i ar dr u (31.48) totalni diferencijal

L dx/
i vrednost integrala [V' Fki j Edr zavisi od grani¢nih tacaka, ali ne i od krive
41

inegracije.
Ne upustajuci se dalje u svojstva tenzora krivine Km’j. ;naM, razmotrimo jedan
veoma vazan slucaj.
. « . . dx/
Ponovo posmatramo krivu % : x* = x"(t) 1 njeno tangentno polje o klase C!.

Apsolutni diferencijal ovog vektorskog polja je

dx! dd\ A
D(—)=d(—)+—T", d. 1.51
<dt> (dz)+dt ki (31.51)

leng.=flat
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dxi
Ovo vektorsko polje bice polje paralenih vektora duz krive &, ako je D <dt> =0,

dx/
tj. ako funkcije o predstavljaju reSenja sistema diferencijanih jednacina

>, dxd do
+ e ———
dr? Yodr dr

(31.52)

Za krive ovog tipa tangentni vektori se dobijaju paralelnim pomeranjem. Oc¢igledno
je da one predstavljaju generalizaciju pravih linija u Euklidskom prostoru. Formalno
imaju isti oblik kao prave linije u IE, u odnosu na krivolinijske koordinate x'.

U diferencijalnoj geometriji mnogostrukosti M koneksije I”), ; krive koje zadovo-
ljavaju jedancine (31.52) igraju vaznu ulogu. U literaturi se nazivaju autoparalele.
Za takve prostore se kaze da su nerimanski prostori.

Liov izvod

Izlozili smo u Odeljku 15 jedan od nacina odredivanja kovarijantnog izvoda. Pri
tome smo koristili (15.18), ili (15.19), str. 367, koji su dati preko Kristofelovoh sim-
bola - Rimanove koneksije izraZene preko osnovnog metrickog tenzora. Njihovim
koriséenjem zamenjujemo

2% 0 %P
0xXP x4 oxioxl’

(31.53)

u uzrazima pri obi¢nom diferenciranju tenzorskih polja. Primera radi za tenzor prvog
reda vazi

. o
i p
w=u'~ 7, (31.54)
i . . .
di  JuP ox Ix1 . I*% Ixd
.= — -+ U -
ox/ 0x dxP dx/ 0x'dx4 dx/
Lako je pokazati da je
%% Ji' ¥/ JuP OF
— = —— = 31.55
Y oxax 9% axd  xt o (G19)
9%
Na taj nacin je mogude izvrSiti smenu u” ne pozivajuéi se na koneksiju.
dx"dx4

Radi jednostavnosti primenjujemo postupak na relativnom meSovitom tenzoru
drugog reda T'(x) teZine w, koji se pri koordinatnoj transformaciji

=) (31.56)
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transformise po zakonu

P IxJ .
Th(x)=J" g); 3; Ti(x), (31.57)
gde je
k
J = det (‘3’;). (31.58)

Posmatraéemo promenu tenzora Tj‘f(x) duz krive
C: Xk =xk).

Ista kriva u odnosu na kordinatni sistem %* je data izrazom

Promena posmatranog tenzora duz krive C u odnosu na koordinatni sistem x* je
definisana izrazom _
14
9 T WK
axk "’

gde je V¢ = e U odnosu na koordinatni sistem i ona ée glasiti

oT)
ox"’

v
gdeje V' = G Pri tome je poznato da je

=r o’ k
= 8xkv .
Kako je
oT) ., %% oxkax ;9w 9% _, 9% dx/ 9x* IT]

o7 oxodorom i ox gmar ) o ox oF oxk
O A% Ixi _,

JV -—T:
W S o o

onda je

ory , ., %% ox* _ox/_,  Ox 9%/
—7) = 8 —v —T:4+J -
ox" oxioxk dx" Odx¢ _ J oxt dx40x"
, OF dxJ dxk  IT; o dJ oxP ox/ , .,

ox 0 9F | Ik ox oxi oxd’

V'Ti+
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ili

oT} , 0°xP k&xf ;oo 0% xS
o~ v am it G amaw Lt
0P 8x/ aT]l- w1 0J 0% dx/ v,
oxi oxd’ oxk 9% oxi oxd
gde je
aJ aJ %! ax 9%

ox" <axi> 05°dx"
d| ==
xS

= avar

(31.59)

(31.60)

Ocigledno je da u ovom obliku ovaj izraz nema tenzorski karakter, jer postoje ¢lanovi
koji su izvodi drugog reda. Za njihovu eleiminaciju koristimo

l
[ _ dx =r
= —V
ox"

Primenjujuéi postupak u (31.54) dobijamo da je

14

22! S ox! v N ax™ Lvl
oxor.  or oF | OF oxn
Takode
o’ . oF v Lo v
oxdx .  ox dx | ox oxn

Ovi izrazi su od bitnog znacaja za odredivanje sledecih ¢lanova. Tako je

0 08 O ox (dav v ar_ [ ov
0w’ Uodoror’ " ox dx" dx  OxF Ixm ) dx"
paje
g1 dJ _, 0xP dx/
o7 ox gxa i
W OV o\ oxfox/ .
=w <_8xr+axl) o ox
ov" dxP dx/ .o
_ )4 w DRSS A e
W o T o o U gt
Na isti nacin se dobija
%P oxl .
oxioxk’ 9z i
oo orawad
oxk oxi oxa 7 Oxi dxmoxd S
A, vy,
oxk 0xa 9xi /' Qxm 4

(31.61)

(31.62)

(31.63)

Lo
oxt )’

(31.64)

(31.65)

(31.66)



31.6 Liov izvod

585

9°x/ Bxp B
PR A
oxP ox/ V" Ix™ Ivi :
S — | Tl = 31.67
o ( % ot | ox axm> (G1.67)
oV oxP dx/ vk i
B Ixi dx4 dxI K
Zamena ovih izraza u (31.55) i grupisanjem ¢lanova dobijamo
oT} avr av av
=r r P ) 22—
ai’v 8erq+8_qT, +W3-rTq
,0xP dx™ [ JT! o " _, "
= waxitayzq(ax':v g It g Tn W am)‘
m
Ocigledno da je sistem
~ OT! j P WK
— J Kk k
Q"T}—WV TTJ +a ]Tk+Wa kTJl (3168)

relativna tenzorska veli¢ina. Definise se kao Liov izvod relativnog tenzora T,

tezine w.

Na potpuno istovetan nacin nalazi se Liov izvod relativnog tenzora T’

tezine w. Onda je

i1ip...Ig
oT Jij2---Jp W

i10...iq
£ r Jijz- J;s oxn

B
i1in...Ig
+ ZIT J1j2-jo-1mOc1---Jp Jyio +

Navedimo neke primere.

Primer 16
Slucaj relativnog skalara ¢:

Sv(p a kV +Wﬁ(p

i1in...Ig

Jij2--Jg
Za: 1112.‘.kp,11kp+1...ia aka 4
Juj2dp gyl
p:
i 7
v wa" iigeda
ox" J1J2---Jg "
(31.69)

k
D 5o (31.70)
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Primer 17
Relativni vektor u':
ou' S v Y Mk,

8xk Ox k +WWM1 (3171)

Ocigledno je da se u slu¢aju apsolutnog skalara @ i apsolutnog vektora u’, tj.
kada je w = 0, dobija da je

i i
u' , M,

L0==—v" i Lu = 8xkv o

(31.72)
31.6.1 Slucaj kada je tenzorsko polje nestacionarno

Bez gubljenja u opStosti ponovo razmatramo tenzorsko polje T, ali sada u slucaju
kada je T = T(x,t). Pretpostavljamo da i dalje vazi (31.57) i da je

8T: 9T .
L ==+T " (31.73)

i

ot

Jasno je da je — tenzor i da je

dri 9T 9T!

J J J . k
it et SRt | 1.74
dt ot + oxt” (31.74)
1z (31.57) sledi da je

(9’ iy v vk 8vkl
WV_ET akj a]71 akTJ

Smenom ovog izraz u (31.74) dobijamo da je

dTi 9y vk vk oT! .
_J_ k i_ i
P akaJ +a]Tk+wakTJ oy +&,T;.

Tenzor koji je definisan levom stranom ovog izraza obeleZavamo sa L,T’;. Znaci

dT’: v Ik vk oT! ,
Tk Ti4+w—Ti=—L 4+ 27T 31.75
& ol tog el = 5 T AT (31.75)

Ocigledno je da se u slucaju stacinarnog polja svodi na Liov izvod, t;.

L,Ti=—!

LT} =2,T]. (31.76)
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Na isti nacin se pokazuje da je

aTiliz...ia. o
i ig B jujz-jg itirig
LT Jrizdp T ot +&T Jij2--Jp”

Ocigledno je da se u slu€aju stacionarnih polja svodi na Liov izvod

itin.ig o itin..ig
LT Jrizdp T LT Jrj2e-Jp”
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32. Potprostori Rimanove
mnogostrukosti

\_

Do sada smo razmatrali povrs S : x = x(u%), (a = 1,2), kao potprostor Ez. To
je specijalan slu¢aj Rimanovog prostora Vj, kao potprostora Rimanovog prostora
V. Po pravilu trebalo bi da redosled izlaganja bude obrnut: znaci prvo izloziti opsti
slucaj, a specijalan slucaj izvesti iz opSteg. Ima viSe opravdanja za ovaj nas pristup.
Navedimo neka:

a) S: x=x(u%) je dostupan nasim opazajima,

b) slucaj S: x = x(u*) je daleko prisutniji u primeni,

¢) odgovarajudi izrazi se jednostavije izvode,

d) najveéim delom imaju isti oblik u Vj, i predstavljaju njihovo uopstenje i

e) naSa opSta saznanja predstavljaju proSirenje nasih pojedinacnih saznanja i
daju nam moguénost njihovog uopStavanja.

Sa ovim uvodom pretpostavljamo da je: Rimanski prostor Vi poznat, x', (i =
1,2,...,N), njegov dopustivi koordinatni sistem, x(x') tipi¢na tacka u Vy i

ox )
=55 (i=12...N) (32.1)

sistem baznih vektora. ZadrZavamo se na slu¢aju kada je osnovni metricki tenzor
gij = gi- g, pozitivno definitan. Onda je det(g;;) # 0. Takode je

dS2 = gijdxidxj
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osnovna metricka forma u Vy.
IS i : : i i si
ReciproCna baza g' definisana je na standaran naCin: g;-g' = 5]-.
Potprostor V), definiSemo jednainama

Vi s x' =x' (u®). (32.2)
Pogodno ih je izraziti u obliku
Vi s x = x(u®) = x(x' (u%)). (32.3)

Radi jedostavnijeg izlaganje ovde €e svi latinski indeksi uzimati vrednosti od 1
do N, a gr¢ki od 1 do M < N. Osnovni geometrijski pojmovi ostaju nepromenjeni.

Tako je
ox

aq

sistem baznih vektora na V).
Recipro¢na baza a® data je sa a-aPf = 55 .
Veza izmedu baznih vektora prostora Vy i V), glasi

. 9y .
ag =xog, Xy = - —a,g. (32.5)

,Q = au(x
Onda je osnovni metriCki tenzor a,g = aq-ag od Vjy dat izrazom
Agp = gi./xfax{ﬁ. (32.6)

Simetri¢ni tenzor aqp je indukovan metrikom prostora Vy. Pozitvno definitan je
1 definiSe metric¢ku formu od V), u obliku

ds® = agpdu®duP, det(agg) #0. (32.7)
U literaturi ayg se nazivaju koeficijenti prve fundamentalne forme.
) Uotimo da se (32.7) dobija iz ds* = g;;dx’ dx/, kada se izvi$i zamena

dx' = x',du®. Onda se kaze da je (32.7) indukovana kvadratna

forma V), kvadratnom formom ds® = g;;dx'dx/ od Vy. U slu¢aju
kada se (32.7) uvodi nezavisno od Vy, za formu (32.7) se kaze da je
unutrasnja.’

Tenzoru a,g odgovara recipro¢ni tenzor a® dat sa

agya’ = 8F. (32.8)

leng. intrinsic
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Za svaki vektor w na Vy, za koji vazi ag-w = 0 u tacki x od Vjy, kazemo da je
upravan na V), u toj tacki. Kako je

agw=0 = agwg=x,w=0,

rang(xfa) = M, sledi da ova jednacina dopusSta N — M linearno nezavisnih reSenja
wg,a=1,2,....,N—M. Uoimo da, izuzev u slu€aju kada je M = N — 1, reSenja w,
nisu jednoznacno odredena. Prema tome u svakoj tacki x od Vj; definisan je prostor
od N — M dimenzija, Vy_p.

Teorema 5

Skup vektora ay 1 W, je linearno nezavisan.

Dokaz

Iz uslova

Aag+u‘w,=0 = A%gag+u‘woag=0 =
= A%gag=0 = A1%=0,

jer je det(aaﬁ) # 0. Onda je

ww,=0 = u*=0.

Teorema 6

Prostor Vy_j je komplementaran prostoru Vyy, tj.

W=Vu®Vn_um

u taCkama Vjy : x = x(u%).

Dokaz
Neka je @ proizvoljan vektor u Vy_y. Onda je @ = @ w,, pa je
aaa):() = aa-(l)awa:(!)aaa-wa:().

Znaci Vy_y je upravan na Vj, u svakoj ta¢ki x od Vis i Vayy N Vy_p = {0}.
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N Tenzor x
1
vkp..kM — SOCIWOCMBL . anM

Ju®  Jum

predstavlja generalizaciju tangentnog vektora krive linije u [E3. Onda

je tenzor
1
P — . . ki..k, __
nh...ijM = M'ejl"'-/N—Mkl"‘kM V M =
. (32.9)
1 o...0 axkl aka
= gr ity hiky € "
upravan na svaki vektor ag = x', g, jer je
axkka 1 e 8051 o 8xk1 aka aka:M
n . - out M . ] o et ... pr—
JlIn_p ou® M! ]]'”JN—Mkl'"kM e B e
= 1 ap...0pm axkl 8ka 8ka:M B
e Mejl"'jN—Mkl'“kM S 8u06| auaM 8ua —
' (k1. kg k-]
1 £ 8051-..0511/1 axkl anM aka:M 0
- 7' jl"‘jN—Mkl“'kM o o - —0.
M! du® du®m ou .. conct]

Pri tome imamo u vidu da je svaki potpuno antisimetri¢an tenzor u
Vi, recimo, uvek jednak nuli kada je K > M.

Tenzor (32.9) se mozZe tumaciti kao generalizacija jedinicnog normalnog vektora
nnaS:x=x(u%).
Kristofelovi simboli se definiSu na isti nacin kao i ranije

Y 8& y_ _aB are aa5[3 aaaz‘i_aaaﬁ
{(Xﬁ} EE -a’=a*[af,0] = 2 Sy + 3 3550 ) (32.10)

Relacija izmedu Kristofelovih simbola prostora Vj, i Viy moZe da se odredi na
viSe nacina.
Mi éemo koristiti (32.5). Onda je

dag I J ogi o 9%k kK ;o
W_Bu“8uﬁgl+ @ Qi BT 8u°‘8u5+ ij Yatp ) B

odakle sledi da je

[af,0] = o ﬁ =dsc { af } = 8kiX § <8u°‘8uﬁ+ { ij}x’axﬁ) )

AS

ili, mnoZenjem sa a

A\ _ a8 9%k K\ o
{aﬁ}_g’da s (8uaauﬁ X ) (32.11)




Bez ikakvih izmena u nacinu izvodenja koje smo imali u slu¢aju S : x = x(u%),
navodimo sledece izraze za odgovarajuce veliCine u Vs 1 Vy

agpy=0. (32.12)
Za hibridni tenzor Tji '''''' g '''''' .y vazi
i..0... __ i..O... i..a... _k
Ty =T gyt T g Xy (32.13)
Tako je
8ijia = &ijo+ 8ijk Xy = 0. (32.14)
Takode je

i i i j 9°x! i Y v i j
Xgp = (Xig) g+ (x;a)ij;jﬁ = 5.a0up —x;y{ ap } + Xy {kj }x;jﬁ. (32.15)

dagy
e o duP . )
sluCaju, izlazi iz prostora V,,. Razlazuéi ga u odnosu na bazne vektore ay, i w, koji

razapinju prostor Vy u takama V), : x = x(u%), dobijamo

Od posebnog interesa je promena vektora . To je vektor koji, u opstem

da .
Tu(; :AZcﬁ aV+Baﬁ W,.

Koeficijente razlaganja odredujemo iz uslova (32.11) i ag- w, = 0. Onda je

= Lap )

da
Za koeficijente Bf, B zaklju¢ujemo da su simetri¢ni po indeksima ¢ i 3, jer su a—g i
u

{ 0223 } simetri¢ni po tim indeksima. Znaci

dag Y "
M—{aﬁ}ay—i—Baﬁwa. (3216)
Jedan korak dalje. Ako obeleZimo sa
day Y
aajﬁ = ﬂ — { (XB } ay, (3217)
onda je
agp = Bf‘xﬁ W,. (32.18)

U literaturi koeficijenti B‘&ﬁ, u slucaju a = 1, odreduju koeficijente druge
metricke forme. Prema tome B, B predstavljaju njihovu generalizaciju u prostoru
V.
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Od intersa je odrediti eksplicitan izraz za B, B U tom slucaju je najjednostavije

Koristiti sistem recipro¢nih vektora w* sistema w,. Odreduju se iz uslova w,- w? =
b
0, -
Na isti nacin kao i do sada pokazuje se da je:
w=wwy,, We=wgw, (32.19)
gde je
Wap = Wa- Wy, WP =wiwl,  wuw’ =8¢ (32.20)

Ocigleno je da su veligine wyy,, w* simetri¢ne i medusobno reciproéne. Mogu da se

tumace kao neholonomne koordinate tenzora u prostoru Vy_,s u odnosu na sistem
vektora w, i njima reciproénog sistema w®. Veli¢ine w,; i w** mogu da se koriste
kao osnovni metricki tenzori prostora Vy_ys u neholomnim bazama w, i w¢, redom.
Onda je
a i
Baﬁ =agpW.

Na isti nacin dobijamo da je
Wy = Dgﬁaﬁ +Dzawb.

Odavde je

a a a a Y a a
op — Wadg=—W-agg=—W '({aﬁ}aY"’_Baﬁw"> = " Dap

Pogodno je koeficijente napisati u obliku
Dapo = —Wa Wp g

Uocimo da je
Dupo + Dpao = —Wab,o-

Imajuéi u vidu ove izraze piSemo

W' = —Bigal + D, w. (32.21)

Kriva linija u vy,

Prethodno je detaljno razmatrana kriva linija na povrsi S : x = x(u%) u Ej.
Uopstenje ovog problema je kriva linija

L u® =u®(r) (32.22)
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na Vyy, gde je ¢ proizvoljan parametar. ObeleZimo sa u tipi¢nu tacku u V). Onda se
(32.22) moze napisati u obliku

Z:u=u(t). (32.23)

Jednacina krive .Z u prostoru Vy je

&L x =x(u%(1)), (32.24)
ili
Z:x=x(t) =x(u(r)). (32.25)
Uvedimo sledece oznake:
_dj_l ._dl_.aa
X = " =x'g, u= % =u%a.

Onda je &' = x'o u®.
Neka je V na V), diferencijabilno vektorsko polje definisano na .Z’. Onda je

V=Vigi=1"a,, V' =x, " (32.26)
Lako je pokazati da je
Vi v
V: ng: %aa —i—B(axﬁvauBW(l, (3227)

0
gde je sa — obeleZen Bjankijev izvod. Pri izvodenju ovog izraza koristili smo
(32.16) i definiciju Bjankijevog izvoda.
Analiza ovog izraza pokazuje da se ukupna promena vektora V € Vj; duz krive
o
& sastoji iz dva dela: %aa kojijeu Vys i Bgﬁ v 1B w, koji je u Vy_p. Oni su

medusobno upravni i kao takvi predstavljaju ortogonalne projekcije od V na Vj,
i Vy_p. Kratko receno: apsolutni izvod tangentnog vektorskog polja V € Vyy, u
odnosu na obvojni prostor Vy, predstavlja njegovu dekompoziciju na tangentnu

v . .
komponetu —— a, i normalnu komponetu By, B v iB w,.

ot

Uocimo da je tangentna komponenta

o
¥ ay u potpunosti definisana osnovnim
[0

metrickim tenzorom aqg od Vy. Prema tome, —— ay je unutrasnja veliCina u Vy,. S

ot
o

druge strane, iz (32.27) se vidi da oV ay, predstavlja indukovanu veli¢inu. Odavde

i _ ot
sledi zakljucak:

* za bilo koji potprostor Rimanskog prostora unutra$nja i indukovana koneksija
su iste.
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1z (32.27) sledi takode sledeci zakljucak:

5 (04
* ako je vektorsko polje V € Vj, paralelno duz krive .Z, tj. ako je % =0duz
krive .Z, onda je apsolutni izvod vektorskog polja V u odnosu na Vy uvek
upravan na V.
Od interesa je slucaj kada je t = s, gde je s luk krive .. Onda je
i de _jodu®
ds * ds
du® dx!
i tangentni vektor il (ili —) je jedini¢ni vektor.
ds ds o

d
Specijalno za vektorsko polje V € Vj; duZ krive %, kada je v* = dL’ bice
s

. . . du® dxt dx
Vl = 1 o = LS = — = — = T
TaV T re Ty T g ds
Tada (32.27) postaje
v § [dx 5 (du® L du® duf
[ )= — | — —_— W, 32.28
ds 5t(ds>gl 5t<ds>aa+ B g5 ds ( )
v du® duP . . « :
Clan B, B ds ds je isti za sve krive koje prolaze kroz tacku u krive £ : u =
s ds

u(s), a koje imaju istu tangentu u toj tacki. To vaZi i za geodezijsku liniju G koja
prolazi kroz tu tacku. Kako je za geodezijsku liniju

6 (du”®
G:—|—1]=0
ot ( ds ) ’
onda (32.28) postaje

avy[ _ s (a
ds G_St ds /|

Znacaj ovog rezultata se sastoji u sledeCem: 5\ ds odreduje glavnu
s
normalu geodezijske linije G posmatrane kao krive u Vyy. Onda sledi zakljucak:
* glavna normala, bilo koje geodezijske krive G, posmatrane kao krive u Vy, je
uvek upravna na V.

Glavna krivina krive G, posmatrane kao krive u Vy, data je sa

2,0 dx’ § (| - duaduﬁw B duydu‘sw
G =8 5\ ds G 0t \ ds G_g” B dgs ds ¢ s ds C)°

du® duP
8 =By o g5 Ve (32.29)
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du® duP du” du®
2 . a b
kG == gzj Wab ( aB de 7(‘15 ) <BY5 7ds 7ds ) . (3230)

Analizom ovog izraza vidi se:
o

. . y o du o
. kg, pa prema tome i k;, zavisi samo od tacke u krive i pravca & u toj tacki
s

za dato Vj,: time je kompletno odredena.
U slucaju kada se kriva . posmatra kao kriva u Vy, tj, kada je £ : u =u(s),
uvodimo pojam geodezijske krivine k, po analogonu krive u S : x = x(u*). Onda
je njen kvadrat dat izrazom

§ (du*\ & [ duP
K=awp—— )<=+ 3231
& aaﬁ&(ds)&(ds) ( )

Kada se ista kriva . : u = u(s) u V), posmatra kao prostorna kriva

Z:x=x(s) u W,
onda po analogonu prostornih krivih definiSemo glavnu krivinu £ ¢iji je kvadrat dat
sa 5

K= ar” _

ds

Smenom (32.28) u (32.31) bice

2

d
—V (32.32)
ds

0 (du® a + B duaduﬁw
ds “TTaB g ds ¢

ot
|8t \ ds ¢

Ponovnom smenom (32.30) i (32.31) u ovom izrazu kona¢no dobijamo

2:‘

2
+

acal
B gs ds ¢

2 2 2
R =R+ (32.33)

jos jedan rezultat koji predstavlja generalizaciju odgovarajuéeg izraza za krivu na
S x=x(u%).

Tenzori krivina prostora Vy, i Vy

Za odredivanje relacije izmedu tenzora krivina prostora Vy, i Vi potrebno je

odrediti izraz
i i

Yopy T Noyp
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U tu svrhu koristimo (32.15). Posle duge racunice i grupisanja ¢lanova dobija se

X gy = Xoyp = R Xl dlg = x5 70,0 (32.34)

oy T oy T a By

gde je tenzor krivine prostora V), istog oblika kao i tenzor krivine %Z ji 1 prostora Vy,

.
N R EATIA R TR AR

Isti izraz moZemo resiti po tenzoru krivine prostora Vj, polazeéi od izraza

ik i i
xé'%a By = uXaXp Xy — (x;aﬁy_x;ayﬁ)'

MnoZenjem sa g, X', dobijamo

gimxf(sxf’é%f = Raspy = gimX.g % X axﬁx — gimX.g (xfaﬁy—xfayﬁ)

(32.36)
Onda je .
gimxiﬁxﬁg‘%aaﬁy = a50‘%aaﬁy = ‘@0@57
gimx?gfxtaﬁy = (gimx?é xitxﬁ) 5 g,-mxf'(’,yxfaﬁ = —g,-mxf'c’,yxfaﬁ,
jerje _
gimXeg xfaﬁ =0 (Dokazati!).

Koristeéi ove izraze kona¢no dobijamo da je

%(x‘dﬁy = %jmkl x;j(x%)d;(ﬁxg)" (32.37)

Ovaj izraz se naziva jednacina Gausa i predstavlja generalizaciju Gausove formule
diferencijalne geometrije povrsi u ;.

Hiperpovrs Rimanovog prostora

Definicija 32.3.1 Potprostor prostora Vy, ¢ija je dimezija N — 1, naziva se
hiperpovrs.

Po definiciji Viy—1 je hiperpovrs prostora V. Predstavlja, s jedne strane, generali-
zaciju povrsi S : x = x(u%) u E3, a sa duge, specijalan slucaj Vy, (kadaje M =N —1).
Onda u ovom odeljku indeks & uzima vrednosti od 1 do N — 1. Kao posledica toga
sledi da jednaCina

ag-w=_0
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ima samo jedno resenje za w. Normalizujuéi ga, dalje ga obeleZavamo sa n, prema
tome n je jedini¢ni vektor hiperpovrsi Vi _1. Njegov komponentalni oblik dobijamo
iz (32.9):

1 oxkt gxfva .
nj= m 8ik1-~~kN,1 80‘1-"0‘1\;,. m e m’ gijnan =1. (32.38)
Takode (32.18) postaje
g8 =Bapm, X5 =Begn'. (32.39)

Isto tako je
Za:wa-wb = Dba:n’a-n:O,

pa je
Wfla = _B?Xﬁaﬁ +Dzawb = ng = —Baﬁaﬁ = nla:_ngfﬁ
(32.40)
Svaki od ovih izraza predstavlja generalizaciju odgovarajuéih izraza S: x =

x(u®*) u Es.
U cilju njihovog prepoznavanja koristili smo i odgovarajuce oznake.
Na isti nacin se pokazuje, koristeci (32.37), (32.39) i (32.38), da je

%ac[)’y = %jmkl x;ja X?Z)' x{(;; x{y - (B;cryB;ocB - B;GBB;ay)

Gausova jednacina za hiperpovrs Vy_;.
Ako pak podemo od (32.39), onda dobijamo da je

xfaﬁ:Baﬁni = xfaﬁy:Ba/;’yni—Baﬁngfa,

tako da je

i i _ i ) ) i
Xapy Koy = (Baﬁ,Y*Ba%ﬁ) n— (BaﬁB}’ 7BOWBY> X5

Koristeéi (32.34), sledi da je

] kol i 9] ] 1 1) j
A uxaxipgXy =52y py= (Bapy—Bayp) n' - (B"‘ﬁBV B B“”BY> -
(32.41)
MnoZeci ovu relaciju sa n;, imajuéi u vidu da je njn’ = 1 n;x',, = 0, dobijamo

Bapy—Bayp =R} ynixla s, (32.42)

Sto predstavlja generalisane Kodacijeve jednacine za hiperpovrs Vy_; u Vy. One
predstavljaju uslove integrabilnosti na Byg, koje Byg moraju zadovoljavati, ako
predstavljaju komponente druge metricke forme hiperpovrsi Vy_;.
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U specijalnom slucaju kada je obvojni prostor Vy Euklidski proctor Ey bice

Onda iz (32.41) 1 (32.42) sledi da je
‘%aﬁﬁy:BaﬁB&/_BaYBﬁﬁ (32.43)
i
Bop,y—Bayp =0. (32.44)

Od posebnog znacaja je relacija (32.43). Ona povezuje dva tenzora: tenzor krivine
4 a5 By i koeficijente druge funamantale forme Bg. Videli smo da je tenzor % Of By
odreden u potpunosti osnovnim metrickim tenzorom aqg (i njegovim izvodima) i da,
prema tome, predstavlja unutrasnju veli¢inu. Tenzor By se ne moZe odrediti preko
tenzora aug i prema tome, nije unutrasnja velic¢ina. To nas dovodi do zakljucka da
moraju postojati neke unutra$nje funkcije za veli¢ine koje nisu unutra$nje. U slu€aju

(32.43) to predstavlja njena desna strana. Na primer, u slucaju s : x = x(u%) u E3
Pr212 = B11By — B12B12 = det(Bgg).
Medutim, poznato je da je krivina povrsi

k=t (32.45)
a

gde je b= det(Baﬂ) ia= det(aaﬁ). Onda je

P

a

K (32.46)

unutrasnja veli¢ina nezavisno od toga Sto se u K = g pojavljuje veli¢ina koja nije
unurtasnja. Na ovo je prvi ukazao Gaus u Egregium teoremi (str. 503, Teorema
23.10.1).

Kriva linija u Vy_;

U ovom delu koristi¢emo, najvecim delom, oznake kao i u slu€aju krive C u
prostoru [E; radi jednostavnijeg izvodenja, s jedne strane, i lakSeg sagledavanja
generalizacije izvedenih izraza.

Neka je x(u%*) tacka u Vy_; i neka je

¢ :u=u(s) (32.47)
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diferencijabilna kriva koja prolazi kroz tu tacku. Sa s obelezavamo luk krive €.
Onda je
u=—=u%a, (32.48)
ds
jedini¢ni vektor tangente krive. Jednacina krive % u prostoru Vy je

% x=x(s) =x(u(s)). (32.49)
Onda je .
dx dx
= — =—8, 2
ds ds & (32.50)

njen jedini¢ni vektor. Odmah se vidi da je
X =g u® (32.51)

relacija koja uspostavlja vezu izmedu reprezentacija jedini¢nog vektora krive ¢
posmatranog sa stanovista prostora Vy ili Vy_1. Onda je

_dx

T= = —
ds

i“ay. (32.52)

Na isti na¢in kao i u slucaju prostorne reprezentacije krive C u [E3 pokazuje se da je

dT
— = kN, (32.53)
ds

gde je jedini¢ni vektor N glavna normala, a k krivina prostorne krive ¢ u Vy.
Koristeéi (32.52) dobijamo

dT ou” ou”

5 =kN=c-aa+ti%agpil = - aq+bapi il n. (32.54)
. o . . y . ou”
Specijalno za geodezijsku liniju I" koja prolazi kroz tacku x(u%) je S5 0.
s

Onda je
dT o
<ds>1— = bap = baﬁua iPn= kN,

gde su: k. krivina, a N glavna normala geodezijske linije I posmatrane kao prostor-
ne krive u Vy. Onda je n = £N_, pa je

bop du® duP

k| =—/——7—. 32.55
el = o s (32.55)

Clan b, g du® duP se naziva druga fundamentalna forma od Vy_,. Ovi izrazi
predstavljaju direktnu generalizaciju odgovarajucih ¢lanova geometrije povrsi S :
x =Xx(u%) u Es.
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Ako se (32.54) skalarno pomnoZi sa n, dobijamo

bop du® duP
kcospp = ————, (32.56)
8ap du® dub
gde je cos @ = n-N. Veli¢ina
kn = kcos @ (32.57)

naziva se normalna Kkrivina Vy_; u tacki x(u®%).
Odavde sledi

Teorema 7 (Generalisana Moj sner” teorema)

Sve krive na Vy_; koje prolaze kroz istu tacku x(#%*) od Viy_; i koje imaju
zajedniCku tangentu 1%, imaju istu normalnu krivinu.

Iz (32.56) i (32.57) mozemo zakljuiti da se normalna krivina krive 4 : x =
x(u*) = x(u(s)) moZe identifikovati sa geodezijskom krivinom koja prolazi kroz
tatku x(#%*) u pravcu jedini¢nog vektora u“.

Normalna krivina k, je funkcija tacke x(u®) i pravca u® krive €, tj. k, =
kn (u®, u®).

Od posebnog znacaja je odrediti one pravce za koje k,, ima ekstremne vrednosti.

Njihovo odredivanje svodi se na problem odredivanja ekstrema funkcije &, =
bop u® 1P po i® koje moraju zadovoljavati uslov gap u* i = 1. Drugatije re¢eno,
problem se svodi na odredivanje uslovnog ekstremuma funkcije

P(u®, %) = bop u®iP — A (gaﬁ i P — 1) ,

gde je A neodredeni Lagrazev mnozilac veze. Za odredivanje ekstrema funkcije
P
D (u*, u*) potrebno je da je —— = 0. Imajuci u vidu da je byg simetri¢an tenzor i
u

gap Pozitivo definitan tenzor, problem se svodi na reSavanje sistema
(ba,; — lgaﬁ) u*=0. (32.58)

Ovaj sistem od N — 1 linearnih jedna¢ina po #* ima netrivijalna reSenja kada je
jednacina
det (bop —Agqp) =0. (32.59)
ReSenja A,y ovog sistema, kojih ima N — 1, (a koji ne moraju svi biti medusobno
razli¢iti) nazivaju se karakteristicni brojevi. Realni su. U nasem slucaju, s obzirom
na znaCenje A, nazivamo ih glavne krivine od Vy_; u tacki x(u®).
Njima odgovarajuce vektore obelezavamo sa ug). Razlic¢itim karakteristicnim
brojevima odgovaraju medusobno upravni vektori. Medutim, poznato je da se uvek
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moZe odrediti sistem od N — 1 medusobno upravnih vektora i u slucaju kada svi
karakteristi¢ni brojevi nisu razli¢iti. Napominjujemo da u tom slucaju sistem takvih
vektora nije jednoznacno odreden.

Pogodno je (32.59) napisati u obliku

det (bg ) 5;;‘) —0. (32.60)

Onda se fundamentalne invarijante tenzora b% mogu izraziti direktno preko sime-
tricnih funkcija glavnih krivina u obliku:

N-1
L=by=Y A,
r=1

1 N-1
b= 5 B b b, = ; A As);
det (b
Iy_1 =det (bg) = M = A’(l) 2’(1) .. A'(Nfl)~

det(gaﬁ)
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4 .
33. Primena tenzorskog racuna u
mehanici

\_

Poznato je da je Tenzorski raCun matematicki jezik mehanike. Dokaz toga je
postojanje obimne literature iz ove oblasti, koja je dostupna Citaocu. Zbog toga se
ovde uglavnom zadrZavamo na primeni tenzorskog raCuna u mehanici, koji nije
izlagan u standardnoj literarturi.

Polazimo od toga da su Citaocu poznati osnovni pojmovi koji se koriste u
mehanici: prostor, vreme ¢, sila F i masa m.

Celokupna klasi¢na mehanika zasniva se na tri Njutnova zakona. Oni opisuju
odnos izmedu tela i sila koje deluju na njega i njegovo kretanje kao odgovor na te
sile.

VaZe u inercijalnim sistemima reference i glase:

1. Zakon inercije. Svako telo ostaje u stanju mirovanja, ili pravolinijskog
kretanja sa konstantnom brzinom v = const., ako na njega ne deluje sila.
Kretanje po ovom zakonu se naziva kretanje po inerciji.

2. Drugi Njutnov zakon. Promena koli¢ine kretanja po vremenu ¢ proporcional-
na je rezultujucoj sili F koja na telo deluje. Za materijalnu tacku, geometrijsku
tacku x kojoj se pripisuje masa m, iskazuje se u obliku vektorske jednacine

F_dp_d(mv)
Cde de

gde je p = mv njena koliCina kretanja, a v brzina. Za tela konstantne mase
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Drugi Njutnov zakon glasi
dv
m— =
dt
3. Zakon akcije i reakcije. Dejstvo jednog tela na drugo jednako je po veli¢ini
dejstvu drugog tela ali suprotnog smera, tj.

F.

Fio = —Fy,

gde ineks 1 oznacava prvo, a 2 drugo telo.

Sa matemati¢kog stanovista ovi zakoni se koriste isklju¢ivo za izu¢avanje odgo-
varajuéih matematickih modela realnih tela. Najpostiji model od koga pocinjemo
jeste materijalna tacka. Koristi se i termin Cestica da bi se naglasila razlika izmedu
geometrijske i materijalne tacke. ProSirenje ovog modela predstavlja sistem materi-
jalnih tacaka. Kvalitetno novi model je materijalni kontinuum, materijalno telo, i
kruto telo kao specijalan slucaj.

Ako se drugacije ne kaze prostor fizickih dogadaja bice E3.

Kretanje Cestice M u E;

PoloZaj Cestice M definiSe poloZaj njene tacke x u kojoj se nalazi nezavisno od
dopustivog koordinatnog sistema x’, i = 1,2,3 u E;.
Jasno je da se pri tome ima u vidu da koordinate tatke x zavise od izbora
koordinatnog sistema.
Po pravilu, poloZaj tacke x odreduje se njenim vektorom poloZaja r(x', x?,x*),
ili sazeto r(x!).
Specijalno, u odnosu na Dekartove koordinate z' bice r = z'e;, odakle se vidi da
se koordinate 7' tacke x i komponente z' njenog vektora poloZaja poklapaju.
Drugacije receno, Dekartov sitem je specijalan sluc¢aj dopustivog krivolinijskog
sitema u [E3.
Pod dejstvom sile F Cestica M menja svoj poloZaj u prostoru u toku vremena ¢
opisujudi krivu
S X =x(t). (33.1)
Onda je
r=r(x'(t)), (33.2)

tako da je brzina v - promene poloZaja Cestice X - data izrazom

_dr(x(r))  Ordx  dx
VST w Todar | ar g (33.3)
ili .
. odxt
—yig, vi=20 33.4
v=vg % & ( )
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Po definiciji, ubrzanje je promena brzine u jedinici vremena

A
ili
a=dg;, (33.5)
gde je
.8 i Ak di i dx/ dx*
= =— S — = — —_— . 33.6
Y dt+{jk}v dr dt2+{jk} dr dr (33.6)
Sazeto napisano
- 8%
a = 57 (33.7)
. .8 y N . 6 d
Ovde i nadalje sa 5 oznacavamo Bjankijev operator. UocCimo da je 5T dr

Ako izrazimo silu F u odnosu na generalisane koordinate x' onda je Njutnov
zakon kretanja dat izrazom

dv 8%x!
ili u komponentalnom obliku
5%y :
Nl
2 -9 (33.9)
gde je veli¢ina
QO =F-¢g (33.10)

poznata pod imenom generalisana sila.
Iz navedenih izraza vidi se da su v/, a’ i Q' kontravarijantni tenzori (prvog reda).
Uocimo da se, u odnosu na Dekartove koordinate 7', ovi izrazi znatno upro$¢avaju
i svode na standardni oblik

j_dd "
dr’ dr?’ dr?

) d2i d2i .
_fz L _Fi (33.11)

Lagranzeve jednacine kretanja

Od sustinskog znacaja pri kretanju Cestice, ili tela, uopste, je kineticka energija
T. Po definicije je

1 1
szww:im#, (33.12)
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gde je v = |v|, tj. intezitet vektora brzine v. Iz same definicije kineti¢ke enegije
se vidi da pri svakom kretanju, tj. postojanju v, postoji i 7' i obnuto, postojanje T’
podrazumeva kretanje.

IzraZena u odnosu na generalisane koorinate x glasi

1 o
T = smgiils, (33.13)

&

gde radi pogodnosti pisemo X' = e VeliCina g;; = g;-g; je osnovni metricki
tenzor.

Za dalje izlaganje koristimo sledece izraze:

or . T  9gjk i
aw =it g =ma
Kako je
aT dgjk ;x doT 9gij ;.
ax =" N o~ X et
sledi da je
d 8T 8T ag,'j agj ik
dta)a‘afm[gffx’+<axk ~ o )V

9gij B Ig ji
axk  dxt

S obzirom na simetri¢na svojstva izraza < ) %/%K po #/%K, mogucée ga je

napisati u obliku

dgij 98\ ik _ 1 (98  9gik 9K\ .k
(8xk8xi YT\ "o aw ) T

= [jk, |5/ = g;; { lil }x"xl,

gde su [jk,i] i { ,gl } Kristofelovi simboli prve i druge vrste, redom.
Sada je lako pokazati da je

dJT dT , j §2x/
dr dx dx! mEij <x + {kl }ka ) mgij S5t2 mai. (3314)

Smenom ovog izraza u (33.9) kona¢no dobijama

dJT dT

dr dxi  Jxi

Ove jedancine su poznate pod imenom LagranZeve jednacine kretanja.
U slucaju kada na Cesticu deluje konzervativna sila, tj. kada je

= 0. (33.15)

av

—== (33.16)

Qi =
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gde je V(x') potencijal sile Q;, LagraZeve jednacine glase

dJdL OJL
— o= = A
d 9% ox (33.17)
Funkcija
L=T-V (33.18)

naziva se Lagranzeva funkcija.

Od interesa je razmotriti LagranZev nacin izvodenja jednacina (33.15).

On polazi od principa virtualnog pomeranja primenjenog na jednacinu kretanja
(poznatog pod imenom D’ Alamberov princip)

dv
— —F)-0r=0. 33.19
(m m > r ( )
) ar . . . I Y C
Kako je or = > ox', gde je varijacija 8x' proizvoljna, sledi da je
x
dv ar
— _F). =0
<m dr ) axi
ili v 9 5
v dr r
"ar o T ox (3320
Onda je
d
Fa—r O (33.21)
x
Clan mg 8r, zahteva duZu raCunicu. PiSemo
dr ox
dv dr d ar d Jr
= = v ) —mve— = 33.22
"arox T dr (mv 8x’> "™t ox ( )
Pri tome imamo u vidu da je
dr Jdr ; Jr
=—=—X+—.
dr  Ix dt
Odavde se neposredno dobija da je
Jv _ or
oxi  dxi’
Takode je
ov dr . dodr d [(ar\ , daIr dor
ox  oxon T avar  ow (w)x HETET AR
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Smenom ovih izraza u (33.22) dobijamo da je

TMVOE T & ox ox

d L. Loy,
miv'ir.:g mv'iv. v dd(ymv-v) d(3mv-v)
dr ox' dr X!
i dv o0 dJT dT
v Jdr
bl 33.24

"4 ox Ao o (3324
gde je kao i dosada T = %mv-v kinetricka energija Cestice. 1z (33.20), (33.21) i
(33.24) slede LagranZeve jednacine kretanja (33.15).

Kretanje cestice po zadatoj krivoj u E;

Neka je Cestica M prinudena da se krece po datoj krivoj . € E3. Pogodno je
pisati u funkciji s luka krive

S xt=x(s), (33.25)
ili
r=r(x'(s)). (33.26)
Onda je njen vektor brzine
d dsd d
e (33.27)

Yo u T drds e

. C . . ds e
gde je T jedini¢ni vektor tangente krive .#. Veli¢ina v = @ brzina cestice M

predstavlja intenzitet vektora v.
Predstavljajuéi brzinu u ovom obliku omoguéuje nam drugi prilaz odredivanja
njenog ubrzanja. Tada je

dv  dsdv d%s ds\2dT  d% ds\ 2
T T drds ae +<dt> ds _ dr? +(dt> kN

Uocimo da je
dv_d(ds) _dds\ds_1d (ds\* 1d(v)
d  dr\dt) ds\dt/)dt 2ds\dt) 2 ds’

1d(v)?
L 1dw)

2 ds
Odavde se vidi da je vektor ubrzanja uvek u oskulatornoj ravni, upravnoj na binor-
malu B, nezavisno od sila pod kojim se Cestica M krece.

paje
T +v> kN. (33.28)
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U slucaju prinudnog kretanja, osim aktivne sile F, mora se uzeti u obzir i sila R,
kojom se ostvaruje prinuda. U tom slu¢aju jednacina kretanja glasi

T
mE:F—FR = (;—T+2TKN:F+R. (33.29)
s

Skalarnim mnozZenjem ove jednaCine sa T, N i B, dobijamo da je

dr

P Fr+ Ry,
2Tx = F, + Ry, (33.30)
Fg+Rg=0,

imajuéi u vidu da je F = Fy T+ FyN+ FgB, R= Ry T+ RyN + RgB.
Ako je kretanje slobodno, bez prinude, onda je R = 0 i jednaline kretanja se
znatno uproséavaju

dr

e FT’

ds (33.31)
2Tk =F,.

Takode je Fp = 0 kao posledica kolinearnosti sile F i ubrzanja a, koje je u oskulator-
noj ravni.
Specijalno kada je sila konzervativna F = —gradV bi¢e Fy = —gradU-T =

U
e sledi da je dT = —dU. Onda je jednacina energije konstantna, tj.
s

T+U=h, (33.32)

gde je h = const.

Kretanje Cestice po povrsi S

Neka je data povrs
S: f(x,t)=0. (33.33)

Neka je Cestica M za sve vreme ¢ prinudena da se kretée na povrsi. Onda je

d
gradf-x+ 8—{ =0, (33.34)
gde je gradf vektor upravan na povrs S. Ocigledno je da ova jednacina namece
ogranicenja na vektor brzine x Cestice M. Ako sa n oznacimo jedini¢ni vektor

normale na S onda je
gradf = |grad f|n,
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pa se prethodna jednacina moze napisati u obliku

af
dfjn-x+—=—=0
jerad i+ 5 =0,
odakle sledi da je
af
or
=— , (33.35)
|gradf|
gde je u, = n- X normalna komponenta vektora brzine X. Prema tome Cestica M ostaje
za sve vreme svoga kretanja na povrsi S, ako se krece normalnom komponentom u,,.
Njene tangentne komponente mogu biti proizvoljne. Sada je jednacina kretanja

d
m—y —F+R, (33.36)
dr
gde je R sila koja prinuduje Cesticu M da se nalazi na povrsi S.
Pogodno ju je predstaviti u obliku

R=R, Ry, (33.37)

gde su R, i Ry njene komponente u pravcu normale n i tangentne ravni povrsi S u
tacki x. Ako se R, piSe u obliku R,, = Agradf, onda prethodna jednac¢ina kretanja
glasi

dv

pm =F+ Agradf + Ry, (33.38)
gde je A za sada neodredeni mnozilac veze.

Sila Ry nije zadata i mora se definisati u zavisnosti od prirode veze f(x,¢) = 0.
Najprostiji slucaj je kada je veza glatka i ne pruZa nikakav otpor kretanju Cestice
x na povrsi. Onda je Ry = 0. Za takve veze se kaze da su idealne. U tom slucaju
sistem jednacina

m

ma =F + Agradf,
f(x,) =0

je kompletan po promenljivim x', i = 1,2,3, i A. Na isti na¢in kao i do sada, koriste¢i
kinetricku energiju 7', dolazimo do LagranZeovih jednacina kretanja

(33.39)

R (33.40)

koje zajedno sa f(x,¢) = 0, ¢ine kompletan sistem.
Isti problem razmotricemo koriste¢i parametarsku reprezentaciju povrsi S. Neka
je
X =xwu), a=1,2, (33.41)
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jedna takva parametrizacija. Onda je njena brzina

Codx du® X
V= E :Xfa?—i-y, (3342)
i i
gde je xfa = EPCh Njena normalna komponenta je v/ n; = a—);ni.

N Pokazacemo da je jednaka u,. PiSemo

dxi
ox ox fy  fdd L dur\ £ Lig
00" or Jgradf] <dr "‘*"dr) jgradf] ~ Jgradf]

of
_ ot _
gradf| "
Znaci
of |
B ot 78x’
T Jeradf] 9
af
ot

pri svakoj parametrizaciji S, jer ne zavisi od parametrizacije.

|gradf|

. § . i _ox
Ako je povrs S stacioarna, tj. x' = x'(u%), onda je 5 = 0iu,=0.
U tom slucaju brzina Cestica x ne podleZe nikakvom ogranicenje, jer se za sve
vreme kretanja nalazi na povrsi S. Dalje pretpostavljamo da je to na$ slucaj.
Ako je uz to i povr$ S glatka, onda je tangentna komponenta Ry = 0 i jednacine
kretanja se svode na

ma=F+ Agradf = F+ A |gradf|n, (33.43)
o . ar )
koje izraZzavamo u odnosu na trijedar vektora ag = Pk n. Tako je
u
. 5vi . : 6Wa
d == X o gwwh g5 (33.44)
o

gde smo, radi jednostavnijeg pisanja, uveli oznaku w* = - Sa fizickog stanoviSta

predstavlja vektor brzine Cestice x na povrsi S. Kako je xia g = bog ntiw® =wr%,
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gde je t% jedini¢ni vektor duz trajektorije Cestice x na povrsi, onda jednacine kretanja

glase
o

5; = '+ Algradfln'. (33.45)

Mnozeci skalarno ovu jednacinu sa n;, imajuéi u vidu da je n;n' = 11 nix'y, =0,
b
dobijamo

mw? b t%tP n' + mx',,

2T bopt™tP = Q'n; + Algradf|. (33.46)

Mnozeci je pak, sa x; o sledi da je

ow?

maaﬁﬁ = Qﬁ,

. _ l . evy o V. _ l
gde je agp = x!y x; g osnovni metricki tenzor povrsi, a Op = Q'x; g komponenta
aktivne sile F na povrSi. Koncizno napisana, jednacina kretanja glasi

o
’"5‘; —0°. (33.47)

DefiniSu¢i kineti¢ku energiju Cestice M na povrsi sa

1
T = 5ao,ﬁw"‘wﬁ, (33.48)

standardnim postupkom ove jedancine kretanja postaju LagranZeve jednaCine

d dT oT
el — =0,. 33.49
e (5349)
U slucaju kada je
av
Qo =—+5, (33.50)
gde je povrSinski potencijal sile Qy, jednacine (33.49) se svode na
d JL JdL
———=—=0 33.51
& g (53:51)

gde je L =T —V Lagrazeva funkcija.

Prinude

Po definiciji, prinude su kinematicki, ili geometrijski uslovi koji ograniavaju
slobodu kretanja mehanic¢kog sistema. Zbog toga zasluZuju posebnu pazZnju pri
izuCavanju njegovog kretanja. Polazimo od najprostijeg materijalnog sistema koji
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se satoji iz jedne materijalne Cestice M u [E3. ObeleZi¢emo sa r i v njen poloZaj i
brzinu u nekom trenutku #, redom. Onda relacija

f(r,v,1)=0 (33.52)

namece odgovarajuce ogranienje na vrednosti sistema veli¢ina (r,v,7), koji od-
reduje kretanje Cestice M. Kratko receno, (33.52) predstavlja matematicki izraz
kojim se karakteriSe prinuda na kretanje materijalne cestice M.
U opstem slucaju, prinudu moZemo klasificirati prema tri kriterijuma:
(a) Prinuda moZe biti iskazana jednakos¢u

f(r,t) =0, (33.53)

ili nejednakoséu
flev,t) 0, f(r,v,0)>0 (33.54)

Prvi tip prinude se naziva bilateralan, a drugi unilateralan.
Uobicajeno je da se prvi tip naziva zadrzavajuéa i konacna, a drugi ne-
zadrzavajuca prinuda, nazivi koji su potpuno opravdani. Za oba tipa prinude
Koristi se i termin geometrijske.

(b) Ako vreme ¢ ne figuriSe ekplicitno u relaciji kojom se izrazava prinuda onda se
kaze da je prinuda skleronomna, ili stacionarna, u protivhom je reonomna,

ili nestacionarna.

d
(c) Ako realcijakojom se izraZava prinuda zavisi eksplicitno od brzine v | = d—: =

onda se za prinudu kazZe da je kinematicka, ili diferencijalna. Svaka geo-
metrijska prinuda f(r,7) = 0, pri diferenciranju postaje linearna diferncijalna
jednacina, oblika

gradf-v+ 88{ =0, ili 3)];)6’4—3{ =0.

Obrnuto ne vaZzi, tj. svaka diferencijalna prinuda se ne moZe predstaviti u obliku
geometrijske prinude.

One diferencijalne prinude koje se mogu predstaviti u kona¢nom obliku naziva-
mo integrabilne prinude. Konacne gemetrijske prinude, zajedno sa integrabilnim
prinudama, nazivamo holonomne.

Neintegrabilne prinude, zajedno sa prinudama, koje se iskazujuju nejednakoscu,
nazivamo neholonomne. U daljem delu izlaganja bavicemo se uglavnom holonom-
nim prinudama.

Ista terminologija vaZi i u sluaju materijalnog sistema koji ¢ini konacan broj
materijalnih Cestica.

)
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Konfiguracioni prostor

Posmatrajmo mehanicki sistem od N Cestica u E3 na koje deluje p holonomnih
veza (prinuda)

fa(ri,ra,...,ryt) =0, a=1,2,...,p. (33.55)

Od ukupno 3N koordinata (x4,y%,z%), a = 1,2,...,N, samo n = 3N — p njih je
nezavisno. Za takav sistem se kaze da poseduje n stepeni slobode. Takve n nezavisne
koordinate ne moraju biti Dekartove. Moguce je uvesti n generalisanih koordinata
x,i=1,2,...,n, tako da je

ro =ro(x',1) (33.56)

sistem jednacCina (33.56) identicki zadovoljen. Sa geometrijskog stanoviSta sistem
jednacina (33.56) definiSe n-dimenzionalnu povr$ u prostoru od 3N dimenzija.
Drugacije receno, (33.56) predstavlja njenu parametarsku reprezentaciju. Svaki
skup vrednosti generalisanih koordinata definiSe konfiguraciju sistema, tj. poloZaj
Cestica u svakom trenutku vremena ¢. Prostor ¢ije koordinatne linije odgovaraju
generalisanim koordinatama naziva se konfiguracioni prostor sistema.

Foramalno matematicki, konfiguracioni prostor ima strukturu diferencijabilne
mnogostrukosti, Sto opravdava takode naziv diferencijabilna mnogostrukost. Ovde
¢emo uglavnom koristiti termin konfiguracioni prostor.

Lagrazeve jednacine za sistem materijalnih Cestica

Postupak za njihovo odredivanje je istovetan odredivanju LagranZeovih jed-
nacina (33.15). Polazimo od D’ Alamberovog principa (33.19), pimenjenog za sistem

od N Cetica u E3 na koji deluju sile Fy, ¢ = 1,..., N, Cije kretanje je saglasno sa
vezama
N
W =Y (Fy—mgag)dry =0, (33.57)
o
gde je:

OW - vitrualni rad;
mg - masa Cestica sistema,

ro = rg(x',t) - vektor poloZaja materijalne estice mase mq, i =1,...,n,
n - stepen slobode sistema koji definiSe ukupan broj generalisanih koordinata;
dry S .
Vo = - brzina Cestice sistema;
Vo e .
g == ubrzanje Cestice sistema;

mg aq - inercijalna sila.



33.7 Lagrazeve jednacine za sistem materijalnin Cestica 621

Izraz

PR

predstavlja virtualno pomeranje, diferencijal rg (x',¢) pri konstantnom .
Jasno je da je

Org =

N org
0= O;I Fo- EFi

ukupna sila koja deluje na sistem izraZena u odnosu na generalisane koordinate x'.
Naziva se generalisana sila posmatranog sistema. Onda (33.57) postaje

. 0 .
SW = 0;6x — Y maaq: %5)& —0. (33.58)
(04
Y orgy N .
Clan mgag- FrE po analogonu sa (33.22), piSemo u obliku
X
ory dvgq dr, d ory d drgy
maaa-W:maF- oxi :$ mVa'W —meaW. (3359)

Transformacija ovog izraza je formalnog karaktera kada se u delu koji se odnosi
na LagranZeve jednaCine materijalne Cestice izvrsi striktna zamenav = = vq i
r = ry. Pokazimo to.

Tako, iz
v dro Jdrq ; Jrg
=—=—3x'"+—
7 dr  ox or’
sledi da je
vy  dry
oxl  Ixi’
Takode je

- oxt X+Eaxi_&8xi'

Vg d%rg iy 0 8& i ory g d dry  d drg
ox  oxiox | oxi 9t ox

Smenom ovih izraza u (33.59) dobijamo

org dvyg drg d ( v > 0vg
ma Va * - mVa M

Mada” 55 = Mg 5 = 4 Er
o ga (%maVa'Va) . a (%maVa‘Va)

dr ox! ox!

Nas interesuje (33.58) u konacnom obliku. Po definiciji je

N 1 1 N
T = —MgVg Vo = = MmgVg-V 33.60
a;]z avYo o 2(;] avo o ( )
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kineticka energija sistema i jednacina (33.58) postaje

; doT dT P
oW = Q; 0x' — <dt8xi - 8xi> ox' =0.

Onda je, s obzirom na proizvoljnost 8x',

doT IT

S =0 (33.61)

Ove jednaline su trazene Lagranzeve jednacine druge vrste.
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33.8 Potencijalna i irotaciona sila

Definicija

Za vektorsko polje F(r) kaZe se da je potencijalno, ako je gradijent skalarne
funkcije U, tj.
F(r) = gradU = VU, (33.62)

a skalarna funkcija U potencijal od F.

Ocigledno da je U odredeno do na aditivnu konstantu. Znacaj potencijlnog polja
se vidi iz ¢injenice da je polje u potpunosti odredeno preko jedne skalarne funkcije,
potencijala. Ako je F sila i ako ima potencijal, onda se kaZe da je konzervativna.

Teorema 8

Ako je polje F odredeno u jednostruko povezanoj oblasi D preko jedne
funcije potencijala, onda njen integeral

ne zavisi od puta integracije i zavisi samo od krajnjih tacaka My i M,
integracije.

Dokaz

M, M, M,
/F‘dr:/VU'dr:/dU:U(Ml)—U(Mo). (33.63)
My My My

Teorema 9

Vektorsko polje F, definisano u jednostruko povezanoj oblasi D, je potenci-
jalno akko je irotaciono, tj,

VxF=0. (33.64)
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Dokaz
Ako je F potencijalno polje i F(r) = VU, onda je
VXF=VxVU=0.
Obrnuto, ako je V X F = 0, onda je, na osnovu Stoksove teoreme,

F-dr = /(V x F)-nda =0,
as s

za proizvoljnu zatvorenu krivu liniju dS na S. Prema tome, mora biti

VxF=0.

Kratka analiza jednacina (33.61)

Ako su F konzervativne sile, tj. ako se izraZavaju preko funkcije potencijala
U(rg(xi,t),t) =V (x't), bice

DefinisSimo Lagranzijan L = T+ V. Onda LagranZeve jednacine (33.60) glase

doL L _,

Yo o (33.66)

Medutim, u opstem slucaju, generalisane sile nisu potencijalne. Drugacije receno,

0i=0"+07, (33.67)

gde je O njen potencijalni deo, za koji vazi (33.65), i Qld njen disipativni deo. Onda
(33.61) postaje
droii  dxi <V

(33.68)

Uocimo da je u svakom slu¢aju LagranZijan L funkcija skupa promenljivih x', %/
TR
L=L(x'%1). (33.69)
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Invarijantnost Ojler-Lagranzevih jednacina

Vec¢ smo se susretali sa slede¢im problemom.

Neka je data LagranZeva funkcija L(x',%') klase C> od 2N nezavisno promen-
ljivih. Neka su na krivoj C : x' = x/(¢) tatke P i Q koje odgovaraju vrednostima
paramatera #; i t,. DefiniSimo LagranZijan

J(C) = / L(x'(¢),%(¢))dr. (33.70)

Ocigledno je da vrednost integrala J(C) zavisi od izbora krive C koja prolazi kroz
tacke P i Q. Problem varijacionog racuna se odnosi na odredivanje uslova koje kriva
mora zadovoljavati kako bi integral J(C) imao ekstremnu vrednost, u odnosu na sve
druge krive koje prolaze kroz tacke P i Q. Varijacioni problem ovog tipa Cesto se
javlja u mnogim oblastima matematike, fizike, a posebno mehanike.

Mi smo ovde naveli dva problema: odredivanje geodezijske linije i minimalne
povrsi.

Nas sada interesuje isti problem u odnosu na koordinatnu transformaciju

# =7 (), (33.71)

pod pretpostavkom da je integral (33.70) invarijantan pri toj transformaciji.
Kao i do sada vaze sledeci izrazi:

ok, ok ok ok o

k_ip: P 3P —_ _—
SEeT X, 8), o oxr’ oir  oxroxd

Xl (33.72)
Pretpostavka da je integral (33.70) invarijantan pri transformaciji (33.71) je
ekvivalentan zahtevu da je L skalar u odnosu na istu transformaciju. Ako ozna¢imo
sa L(x',x') LagranZijan L(x',x') u odnosu na koordinate %", onda je
L(Z, %) = L(x'(zF), % (&7, F)). (33.73)
Jasno je da (33.73) mora da vazi za sve vrednosti (¥,x').
Diferenciranjem (33.73) po x”, nalazimo da je

OL AL d¥ AL oY
dxP  Jxi dxP  Jxi dxp’

(33.74)

dL
gde smo koristili (33.72),. Odavde se vidi da je ] kovarijantni vektor.
X
Diferenciranjem (33.72) po x”, dobijamo da je
JL  JL ox' N JL dx'  JL ox' N L 0%
_— —— - = - = = — =——=—X".
dxP  Jx' dxP  Jx' dxP  Ixi dxP  Ox' dxPIx4
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dL
Odavde se vidi da o nema tenzorski karakter, nije tenzor. To je posledica zavisnosti
xt
92x!

L(x'. %) od . Njegov tenzorski karakter remeti &lan .
(x',X') od ¥ Njeg i dxPIxd

diferencira po ¢. Onda je

Takav Clan se pojavljuje kada se — P

oL JL\ oxi +87Lg oxt B JL\ ox' +% 0% -
xP 9xJ ) dxr | 9xJ dt \ dxP 0% ) 9xr " oxi dxrorr

Oduzimanjem od prethodnog izraza dobijamo

d [ JdL oL d /JL JOL] ox'
@ (axp> Tow [dt (ax) axz] 9% (33.7)
Prema tome, sistem prvog reda
d [JdL JdL
E;(L) = o <8xl> o4 (33.76)

je kovarijantni vektor. MoZe se interpretirati kao generalisani gradijent LagranZijana
L. U literaturi je poznat pod imenom Qjler-Lagranzev vektor od L. U razvijenom
obliku glasi

d (dL\ JL 9°L , 9L  OL
E(L)=— (== ]|—====—==¥ —x — —. 33.77
(L) =3 <ax1> ox ~ awaw T awad  ox (33.77)
N Pod datim uslovima Ojler - LagranZove jednaCine
d [JdL aL
— | —=—==0 33.78
a (axz> I (33.78)
ostaju ocuvane pri koordinatnoj transformaciji (33.71), Sto se vidi iz
(33.74).
Znaci, imaju tenzorski karakter. Iz (33.77) se dobijuju u razvijenom
obliku

2L . 9*L . IL
X + oxox  oxi 0 (33.79)

kao sistem diferencijalnih jednacdina drugog reda.




33.10

33.10 Teorema Neterove 627

Teorema Neterove

Pokazali smo da su Ojler-LagranZeve jedanCine invarijantne pri koordinatnoj
transformaciji ¥ = & =& (x/). Pri tome smo polazili od invarijantnosti inte-

grala
15}
J(C) = / L (e), € (1)) dr. (33.80)
N
Od interesa je razmatrati invarijantnost integrala
J(C) = /L(z,xf(t),xf(z)) dr (33.81)
C
pri opstoj neprekidnoj transformaciji koordinata x/ i vremena ¢ oblika
¥ =x(t,x,w%),
o (33.82)
1= tl(tax 7Wa>a
i,j=1,...,n,a=1,...,r. Pretpostavlja se da su parametri w* medusobno nezavisni

i da za w* = 0 izrazi u (33.82) prestacljaju identi¢nu transformaciju, ¥ = x' i 7 = 1.
Pod tim uslovom razvijanjem u red transformacija (33.82) glase

o 1.
i :x’+(:&(t,xj)w“+§C&B(t,x‘)wo‘wﬁ o
1 (33.83)
t_:t+§a(t,xj)wa+§<§a5(t,xi)waw5+-~

o ; ot
(awx)wa_o = Sa (awa)wa_o = Sa

gde se zavisnost koeficijente razlaganja od x' i t podrazumeva.
1z (33.82) slede sledeci izrazi na koje se pozivamo

o ; ox' or or
<&xj>wa_0 B 5]’ (at)wa_ B 0’ (axj>w°‘_0 B 07 <at>wa_0 B 1’

0
%% s 9% _ 9
owooxi ) u_y  OxI oweot ) a_, Ot

Jasno je da je

(33.84)

(33.85)
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Zahtevamo da je integral (33.81) invarijantan pri transformacijama (33.82) duz
proizvoljne krive C, tj. da je

/CL <f,xi,i§_i> dF = /CL(z,xf(z),xf(t))dz.

Potreban i dovoljan uslov za to je da je

_ o di df ; ;

L<t,)€’,_> o =L(t,x'(¢),x'(¢)) (33.86)
za bilo koji skup parametara w* pa prema tome i za w* = 0. Uo¢imo da je desna
strana ovog izraza nezavsna od w%, pa je

O 11 (72,59
W odr ) ar| T

U razvijenom obliku u slu¢aju kada je w* = 0, svodi se na izraz

dL( N dL(oFN A IL 9 (dF n
ot \ow®* ) a_g0xi \Ow* ) o o Oxdw* \ df ) «_,

Jd [di
L _
* aWOC (dt> w*=0
Ostaje nam da odredimo jos ¢lanove

o (e, o (@
ow* \ df /.« owd \df ) a_y’

Racunica se znatno uproscava ako se iz (33.82) izrazi ¢ u funkciji 7 i ima u vidu da je
w? nezavisna promeljiva (Videti D. Lovelock, Hanno Rund, str. 203-204). Onda je

o [d¥ B

owa \ df ) 7
d (9% \d d¥ (di\*d oF
dr \ow* ) df dr \dr dt dw*’

Koriste¢i odgovarajuce izraze iz (33.85) sledi da je

OoqaeY_dgaRy (e Ao _d i
wr \dr ) oy dt\owe ) o \drt ) g dt \Ow®) o dr T dr

(33.88)

(33.87)

Na isti nacin se pokazuje da je

d ( df o d(or d&y
o <dw>0 =@ <awa>wa_0 = a (33.89)



33.10 Teorema Neterove 629

or o
dw® w*=0 Iw® w®=0
u (33.87) dobijamo da je

oL oL ., OJL (d¢.  ;d&, dé,
m%+wﬂﬁv-<m‘xw>+Lm

Senom ovih izraza i

=0 (33.90)

koji izrazava neophodan uslov zahteva invarijantnosti integrala (33.81).
U literaturi se ovaj izraz naziva identitet invarijantnosti (invariance identity).

33.10.1 Neterinateorema

Znamo da je
514(1‘,)6 ([),x (t)> a ﬁ ﬁx7
odnosno
oL ; d . y oL JL

od = L1 (), 8(0) - 5 - 2o

Onda se (33.90) moZe svesti na pogodniji oblik. Pri tome koristimo i sledece izraze

%dé& _ C ¢ oL
oxt dt 8x’ o o dt oxt )’

oL (;dEa) _ oL d L . daL
afci<th> FERTAS 5“)_&"@ dt(&l ‘S“>_X‘§“dzat 5"‘31

Smenom ovih izraza u (33.90), i posle sredjivanja tako dobijenih ¢lanova, dobija se

e ()] G (o a ()| P g [t Gt G =0

ili , kompaktnije,

oL oL ; d dL ., JL B
[M_ <8x’)] C(x_x §a+ [L‘Sa axiga_ﬁx éa} =0

Ako se iskoristi izraz za Ojler-Lagranzeov vektor
d /dL JdL
E(L)=—|=—)—=—
(L) dr (8}&’) dxi

E(L) (8o —1'&a) = [ Eo+ aLl g — géx" ga} : (33.91)

Time smo prakti¢no dokazali jedno od veoma bitnih teorema.

onda je
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Teorema 10 (Teorema Neterove.)
Ako je integral (33.81) invarijantan pri dejstvu r parametraske familije trans-
formacija (33.83) onda postoji r razlicitih kombinacija Ojler-Lagranzeovih
jedanacina i E;(L) koje su totalni diferencijali. Ako funkcija Lagrazijana
prestavlja reSenje Ojler-LagranZeovih jedanacina, onda su

L&y + B Co— R Eq = const.

i prestavljaju zakone konzervacije.



34. Lezandrova fransformacijo

34.1 Lezandrova transformacija

Lezandrova' transformacija se uglavnom koristi u dve oblasti fizike:
1. u klasi¢noj mehanici, kada se prelazi iz Lagranzeve dinamike u Hamiltonovu
dinamiku, 1
2. utermodinamici, kada se uspostavlja veza izmedu unutraSnje energije, ental-
pije i Gibsove 1 Helmohol€eve slobodne energije.
Vrlo Cesto se zanemaruje, ili predstavlja na komplikovan matematicki nacin.
Pokusaéemo ovde da je damo na jedan relativno jednostavan i elegantan nacin.

Definicija
Lezandrova transformacija prevodi funkciju jednog skupa promenljivih u

drugu funkciju konjugovanog skupa promenljivih. Obe funkcije imaju iste
merne jedinice.

'Legendre
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Kako se Lezandrova fransormacija odreduje

Osnovna ideja je pravilo proizvoda. Ako su x,y konjugovani par promeljivih
onda
d(x-y) = xdy +ydx

povezuje varijaciju dy (uz promenljivu x) sa varijacijom dx (uz promenljivu y).

Matematicki formalizam

Posmatrajmo funkciju dveju promeljivih, npr. f(x,y). Onda je

I 4o 9 4

d dx+ =
f= P +ay dy.
Uvedimo oznake
),
u = ax w = ay
Sada je
df = udx+wdy. (34.1)

VeliCine u i x nazvaCemo konjugovani par promenljivih. Isto vaziiza par wiy.
Formirajmo
d(wy) = wdy + ydw

1 oduzmimo ga od (34.1). Onda je
d(wy) —df =d(wy — f) = —udx+ ydw,

ili

dg = —udx+ ydw, (34.2)
gde je

g=wy—f, (34.3)
ili
glx,w) =w-y(x,w) = f (x,y(x,w)),

pod uslovom da iz

_9df _
W—a—y =  y=y(x,w).

Ocigledno je da je ovako uvedena funkcija g funkcija od x i w, §to se vidi iz
njenog diferencijala.

Rezime. Formirali smo LeZandrovu transformaciju od originalne funkcije f(x,y)
na funkciju g(x,w) prelaskom sa promenljive y na promeljivu w. Takode smo mogli
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da predemo sa x na u i tako dobili funkciju h(u,y), ili prelaskom obe promeljive i
dobili funkciju k(u,w). Za funkciju dve promenljive postoje 4 moguée varijante. U
slu¢aju kada imamo 3 nezavisno promenljive veli¢ine, postoje 8 potencijala, ili u
opstem slucaju 2" za funkciju od n nezavisno promenljivuh, posto svaka promenljiva
moZe biti ¢lan konjugovanog para.

LeZzandrova transformacija Lagranzijana L i Hamiltonijan H

Posmatrajmo mehanicki sistem koji je odreden generalisanim koordinatama
q i generalisanim brzinama ¢. Njegov Lagranzijan L(q,q) je definisan razlikom
kineticke i potencijalne energije

gde je K =K(q,q), aU(q). Onda je

9L L
dL(q,q) = (Tq'd‘H quq.

Uvedimo oznaku
JL

P= 7q7
tako da je

oL
dL(q,q) = p-dq + afqdq- (34.4)

Dalje, pretpostvljamo da je

9°L
der (Gt ) o
dq®adq
jer je samo tada mogucée odrediti ¢ u funkciji p, tj. @ = h(q,p). Veli¢ina p je tada

konjugovana veli¢ini . Drukcije reeno ¢, p, je konjugovani par.
Odredimo d(q,p). Sledi

d(q-p) =dq-p+q-dp.
1z ovog izraza i (34.4) dobijamo

. . . oL ,
d(q-p)—dL(q,q)=d(q-p—L) = —afq'qurq-dp-

Uvedimo funkciju
H=qp—-L.
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Onda je

dL

dq

odakle se vidi da je H funkcija promrnljivih q i p.
LeZandrova transformacija

H=qp-L, q=h(q,p) (34.5)

dH = — dq + qdp,

je poznata Hamiltonova funkcija.

Lezandrova transformacija u Termodinamici

I) Po pravilu LeZandrove transformacije se koriste u Termodinamici za od-
redivanje raznih fizi¢kih veli¢ina koje se nazivaju termodinamicki potencijali.

Pretpostavimo da nam je dat termodinamicki sistem za koji biramo nezavisno
promenljive: entropiju S i zapreminu V. Onda vaZi termodinamicki identitet

dU =TdS —PdV, (34.6)

gde su T i P temperatura i pritisak, redom. Iz ovog izraza se vidi daje U = U(S,V).
Onda je
aU U

dU = —dS+ —dV.

U=3s8+yd
odakle, i iz (34.6), sledi da je

U . U

=55 ' '= v

idasu (7,S) ipar (P,V) konjugovani parovi.
IT) Zelimo da transformiSemo U (S, V), koriste¢i konjugovani par (P,V), u novi
termodinamicki potencijal - entalpiju H(S, P). Trivijalno je

d(PV)=VdP+ Pdv.
Odavde, i iz (34.6), sledi da je
dU+d(PV)=d(U+PV)=TdS+VdP,
ili
dH =TdS+VdP,
gde je
H=U+PV, (34.7)
ili potpunije
H(S,P)=U(S,P)+PV(S,P).
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II) U slu¢aju konjugovanog para (T,S) imamo da je
d(TS) =TdS+SdT.
Onda je, imajuci u vidu (34.6),
dU — d(TS) = d(U — TS) = —SdT — PdV,
ili
dF = —SdT — PdV,

gde je
F=U-TS. (34.8)

Helmholcova slobodna energija.
Kompletnije
F(T,V)=U(T,V)-TS(T,V).

IV) U slu¢aju konjugovanog para (P,V) bice
dF +d(PV) = d(F +PV) = —SdT + PdV,

gde je
G=F+PV (34.9)

Gibsova slobodna energija.
Kompletnije,
G(T,P)=F(T,P)+PV(T,P).

IzraZena preko unutra$nje energije glasi

G(T,P)=U —TS+PV.

Hamiltonov formalizam

Lagranzeov formalizam dovodi do diferencijalnih jednadina drugog reda
(ODE). Nasuprot tome, Hamiltonov formalizam daje jednacine kretanja prvog reda
i prema tome daje moguénost uvodenja teCenja (flows) u faznom prostoru (Uvodimo
ga kasnije). JoS vaZnije, moZe da se koristi simpleksti¢na struktura u Hamiltonovom
formalizmu.

Pretpostavimo da je dat Lagranzijan L(q,q), i = 1,2,...,n, u odnosu na koji su
jednacine kretanja materijalnog sistema date sa Ojler-LagranZeovim jednacinama:

d /JL oL
» <aqi> o —0. (34.10)
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Njemu odgovaraju¢i Hamiltonian glasi

H(q,p) = prd* —L(¢',¢") (34.11)

gde se ¢* zamenjuje sa p; (moment koli¢ina kretanja), kori$éenjem LeZandrove

transforamcije (po definiciji)
. dL

pi= Tq’ (34.12)
Ova transformacija p = ¢ moguca je samo ako je Jakobijan transformacije
dpi 9’L
det 221} —det [ -2 =) »0. (34.13)
g d¢'dg’

Prostor sa koordinatama ¢, py, naziva se fazni prostor.
Posmatrajmo infinetizimalnu promenu u Hamiltonijanu izazvanu sa dg* i dpy:

dH = dpid* + pedd*— =
oH _, oH

Onda je
JoH JH JdL
—=d, 2=-== (34.14)
dpk dq dq
$to ne prestavlja nista drugo nego zamenu promenljivih (g%, p) sa (¢, 4’).
Hamiltonove jednacine kretanja se dobijaju iz ovih jednacina, ako se drugi
sistem jedancina zameni kori§éenjem Ojler-Lagranzovih jednacina:
. OH ) JH

== =2, 34.15

» Primer 34.1 "

Posmatrajmo jednodimenzionalni harmonijski oscilator, ¢iji je LagranZijan dat

sa , 1
L= qu'z - szqz,
gde je w? = %
Koli¢ina kretanja koja odgovatra (conjugate) koordinati ¢ je
JdL )
=  — =m
p 94 q,

koja moZe da se resi po ¢. Tacnije, ¢ = £. Onda je Hamiltonova funkcija data sa

2

. L P 1
H(q,p) = pd—L(q,q) = %+§mw2q27
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a njoj odgovarajuce jednacine kretanja sa

g=1", p=-mwyq.
m
(Odgovarajuéa jedan¢ina harmonijskog oscilatora sada glasi ¢* + w?g = 0.)
Poason® posmatra dve funkcije A(q, p) i B(q, p) definisane na faznom prostoru
Hamiltonijana H(q, p) i definiSe Hamiltonovu zagradu [A, B] sa

g = JA9B 04 JB (34.16)

Lako je pokazati da je Poasonova zagrada Liova zagrada koja ima sledeca
svojstva:

[A,C]B]+6232] =) [A,Bl]+C2[A,BQ], (a)
[AvB} = _[BvA]v (b)
[A,[B,C]]—i—[B, [C7AH+[C7 [AvBH =0. (©)

Fundamentalne Poasonove zagrade su:
[pipj] =0, [4'.4']=0, [4',pj]=8. (d)
Vazno je uoditi da se izvod po vremenu f-je A(q, p) izrazava preko Poasonove
zagrade:

dA A, 9A _  OAJH A IH

@ "9 T ok ap  apcag - M (3417)

dA
Specijalno, ako je [A,H] = 0, onda je i 0. Tada se za veli¢inu A kaZe da je
konzervativna. Interesantno je da se Hamiltonove jednacine takode izrazavaju
preko Poasonove zagrade:

¢ =|dH], pi=IpH). (34.18)

Teorema 34.4.1 — (Neterina teorema). Klasi¢an prilaz
Nekaje L(¢',4') i funkcija koja ne zavisi ekpicitno od vremena, tj. invarijantna
u odnosu na vreme. Onda je

g gy = gy Oy 9Ly (L _(QOLN i
a4 aq ¢ 1 = 4T Tar \ 941! drog )T~

= — %'i + %_gail' -0
dt 9g 7 of diag )

ZPoissaon
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Pod pretpostavkom da funkcija L(q',4') zadovoljava LagraZove jednacine, ova
jednakost se svodi na izraz

odakla sledi da je

Njegovo fizicko tumacenje je: predstavlja zakon konzervacije.
Sa matematickog stanovista prestavlja prvi integral Lagranzeove jedancCine.

» Primer 34.2 Posmatrajmo kretanje Cestice u ravni pod dejstvom aksijalno sime-
tri¢nog potencijala V(r). Onda je LagranZeova fukcija data izrazom

i s 1 ;. a
Lq',q) = 5m (i +r16%) =V (r),

gde je ¢'(r,0) i ¢'(7,0). Tada je

JdL 1 .
a—qiq" —L= M (7 +r*6%) +V(r) = const.
traZeni zakon konzervacije. "
Teorema 11

Neka je H(g*, px) Hamiltonijan invarijantan pri infenititezimalnoj koordi-
natnoj transformaciji

¢ — " =g +efHq). (34.19)
Onda je
Q= pif* (34.20)
konzervativno.
Dokaz.

Jakobijan transformacije je

aq! ! aq'’
odakle sledi da je
aql sl afl

a = o
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do na 0(¢). Koli¢ina kretanja py (vektorska veli¢ina za razliku od kordinata ¢*) se
transformise po zakonu

,_ 9¢ of’ of’
Pr= 8q’kpl ~ <5/£ —ank) pi :Pk—gaiqkpl-

Onda je

, af! oH aHa !
H(q’k,pk> _H<qk+8fk(41)l7k_ea£/cpl> H(q" pk)+87kf (q)— € agkp’

oH 0H df"
<61 Pk>+€<a /(@) - 8pk8£"pl>'

o 20 of 90
k _ =
1z (34.20) sledi da je f* = e idaje 9 S Di Ep 5~ Onda je
; dH Q0 JH dQ do
1k ~ k _ — k = —_—
H(q ,pk> ~H(q ,pr) +€ (aqkapk I aqk> H(q", pr)+€[H, 0] = H(q", pi) + € i

Prema uslovu teoreme H (q’ k p}() = H (¢*, px), pri (34.19). Prema tome je

do

=0
dt ’

tj. O = pif* je konzervativno.

Vazan zakljucak. Ova teorema pokazuje da nalaZenje konzervativne veliine je
ekvivalentno nalazenju transformacije koja ostavlja Hamiltonijan invarijantnim. S
druge strane konzervisana veli¢ina Q je ”generator”transformacije koju smo u ovom
primeru koristili. U stvari,

i d¢' 90 dq' 9@\ _ 90 _

g.0]= (2092 97 00) _9C_p
Pi
Sto pokazuje da je 8q' = ef'(q) = € [f(q)].
Navedimo neke primere.

n Primer 34.3 Neka je H = % slobodne Cestice. Kako H ne zavisi od ¢, onda je
H invarijantno pri ¢ — g+ €. Prema Q = p- 1 = p je konzevisano. Ona se u ovom
slucaju identifikuje sa koli¢inom kretanja. "

» Primer 34.4 Posmatramo Lagrange-ovu fukcija iz Primera 34.2:
1 .
L(r,0) = S (1"2 472 92) —V(r).

Onda je

—&—L—mi" i —%—miﬂzé
=5 T Pe=gg """
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Hamiltonijan je sada

2 2
. A pr pO

H = 0—-L=—""
Pri+pe 2m + 2mr?

+V(r).
Ocigledo je da je ovaj Hamiltonijan nezvisan od ¢ i invarijantan je pri transformaciji
0 —0+¢€, pe— po.

Prema tome
O=pe1= mr*0

je konzervativna veli¢ina. Njeno fizicko znacenje je koli¢ina kretanja. "

Nestandardna Lezandrova fransformacija

Do sada smo razmatrali standardnu LeZandrovu transformaciju, koja prevodi
Lagranzevu funkciju L(¢',4’) u Hamiltonovu funkciju H(g*, pi). Cilj nam je da
konstruiSemo ne standardne funkcije koje ¢e zavisiti od pg, px.

1. U tom cilu pogodno je poéi od Hamiltonove jedancine

. JH
Pk = —qu-

Pretpostavljamo da je H(g¥, pi), regularna funkcija i invertibilna po g*.
Istim postupkom kao do sada formiramo izraze:

d (qkpk) = ¢ dpy + prdd’,

OH , OH IH

dH = 55 dd + 50 dpi = —pudd + 5= dpi.
Onda je
d(H +4" pi) = gH dpe+q" dpy.
Pk
Uvedimo oznaku
Q=H+q'pr.
Ocigledno je Q = Q(px, px) novi potencijal.

Lako je pokazati da je

dQ = ¢"dpi + 4" dpx,

pa je prema tome

s 20
Ipr’
d

=22

= on
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Odavde se dobija sistem Lagranzeovih jednacina

Prema tome funkcije H(q*, pr) i Q = Q(px, px) su, §to se tice LagranZeovih jed-
nacina, dualne.

d
2. Ovog puta koristimo ¢~ = —a—Q. Onda je
Pk

d(¢" i) = prdd" + ¢ dpx,
k - JH kg -k kg
dQ =d(H+q" px) = Tpkdkarq dpr = 4" dpx+ 4" dpx,
paje
d(H +4" pr — 4" pi) = ¢" dpe — pedd”.
Funkcija
J=d"p—d'p+H
je novi potencijal. O¢igledno je J = J(¢*, pr).

Sada je
dJ = ¢" dpy — prddt,
paje
opk’
oJ
Pk= —=7-
gk

Neterina teorema i simetricna svojstva J i 0

Neterina teorema tvrdi da bilo kojoj simetriji LagranZijana odgovara konzervisa-
na veli¢ina. U specijalnom slucaju, kada Lagranzijan ne zavisi ekslicitno od vremena
standardna LeZandrove transformacija, tj, Hamiltonijan H(g*, p), je konstantna.
Pokazaéemo da ovo vaZzi za ovde uvedene potencijale. Tako je

0 _90, 90, d(o0, 90, 92, _
dr apkk s Dk = 8]9 Pk 8p Dk opr Pk =

20 0 a0\ . 0 .
<apkm>+<ap—<apk>>m—df<w>a

dJd d J
jer je 5371%_3717/{ = (. Prema tome je — <Q—ka> 0.
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Na isti nacin sledi da je

g_ﬂ~«k+ﬂ~~_ku_ uk_g<k~_ ~k)
dt - aqkq ap.kpk_qpk qu _dt Cka qu 9

ili d
@ (J— (qkpk —quk>> =0.
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35. Mehanika kontinuuma

Uvod

Mehanika kontinuuma, s obzirom na predmet svog izu€avanja, predstavlja
nadgradnju racionalne mehanike, ili mehanike kona¢nog sistema materijalnih tacaka
1 krutih tela. Mehanika kontinuuma je deo mehanike koji izu¢ava deformabilna tela,
tj. tela kod kojih se, u opstem slucaju, rastojanja izmedu Cestica tela menjaju; ona
izu€ava deformaciju, naponsko stanje i te€enje realnih tela, tj. Cvrstih tela, te€nosti i
gasova.

Osnovna pretpostavka, od koje se polazi u mehanici kontinuuma, je da je materi-
ja neprekidno rasporedena u telu. Ova pretpostavka je sadrZana i u nazivu predmeta.
Kako su realna tela, sa flzickog stanovista, korpuskularne prirode, onda mehanika
kontinuuma ne izu€ava realna tela neposredno, nego njihove modele, kojima se
pripisuju odredena frzicka svojstva realnih tela.

Pretpostavka o neprekidnom rasporedu materije u telu ¢ini, sa teorijskog stano-
viSta, mehaniku kontinuuma teorijom polja, u smislu da su veli¢ine koje karakteriSu
telo neprekidne funkcije poloZaja i vremena. Polja mogu biti pomeranje, gustina,
sila, energija itd. Kao teorija polja, mehanika kontinuuma ima svoj jezik izraZzavanja
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- tenzorski racun. Zaista, tenzorski racun je prirodni jezik teorije mehanike kontinuu-
ma.

Posebno naglasavamo: kao §to je bilo koji jezik viSe nego njegova gramatika,
tako je isto i jezik tenzorske analize vise od samog obeleZavanja, i kao Sto govor
¢oveka odiSe njegovim nacinom miSljenja, tako isto tenzorski raCun otelotvoruje
misao, ideju. U nasem slucaju to je ideja da "fizicka” suStina ostaje ista, mada njen
matematicki opis moZe da se menja. Odatle sledi da mora postojati relacija izmedu
dva matematicka opisa koja se odnose na istu bit, na istu sustinu, i ta relacija odreduje
jeziku njegov karakter. Zbog toga se mora imati uvek na umu razlika izmedu tenzora,
kao matematickog objekta koji predstavlja fizi¢ku sustinu, i komponenata tenzora
koje imaju puni smisao samo onda kada se zna o kom koordinatnom sistemu je rec.

U najvecem delu mehanike kontinuuma, pored neprekidnosti, uvode se joS dve
dodatne pretpostavke o prirodi materijala: homogenost i izotropnost. Jasno je da su
ove tri pretpostavke medusobno nezavisne.

Za materijal kazemo da je homogen ako poseduje identicka svojstva u svim
Cesticama. Za materijale koji nisu homogeni kaZzemo da su nehomogeni.

Materijal je izotropan u odnosu na neko svoje svojstvo ako je ono isto u svim
pravcima. Za mateijale koji nisu izotropni kaZemo da su anizotropni.

Teorija mehanike kontinuuma se logicki moze podeliti na tri dela:

1. Opsti principi primenljivi na sve vrste neprekidnih sredina. To su opsti
zakoni konzervacije i balansa pojedinih fizickih veli¢ina koji vaZe za sva tela. Ti
zakoni su:

a) zakon konzervacije mase,

b) balans koli¢ine kretanja,

¢) balans momenta koli¢ine kretanja,

d) prvi zakon termodinamike, ili zakon balansa energije i

e) drugi zakon termodinamike, ili princip entropije.

2. Konstitutivne jednacine koje karakteriSu pojedine materijale i njihova rea-
govanja na spoljne efekte sa stanovista strukture materijala. Osnovni principi vaze
za sve materijale, nezavisno od njihove strukture. Zbog toga njihovi matematicki
izrazi nisu dovoljni da bi bilo jednozna¢no odredeno ponasanje materijala pri dej-
stvu spoljnih efekata koji se matematicki definisu kao grani¢ni i pocetni uslovi. U
cilju uzimanja u obzir strukture (konstitucije) raznih materijala, koja karakterise
ponasanje materijala, duzni smo da odredimo dodatne jednacine koje nazivamo
konstitutivnim. Drugadije receno, svojstva materijala se uzimaju u obzir preko odgo-
varajucih konstitutivrih jednacina za svaki materijal sa konstitutivnim promenljivim
ogranicenim na domen njihove deflnisanosti. I dok su osnovni principi zajednicki za
¢vrsta tela, fluide, viskoelasticne materijale i materijale drugih fizickih svojstava, nji-
hove konstitutivne jednacine se bitno razlikuju. Domen definisanosti konstitutivnih
promenljivih odreden je odgovarajuc¢im fizickim svojstima materijala. Teorija konsti-
tutivnih jednacina zasnovana je na odgovarajuéim fizickim istinama i zahtevima. Na
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toj osnovi ona se dalje razvija kao matematicka teorija. S obzirom da su materijali,
za koje se odreduju konstitutivne jednaCine, predstavljeni svojim matemati¢kim
modelima, konstitutivne jednac¢ine definiSu idealan materijal.

3. Specijalne teorije svakog idealnog materijala su zasnovane na opStim principi-
ma i konstitutivnim jednac¢inama tog materijala. Takve teorije su: teorija elasti¢nosti,
mehanika fluida, teorija plasti¢nosti i druge. Svaki od njih, s obzirom na znacaj i
primenu, predstavlja oblast od zasebnog interesa.

U daljem izlaganju drZzacemo se ove podele, kojoj prethode geometrijska i
kinematicka osnova mehanike deformabilnih tela. Fenomeni koje ¢emo izucavati su
nerelativisticki, a prostor fizickih dogadaja je trodimenzionalni Euklidski prostor
E;.

Napominjemo da se mehanika kontinuuma oslanja na rezultate drugih grana
fizike, prvenstveno statisticke mehanike, s obzirom da najveéi deo instrumenata
meri srednje statisticke vrednosti, koje karakterisu fizicke pojave. Njen pristup je
direktan pri ispitivanju fizickih pojava, pri ¢emu na svoj nacin uzima u obzir uticaj
mikrostrukture materijala na makroskopske pojave. Ovo mehaniku kontinuuma
¢ini posebnom nau¢nom disciplinom, koja zajedno sa drugim disciplinama, kao
Sto su kvantna fizika, atomska flzika, termodinamika, kristalograflja itd., dovodi do
potpunijeg sagledavanja sustine procesa u materiji.

Telo. Konfiguracija

Mehanika kontinuuma ne proucava realna tela neposredno. Ona razmatra mate-
mati¢ke modele realnih tela (koje ¢emo dalje nazivati tela), a kojima se pripisuju
odredena flzicka svojstva realnih tela. Jedno od svojstava realnih tela je da zauzimaju
oblast prostora [E3. Radi definisanosti kazemo:

Telo Z je skup elemenata, koje nazivamo Cestice, a koje se nalaze u obostrano
jednoznacnoj korespodenciji sa tackama x u oblasti R prostora E;.

Cestica X tela Z je osnovni pojam u mehanici kontinuuma kojim se isti¢e da je
materija neprekidno rasporedena u telu, pa prema tome nema znacenje materijalne
taCke u smislu Njutnove mehanike.

Obostrano jednoznacna korespodencija izmedu Cestica X tela 4 i tacka x oblasti
R u E3, ostvaruje se preslikavanjem ¥, tako da je

x=xX), X=yx'(x), (35.1)

gde je x ! inverzno preslikavanje od ). Tatka x = ) (X) se naziva poloZaj Eestice
X, koji ona zauzima u R; X = y ! (x) je Cestica tela 4 koja zauzima poloZaj x.

Za preslikavanje X, kojim se precizira poloZaj svake Cestice tela % u R kazemo
da odreduje konfigraciju tela  (%). Oc¢igledno je x (%) =R.
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Konfiguracija tela se menja pri kretanju tela. lako nijedna od moguéih konfigura-
cija tela ne predstavlja njegovo bitno svojstvo, fizi¢ka razmatranja tela se mogu vrSiti
samo u odnosu na neku njegovu konfiguraciju. Za mnoge naSe potrebe pogodno
je da se izabere jedna potpuno odredena konfiguracija, recimo k(%) = B u Es,
identifikujudi Cestice tela 2 sa njihovim poloZajem u B, tako da je

X=k(X), X=k!'(X), Xc4%, XeB. (35.2)

Tako izabranu konfiguraciju nazivamo referentna konfiguracija.
Za neku drugu referentnu konfiguraciju k(%) bice

X=kX), Xx=k!(X). (35.3)

1z (35.2) 1 (35.3) sledi da je

Il
i

X = k(X)
X

k[k'(X)]
X(X),

(X), (35.4)

¢ime je odredena veza izmedu dve konfiguracije pri preslikavanju k — k.
Referentna konfiguracija moZe biti bilo koja konfiguracija tela u odnosu na koju
posmatramo njegovo ponasanje. U slucaju da se za referentnu konfiguraciju bira
konfiguracija tela u pocetnom trenutku, kazemo da je re¢ o pocetnoj konfiguraciji.
Konfiguracija tela u posmatranom trenutku naziva se trenutna konfiguracija.
Vrlo Cesto ¢emo dalje, u slucaju kada se zna o kom telu je re¢, umesto njegove
konfiguracije x (%) pisati samo X i u tom slucaju se pod k podrazumeva njegova
referentna konfiguracija k(%).
Kretanje tela 4 je jednoparametarska familija konfiguracija x,. Realni parame-
tar ¢ je vreme. Tada je

x = 2,(X) = 2(X,1). (35.5)

Saglasno sa usvojenom terminologijom x = X(X,#) je polozaj Cestice X tela u
trenutku ¢. U odnosu na referentnu konfiguraciju k, bice

x=x(X.1)=x [k (X),t] =x(X,1). (35.6)

Kada zelimo da naglasimo konfiguraciju k, u odnosu na koju se posmatra kretanje,
piSemo
x =x; (X,1). (35.7)

Prema tome jednacina (35.7) predstavlja punktualnu (tackastu) transformaciju, re-
ferentnu konfiguraciju i trenutnu konfiguraciju. Ovu transformaciju nazivamo i
deformacija.
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Analiza deformacije i kretanja

Kada se zna o kojoj je konfiguraciji k re¢, piSemo jednostavno
x =x(X,?), (35.8)
ili u komponentalnoj reprezentaciji
X=X on). (35.9)

Cesto se u litreraturi koordinate x* nazivaju prostorne, a XX materijalne koor-
dinate Cestice X. Za lokalnu analizu deformacije tela u okolini ¢estice X dovoljno
je posmatrati promenu rastojanja ¢estica u njenoj okolini. Formalno matematicki iz
(35.9) sledi da je ta promena data sa

ik = o' axk = ¢k axX 35.10
_8X’< — K ’ (35.10)
ili

dx = FdX. (35.11)

Na osnovu fizickog principa neprobojnosti tela, tj. pri deformaciji tela ne
dolazi do preklapanja njegovih delova, sledi da je

j= det(x’fk) £0. (35.12)

Znaci tenzor
F =x g ® G, (35.13)

gde su {g;} i {Gk} ogovarajuée baze duz koordinatnih linija x* i XX, redom, je
dvostruko regularno tenzorsko polje. Naziva se gradijent deformacije.

Elementi povrsi i zapremine

Neka su dX%, a = 1,2, 3, tri nekomplanarna linijska elementa u X. Onda je
dx* = FdX“. (35.14)
Po definiciji je
dv = (dX!,dX?,dX?) i dv=(dx!,dx?dx%). (35.15)
Onda je (videti Teoremu 5.10.2, jed. 5.10, na str. 133)

dv = (FdX!, FdX? FdX?) = (det(F))(dX!,dX?,dX?),
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ili
dv = Jdv, (35.16)

gde je
J = det(F). (35.17)

U specijalom slucaju, kada je J = 1, bi¢e dv = dV. To je uvek slucaj kada je u
pitanju nestisljiv fluid.

Polazeéi od (35.16) izveSéemo izraz za deformaciju povrSinskog elementa.
PiSemo ga u slede¢em obliku

dv =ds-dx = JdS-dX,

gde su ds i dS odgovarajuci povrSinski elementi, a dx i dX ogovarajuéi linijski
elementi.
Koristeéi (35.11) u ovom izrazu dobijamo

(FT ds —JdS)-dX =0,
odakle sledi Natansonova formula
ds =JFTds. (35.18)

Od posebnog interesa je materijalni izvod zapremine v. PiSemo

d dJ
5(1\1 = adv,
ili ]
dv=Jav. (35.19)
Onda je
dJ  JdJ .
=—=—-:F
dt JF
Prema (9.2), str. 231,
aJ
2 _ g T 2
5F J , (35.20)
pa je
J=JFT.F

Prema (35.13) i x5 X% = &, sledi da je

F_1 :X;[,iGK®gk

F:XI;{ng@GK :Vlegk®GK.
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Uoc¢imo da kada je re¢ o materijanom izvodu po vremenu ¢ materijalne koordinate
XX se shvataju kao konstante. Veli¢ina v€ = i* je brzina Gestice X

v(x,1) =x(X,1).
Onda je, vidi Odeljak 9.0.1, str. 229,
J=JFT:F=7x5V,
ili
J =1V =Jdivv. (35.21)
Smenom (35.21) u (35.19), i koriS¢enjem (35.16), kona¢no dobijamo da je
dv = JdivvdV = Jdv. (35.22)

Specijalno, za nestisljive fluide je divv = 0.
Rejnoldsova teorema

Neka je v stacionarna zapremina. Tada je

d ay
E/y/dv—/ydv. (35.23)

U slucaju materijalne zapremine V bice

D [y~ [75- [t sviay -
v Vv

v (35.24)

_ (v . _ [9v .
_V/[&tﬂwk),k] dv_v/gtdwr%gwkdak,

s obzirom na teoremu o divergeniciji (19.9).
Sada smo u stanju da dokaZzemo Rejnoldsovu' teoremu, u literaturi poznatu pod
imenom

Teorema 35.3.1 — Transportna teorema. Brzina promene ukupnog W
u materijalnoj zapremini V, jednaka je zbiru promene ukupnog W u prostornoj
zapremini v, koja odreduje trenutni poloZaj V, ili polozaj V u trenutku ¢ i fluksa
%k kroz grani¢nu povrs .7 (t) od v.

'Reynolds
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Dokaz

Dokaz teoreme sledi iz (35.24), kada se za v izabere polozaj V u trenutku ¢, tj.

E/l]/dv- E/l]/d\H— / WX dak—/ydv—i—%xnda, (35.25)
v v (1) v 5

gde % oznaGava brzinu kretanja grani¢ne povrsi . (¢). Ako posmatramo zapreminu
v(t) ograniéenu sa .7 (t), koja se kreée drugom brzinom u*(¢), vaziée i dalje (35.25).
U tom slucaju se (35.25) pise u obliku

D,
= / wdv = /aaz/dwrfl//ukdak, (35.26)
v(t) v 7

¢ime Zelimo da naglasimo da je zapremina integracije v(¢) materijalna u odnosu
na brzinu u*. Za u* = 0 dobijamo (35.23), a za u* = * dobijamo (35.25). Zbog
toga (35.26) predstavlja generalisanu Rejnoldsovu teoremu, ili generalisanu
transportnu teoremu.

Kao ilustraciju generalisane Rejnoldsove teoreme, navodimo sledeéi primer.

Posmatrajmo promenu zapremine balona po vremenu kada se naduvava. Ovako
uocena zapremina nije materijalna, jer ne sadrZi nepromenjen sistem materijalnih
Cestica, tj. vazduh. Uduvavanjem vazduha menja se materijalni sistem kao i zapre-
mina balona koji ga obuhvata. Zbog toga promena zapremine balona ne mozZe biti
razmatrana kao materijalni izvod po vremenu. Medutim, niSta nas ne sprecava da
definiSemo neki fiktivan sistem Cestica Cije kretanje izaziva promenu zapremine
balona. Jedino ograni¢enje, koje namecemo kretanju ovog sistema, a koje je fizicki
opravdano, odnosi se na brzine Cestica na balonu kao granici sistema. Po definiciji,
granica tela je povrs kroz koju materijal ne prolazi. Zbog toga normalne komponente
brzina Cestica na granici moraju biti jednake normalnoj komponenti brzine granice
sistema. Jasno je da je zapremina balona v(¢) sada zapremina fiktivnog sistema
Cestica ograni¢enog sa . (t), koja se krece nekom brzinom u¥, u opstem slucaju
razli¢itom od brzine kretanja materijalnih Sestica x*. U odnosu na takav fiktivni

. : . o . “ D
sistem, promena zapremine balona je materijalni izvod i naznacen je sa D—L; u (35.26)

Transportna teorema za oblast koja sadrzi singularnu
povrs

Od fundamentalnog znacaja u daljim razmatranjima, ne samo u mehanici kon-
tinuuma, nego i fizici uopste, je Transportna teorema, koju izvodimo u slucaju
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postojanja povrsi diskontinuteta.

Neka je V kona¢na materijalna zapremina i neka je o (¢) glatka povrs koja deli
V na dve oblasti V' i V™. Povr§ o(r) se moZe kretati proizvoljnom brzinom u, tako
da u svakom trenutku deli grani¢nu povr§ S od V nadvadela ST iS5~ (s 35.1). U
opStem slu¢aju oblasti V™ 1V ~, kao i povr§i ST i §7, nisu materijalne, jer o(z) je
front talasa.

Neka je y(x) tenzorska funkcija, neprekidna i diferencijabilna u unutrasnjosti
V1 iV, ineka teZi kona¢noj vrednosti y (y~) kadax € V* (V™) teZi ka xo na
o (t). U x¢, ¥ ne mora biti definisano. Skok y kroz o (f) u xo obeleZavamo sa

[vl=y"—y". (35.27)

| Definicija 35.4.1 Ako je [y] # 0, povrs o(¢) je singularna u odnosu na y.

S+

(/)
g-
Slika 35.1: Singularna povrs.
Defini§imo polje brzina
v {X, naSt, . {X, naS-, (35.28)
u, nao. u, nao.

Kako je povrs o(¢) uV zajedni¢ka granica V* i V™, saglasno sa (35.26) moZemo
pisati

D D D,

— d :7‘1/ d i/ dv. 35.29

Dt/wv pr ) VYT S YY (35:29)
Vv yt Vv
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Koristeci (35.28) i (35.26), mozZe se svaki ¢lan desne strane izraza (35.29) napisati u

razvijenom obliku
Dy
— dv.
Dt / v
pt

Smenom ovih izraza u (35.29) dobijamo formulu kojom se izraZava transportna
teorema u obliku koja sadrzi singularnu povrs§

D/wdv_/a‘”dwr?{kadak—/[[wuk]] day. (35.30)
Dt ot
Vv |4 S o

Ovaj izraz se moZe napisati i u kompaktnijem obliku pomocu teoreme o divergenciji,
ili Grinove teoreme. Za neko polje V u oblasti V, koja ne sadrZi singularnu povrs,
glasi

/divvdv = fv‘ da. (35.31)
14

S

Za oblast V sa singularnom povrsi o vaZi Grinova teorema

/ divvdy = ]{ v-da— / [v] -da. (35.32)
\% o

S

Da bismo dokazali (35.32), primenimo Grinovu teoremu (35.31) na V' i V™~ za koje
je singularna povr§ o oblasti V grani¢na povrs, t.

/divvdv: 7{ vda:/vda—/v+da,
v+ St o

St+ot

/divvdv: ?{ Vda:/Vda—/v’da.
V- S- o

St+o-

Napomenimo da smo sa 6 i 6~ oznadili suprotne orijentacije povrsi o, §to je
prikazano na sl. 35.1. Sabirajuéi ove izraze i uzimajudi u obzir da je

/ divvdy = / divvdy,
v Vv

kao i (35.27), dobijamo (35.32).
U slucaju kada je v = v x g;, pogodno je pisati (35.32) u obliku

k

/diVVdv: LM = /vkdak—/ [[vk]] day. (35.33)
Vg8 dxk

1% 1% S o
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Pomocu (35.32) moZe se transportna teorema, u oblasti koja sadrzi singularnu
povrs (35.30), napisati u obliku

o/
Dt

14

gde su X, = X

l//dv:/ ow

< — <L<

k

8t+cliv(l/nk)] dv + / [v(x—u)] da=

i

:aa‘;’ () J dv+ / [# — ] day = (35.34)

_8111 .k .
_W—i_ (lllx )J dv+/ﬂxn—un]] da,
(o3

ny i u, = uf ny brzina materijalne Cestice koja je trenutno na ¢ u

pravcu njenog jedini¢nog vektora normale n, i brzina pomeranja povrsi o, redom.

N Na analogan nacin moZe biti razmatran problem konacne materijalne
povrsi S u kojoj se kreCe neka singularna kriva linija () nekom
brzinom u (sl. 35.2). U tom slu¢aju, primenom Stoksove teoreme za
povrs koja sadrzi singularnu krivu

/rotq‘dazc/q-ds—y/[[q]]ds, (35.35)

S

Slika 35.2: Singularna povrs.
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moze se pisati u obliku

D 0
E/q.da:/ [8(: +rot(q x v) + vdivq | -da+
S S

(35.36)
—i—/[[qx (v—u)]-ds
Y

koji se primenjuje u elektromagnetnoj teoriji kontinuuma i teoriji
ljuski.

N Vrlo Cesto je pogodno za analizu izraziti transportnu teoremu u odnosu
na referentnu konfiguraciju tela.

Tada povrsi diskontinuiteta o (¢), definisanoj k; u implicitnom obliku
f(* =0 (35.37)

odgovara, s obzirom na jednacine kretanja x* = x*(XX¢), povrs Z(¢)
u k definisana sa

FX50)=f [xk(XK,t),t] —0. (35.38)

S obzirom na eksplicitnu zavisnost X(¢) od ¢, ona menja svoj poloZaj
u K u njenu komponentu Uy u pravcu jedini¢nog vektora spoljasnje
normale N povrsi X(¢) nazivamo brzina prostiranja povrsi £(7). Ona
je dualna brzini pomeranja u, povrsi 6(¢) i kao takva glasi

Uy = _#81 (vidi jed. (33.35)). (35.39)

VFxFK ot

Povrsi o(¢) i £(t), definisane sa (35.37) i (35.38), redom, su, sa geo-
metrijskog stanovista, u opStem slucaju, potpuno razlicite:

o (t) je u oblasti b - trenutnog poloZzaja Cestice tela #;
X(t) je u oblasti B - referentnog poloZaja Cestice tela A.

S obzirom da se B ne menja u zavisnosti od vremena za razliku od
b, X(t) u B, u opStem slucaju, u razli¢itim trenucima vremena sadrzi
razliCite Cestice 4, tj. X(t) u opStem sluCaju nije materijalna povrs.
Povrs X je materijalna akko je nezavisna od vremena. Kao posledica
toga iz (35.39) sledi:

Uy = 0 predstavlja potreban i dovoljan uslov da bi povrs X bila mate-
rijalna.



35.4 Transportna teorema za oblast koja sadrzi singularnu p&ss

Ponavljajuéi ceo postupak, kao i u slu¢aju o(¢), ali sada pod uslovom
da (35.28) glasi:

v+ o St
B U, ostalo,

0o S
V= ’
U, ostalo.
Lako je pokazati da je, za neku funkciju ¥

D o «
WJTWJaNW—!WUﬂMm (35.40)

$to neposredno sledi iz (35.30) kada se pravilno primeni na X(¢). U
tom smislu sada sa dV ozna¢avamo element materijalne zapremine V
u K, koji deformacijom prelazi u dv i v, redom, u ;.

U cilju poredenja rezultata izraza datih sa (35.30) i (35.40) iskoristimo
(35.16). Tada je

D D D

— [wdv == [wJ! :7/ 41
t/dV I/J dv=— [ ydv, (35.41)
% %4 v

Y=Jy.
Iz (35.41) 1 (35.40) dobijamo

D D
—/wm:—/wwz
Dt Dt

v \%4

(35.42)
[y K

Sto predstavlja traZeni oblik transportne teoreme u odnosu na referent-
nu konfiguraciju k.

Ova teorema, kao i modifikovani oblik Grinove teoreme (35.33) koja
u odnosu na referentnu konfiguraciju k za neko polje V= VK @ Gg
glasi

, 1 dVGVK
‘/dIVVdV:JﬁWdV:S/VKdAK_Z/[[VK]] dAKa

(35.43)
bice dalje Cesto korisc¢ena.
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Naglasimo jo$ da nije teSko pokazati da (35.43) direktno sledi iz
(35.33) pod uslovom da je

VE = Ix{vE. (35.44)

Uopéte, kada za polja v* i VK vazi relacija oblika (35.44) kaZzemo:
VK je reprezentacija vF u odnosu na referentnu konfiguraciju x,
ili kratko;
VK je materijalna reprezentacija v*.

Masa

Masa je osnovno svojstvo materije. ObeleZavamo je sa m i pripisujemo je
svakom materijalnom telu. To je veliCina kojom se izrazava koli¢ina materije u telu
i zadovoljava sledece zahteve:

. masa tela je jednaka zbiru masa njegovih delova,

2. ne menja se pri kretanju tela, i

3. ne zavisi od dimenzija tela.

Prevedeno na matematicki jezik, to znaci:

1. daje masa mera,

2. da je invarijantnog karaktera pri kretanju i

3. danjena fizicka dimenzija [M] nije zavisna od vremena [T] i duZine [L].

U mehanici kontinuuma materija je neprekidno rasporedena u nekoj oblasti
prostora. Takva tela, kona¢na po svojim dimenzijama, imaju kona¢nu masu. Zbog
toga se kona¢na masa u kontinuumu pripisuje, ne individualnim cesticama, veé
skupu Cestica koje imaju zapreminu. Sta vise, masa tela ¢ija zapremina teZi nuli
takode teZi nuli.

U protivhom, na osnovu zahteva 1., i konac¢na tela bi imala beskona¢nu masu
ako bi se ona pripisala svakoj materijalnoj Cestici tela.

Drugacdije receno, za kontinuum pretpostavljamo da je masa, odnosno mera m,
neprekidna funkcija zapremine. Tada se moZe definisati veli¢ina p, koja se naziva
gustina mase i koja predstavlja grani¢nu vrednost izraza

p = 1im %)

~ -3
lim (2)” dimp[ML™"] (35.45)

gde je m(#) masa tela A Cija je zapremina v(A).
Izraz (35.45) se pise u poznatom matematickom obliku

_dm

p="g- (35.46)
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Po definiciji, p je apsolutan skalar, takav da je
0<p < oo (35.47)

Tacke u kojima p — oo smatramo singularnim i iskljucujemo iz daljeg razmatra-
nja.

Zakon konzervacije mase

Veé smo naglasili da je masa aditivna nenegativna veri€ina, invarijantna pri
kretanju. Za neko telo zapremine v ukupna masa m odredena, prema (35.46), izrazom

m= /pdv (35.48)

iima istu vrednost u svakom trenutku vremena i u svakoj konfiguraciji koju telo
zauzima u prostoru.

Prema tome, zakon konzevacije mase tvrdi:

ukupna masa tela se ne menja pri kretanju.

IzraZen u obliku m = const., zakon konzervacije mase se naziva globalni zakon
konzervacije i u ekvivalentnom obliku glasi

/ podV = / pdv, (35.49)
\%4 v

gde su pp i p gustina u pocetnoj i trenutnoj konfiguraciji, redom. Ako se zapreminski
integrali u (35.49) oba izraze u prostornom ili materijalnom opisu, bice

[o—spyav =0, [(p—s"po)dv=0, (35.50)

|4 v

s obzirom na (35.16).
Ako globalni zakon konzervacije vazi za svaki deli¢ tela dobijamo lokalni zakon
konzervacije. Prema (35.50) lokalni zakon konzervacije mase glasi

po=pJ, ili p=poJ" (35.51)

i nazivaju se materijalne jednacine neprekidnosti.

Za izohori¢no kretanje je p = po, tj. gustina svake Cestice ostaje nepromenjena
za sve vreme kretanja. UZa klasa kretanja je homohori¢no kretanje. Kazemo:
homohori¢no kretanje, definisano sa pg = const., je izohori¢no, kod koga je gustima
uniformna u prostoru i po vremenu.
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Prostorne jednacine neprekidnosti, ili jednac¢ine kontinuiteta, moZemo dobiti na
viSe nacina. Na primer: materijalni izvod daje

= [pav=o, (35.52)

gde je v materijalna zapremina. U lokalnom obliku (35.52), s obzirom na (35.24),
glasi

ap K .. dp . _
o5 T (px") k=0, ili 5 div(pv) = 0. (35.53)

Ova jednadina je u literaturi poznata i pod imenom jednacina kontinuiteta. Isti
izraz se mogao dobiti kao materijalni izvod (35.48), odakle sledi da je

pdv=0. (35.54)
Na isti nacin iz (35.51) dobijamo
pJ=0. (35.55)
Takode je moguce (35.53) izraziti u slede¢im ekvivalentnim oblicima:
logp +ply=0, p+pi=0, p+pdivv=0. (35.56)

Kao posledica (35.54) sledi vrlo vazna identi¢nost za materijalnu zapreminu v i
funkciju f neprekidnu i diferencijabilnu na v

D . D .
E/pfdv:/pfdv, E/fdm:/fdm, (35.57)
v v 14 v
koju ¢emo vrlo Cesto koristiti.

Opsti zakoni balansa

Neka je v materijalna oblast i neka je y bilo koja definisana veli¢ina, neprekidna
i diferencijabilna u v. Tada izraz

D
—/p q/dv:yf <I>da+/ppdv (35.58)
Dt R

nazivamo opsti zakon balansa. Veli¢ine ®[y] i p[y] nazivamo fluks y kroz granicu
- materijalne oblasti v i specificna proizvodnja ¥ u v, redom. Sve veli¢ine u
(35.58) su ravnopravne medu sobom, tako da opsti zakon balansa moze posluZiti
kao definicija bilo koje od tri veli¢ine v, ®[y] i p[y], preko dve preostale. Takode,
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za bilo koje ¥ uvek mozemo izabrati veli¢ine @ i p, tako da (35.58) vazi. Prema
tome, moZemo reci da se svaka veli¢ina ¥ moZe uravnoteZiti.
Pomodu (35.32) i (35.34) mozemo (35.58) napisati u ekvivalentnom obliku

/{a(g;”) —|—div(pl//V)—diV<I>—pp} dv+ ]4 [pw(v—u)—®] da—0,
¢ o(0)

ili

/{plj/—i- y(p + pdivv) —div®@ — pp} dv+ jl{ [py(v—u)—®]da=0.
v (1)
(35.59)

Pretpostavimo da su podintegralne veliine u zapreminskom integralu u okolini
o (t) ograniCene i da py, v i ®, teZe grani¢nim vrednostima, koje su neprekidne
funkcije polozaja na svakoj strani o(r). Pretpostavimo dalje da opsti zakon balansa
vaZi za svaki deo tela 2. Pod tim pretpostavkama neka " i .~ teZe ka o (t), tako
da zapremina v' i v~ teZe nuli, dok povrSina ¢ ostaje kona¢na u tom grani¢énom
procesu (vidi sl. 35.1 1 sl. 35.3).

D+
o(f)
5
Slika 35.3: Singularna povrs.
Zapreminski integral u (35.59) tada is¢ezava i dobijamo da je
[lpy(v—u-@)jda—o.
(e}
ili u lokalnom obliku
[py(v—u—®)[n=0 na o(z), (35.60)

gde je n jedini¢ni vektor normale na 6. Ovaj izraz se naziva uslov skoka na o (7).
U oblasti koja ne sadrzi singularnu povrs o iz (35.59) sledi da je

/{pliH- y(p +pdiv)v—div® —p p} dv =0,
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ili u lokalnom obliku
py+y(p+pdivy) —div@—pp=0 u V, (35.61)
gde smo sa V — o naznacili oblast tela koja ne sadrzi singularnu povrs o.
U specijalnom slucaju kadaje w =1, ® =01 p =0, iz (35.58) dobijamo lokalni
zakon konzervacije mase
p+pdivv=0 na (35.62)
Koristeéi (35.62); u (35.61), dobijamo
py —divd—pp=0. (35.63)

Zad=d"® g, relacije (35.63) moZemo pisati u ekvivalentnom obliku

1 3\/§<I>k
_ —y)=0 . 35.64
N +p(p—y)=0, u v (35.64)
Kada je za neko y, ®[y] =01 p[y] = 0 bice, prema (35.58) i (35.63)
D
— dv=0 35.65
s [pvav=o. (35.65)
ili u lokalnom obliku
=0 u w (35.66)

Za takvo y kaZzemo da vazi zakon konzervacije i da je ukupno py u v ocuvano, ili
konzervisano u toku kretanja. Primer takvog zakona je zakon konzervacije mase. Pre-
ma tome mozemo kazati: da bi ukupno p y bilo konzervisano za svako materijalno
v potrebno i dovoljno da vaZzi (35.65).

Lokalni i globalni zakoni balansa jos se u literaturi nazivaju i diferencijalni i
integralni zakoni balansa, redom.

Kolicina kretanja. Moment kolic¢ine kretanja

Definicija 35.8.1 Koli¢ina kretanja materijalnog kontinuuma (tela) sadrzZanog
u oblasti v definisana je sa

K= / vdm = / g (x)dm. (35.67)
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Definicija 35.8.2 Moment koli¢ine kretanja L, u odnosu na koordinatni
pocetak opsteg sistema definisana je sa

L= / pxvdm= / exmp 2 g (x) dm, (35.68)
v v

u odnosu na sistem koordinata x* dopustiv u E3.

KE(X.1) = [ p e (X,
v (35.69)
Le(X,1) = [ pgk(X.x) e p! v

Ovako dobijene veli¢ine KX i Lg imaju tenzorski karakter, $to je lako pokazati.
U odnosu na Dekartov sistem koordinata, s obzirom na konstantnost baznih vektora,
moze se (35.67) i (35.68) odmah napisati u komponentalnom obliku

Kk:/PdeVa
v

(35.70)
L= / P ekim 21 Zm dv,

za bilo koju tatku u Es. Isti rezultat sledi iz (35.69), kada je gk = §X Kronekerov &
simbol.
Ovde i nadalje sa p obelezavamo gustinu materijalnog tela koja je definisana

izrazom
dm

p=—. (35.71)
dv
Jasno je da je
dp
Vo

brzina materijalne tacke tela odredena vektorom poloZzaja p.
Tada zakoni nerelativisticke mehanike tvrde da postoji sistem u kome je

dK
—=F 35.72
ar ; ( )
koji predstavlja zakon koli¢ine kretanja, i
dL
— =M 35.73
=M, (35.73)

koji predstavlja zakon momenta Kkoli¢ine kretanja. Sistem referencije u odnosu na
koji vaZe ovi zakoni naziva se inercijalni (vidi 35.8).

Ovi zakoni vaZe ne samo za telo kao celinu, nego i za svaki njegov merljivi deo,
jer je svaki njegov deo takode telo. Prema tome, izborom koordinatnog pocetka za
momentnu tacku ne gubi se nista u opstosti. Poznati pod imenom QOjlerovi zakoni,
oni vaze za sve inercijalne sisteme.
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Zapreminske i povrsinske sile

Sile, koje deluju na telo, mozemo podeliti na spoljasnje i unutrasnje. Spoljasnje
sile su mera dejstva na telo drugih tela, spoljnih u odnosu na posmatrano. Unutra$nje
sile su sile uzajamnog dejstva Cestica, ili delova uocenog tela. Ova podela je opsta i
zajednicka za sve sile nezavisno od njihove fizicke prirode, tj. nezavisno od toga da
li su mehanickog, elektricnog, hemijskog, ili nekog drugog porekla.

Spoljasnje sile, koje deluju na izabrano telo, se u mehanici kontinuuma dele na
zapreminske i povrsinske.

Zapreminske sile deluju na svaki element zapremine i kao takve predstavljaju
sile na rastojanju. Pod istim nazivom koristi se i sila po jedinici mase f, tako da je
ukupna sila odredena sa

/ fdm = / pfdv, (35.74)

gde je v zapremina uocenog tela. Primeri ovih sila su gravitaciona i elektrostaticka
sila.

Povrsinske sile su kontaktne sile i deluju na telo u tatkama njegove grani¢ne
povrsi. Neprekidno rasporedena povrSinska sila po jedinici povrSine naziva se
povsinski napon. ObeleZavatemo ga sa t(,) ¢ime Zelimo da naglasimo njegovu
zavisnost od orijentacije povrsi na koju deluje.

Uocimo povrsinu Aa, na koju deluje sila Ab u tacki A. PovrSinska sila Ab u A je
rezultanta svih neprekidno rasporedenih sila na Aa. Tako svakom elementu Aa, niza
povrsina, odgovara razlicita sila Ab, koja deluje na tu povrsS. Grani¢na vrednost

Ab db

lim 2= = = t). (35.75)

Ukupna neprekidno rasporedena povrSinska sila je

7{‘:(“) da. (3576)
7

Primer takve sile je sila hidrostatickog pritiska koja deluje na grani¢nu povrs tela
potopljenog u te¢nost.

Unutrasnje sile za bilo koje dve Cestice tela su, na osnovu treCeg Njutnovog
zakona - zakona akcije i reakcije - suprotne. Prema tome, rezultanta unutra$njih sila
je nula sila ili, kratko receno, unutrasnje sile su u ravnoteZi.

U mehanici kontinuuma povrSinske sile izmedu Cestica se pojavljuju kao sile
povrSinskog napona dela tela, zamiSljeno izdvojenog od tela. One predstavljaju
interakciju ostatka tela na zamisljeno izdvojen njegov deo, a u tackama grani¢ne
povrsi toga dela. O njima ¢e kasnije biti viSe reci.
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Sila koja deluje u tacki naziva se koncentrisana sila. Prisustvo ovih sila dovodi
do teSkoca u odredivanju lokalnih, ili diferencijalnih oblika zakona balansa u napad-
noj tacki njihovog dejstva. Nadalje pretpostavljamo da se lokalni zakoni balansa
odnose na tacke u kojima ne deluju koncentrisane sile.

Prema tome, rezultujuca sila F, koja deluje na telo, je

F= 7{ t(n) da+ / fdm, (35.77)
p v

gde smo izostavili koncentrisane sile iz napred navedenih razloga.

Moment zapreminske i povrsinske sile. Povrsinski i
zapreminski spreg

Moment sile je vektorska veli¢ina i zavisi od izbora momentne tacke. Rezul-
tuju¢i moment nekog sistema sila jednak je vektorskom zbiru momenata svih sila
uocenog sistema za istu momentnu tacku.

Za neprekidno telo ovaj sistem sila ¢ine zapreminske i povrSinske sile. Koncen-
trisane sile se ne uzimaju u obzir zbog prethodno navedenih razloga.

U odnosu na koordinatni pocetak, kao momentnu tacku, rezultuju¢i moment
ovih sila glasi

f P Xt da + / p x fdm (35.78)
S v

gde je v zapremina tela, a .’ njegova grani¢na povrs u E3. Nadalje se podrazumeva
da se moment racuna u odnosu na koordinatni pocetak, jer se svaka tacka u [£3 moze
uzeti za koordinatni poCetak nekog zajednickog sistema.

Analogno zapreminskim i povrSinskirn silama, u mehanici kontinuuma se raz-
matra dejstvo zapreminskih i povrSinskih spregova neprekidno rasporedenih po
zapremini i povrsini tela, redom. Zapreminski spreg po jedinici mase obelezavacemo
sa 1, a povrSinski spreg po jedinici povrSine sa m,), ¢ime smo naznacili njego-
vu zavisnost od orijentacije povrsi na koju deluje. Koncentrisani spreg, tj. spreg
koji deluje u jednoj tacki tela, isklju¢ujemo iz razmatranja iz istih razloga kao i
koncentrisanu silu.

Prema tome, rezultujudi spreg, koji deluje na telo, je odreden sa

M= ]{(p X t(n) + M) da + /(p x £+1)dm. (35.79)
7 v

Mehanika kontinuuma koja ne uzima u obzir egzistenciju povrSinskih i zapremin-
skih spregova se naziva mehanika nepolarnog kontinuuma, za razliku od mehanike
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polarnog kontinuunta. U mehanici polarnog kontinuuma rezultujué¢i moment je
dat sa (35.79), a u nepolarnoj sa (35.78). Mi ¢emo se nadalje baviti problemima
mehanike nepolarnog kontinuuma.

Vektor napona

Postojanje vektora napona nam omogucuje da, u nepolarnoj mehanici kontinuu-
ma Ojlerove zakone (35.72), (35.73) 1 (35.71) napiSemo u obliku

d
$/pvdv: ft(n) da+/pfdv, (35.80)
v 5 v
d
E/pvadv:%pxt(n)dahl—/pprdv. (35.81)
v B4 v

Tenzor napona

Ve¢ smo pokazali da vektor napona t(,) u nekoj tacki x zavisi od orijentacije
povrsi kroz tu racku, koja je odredena njenim jedini¢nim vektorom spoljne normale
n u toj tacki.

Kako skup svih jedini¢nih vektora n u x svojim krajem odreduje jedini¢nu sferu,
tj. dvodimenzionalnu povrs, zakljucujemo da kroz x prolazi beskonacno mnogo
povrsi raznih orijentacija. U opStem slucaju, raznim povr§ima ovog skupa povrsi
kroz x odgovaraju razni vektori napona. Mi ¢emo kazati da skup svih t, u x odreduje
naponsko stanje Cestice X u X. Raznim Cesticama X odgovaraju razna naponska
stanja. Naponsko stanje tela 4 je, prema tome, odredeno naponskim stanjem svih
njegovih Cestica. Na osnovu toga pisSemo

t(n) = t(x,n). (35.82)

Zavisnost vektora napona u tacki x od spoljasne normale n novrsi koja kroz nju
prolazi moZe biti odredena primenom Ojlerovih zakona kretanja (35.80) i (35.81),
na mali tetraedar ¢iji je vrh u tacki x. Tri strane ovog tetraedra ¢ine koordinatne ravni
u X, a Cetvrta strana je neka povrs .. Radi preglednijeg izlaganja, neka koordinatne
linije u x budu Dekartove ose i neka prese¢na povrs . bude ravan A, kao §to je na
sl. 35.4.
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— tzz) Aaz

-0

p*f*Aa
—t’(‘3)Aa3

Slika 35.4

Za tako odreden tetraedar zapremine Av, & je njegova visina iz X, Aa povrSina
strane Cija je spoljna normala ny (k = 1,2,3), Aa, tri preostale strane koje leze u
koordinatnim ravnima i ¢ije su spoljaSne normale odredene sa —ey, gde su jedini¢ni
vektori pravaca koordinatnih linija z; u x. Tada (35.81) moZemo pisati u obliku

/pvdv—/ da—/tkdak—i—/pfdv (35.83)

Aay,

Sa —t; smo oznacili vektor napona u tackama povrsi Aay, vodeéi racuna da je njena
spoljna normala odredena sa —ey.

Pretpostavljajuci da su pv i pf pograniCene veliCine, da je t(,) neprekidna
funkcija x — X i n, moZemo primeniti teoremu o srednjoj vrednosti na (35.83), tako
da je

tz‘n) Aa—t; Aay+KAv =0, (35.84)
gde su t>(kn) i t; vektori napona koji deluju u nekim tackama odgovarajucih strana
tetraedra, a K ogranicena veli¢ina. Kako je

1
Aap =nipAa, Av= ghAa7
moZe se (35.84) napisati kao

1
(ta) —tine) Aa — hK Aa =0, (35.85)
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Ako se (35.85) podeli sa Aa i pusti da h — 0, tj. ako povrs jedini¢ne normale n teZi
ka x ne menjajuéi svoju orijentaciju, onda poslednji ¢lan u (35.85) teZi nuli, dok
vektori u maloj zagradi teZe ka svojim vrednostima u X, tj.

tm) =t (35.86)

Vektori napona t; po definiciji, ne zavise od n(n*), te prema tome (35.86) daje
konacan oblik funkcionalnih zavisnosti t;) od n. U odnosu na bilo koji sistem
koordinata, s obzirom na to da je t(,) za datu tacku odredene povrsi invarijantno u
odnosu na izbor koordinatnog sistema, (35.86) glasi

tm) = ten. (35.87)

Time se podrazumeva da su t; vektori napona u tacki x odgovarajuéih koordinatnih
povrsi proizvoljnih dopustivih koordinatnih linija.
Na taj nacin smo dokazali KoSijevu fundamentalnu teoremu:

Teorema 35.12.1 Vektor napona u tacki povrsi spoljne normale n je linearna
funkcija vektora napona koji deluje na koordinatne povrsi u istoj tacki, ¢iji su
koeficijenti komponente jedini¢nog vektora n.

Na osnovu nezavisnosti t; od n sledi da je

t ) =t (35.88)

tm) = —t(n)s (35.89)

¢ime je dokazan stav:

Stav 2

Vektori napona koji deluju na suprotnim stranama iste povrsi u datoj tacki
su suprotni.

Vektor t;, moZe se napisati u komponentalnom obiku
t=ing, (35.90)

gde smo sa tj; oznacili njegovu /-tu komponentu. Tada su komponente vektora
napona t(,, prema (35.87) date sa

ty =t (35.91)

S obzirom na tenzorski karakter 7y, i n*, kao i to da (35.91) vaZi za svako n*,
prema kriterijumu o tenzorskom karakteru sistema zaklju¢ujemo da je #;; kovarijantni
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tenzor drugog reda. Ovaj tenzor nazivamo tenzor napona. Njegove komponente na
glavnoj dijagonali, tj. fz (ne sabirati po k) nazivamo normalni napon. Komponente
izvan glavne dijagonale, #;; (k # ) nazivamo smicuci naponi.

Utvrdujudi tenzorski karakter #; 1 koristeéi (35.91) dokazujemo u drugom vidu
Kosijevu fundamentalnu teoremu:

Teorema 35.12.2 Vektor napona za bilo koju povrs u tacki je u potpunosti
odreden kao linearna funkcija tenzora napona u tacki.

Tenzor napona je, na osnovu (35.90), funkcija samo poloZaja x i ne zavisi od
pravaca n u x. Tada, analizom izraza (35.91) moZemo kazati:

- Naponsko stanje za Cesticu tela je odredeno tenzorom napona f#;; za tu Cesticu,
a naponsko stanje tela tenzorom napona za svaku Cesticu tela.

U dosadasnjoj analizi tacka x je bila razmatrana kao unutrasnja tacka oblasti b.
Medutim, istim postupkom moZemo do¢i do odgovarajucih zakljucaka i u slucaju
kada je x grani¢na tacka, tj. tacka na grani¢noj povrsi oblasti » u kojoj ova ima
tangentnu ravan. Tada za telo koje je optereceno na svojoj graniénoj povrsi, granicni
uslovi glase

t(‘n) =" p, = pF, (35.92)

gde je p* zadata funkcija na granici tela. Time je ustanovljen znacaj Kogijeve
fundamentalne teoreme u svim slu¢ajevima koji nas interesuju.

Tenzor napona se Cesto obelezava samo sa T, tj.
T=ngog. (35.93)
Tada se (35.91) moZe napisati u obliku

tm =Tn. (35.94)

Kosijevi zakoni kretanja

U cilju opStosti dalje pretpostavljamo da u posmatranom telu, u toku njegovog
kretanja, postoji povr§ diskontinuiteta ¢ koja moze, ali ne mora biti materijalne
prirode, sa fizickog stanovista, takva povrs moZe biti npr. talas koji se u telu prostire
brzinom u,,.

Tada se, u odsustvu zapreminskih i povrSinskih spregova, Ojlerovi zakoni (35.80)
1(35.81) mogu napisati u obliku

Zakoni balansa koliCine kreranja i momenta koli¢ine kretanja (35.80) i (35.81)



668 Glava 35. Mehanika kontinuuma

d
y / pvdy— / b da + / ptdv, (35.95)
v B v
d
a/pvadv:/pxt(n)ch—/pprdv, (35.96)
14 y "

nam omogucuje da izvedemo njihove lokalne oblike koji su od fundamentalnog
znacaja pri razmatranju konkretnih fizickih problema. Uo¢imo da su v i ., materijal-
na zapremina i grani¢na povr$ posmatranog tela. Ovi izrazi su oblika opSteg zakona
balansa (35.58), koji ¢emo dalje koristiti za izvodenje njihovih lokalnih zakona
balansa. U tom cilju pretpostavljamo da vaZi lokalni zakon balansa mase (35.62),
koji povlaci za sobom lokalni zakon balansa (35.64). Identifikacijom veli¢ina y, ®
1pu(35.95)1(35.96) odmah dobijamo njihove lokalne oblike.

Ovaj postupak ¢emo primeniti prvo na (35.95). Poredenjem ovog izraza sa
(35.58) identifikujemo: y sa v, p safi ®-da sa ty)da.

Koristeéi (35.87) i izraz da = nda moZemo pisati

®da = Pnda = ®* nyda = tm da,
odakle vidimo da je ®n = t(y) i ®* =t/ = g1, tj.
o =t", dn=t,). (35.97)

Smenom ovih veli¢ina u (35.64), gde su v i .¥, materijalna zapremina i grani¢na
povrs posmatranog tela. Ovi izrazi su oblika opSteg zakona balansa datog sa (35.58),
koji ¢emo dalje koristiti za izvodenje lokalnih oblika ovih zakona balansa. U tom
cilju pretpostavljamo da vaZi lokalni zakon balansa mase (35.62), koji povlaci za
sobom lokalni zakon balansa (35.64). Identifikacijom veli¢ina v, ® i p u (35.95) i
(35.96) odmah dobijamo njihove lokalne oblike.

Smenom tako identifikovanih veli¢ina u (35.64) dobijamo

1 a5t
V8  oxk
Jednacinu (35.98), nazivamo prvi KoSijev zakon kretanja.

Poredenjem (35.96) sa (35.58) identifikujemo: ysap x v, psap x fi dda sa
P X t(y) da. Kao i u prethodnom slucaju lako je videti da je

+p(f—v)=0 uv. (35.98)

®da = ®nda = D nyda = p x tn)da,

tj.
Pn=pxty i P =pxtt (35.99)
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Smenom tako identifikovanih veli¢ina u (35.64) dobijamo

1 d(\/zt)

P ﬁ oxk

+p(f—Vv)=0 uv|+gxti=0 u v,

pri ¢emu pretpostavljamo da na povrsi diskontinuiteta kretanje materijalnih Cestica
ne trpi diskontinuitet, tj. te povrs$i nisu, na primer, prskotine i na njima je [p]] = 0.
Pretpostavljajuci da vazi prvi Kosijev zakon kretanja (35.98), prva od ovih jednakosti

se svodi na
gxth=0 u v (35.100)

i naziva se drugi KoSijev zakon kretanja. Druga jednakost je, na osnovu (35.98),
identicki zadovoljena. Time smo dokazali stav:

Stav 3

Prvi i drugi KoSijev zakon kretanja predstavljaju potrebne i dovoljne uslove
za lokalne zakone balansa koli¢ine kretanja i momenta koli¢ine kretanja.

Ako se koriste relacije
¢k — K 1 dye [

- gl ko ’
V8 ox kl

Jg .

m _ m
W_{kl}gma gk X8 = &im8

(35.101)

onda se prvi i drugi KosSijev zakon kretanja, (35.98), i (35.100) mogu napisati u
komponentalnom obliku

Hrp(f =) =0, eunt'=0 u v (35.102)

Izrazen na ovaj nacin, prvi Kosijev zakon predstavlja sistem parcijalnih diferencijal-
nih jednacina koje nazivamo Kosijeve jednacine kretanja.

Drugi KoSijev zakon kretanja (35.102) nam kaze da je antisimetri¢an deo tenzora
napona jednak nuli, M =0, 3to je ekvivalentno tvrdenju da je tenzor napona
simetrican, tj.

kl

K= gk, (35.103)

Za dalju analizu KoSijevih zakona kretanja pogodniji je njihov sledeéi oblik

divT+p(f—a)=0, ili V-T+p(f—a)=0, (35.104)
T=T17, (35.105)

gde je V operator gradijenta.
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Jednacine kretanja u odnosu na referentnu konfigu-
raciju

Kosijeve jednacine kretanja (35.102);, kao i sve veli¢ine koje se u njoj pojavlju-

ju:
p - gustina,
t* - tenzor napona,
VK - brzina,

f* - zapreminska sila,

izraZzene su u odnosu na nezavisne promenljive:
x* - prostorne koordinate i
t - vreme.

Sa matematickog stanovista, kao §to je vec receno, one predstavljaju nelinearni
sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina po navedenim promenljivim, za Cije je
reSavanje potebno poznavanje i uslova koje odgovarajuce veli¢ine zadovoljavaju na
grani¢noj povrsi tela u svakom trenutku. Za poznavanje ovih uslova prethodno je
potrebno znati grani¢nu povrs, koja se kod deformabilnog tela menja i po obliku i
poloZaju i zavisi od nepoznatog polja pomeranja, Sto predstavlja problem za sebe.

S druge strane, pocetni polozaj tela, pa prema tome i njegove grani¢ne povrsi,
je poznat. Zbog toga je grani¢ne uslove pogodno izraziti u odnosu na referentnu
konfiguraciju tela, konfiguraciju u kojoj znamo grani¢nu povrs tela, a koju mozemo
uzeti za pocetnu. To posebno vaZi za elastiCna tela koja poseduju privilegovanu
konfiguraciju u kojoj je telo nenapregnuto i u koje se vraca po prestanku dejstva
sila i koje definiSemo kao njegovo prirodno stanje. To znaci da se grani¢ni uslovi
izrazavaju u odnosu na materijalne koordinate XX, dopustive u referentnoj konfi-
guraciji. Da bi se ovako izraZeni grani¢ni uslovi mogli koristiti, nuZno je izraziti i
jednacine kretanja u odnosu na referentno stanje. Medutim, to nije samo izraZavanje
funkcionalne zavisnosti veli¢ina, koje figuriSu u jednac¢inama kretanja, od promen-
ljivih XX, zamenom x* sa x* = x*(XX t), (kao $to smo videli u Glavi 35.7) nego i
prevodenja odgovarajucih veli¢ina u referentnu konfiguraciju. Tako za gustinu p
imamo, saglasno materijalnim jednacinama neprekidnosti, (35.61).

U sustini, potrebno je da nademo odgovarajuce lokalne zakone balansa u re-
ferentnoj konfiguraciji Ojlerovih zakona (35.95) i (35.96). Postupajuéi na nacin
izloZen u prethodnom odeljku i koristeéi sada (35.64) u (35.95), kada se uzme u
obzir da je

W:V(X,I)ZV[(X(X,I),[)], p=t, Qk:tka QKZTK,
lako je videti da prvi Kosijev zakon kretanja u referentnoj konfiguraciji, glasi

1 J(V/GTK)

Ik +pof—=v)=0 u V-X, (35.106)

5
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gde je
TX =7 x5 t-. (35.107)

Koristeéi pak (35.64) u (35.96), (35.106), kao i Cinjenicu da je sada
v=pxv, p=pxf & =pxtt, & =pxTX,
dobija se drugi KoSijev zakon
g x TN = 0. (35.108)

Pisanje ovih izraza u komponentalnom obliku bitno je vezano za TX, datog sa
(35.107), zbog Cega se zadrZzavamo na njegovoj analizi. Ako se uzme u obzir da je
dAg = Nk dA, tada moZemo pisati, analogno sa (35.87), da je

TX dAx = TX N dA = Ty dA. (35.109)

Smisao ove jednacine se moZe odrediti iz (35.107), kada se ova relacija pomnoZi sa
dAg 1 iskoristi (35.18), (35.87) 1 (35.75). Tada se vidi da je

T (v dA =ty da = db, (35.110)

tj. tako definisana veli¢ina T(N) predstavlja silu koja deluje na element definisane
povrsi raunate po jedinici povrSine.
Takode je
At =ThydA i Ty =TFN, (35.111)

s obzirom na (35.110) i (35.109) redom, gde je
TK = 7'k g, (35.112)

u odnosu na prostorni sistem koordinata. Tako definisani tenzor T*K se naziva prvi
Piola-Kirhofov tenzor” i predstavlja napon u x meren po jedinici povrsine u X;
sa tenzorskog stanoviSta on predstavlja dvostruko tenzorsko polje. 1z (35.112) i
(35.111); se vidi da je drugi indeks tenzora T*X indeks normale prese¢ne ravni,
za razliku od tenzora ' kod koga tu ulogu obi¢no ima (s obzirom na inZenjerski
praksu) prvi indeks.

Veza izmedu Piola-Kirhofovog tenzora, koji ¢emo dalje obeleZavati sa Tg (koji
se ponekad naziva LagranZev tenzor napona) i tenzora T (ili KoSijev tenzor
napona) sledi neposredno iz (35.112) 1 (35.107) i glasi

T =g xX, M=yt (35.113)

ili
Tr=JT(FHT, T=J"'TzF". (35.114)

2Pjola-Kirchhoff
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Koriste¢i (35.101)3 dualni izraz za (35.101) u odnosu na materijalne koordinate
lako je pokazati da je

1 9(VGT g T K k
75 ( ¥ o _ <8XK + 71 {LK}+T’K{lm}x?}<> g =Tx g
(35.115)

Smenom ovih izraza i (35.112) i (35.106), kao i (35.101)4 u (35.108), dobijamo
Kosijeve zakone kretanja u referentnoj konfiguraciji

T+ po (f* —vh) =0,
u V-3 (35.116)
8klmx{(1{ TIK = 0,
Iz (35.116), se vidi da je
A TIK = 0, (35.117)

tj. Piola-Kirhofov tenzor napona nije simetrican.
Uvodenjem tenzora

TR = XE T = IXE X519, (35.118)

koji se naziva drugi Piola-Kirhofov tenzor, ovaj nedostatak se eliminise. Zaista, iz
(35.118) ili, jos jednostavnije, iz (35.102); sledi da je

TKL = LK (35.119)

tj. drugi Piola-Kirhofov tenzor napona je simetrican. Medutim, u tom slucaju su jed-
nacine kretanja (35.116); komplikovanije. To se najbolje vidi iz njihovog razvijenog
oblika

oT*K k L
XK +Tm’<{ml}xf,<+T’<L {LK} + Po (fk—vk> =0, (35.120)

kada se izraze preko prvog Piola-Kirhofovog tenzora napona, odnosno

J(THE 4% k) M .
e+ (L e L ) 74 (1) =0 sz

kada se izraze preko drugog Piola-Kirhofovog tenzora napona.
Iz (35.118), koristeéi (35.113), lako je pokazati da je

T = x4 T, (35.122)

M =g el TEE, (35.123)
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Uporedujudi (35.123) 1 (35.118);, uzimajuciu obzir dasu JiJ ~1 dualne veli¢ine,
mozemo zaklju¢iti da su Kosijev tenzor ¥ i drugi Piola-Kirhofov tenzor TX% dualne
veli¢ine. Na osnovu principa dualnosti tada moZemo posmatrati TX% u referentnoj
konfiguraciji na isti nacin kao i u trenutnoj konfiguraciji tela. Tako se vektor napona
T(n), dat sa

T&) = TXE Ng, (35.124)

— 4k

koji je dualan sa t(’n) ny, definiSe kao neka za sada napoznata sila dB po jedinici

povrsine dA, tj.
TK = — (35.125)

Sto je ocigledno dualno sa (35.75). Mnozeéi (35.122) sa day i koristeci (35.18),
(35.87), (35.75), (35.124) 1 (35.125), dobija se da je

db* = 2y dBX, (35.126)

tj. sile db i dB se nalaze u istom odnosu kao i prostorni element dx prema njegovom
materijalnom elementu dX, s obzirom na relaciju dx* = x{‘K dXX. Time je odredena
sila dB kao i njen smisao.

Sa fizi¢kog stanovista Piola-Kirhofovi tenzori nisu stvarne veli¢ine zbog Cega se
nazivaju pseudo-tenzori napona. Pogodni su za teorijska razmatranja zbog cega se
(35.116) Cesto koristi u obliku

DivTg + po(f—a) =0,

35.127
FTL = TxF!. ( )






36. Konstitutivhe jednacine

36.1 Dinamicki procesi

Ve¢ smo u uvodnom delu rekli da osnovni principi vaZe za sva materijalna
tela. To su opsti zakoni konzervacije i balansa koje smo ovde izveli, a koje, u cilju
preglednosti i dalje analize, ponovo navodimo:

Zakon konzervacije mase (str. 658)

logp+1;=0, p+pit=0, p+pdivv=0. (36.1)
Zakon balansa koliCine kretanja (str. 669)

divT+p(f—a) =0, ili V-T+p(f—a)=0, (36.2)

Zakon balansa momenta koli¢ine kretanja (str. 669)
T=T17, (36.3)

Ove jednacine dalje nazivamo jednacine polja.
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Analizom ovih izraza moZe se zakljuciti da se proces u neprekidnom materijal-
nom telu moZze opisati slede¢im funkcijama po promenjivim X i ¢, a predstavljaju
sledece fizicke veli¢ine:

kretanje tela x = x(X,1);

gustinu p;

tenzor napona T (tX);

zapreminsku silu £ ( £¥) kojom se ispoljava dejstvo okoline na telo.

bl

Ovaj skup veliCina, definisan za svaku Cesticu tela % i za svako ¢, se naziva
dinamicki proces akko je saglasan sa: zakonom konzervacije mase, zakonom
balansa koli¢ine kretanja i zakonom balansa momenta koli¢ine kretanja.

Za preciziranje dinamic¢kog procesa dovoljno je poznavati skup {p,x, T} imajuci
u vidu da je v=xX1ia =X. Veli¢ina f je onda odredena pomocu (36.2). Pri tome se
ima na umu pretpostavka da je poCetna raspodela gustine py poznata. Kao posledica
toga sledi, na osnovu (36.1) da je, za poznato kretanje x = x(X,7), poznata gustina

p =p(X,1).

Radi definisanosti kazemo:

Definicija 36.1.1 Ureden par (x,T) nazivamo dinami¢kim procesom za telo
A, ako zadovoljava prvi i drugi KoSijev zakon kretanja.

Ustvari, kada je zakon balansa momenta koli¢ine kretanja zadovoljen (koji
namece uslov simetri¢nosti tenzora napona T, $to je kod nas slucaj), zakon balansa
koli¢ine kretanja ne namece nikakva ogranicenja na vrednost uredenog para (x,T),
Sto nije teSko pokazati.

Prvi Kosijev zakon kretanja uspostavlja vezu izmedu polja napona T i ubrzanja
X(= a) pod uslovom da je f poznato. Mada se u svakodnevnom Zivotu i problemima
u laboratorijama susre¢emo samo sa nekoliko konkretnih sila ove vrste, npr. silom
Zemljine teZe, u principu ne postoji nacin na osnovu koga bi se mogle naznaciti
sve mogule zapreminske sile. Zbog toga smo u razmatranjima, koja se odnose na
sveukupnost svih mogucih kretanja tela, prinudeni da smatramo da f nije podvrgnuto
nikakvim ograni¢enjima. To znaci da za proizvoljna dovoljno glatka poljaxi T i
odredenu raspodelu gustine p iz jednacina kretanja, uvek moZemo odrediti raspodelu
zapreminskih sila f koje Cine uredeni par (x,T) dopustivim dinamic¢kim procesom.
Tako odredene sile f mogu imati teorijskog, ali ne i prakticnog smisla.

U svakom slu¢aju mozemo zakljuciti da prvi Kosijev zakon kretanja ne namece
nikakva ograni¢enja na x i T. Saglasno tome svaki ureden par (x, T) koji se sastoji
iz glatkog kretanja tela % i simetri¢nog tenzorskog polja u svakom trenutku ¢
predstavlja dinamicki proces.
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Potreba za konstitutivnim jednac¢inama. Idealni ma-
terijali

Zakonomernost ponasanja pojedinih tela i njihovog reagovanja na spoljne uti-
caje, koje je uslovljeno prirodom materijala od koga je telo saCinjeno, odredena
je relacijama izmedu veli¢ina koje karakteriSu njegova materijalna svojstva. Te
relacije sa matematickog stanovista iskazuju se u obliku jednacina. Sa fizickog
stanovista one predstavljaju jednacine stanja - termin uobicajen u termodinamici -
ili konstitutivne jednacine - termin uobiCajen u mehanici kontinuuma.

Ocigledno je da jednacine polja, poSto vaZe za sva neprekidna tela, ne definiSu
svojsva i ponaSanje pojedinih tela.

To znaci da za svaki konkretan skup (x, T) uvek postoji potpuno odredeno f koje
(x,T) ¢ini dopustivim dinami¢kim procesom. Medutim, u obrnutom slucaju, tj. u
slu¢aju potpuno odredenog f, iz (36.2) nije moguce jednoznacno odrediti skup (x, T),
¢ak ni kada su u pitanju inkompresibilni materijali. Sa matematickog stanovista to
je potpuno razumljivo, jer se iz sistema od tri jednacine (36.2) ne moZe, u opStem
slu¢aju, jednozna¢no odrediti devet funkcija x' i t/ (¢t'/ = t/%). Za to je potrebno jo§
Sest jednacina po x' i 1/,

Razumljivo je to i sa fizickog stanovista. Zaista, poznato je da dva razlicita tela
iste geometrije i raspodela masa razli¢ito reaguju - razlicito odgovaraju - razlicito se
ponasaju pod dejstvom istih spoljnih uticaja. Primera radi: najveci broj ¢vrstih tela
pod dejstvom spoljnog pritiska se slabo deformise, dok fluidi teku i uzimaju oblik
suda. Ovo ukazuje na znacaj prirode tela. Zbog toga se, bez preciziranja materijala
od koga je telo safinjeno, ne moZe ni poznavati njegovo reagovanje na spoljne
uticaje.

Prema tome, dopunski skup od $est jednacina, koji je potreban da bi proces (x, T)
bio moguée jednoznac¢no odrediti, nije proizvoljan nego je onaj koji karakterise
materijal od koga je telo saCinjeno. Kratko receno: taj potreban skup jednacina jesu
konstitutivne jednacCine.

Ocigledno je da konstitutivne jednacine namecu ogranicenja na sile, ili kretanja,
ili i na jedno i na drugo istovremeno. U tom smislu neke od konstitutivnih jednacina
su trivijalne. Takav je slucaj sa spoljasnjim zapreminskim silama koje se, u skupu
svih zapreminskih sila, karakteriSu svojstvom da ne zavise od kretanja posmatranog
tela koje moZe da zauzima deo prostora u kome te sile deluju. ’Ograni¢enja’na sile
takve vrste ne potpadaju pod domen teorije konstitutivnih jednacina u mehanici
kontinuuma i nadalje, takve sile smatramo poznatim (f). Ali se zato konstitutiv-
nim jednacinama detaljno analizira reagovanje materijala, koje se ispoljava preko
kontaktnih sila, kada se telo nalazi pod dejstvom tih trivijalnih zapreminskih sila.

Zapravo, od svih sila kontaktne sile su jedine od interesa u mehanici kontinuuma.
U odeljku (35.12), str. 664, videli smo da su one odredene tenzorom napona T.

Na osnovu ovih razmatranja moze se zakljuciti da je sada u teoriji konstitutivnih
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jednacina od posebnog interesa T, koji je oCigledno definisan sa Sest funkcija. Tada
je moguce, poznavanjem T u funkciji p, x za poznate veliCine f jednoznacno odrediti
cetiri funkcionalne relacije

p=pX,1), x=x(X,1), (36.4)

iz sistema od Cetiri jednacine (36.1), (36.2) i (36.3). [Zbog simetri¢nosti tenzora
napona T, jednacine (36.3) su identicki zadovoljene.]

Ovo nam sugeriSe prirodan put formiranja datih Sest jednacina koje bi sa jed-
nacinama polja ¢inile potpun sistem jednacina. Na taj nacin dolazimo do osnovnog
konstitutivnog stava.

Stav 4

U tacki x, koja odreduje polozaj neke materijalne Cestice tela 8 u nekom
trenutku ¢, tenzor napona T je jednoznacno odreden kretanjem tela 4.

Idealni materijali

Teorija konstitutivnih jednacina zasnovana je na odgovarajuéim fizickim istina-
ma i zahtevima. Na toj osnovi se dalje razvija kao matematicka teorija i predstavlja
izuzetno znacajan deo mehanike kontinuuma. Materijali, za koje se na taj nacin
odreduju konstitutivne jednacine, predstavljeni su svojim matematickim modelima.
Takvi modeli predstavljaju idealna tela, pa prema tome konstitutivne jednacine
definiSu idealan materijal.

Broj i domen promena veli¢ina u konstitutivnim jednacinama, ili kratko kon-
stitutivnih promenljivih, odreden je odgovarajuc¢im fizickim svojstvima materijala.
Za nas ¢e od posebnog znacaja biti svojstva: elasti¢nosti, viskoznosti i plasti¢nosti
kao i toplotna provodljivost neprekidnih tela. Ova svojstva poseduje svako telo. Kod
nekih tela neka od svojstava su znatno izrazenija. Koja od ovih svojstava ¢e biti
dominantna zavisi ne samo od unutrasnje strukture tela, nego i od spoljnih uticaja.
Npr.: fluid se razlikuje od ¢vrstog tela po svojim svojstvom da ne moZe podneti
dejstvo smicuceg napona. Fluid se pod njegovim dejstom deformise neprekidno i
neograniceno, ili kratko receno, fluid tece. Po prestanku dejstva sile na fluid, on se
ne vraca u svoju nedeformisanu konfiguraciju.

Tecenje Cvrstih tela nastaje samo u slucaju kada sile, koje na njega deluju, predu
neku granicu koja se naziva granicom tecenja za dati materijal. Tada se kaze da
je re¢ o svojstvu plastiCnosti ¢vrstog tela, ¢ija se deformacija, po tom svojstvu,
naziva plasticna deformacija, ili plasticno tecenje tela. U matematickoj teoriji
plasti¢nosti, plasticno stanje, ili plasticna deformacija su nezavisne od vremena. I u
ovom slucaju po prestanku dejstva sila telo se ne vraca u celosti u svoju nedeformi-
sanu konfiguraciju.



36.2 Potreba za konstitutivnim jednacinama. Idealni materigiio

Za razliku od plasti¢nog teCenja, viskozno teCenje moZe da nastane pod dejstvom
bilo kojih sila, ma koliko one bile male. Medutim, brzina deformacije se umanjuje
kada dejstvo sila opada i pri njihovom i§¢ezavanju postaje jednaka nuli.

Kada se ¢vrsto telo nalazi pod dejstvom sila, koje ne prelaze granicu tecenji,
telo se elasti¢no deformiSe. Elasti¢na tela se, po prestanku dejstva sila, vracaju u
svoju prvobitnu nedeformisanu konfiguraciju.

Za svaki od matematickih modela kojima se predstavljaju realni materijali, sa
ovde navedenim svojstvima, fotmuliSu se odgovarajuée konstitutivne jednacine.
Zbog toga ¢emo dalje govoriti o konstitutivnim jednac¢inama realnih tela imajudéi u
vidu da se, sa stanovista teorije konstitutivnih jednacina, njihovo izvodenje odnosi
na njima odgovarajuée matematicke modele. Takvi modeli su idealno elasti¢no
¢vrsto, ili Hukovo telo, idealni Njutnov fluid, itd.

Realna tela u sustini poseduju sloZena, ili spregnuta svojstva, kao §to su elasto-
plasti¢nost, visko-elasti¢nost, visko-plasti¢nost i drugo, svojstva na koja nesumnjivo
uticu i svojstva toplotnog provodenja. Posebna svojstva konkretnog tela karakterisu
se njegovim konstitutivnim jednacinama. Prema tome, telima razlicitih fizickih
karakteristika odgovaraju i razlicite konstitutivne jednacine.
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37. Opsti principi konstitutivnih
jednacina

\_

Veoma je bitno naglasiti da je Kostitutivna teorija mehanike kontinuuma tacka
razgranicenje klasi¢ne mehanike sistema materijalnih tacaka i mehanike kontinuuma.
Konstitutivna teorija tvrdi da neprekidana materijalna tela poseduju unutrasnja
svojstava koja diskretni materijalni sistemi ne poseduju. Drugacdije rec¢eno, diskretni
materijalni sistemi su svi isti, sa stanovista Konstitutivne teorije.

Istorijski gledano, matematicke osnove Konstituvne teorije mehanike konti-
nuuma naglo se razvijala u drugoj polovini 20. veka. Bez sumnje, tome su veliki
doprinos dali Trusdel, Nol, Rivlin, Gurtin, Eringen, Podio Guidugli, Ogden i drugi.
Njihovi radovi iz te oblasti Mehanike kontinuuma su temelj ove teorije koju ovde
izlaZemo.

Konstitutivne jednacine realnih tela moraju zadovoljavati i odredene opste princi-
pe. Zbog toga se u modernoj mehanici kontinuuma pristupa izvodenju konstitutivnih
jednacina sa stanovista tih opsih principa koji vaze za sva materijalna tela. Ovi
principi namecu odredena ogranicenja na opsti oblik konstitutivnih jednacina. Dalja
ogranicenja su uslovljena zajedni¢kim svojstvima odredene vrste, ili klase mate-
rijala, kao Sto su elastiCna, visko-elasti¢na, plasti¢na tela itd. U okviru te klase
poseban materijal se karakteriSe svojim posebnim fizickim svojstvima koja ima-
ju odraza na konacan oblik njemu odgovarajuce konstitutivne jednacine. Ovakav
pristup izvodenju konstitutivnih jednacina nam omoguéuje opsti uvid u ponasanje
i reagovanje materijala, ¢ime se iskljucuje moguénost previda, posebno kada su
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u pitanju spregnuta svojstva materijala. Kratko re¢eno: ovakav pristup izvodenju
konstitutivnih jednacina se svodi na princip od opsteg ka pojedinaénom.

Sa matematickog stanoviSta osnovni principi koje moraju da zadovoljavaju
konstitutivne jednacine predstavljaju polazni skup aksioma u teoriji konstitutivnih
jednacina. I bez obzira §to do sada ne postoji jedinstven prilaz teoriji konstitutivnih
jednacina, moraju biti zadovoljeni sledeci principi (vidi R.W.Ogden):

* Princip determinizma za napon,

* Princip lokalnog dejstva,

* Princip materijalne objektivnosti,
* Princip materijalne invarijantnosti.

Definicija 37.0.1 Ako je Kosijev napon T u svakoj tacki materijala, u trenutku
t, poznat za svako kretanje do trenutka ¢, onda relacija izmedu napona T 1i istorije
kretanja, do na trenutak ¢, opisuje reagovanje materijala na kretanje. Ova relacija
se naziva konstitutivna jednacina.

Stav da se ponaSanje materijala karakteriSe poznavanjem napona T je pretpostav-
ka i iskazuje se kao Princip determinizma (Trusdel i Nol). Odredena modifikacija
ovog principa se zahteva u sluc¢aju kada je materijal podvrgnut dejstvu unutrasnjih ve-
za. Uvode se i druge pretpostavke koje dovode do ogranicenja oblika konstitutivnih
jednacina. Ove pretpostavke se zasnivaju na fizickim svojstvima materijala.

Tako pretpostavka da dva posmatraca u relativnom kretanju dolaze do ekviva-
lentnog (matematickog i fizickog) zakljucka o makroskopskim svojstvima materijala,
predstavlja osnov u razmatranju konstitutivne teorije u mehanici kontinuuma. Ona
se zasniva na tvrdenju da materijalna svojstva ne zavise od superponiranog krutog
kretanja. Kao njena posledica sledi zakljucak da relacije izmedu napona i kretanja
imaju isti oblik za sve posmatrace. Iskazuje se kao Princip materijalne objektiv-
nosti. Jasno je da Princip materijalne objektivnosti namece izvesna ogranicenja na
oblik kontitutivne jednacine. Medutim, njen oblik je i dalje dovoljno opst. Zbog toga
je pitanje adekvatnog izbora dopustivih oblika konstitutivne jednacine, pri razmatra-
nju realnih materijala, i dalje otvoreno i vrlo tesko. Pri tom izboru rukovodimo se
dodatnim, fizi¢ki zasnovanim, pretpostavkama. Tako npr. za materijale koji poseduju
strukturnu simetriju (kristali) u jednoj, ili viSe referentnih konfiguracija dodatna
ogranicenja na oblik konstitutivnih jednacina su neophodna. Ova ogranicenja su
posledica principa poznatog pod imenom Princip materijalne invarijantnosti.
Dalja ogranicenja (matematicka) se pojavljuju pri reSavanju grani¢nih problema.
Ova ogranicenja obi¢no imaju oblik nejednakosti i po pravilu se odnose na problem
egzistencije i jednoznacnosti resenja posmatranog sistema diferencijalnih jednacina i
graniCnih uslova. Pri analizi ovih reSenja ogranicavamo se na ona koja imaju fizickog
smisla, npr. sa stanovista eksperimentalnih istrazivanja. Ona dovode do odredivanja
uze klase konstitutivnih jednacina.
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Opsta konstitutivna jednacina

Konstitutivna jednacina definiSe matematicki model realnog tela. Ona je
osnov konstitutivne teorije koja se zasniva na odredenim principima. Medu njima
najvazniji su napred navedeni: princip determinizma, lokalnog dejstva, materijalne
objektivnosti i materijalne invarijantnosti. Odgovor na pitanje koja konstitutivna
jednacina, ili jednacina stanja adekvatno opisuje ponasanje realnih tela moZe jedino
dati eksperiment. Mi ih navodimo istim redom.

Princip determinizmna za napon
Napon je odreden istorijom kretanja tela do na posmatrani trenutak ¢.

Princip lokalnog dejstva

Pri odredivanju napona za datu Cesticu, kretanje Cestica izvan njene proizvoljne
okoline moZe biti zanemareno.

Prevedeno na matematicki jezik, ovi principi tvrde postojanje funkcionala .7
koji ima sledeéa svojstva:

i. za svaki kinematicki dopustiv proces napon T(z) u trenutku 7 dat je sa

T(r) =7 [X(Z,0).X.1], T<t, (37.1)

ii. za dva kretanja X i X koja se poklapaju u nekoj okolini N(X) za sve vreme
T < t, vrednost .# je ista. Formalno,

FX(Z,7),X,1] = F [X(Z,7),X,1], (37.2)
pod uslovom da postoji okolina N (X), tako da je
x(Z,t)=%x(Z,7), zasva Ze&N(X) isvakot<t. (37.3)

Jednacina (37.1), ogranicena sa (37.2), je najopstija konstitutivna jednacina u
mehanickoj teoriji mehanike kontinuuma. Uo¢imo da je .# funkcional funkcije x
od dve promenljive, vremena ¢ i promenljive Z u okolini fiksne Cestice X. Vrednost
funkcionala .% odreduje napon u poloZaju X (X,7) koji zauzima Cestica X u trenutku
t.

Nisu svi proizvoljni funkcionali koji zadovoljavaju uslov ii. dopustivi. Konstitu-
tivna jednacina mora zadovoljavati sledeée principe:

Princip materijalne indiferentnosti

'Napomena. Ovde i nadalje veli¢ine (oznake) §, .7, J, su tenzori dugog reda §to se vidi
iz prioZenog.
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Sistem referencije. Dogadaqj

Osnovna ideja koja se koristi pri korektnom formulisanju konstitutivnih
jednacina se zasniva na Cinjenici:

Fizicka svojstva materijala i njegovo ponasanje ne zavisi od posmatraca.

Zbog toga je pri eksperimentalnim merenjima veoma vazno znati izdvojiti one
veli¢ine koje karakteriSu datu pojavu, a na koje kretanje posmatraca ne utice. Za
takve veli¢ine kaZemo da su indiferentne, ili objektivne i dovoljno ih je odrediti u
odnosu na jednog posmatraca.

Sa matemati¢kog stanoviSta posmatrac se karakteriSe sistemom referencije u
odnosu na koji izu¢avamo sve fizicke veli¢ine i dogadaje. U kinematici postoje dve
fundamentalne veli¢ine koje merimo : rastojanje i vremenski interval. Fizicki
sistem referencije moZe biti zid laboratorije, neka zvezda, ili skup objekata Cija
tija uzajamna rastojanja ostaju nepromenjena za sve vreme kretanja. Vreme nekog
dogadaja moze biti odredeno samo u odnosu na neki drugi dogadaj (na primer: u
odnosu na vreme pustanja u rad Stoperice) i smatramo ga delom sistema referencije.
Prema tome, sistem referencije se moZe opisati kao mogudéi na¢in povezivanja fizicke
realnosti sa trodimenzionalnim euklidskim prostorom Ej3 i realnom vremenskom
osom. To znaci da su prostor i vreme samo oblici postojanja materije.

Dogadaj je par (x,7), gde je x tacka u E3, a r vreme. Skup svih dogadaja se
naziva prostor-vreme.

U slucaju kada se koristi Dekartov sistem koordinata u [E3, tacke i njeni vektori
poloZaja imaju iste koordinate. Tada ¢emo pisati z za tacku i njen vektor poloZaja,
kao i (z,t) za dogadaj.

Promena sistema referencije

Pod promenom sistema referencije podrazumevamo obostrano jednozna¢no
preslikavanje prostor-vremena u samog sebe tako da:

a) rastojanja,

b) vremenski intervali i

¢) vremenski redosled ostaju oCuvani.

Neka z i t oznaCavaju tacku i vreme u sistemu §, a z* i t* njima odgovarajuci
polozaj i vreme u sistemu §*. Tada je, pod gore navedenim uslovima, najopstija
promena sistema referencije data sa:

Z*

*

(37.4)

Q(t)z+c(t),

t t—

gde su:
c(t) - vektor polozaja koordinatnog pocetka sistema § u odnosu na koordinat-
ni pocetak sistema §*,
Q(7) - ortogonalan tenzor i
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a - realan broj.
Za tenzor Q vazi uslov

QQ"=Q'Q=1, (detQ==+1) (37.5)

gde je I jedini¢ni tenzor, a Q7 transponovani tenzor tenzora Q. Tenzor tenzora Q
odreduje rotaciju za detQ = +1, a refleksiju, ili ogledanje za detQ = —1 starog
sistema u odnosu na novi. U svakom slucaju, odreduje relativnu orijentaciju po-
smatraca § u odnosu na §*. S obzirom na kruto kretanje, sledi da transformacija
sistema referencije, data sa (37.4), ne predstavlja niSta drugo nego kruto pomeranje
prostornog sistema referencije. Sa matematickog stanovi$ta transformacija (37.4)
ima grupno svojstvo i definiSe euklidsku transformaciju.

N Odinteresa je da se izvede (37.4); kao promenu sistema referencije
dva posmatraca u [E3. ObeleZimo njihove sisteme referencije sa O
i 0%, a sa A dogadaj koji uocavaju. Vektore plozaja A u odnosu na
ove posmatrace obeleZimo sa p i p*, a njihove referentne sisteme sa
{0, e;} 1 {07, e/}, gde su e i e, bazni vektori njihovih Dekartovih
koordinata. Onda je p = prex i px = (p-e). Takode je p* = pje;.
Uocimo da su vektori p* i ¢ definisani u odnosu na sisatem refe-
rence {O*, e} }, za razluku od vektora p, koji je definisan u odnosu
na {0, e;}. O¢igledno je da vektor ¢ odreduje polozaj koordinatnih
pocetaka sistema O i O*; definisan je u odnosu na sistem O*.

¢ p'=c+p.

o
\ 4

Slika 37.1

Ilustrujemo to u slucaju E,. Oznacimo sa p. vektor p paraleno po-
meren u koordinatni pocetak sistema O*. Onda su vektori p*, ¢ i p.



686 Glava 37. Opsti principi konstitutivnih jednacina

definisane u {O*, e} } (vidi sliku 37.1), pa je

P =c+ps, (37.6)
Lema 3
P =c+Qp, (37.7)
gde je Q matrica rotacije koja prevodi bazne vektore {O, e}
i{0", ¢}
Dokaz

Obelezimo sa (e). bazne vektore e; paralelno pomerene u koor-
dinatno pocetak sistema O*. Onda je (e;). = Qe;. Jasno je da je
(ex)« ® €] = Q. Sledi da je

P+ = Pi(€r)« = pkQue; = Ou(p-ex)e; = Ou(e; @ e )p = Qp,
(37.8)
gdeje Q = le(e}* ®ek). Iz (39.12) 1 (39.14) sledi (39.13).

Potrebno je jos dokazati da Q = Qy (e © ;) definiSe ortogonalan
tenzor. Onda je
QQT = (Qu(e] ®er)(Qpy(ep ®ej1) =
= OuQpgSip(€] ®€;) = 0,10p4(€] R &) =
= (ep)«®(ep)x =L

Radi kompletnosti navodimo (37.4), koji je postulat.

Princip materijalne objektivnosti

Konstitutivna jednac¢ina mora biti invarijantna pri promeni sistema referencije.
Ako je konstitutivna jednacina zadovoljena za proces (x,T), gde je:

x=x(X,t), T=T(X,?), (37.9)

onda je ona takode zadovoljena za process (x*,T*). To znaci da konstitutiva jed-
nacina mora biti zadovoljena takode za kretanje i tenzor napona koji su dati sa:

X' = 2" (X,1) = c(t) + QU)X (X.1),

X (37.10)
t"=t—a,
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T = T"(X,r") = Q(t)T(X,1)Q" (1), (37.11)

gde su ¢() i Q(z) neke proizvoljne vektorske funkcije i proizvoljna ortogonalna
tenzorska funkcija vremena ¢, redom, gde je a proizvoljan broj.
Saglasno sa ovim principom,

T (X,r") = F [x*(Z,7).X,1"], (37.12)

za svaki proces (x*,T*) koji je ekvivalentan procesu (X, T). Ova funkcionalna
jednacina mora biti identicki zadovoljena za svako X i ¢.

U daljem postupku, s obzirom na (37.3), poZeljno je eksplicitno pisati (37.10)
za bilo koju Cesticu i vreme:

X' =2(2,7) = (1) +Q(7) X(Z,7),

. (37.13)
T =T—a.

1z (37.13) se vidi da promenu sistema reference karakteriSu tri nezavisne veliCine:
a, ¢(7) 1 Q(7). U cilju odredivanja ograniCenja na oblik funkcionala .% koje one
namecu, razmotri¢emo posebno svaku od ovih veli¢ina.

U tom cilju pogodno je pisati (37.11) u odbliku

Sx (Z,7°),X,t"] =Fle(t) +Q(1)x(Z,7),X,t —a] =
=Q()Fx(Z,7),X,1]Q(r)".
I. Kruto kretanje prostornog sistema

U ovom sluéaju je Q(7) =1, a = 0. Biramo ¢(7) = —x(X, 7). Onda je,
prema (37.13),

(37.14)

XX, 7)) =0,
T =T1.

Ovaj izbor odgovara relativnoj translaciji dva sistema referenci u kojoj Cestica X
ostaje u miru u koordinatnom pocetku (sistem reference sa zvezdicom). Takode je

(37.15)

Poslednji izraz ne predstavlja nisSta drugo nego lokalizaciju kretanja ¥ u odnosu na
Cesticu X. Koristeéi ove izraze u (37.11) dobijamo

T*(X,t) = T(X,1), (37.16)
ili, saglasno sa (37.14), (37.11) i (37.12),

T(t)=%x(Z,7),X,1]=F[x(Z,7)—x(X,7),X,1]. (37.17)
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Il. Vremenska translacija

U ovom slucaju je Q(7) =1, ¢(7) =0, a =1t. Sada je, redom prema (37.13),
(37.10)1(37.11),
T"=1—1=—s,
xX(Z7T)=xZ1+7),

37.18
=0, ( )
T"(0) =T(),
gde je s > 0. Onda je

F2(Z,7),X,0] = F [x(Z,1+7),X 1], (37.19)

odakle sledi da .# ne zavisi eksplicitno od 7.

Iz (37.17) 1 (37.19) sada sledi da je

T(t) =F[x(Z,t —s5)—x(X,t—5)], s>0, (37.20)

gde smo radi pogodnosti zamenili T sa T =1 —s.
Upro$éenje ovog izraza se dalje dobija ako se, na osnovu principa lokalnog
dejstva, ograni¢imo na aproksimaciju

X(Zt—s)—x(X,t—s)~F(X,t—s)dX. (37.21)

. Veli¢ina
F(X,t—s)=F(X,s) (37.22)

definiSe istoriju gradijenta deformacije do na trenutak ¢. Ona je nezavisna od okoline
N(X) u referentnoj konfiguraciji i kretanja . Medutim, dX = Z — X iskljucivo
zavisi od referentne konfiguracije. Za dovoljno bliske Cestice Z Cestici X, uticaj dX
u konstitivnoj jednacini (37.20) se moZe zanemariti. Za takvo kretanje se kaZze da
je lokalno homogeno (treba praviti razliku izmedu pojmova: homogeno kretanje i
homogen materijal, o ¢emu ¢e kasnije biti viSe re¢i). U tom slucaju (37.20) postaje

T(r) =5 [F'(X,s),X]. (37.23)

Takav materijal, Cije je reagovanje na svaku deformaciju jednozna¢no odredeno
njegovim reagovanjem na homogenu deformaciju u okolini X, nazivamo prost
materijal. Samo prosti materijali ée biti predmet nasih daljih izucavanja.

lll. Kruta rotacija prostornog sistema reference
Onda je ¢(7) =0, a =0, a Q(7) proizvoljno.
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1z (37.10) i (37.13) sledi da je

odakle se dobija
F*(X,7) = Q(7)F(X, 7). (37.24)

Onda je i
F*(X,s) = Q'(s)F'(X,s). (37.25)

Sada, saglasno sa (37.11), (37.23), (37.24), dobijamo
Q)T [F'(X,5),X] Q" (1) = F [Q'(s)F'(X,s),X] . (37.26)

S obzirom da je s > 0 ili, ekvivalentno tome, T < ¢, ova jednacina mora da vaZzi
za svaku predistoriju ortogonalnog tenzora Q'(s) i svaku predistoriju gradijenta
deformacije F'(X,s). Uo¢imo da je Q' (0) = Q(z).

Jednacina (37.23), podvrgnuta uslovu (37.26), predstavlja najopstiji oblik
konstitutivne jednacine za proste materijale u mehanici (nepolarnog) kontinuuma.
Samim tim se podrazumeva da ona mora zadovoljavati i ostale principe konstitutivne
teorije, kao na primer princip materijalne invarijantnosti. OpSte reSenje ove jednacine
daje Nolova teorema:

Teorema 37.2.1 — Nolova-1. Funkcional .# [F'(X,s),X] zadovoljava (37.26)
akko je
F [F'(X,s),X] =R'".Z [U(X,s),X|R". (37.27)

Dokaz

Uslov (37.27) je potreban. U tom cilju, koriste¢i teoremu o polarnoj dekompoziciji
regularnog tenzora, piSemo

F'(X,s) =R (X,s)U(X,s),

gde je R'(X,s) tenzor rotacije, a U’ (X, s) simetri¢ni pozitivno definitni tenzor iz-
duZenja. JedaCina (37.26) mora da vazi za proizvoljno ortogonalno Q’(s), pa prema
tome i za

Q'(s) = [R'(s)]".
Tada je
Q(s)=F(X,s)U'(X,s) i Q(t)=RI(r).
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Smenom ovih izraza u (37.26) dobijamo (37.27). Uslov (37.27) je dovoljan. Onda je

).Z [U'(X,5),X] [Q)R(1)]" =
)Z [U'(X,s5),X]RT (1)Q (1) =
=Q(1)Z [F'(X,s),X] Q" (1)

Analiza redukovane konstitutivne jedan¢ine (37.27) pokazuje da je funkcional
reagovanja .% u potpunosti nezavisan od predistorije rotacije R” (s), s > 0, da zavisi
od rotacije R(7) u posmatanom trenutku 7 i da je proizvoljni funkcional predistorije
tenzora izduzenja U’ (X, s).

Dalje, iako R i U imaju neposredno fizicko znaenje, ni jedno njihovo od-
redivanje nije jednostavno. Medutim, gradijent deformacije F, kao i tenzori defor-
macija C = F'F = U? i B = FF” = V2, mogu biti lako odredeni. Prema tome,
pogodnije je koristiti funkcional reagovanja izraZen preko ovih veli¢ina. Tako, na
primer,

J[C(s),X] = F [U(s),X]

odreduje tenzor napona sa
T(X,t) = Q1) [C'(s),X] Q" (1), (37.28)

koji je jednostavniji za racunanje. Moguci su i drugi redukovani oblici funkcionala
reagovanja koji se izraZavaju preko drugih mera deformacije, kao na primer preko
tenzora relativne deformacije E = %(C —1I). Ovi posebni oblici uslovljeni su ka-
rakterom i prirodom problema koji se izuc¢ava. Mi se na tome ovde ne¢emo dalje
zadrZavati.

N Napomena 1. Fizicki, deformabilno materijalno telo moze posedovati
niz osobina kao $to su boja, hemijski sastav, toplotnu provodljivost,
elektri¢nu provodljivost, itd. Mehanicke osobine materijala, koje se
matematicki iskazuje konstitutivnom jednacinom, su samo jedne od
fizickih osobina tela. Medutim, sve druge osobine su potpuno irele-
vantne u okviru mehanike kontinuuma, kada je re¢ o matematickom
odredivanju kretanja tela pod uticajem samo spoljasnjih sila. Primera
radi, ako dva tela razli¢itog hemijskog sastava isto mehanicki reaguju,
onda se njihova reagovanja u mehanici kontinuuma iskazuju istom
konstitutivnom jednacinom. S druge strane, voda i led su istog hemij-
skog sastava, H,O. Medutim, njihovo ragovanje na istu deformaciju je
razli¢ito i moramo ih modelirati razli¢itim konstitutivnim jedacinama.
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Princip materijalne invarijantnosti

Sva dosada$nja razmatranja konstitutivne teorije odnosila su se na jednu refe-
rentnu konfiguraciju tela, recimo k.

Na isti nacin, saglasno sa Nolovom teoremom, piSemo tenzor napona T(z) u
odnosu na konfiguracije K i K:

T(r) = F [F'(X,5).X], (37.29)

T(r) = % [F'(X,s),X]. (37.30)

Napomenimo da se koriste 1 druge oznake za isticanje znaCaja konfiguracije.
Tako Vang? pise
T(t) =7 [F(X,s),X k],

odnosno
T(t) =7 [F(X,s),X k] .

Ovaj nadin obelezavanja, mada duZi, ima i svoje prednosti, jer naznacava istu
tenzorsku veli¢inu izraZzenu u raznim referentnim konfiguracijama. U tom smislu
treba shvatiti i nacin obeleZavanja Nola.

U ovom delu nasih razmatranja dominantnu ulogu imace razne referentne konfi-
guracije za istu Cesticu X. Tada u (37.29), odnosno (37.30), neemo ekplicitno pisati
njihovu zavisnost od X, jer ¢e se ona dalje u tim izrazima podrazumevati. OCigledno
da se sada (37.29) i (37.30) mogu saZeto pisati kao

T(t) = Z« [F(s)] =71 [F(5)]. (37.31)

Na isti nacin, kao F,. = FiP, moZe se pokazati da je
F' (s) = F'(s)P. (37.32)
Tada se (37.31) moze izraziti u obliku
T(t) = Z [F'(s)] = ¢ [F'(s)P'], (37.33)

tj. kao funkcional F’(s) u obe konfiguracije. Ova jednacina mora da vaZi za svako
F'(s) u razli¢itim referentnim konfiguracijama k u k. Sa formalno matemati¢kog
stanovista, ona ne predstavlja nikakvo ogranicenje na oblik funkcionala .#, jer iska-
zuje samo nacin predstavljanja funcionala reagovanja materijala u dvema razlic¢itim
konfiguracijama.

2Wang
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Materijalni izomorfizam. Homogenost

Ovde preciziramo pojmove od znacaja za dalje egzaktno izvodene konstitutivne
teorije.

Za referentnu konfiguraciju k& kaZemo da ima konstantnu gustinu, ako je
P = const., tj. ako je px nezavisno od X. Za dve Cestice X i X se kaZe da su
materijalno izomorfne, ako je moguce naci referentnu konfiguraciju k okoline
N(X) i referentnu konfiguraciju k okoline N(X) tako da:

a) kik imaju istu uniformnu gustinu, tj.

Pr = p; = const. (37.34)

b) Funkcional reagovanja, tj. konstitutivni funkcional u X je isti, kao i funkcional
reagovanja u X, tj.
T [F'(s5)] = F; [F(s)P '] = F( [F'(s)P'] (37.35)
za sve glatke funkcije x(Z,s), svako s > 01 svako Z € N(X).

Poslednji uslov zahteva da funkcional .Z; [F'(s)] od F'(s) = F'(s)P~! je isti
kao i .Z[F'(s)].

Fizicko znaCenje ove definicije je iskazano u Napomeni na str. 690. Kratko
receno, dve Cestice su materijano izomorfne akko je njihovo reagovanje na istu
istoriju deformacije, opisano u odnosu na pogodne referentne konfiguracije, isto.
Prevedeno na jezik mehanike kontinuuma, smatramo da su te Cestice sastavljene od
istog materijala.

Ako su sve Cestice tela B uzajamno materijalno izomorfne, onda se kaze da je
telo B materijalno uniformno. To znaci da se za svaku Cesticu X € B materijano
uniformnog tela moze nadi referentna konfiguracija k njene okoline N(X), tako da
je px uniformno i nezavisno od X i da je funkcional reagovanja .# koji odgovara
Cestici X isti za sve X € B. U opStem slucaju, potrebno je birati razliCite referentne
konfiguracije kX za razlicite Cestice uniformnog tela.

U specijalnom slucaju, kada se materijalni izomorfizam svih Cestica uniformnog
tela moZe odrediti u odnosu na jednu referentnu konfiguraciju k za celo telo, onda
se za telo kaZe da je homogeno. U tom sluéaju .% u odnosu na tu konfiguraciju k
ne zavisi od X, odnosno X. Sa fizi¢kog stanovista, telo je homogeno akko postoji
referentna konfiguracija za celo telo, tako da svaka Cestica tela reaguje na isti nacin,
istovetno, na istoriju deformacije datu u odnosu na tu konfiguraciju. Za homogena
tela konfiguracija kX moZe biti posmatrana kao lokalizacija kX globalne referentne
konfiguracije, mada u opstem slu¢aju, kX nisu lokalizacije.

Svako homogeno telo je uniformno. Obrnuto ne vaZi. Primer uniformog, ali
nehomogenog tela, je telo sa defektima, ili dislokacijama.

Mi ¢emo se do daljnjeg, ako se drugacije ne kaZe, baviti homogenim telima.
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Grupa simetrije (grupa izotropije)

MoZe se desiti da je materijalna Cestica X netrivijalno materijalno izomorfna u
odnosu na samu sebe - automorfne. Prema definiciji materijalnog izomorfizma to
znaci da postoje dve konfiguracije k i k iste gustine okoline Cestice X za koje su njima
odgovarajuci funkcionali reagovanja .7 i .7 isti. Sa fiziCkog stanoviSta to znaci
da se materijal u Cestici X u konfiguraciji k ne razlikuje, prema svome reagovanju,
od istog matrijala, posto se ono defomacijom prevede u konfiguraciju k. Na primer,
ako je telo kristal, onda se njegove dve konfiguracije, koje se prevode jedna u
drugu tranformacijom koja pripada njegovoj kristalografskoj grupi, ne razlikuju sa
stanoviSta njegovog reagovanja. Za proste materijale uslov poklapanja funkcionala
reagovanja u odnosu na dve konfiguracije k i k sledi iz (37.32). IzraZen u odnosu na
konfiguraciju k, glasi

T [F'(s)] = F( [F'(s)P] (37.36)

i saglasno sa (37.35), mora da vazi za svako F'(s). Gradijent deformacije P: k =
k je, u ovom slucaju, unimodularan, jer se pri takvoj deformaciji referentnih
konfiguracija gustina ocuvava. Zaista, tada je

det(F'(s)) = det(F'(s)),
tako da iz
F'(s) =¥ (s)P,

sledi
det(F'(s)) = det(F'(s)) det(P) = det(P) =1,

tj. P € u, gde smo sa u oznacili unimodularnu grupu.

Mi ¢emo, do daljnjeg, razmatrati posledice uslova (37.36) bez tog ogranienja
na regularan tenzor P. U tom slucaju, tj. u slucaju netrivijalnog materijalnog izomor-
fizma, pogodno je koristiti oznaku P~! = H. Tada (37.36) pisemo u obliku

F[F'(s)] = Z« [F'(s)H]. (37.37)

Tenzor H, koji zadovoljava (37.36), dalje nazivamo materijalni automorfizam
¢estice X u odnosu na konfiguraciju k. Skup svih takvih H obeleZimo sa g.

Teorema 37.5.1 Skup g svih materijalni automorfizama Cestice X u odnosu
na konfiguraciju k obrazuje grupu.
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Dokaz
Neka (37.37) vazi za H; i Hy. Onda je:

i. Fi[F(s)HHy] =7 [F'(s)H,| = Z[F'(s)],
ii. Fi[F'(s)] =7 [F(s)H 'H| =7, [F'(sH '],
iti. Za 1 trivijalnosledidaje HI=IH, zasvako H,
iv. Vazi asocijativni zakon (HH;)H, = H(HH;), zasvako H,H;,H,.

Definicija 37.5.1 Grupu g, nazivamo grupa simetrije, ili grupa izotropije
Cestice X u odnosu na konfiguraciju k.

Ocigledno da je najve¢a moguca grupa izotropije g, unimodularna grupa u.

Napomenimo da postupak, kojim smo objasnili materijalni automorfizam, pre
ukazuje na (37.37) kao definiciju grupe izotropije g, nego kao uslov na funkcional
reagovanja .% ;. U primeni, medutim, funkcional .% je retko kad dat eksplicitno,
dok se za grupu g; pretpostavlja da je poznata. Onda (37.37) postaje uslov na oblik
neodredenog funkcionala .% . To znaci da propisivanje grupe izotropije suZava klasu
dopustivih funkcionala reagovanja. Prema tome, uslovi materijalne objektivnosti
(37.26) i materijalne simetrije (37.37) su dva fundamentalna uslova na kojima se
zasniva konstitutivna teorija prostih materijala.

Na osnovu definicije, grupa izotropije g zavisi od izbora lokalne referentne
konfiguracije k. To smo i istakli u samoj oznaci grupe. U odnosu na drugu referentnu
konfiguracuju grupa izotropije bice g;. Postavlja se pitanje kakav je odnos grupa
izotropija pri promeni referentnih konfiguracija k — k. Odgovor na to pitanje daje
Nolova teorema:

Teorema 37.5.2 — Nolova-2. Neka su k i k dve referentne konfiguracije i
nekajeP: k = k. Onda je

g =PgP !, (37.38)

tj. grupe izotropije u odnosu na dve referentne konfiguracije su uzajamno konju-
govane.

Dokaz

Neka je H € g;. Onda (37.37) vazi za svako regularno F’(s). Tada je
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t.
PHP ' € g;.

Pri ovom izvodenju u prvoj jednakosti smo koristili ¢injenicu da je F'(s) =
F'(s)P, u drugoj (37.33) u obliku .7 [F(s)P~!] = 7 [F'(s)], u treéoj (37.37) i
Eetvrtoj (37.31) u obliku F [F'(s)] = Z; [F'(s)].

Izraz (37.38) poznat je pod imenom Nolovo pravilo. Iz njega slede dva specijal-
na slucaja:

I. Ako je P € gi, onda je g; = gk Tada je reC o automorfizmu. Trivijalan sluCaj.

II. Ako je P ¢ista dilatacija, tj. P = A1, gde je A pozitivan skalar, onda je g; = gx.

To znaci da se grupa izotropije ne menja pri promeni referentne konfiguracije
pri Cistoj dilataciji.

U matematickoj terminologiji za P = A1 se kaze da je sferni tenzor.

Kako je H € g, regularan tenzor, onda se on jednoznacno moZe predstaviti kao
proizvod sfernog i unimodularnog tenzora, tacnije

H= [(det(H))WI] (det(H))~'/*H,

gde je otigledno (det(H))'/?I sferni, a (det(H))~!/*H unimodularni tenzor. Na
osnovu II. grupu izotropije g, karakteriSe samo unimodularni deo H € g;. Zbog toga
se dalje razmatraju samo automorfizmi H za koje je det(H) = 1. Prema tome grupa
izotropije je podgrupa unimodularne grupe, tj.

8k C u. (37.39)

Uocimo da se ogranienje na unimodularne tenzore oCuvava pri bilo kojoj
promeni referentne konfiguracije. Naime, za bilo koje H € u bice PHP~! € u za
bilo koje regularno P. Na osnovu toga zakljucujemo:

Grupa izotropije gy postaje grupa izotropije g; pri promeni referentne konfigu-
racije P : k — k.

Medutim, vazno je uociti da, iako su elementi grupa g i g; unimodularni tenzori,
referentne konfiguracije k i k£ ne moraju imati iste gustine. Primera radi, kada je
P = AL, A > 1, referentna konfiguracija k se dobija iz k zapreminskim Sirenjem i,
prema II, g = g;. Tada iz F'(s) = I/ (s)P sledi

det(F)'(s) = A* det(F)'(s) = det(F)'(s) > det(F)'(s),

pajei
Pk > Py

Ako je gr = u, onda je g = g = u, pri svakoj promeni referentne konfiguracije.
Recima:
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Unimodularna grupa izotropije je invarijantna u odnosu na sve referentne
konfiguracije.

Medutim, ako je g; prava podgrupa unimodularne grupe u, tj. g C u, onda je,
u opStem slucaju g; # gx. U svakom slucaju moZe se pokazati da elemente u Cine:
rotacija, Cisto smicanje, izduZenja sa bo¢nim kontrakcijama i kombinacije takvih
deformacija.

U mnogim sluc¢ajevima nas interesuju posebno ¢lanovi grupe izotropije koji su
ortogonalni.

Teorema 37.5.3 Ortogonalni tenzor Q pripada grupi izotropije g akko je
Q7 [F'(s)] Q" = 7 [QF'(5)Q] (37.40)

identi¢ki zadovoljeno za svako F'(s).

Dokaz

Neka je Q € g. Kako je g; grupa i Q ortogonalno, onda je i Q7 € g pa je, prema
(37.37),
Fr [F’(s)] = F; [F’(S)QT] ,

koje mora da vazi za svako regularno F(s). Za regularno QF’(s), ono postraje
T [QF (s)] = 7« [QF (5)Q"].

Medutim, saglasno sa (37.26), koje vazi za savaki ortogonalan tenzor, pa prema
tome i za svako Q € g, bice

Q7 [Ft(s)} Q' =7, [QF’(S)] .

Iz ova dva poslednja izraza sledi (37.40).
Obrnuto, neka (37.40) vazi za neko ortogonalno Q. Onda iz (37.40) i poslednjeg
izraza, koji vazi za svaki ortogonalni tenzor, pa prema tome i za Q, dobijamo

T [QF (5)] = Z« [QF (s)Q7] ,

koje vazi za svako regularno F'(s). Onda ono vazi i za QF’(s). Tada ova relacija
postaje
71 [F(5)] = Z4 [F (5)Q7]

odakle sledi, saglasno sa (37.37), da je Q7 = Q! € g. Kako je gx grupa, onda je i
Q€ g

Teorema 37.5.3 je od izuzetnog znacaja u konstitutivnoj teoriji. Tako se iz
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(37.37) odmah zakljucuje da su I i —I uvek elementi grupe simetrije. Kako je
{I,—I} grupa, onda moZemo zakljuditi na je najmanja grupa koju materijal moze
imati grupa {I, —I}. Formalno,

{Ia _I} - 8k Cu.

Ako je neko ortogonalno Q € g;, onda je i —Q € g;. Prema tome, grupa g; ne
mozZe sadrzati ortogonalnu svojstvenu grupu O, tj. ortogonalne tenzore Q za koje je
det(Q) = 1, ako ne sadrZi ortogonalnu grupu O.

Definicija 37.5.2 Za matrijal se kaZe da je izotropan ako postoji bar jedna
lokalna referentna konfiguracija u odnosu na koju je grupa izotropije, koja od-
govara njegovom funkcionalu reagovanja, sadrzi ortogonalnu grupu O, tj. ako
je

O C g. (37.41)

Takva lokalna referentna konfiguracija se naziva neizobliceno stanje materi-
jala.

To znaci da materijal u neizobliCenom stanju nema privilegovanih pravaca i da
prema tome fizicki test ne moZe da otkrije da li je materijal bio proizvoljno rotiran
pre nego §to je testiran.

U slucaju izotropnih materijala (37.39) i (37.40) moZemo pisati u obliku

OCgiCu (37.42)

Medutim, kako je, prema teoremi teorije grupa, ortogonalna grupa O maksimalna
podgrupa unimodularne grupe u, onda je

g=0, ili gi=u (37.43)
odakle sledi stav:
Stav 5

Izotropna grupa izotropnih materijala je, ili ortogonalna, ili unimodularna
grupa.






38.1

38. Prosti materijali

Podsetimo se. Materijale Cija je konstitutivna jednacina definisana sa (37.23)
nazivamo prostim; sa .# i .%; naznaavamo funkcionale reagovanja prostih ma-
terijala za globalnu, ili lokalnu referentnu konfiguraciju, ¢ija je fundamentalna
funkcionalna jednacina data sa (37.26). U slucaju nehomogenih prostih materijala
funkcional .# zavisi ekplicitno od X. Za uniformne (homogene) proste materijale
% ne zavisi od X ako se izrazava u odnosu na odgovarajuéu lokalnu (globalnu)
konfiguraciju.

Prost fluid

Konstitutivna teorija fluida definiSe njegov matematicki model. Takav model
zasniva se na osnovnim fizickim svojstvima realnog materijala koji predstavlja.
Medutim, sa fizi¢kog stanovista, fluidi poseduju raznovrsna svojstva. Jedno od njih
je da takvi materijali imaju sposobnost teCenja. Ali, sam pojam “teCenje” je dosta
rasplinut. Jedno od njegovih znacenja jednostavno podrazumeva da se materijal
deformiSe pod dejstvom napona; fluid se onda ne razlikuje ni po ¢emu od drugih
deformabilnih tela. Drugo znacenje se odnosi na svojstvo takvog materijala da pod
dejstvom konstantnog napona “tece” konstantnom brzinom. Mada se ovo znacenje
Cesto koristi, primenjivo je samo na posebne oblike “tecenja”. Svojstvo fluida je i
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njegova nesposobnost da se odupre dejstvu smicucih napona.

Polazimo od sledeceg svojstva takvog materijala: njegovo reagovanje se ne
menja pod dejstvom proizvoljne deformacije pri kojoj mu se gustina ne menja.
Imajudi to u vidu, Nol daje sledecu definiciju:

Definicija 38.1.1 Prosti materijal je prost fluid ako je za neku referentnu
konfiguraciju njegova grupa izotropije unimodularna grupa, tj. ako je

8k = U. (38.1)

Podsec¢amo da se takva lokalna referentna konfiguracija naziva neizobli¢eno
stanje materijala.

Trivijalna posledica ove definicije je: Svi prosti fluidi su izotropni.

Takode, na osnovu Nolovog pravila, sledi da je

g =PgP ' =u (38.2)

za svaku drugu referentnu konfiguraciju. Znaci: svaka referentna konfiguracija
prostog fluida je njegovo neizobli¢eno stanje. Drugacije reCeno, prost fluid nema
privilegovane referentne konfiguracije.
Funkcional reagovanja .7 [F'(s)] prostog fluida mora zadovoljavati, saglasno
sa (37.37),
F|[F(s)] = Z« [F (s)H]

za svako unimodularno H, kao i (37.33) u obliku
T [F(5)] = F; [F(s)P']
za svako regularno F'(s). Onda je
Fi[F'(s)] = 7 [F(s)] (38.3)

za svako P € u, tj. za svako P za koje je |detP| = 1. Kako je py = p |detP|, onda je i
|detP| = 1. Kako je py = p; | detP| pa je px = p; akko je |detP| = 1. Znaci, uslov da
(37.37) uvek vazi kada je |detP| = 1 ekvivalentan je uslovu da (38.3) vazi uvek kada
je px = p;. Prema tome oblik funkcional .7 zavisi samo od py i nikakvih drugih
karakteristika referentne konfiguracije k, posebno od njenog oblika i orijentacije.
Tada opsta konstitutivna jednacina (37.27) za prosti fluid glasi

T(t) =R(t).Z [U'(s),pe] RT (1), (38.4)

pri tome piSemo .# za funkcional reagovanja ukazujuci na taj nacin na njegovu
nezavisnost od izbora lokalne referentne konfiguracije. Kako unimodularna grupa u
sadrzi ortogonalnu grupu O, onda iz (37.40) sledi da .%# mora, takode, da zadovoljava
uslov

Q(1).7 [U'(s),p] Q" (1) =7 [Q'U (5)Q7 (1), p] (38.5)
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za sve ortogonalne tenzore Q' (s), s > 0.
Druge moguée redukovane oblike funkcionala reagovanja za proste fluide
necemo ovde razmatrati.

Prosto cvrsto telo

Realni ¢vrsti materijali poseduju privilegovanu konfiguraciju koja se, pri bilo
kojoj Cistoj deformaciji (bez rotacije), prevodi u konfiguraciju u kojoj je reagovanje
materijala drugacije.

Drugacije receno, bilo koja promena oblika takvog tela, u odnosu na njegovu
privilegovanu konfiguraciju, dovodi do promene reagovanja materijala. Na primer,
ako se neki neoptereceni Stap (od Celika, ili gume) izduzi i onda drzi u miru, sile
izduZenja (ili deo tih sila) moraju i dalje da deluju da bi Stap ostao u tom stanju.
Takve sile se ne moraju primenjivati na telo u polaznoj, referentnoj, konfiguraciji.
Ovo ponasanje je potpuno drugacije od ponasanja realnih tela koje nazivamo “fluid”
koji, kao Sto je poznato, reaguju na isti na¢in na primenjenu istoriju deformacije u
odnosu na dve konfiguracije istih gustina.

Za razliku od Ciste deformacije, rotacija ¢vrstog tela u odnosu na privilegovanu
konfiguraciju moZe, ali ne mora, da ima uticaja na njegovo reagovanje. Ova njihova
karakteristika materijala dovodi nas do sledece definicija:

Definicija 38.2.1 Prosti materijal je prosto ¢vrsto telo ako postoji referent-
na konfiguracija £ u odnosu na koju je njegova grupa izotropije g, podgrupa
ortogonalne grupe, tj. ako je

Y C O. (38.6)

Takva referentna konfiguracija naziva se neizobliceno stanje cvrstog tela. Prema
tome, nikakva neortogonalna deformacija ne pripada grupi izotropije g, ako je k
neizobliceno stanje.

Uodite razliku izmedu definicije pojma neizobli¢eno stanje ¢vrstog tela i ne-
izobli¢eno stanje izotropnog prostog materijala, koja je data napred. Dalje ¢emo
pokazati da se ove definicije poklapaju u svakom slucaju kada se obe mogu primeniti.

Prosto Cvrsto telo se naziva anizotropno, ili aelotropno, ako je njegova grupa
izotropije u odnosu na neizobliceno referentno stanje k je prava podgrupa ortogo-
nalne grupe. Tip izotropije je odreden tipom grupe izotropije g;. Medutim, kako je
ved napred receno, svaka grupa izotropije sadrzi minimalnu grupu {I, —I}, onda je
lako pokazati da je g, proizvod ova dva elementa i grupe Oy koja se sastoji samo
od rotacija, tj. od elemenata Q za koje je detQ = 1. Prema tome, tip anizotropije je
odreden tipom grupe Opy. Mada postoji beskona¢no mnogo tipova grupe Oy, samo
12 njih opisuje ponasanje anizotropije ¢vrstih tela.
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Jedanaest tipova anizotropije odgovara 32-ema kristalnim klasama. Grupe izotro-
pije kristala su odredene njihovim tackastim kristalografskim grupama i inverzijom
—I. Na primer, ¢vrst materijal kome odgovara grupa izotropije {I, —I} je triklini¢ki
kristal. Takode ortotropnom materijalu odgovara grupa izotropije koja se sastoji od
refleksija u odnosu na tri uzajamno upravne ravni.

Dvanaesti tip anizotropije, transverzalna izotropija, karakteriSe grupa g; koju
¢ine sve rotacije oko neke ose, recimo oko ose definisane jedni¢nim vektorom k. Mi
¢emo ih obeleZavati sa R,(f, 0 < @ < 2x. Primer takvih materijala su laminati.

Za prosto ¢vrsto telo nije naden neki poseban i jednostavan oblik predstavljanja
funkcionala reagovanja. Za takve materijale i funkcional reagovanja i grupa izo-
tropije zavise ne samo od materijala, nego i od referentne konfiguracije. Tako za
dve neizoblicene referentne konfiguracije & i k grupe izotropija g i g3, saglasno sa
Nolovim pravilom vazi

g =PgP™",

gde je P, kao i do sada, deformacija koja prevodi k u k, tj.P: k— k. To zna&i da za
svako ortogonalno Q € gy, postoji ortogonalno Q € g;, tako da je

Q=prQP . (38.7)

Neka je, na osnovu polarne dekompozicije, P = RU. Ovde je R rotacija, a U
simetrian pozitvno definitan tenzor izduzenja deformacije P : k — k. Onda iz
QP = PQ, sto je ekvivalentno sa (38.7), sledi

QRU = RUQ =RQ (Q"UQ),

odakle dobijamo
QO=ROQR” i U=QUQ’. (38.8)

Prema tome, iz (38.8); zakljucujemo
g =RgR", (38.9)

tj. grupe g; igx su konjugovane u okviru ortogonalne grupe O. MoZe se ova tvrdnja
iskazati i drugacije koriste¢i terminologiju teorije grupa: za dve podgrupe od O kaZe
se da su istog tipa ako su konjugovanje u okviru O.

Prema tome, iz (38.9) sledi da su g; igy istog tipa. To daje smisao termina “’tip
rotacije” koji smo vise koristili. Znaci, samo tip grupe izotropije, ne grupa izotropije,
predstavlja bitna svojstva prostog ¢vrstog tela.

Za analizu (38.8),, piSemo

UQ=QU. (38.10)

Ovaj izraz nam omoguduje direktnu primenu teoreme linerane algebre:
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Simetricni tenzor U komutativan je sa ortogonalnim tenzorom Q akko Q ostavlja
karakteristi¢ne prostora U invarijantnim.
U opstem slucaju tenzor U se moZe predstaviti u obliku

3
U= Z },,' u; & u;,
i=1
gde su A; i u; karakteristi¢ne vrednosti i njima odgovarajudi karakteristi¢ni vektori.
Kako se karakteristi¢ni prostori tenzora U sastoje samo od njegovih karakteri-
sticnih vektora u trodimenzionalnom Euklidskom prostoru, onda sledi da su mogu¢i
sledeéi slucajevi:
i) karakteristicne vrednosti U su medusobno razlicite: postoje tri karakteristiCna
prostora koje odreduju tri medusobno upravna pravca;
ii) ima samo dve razlicite karakteristicne vrednosti, onda je

U=oal+pu®u,

tj. U ima samo jedan jednodimezionalni i jedan dvodimezionalni karakteri-
sti¢an prostor;
iii) sve karakteristi¢ne vrednosti U su jednake: onda je

U=A1I

i ceo trodimezionalni prostor je karakteristiCan prostor tenzora U.

Onda (38.10) tvrdi:

Lokalna deformacija ¢vrstog tela u odnosu na neizobliceno stanje prevodi telo
u drugo neizobliceno stanje akko pri tome karakteristi¢ni prostori lokalnog desnog
tenzora izduzenja U ostaju invarijantni.

Pri tome, kao $to se moglo ocekivati, rotacija samo prevodi jedno neizobliceno
stanje u drugo neizobli¢eno stanje i druge uloge nema. Medutim, u opStem slucaju,
grupe izotropije, koje odgovaraju dvema neizobli¢enim stanjima ¢vrstog tela, su
razli¢ite. Specijalno, rotacija tela u odnosu ¢ak na neizobli¢eno stanje, dovodi telo u
konfiguraciju u odnosu na koju je njegova grupa izotropije drugacija.

Izotropno ¢vrsto telo

Izotropno cvrsto telo je telo koje je istovremeno ¢vrsto i izotropno. Oba ova
pojma podrazumevaju postojanje posebnih neizobli¢enih konfiguracija. Radi de-
finisanosti, mi ¢emo sa k oznacavati konfiguraciju u odnosu na koju definisSemo
izotropiju, sa k konfiguraciju u odnosu na koju defini§emo pojam &vrstog tela. Onda,
za izotropno ¢vrsto telo vazi

OCgi gCO. (38.11)

Vezu izmedu ovih konfiguracija daje
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Teorema 38.2.1 Grupa izotropije izotropnih prostih ¢vrstih tela u odnosu na
bilo koje neizobliceno stanje je ortogonalna grupa, tj.

g =g =0. (38.12)

Dokaz

Prema (37.43), za izotropna prosta tela je g, = O, ili gy = u. Ako je gx = u, onda je,
prema (38.2), g; = P g P~ = u, pa prema tome i &q = u, Sto protivureci (38.11),.
Znaci, g = 0. Onda je k i neizobliCena konfiguracija i za ¢vrsto telo. Potrebno je
jos pokazati da je g; = O. To sledi iz (38.9), jer je gz = ROR” = 0.

Teorema 38.2.1 takode tvrdi da je k neizobli¢ena konfiguracija i u smislu izotro-
pije i ¢vrstog tela. U tom slu€aju nema razlike izmedu definicija neizoblieno stanje
¢vrstog tela i neizobli¢eno stanje izotropnog prostog materijala.

U slucaju izotropnih prostih ¢vrstih tela (38.10) mora da vaZi za svako ortogonal-
no Q C 0. Tada iz (38.10) sledi U = AI, u kom slucaju je ceo prostor karakteristi¢an
1 invarijantan pri prelasku iz jedne neizoblicene konfiguracije u drugu neizobli¢enu
konfiguraciju. Oc¢igledno da je tada P = RU = AR, tj. P je tada konformna defor-
macija. Drugacije receno:

Bilo koje neizobliceno stanje izotropnog ¢vrstog tela moZe biti dobijeno kon-
Sformnom deformacijom u odnosu na neko neizobliceno stanje; ili, svaka konformna
deformacija prevodi jedno neizobli¢eno stanje u drugo.

Elasticni materijali

Ovde se zadrZavamo samo na osnovnim pojmovima i definicijama koji su u vezi
sa nekim specificnostima pojma konfiguracije.

Definicija 38.2.2 Za materijal se kaZe da je elasti¢an ako je prost i ako napon
u trenutku ¢ zavisi samo od lokalne konfiguracije u trenutku #. Ovako definisani
materijali su poznati pod imenom KoSijevi elasti¢ni materijali.

Saglasno sa ovom definicijom napon elasti¢nih materijala ne zavisi od predisto-
rije kretanja. U sluCaju elasti¢nih materijala funkcional reagovanja prostih materijala
Z# svodi se na funkciju G gradijenta deformacije F, tj.

T = G(F). (38.13)

Naglasavamo da je F gradijent deformacije u trenutku ¢ u odnosu na neku fiksiranu,
inaCe proizvoljno uzetu, lokalnu referentnu konfiguraciju. Radi definisanosti G
nazivamo funkcija reagovanja elasticnog materijala. Izraz (38.13) se Cesto naziva
relacija napon-deformacija.
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A. Funkcija reagovanja G mora zadovoljavari princip materijalne objektivnosti
(37.26) u obliku
QG(F)Q" = G(QF). (38.14)

Ova relacija mora biti identicki zadovoljena za svako ortogonalno Q.
B. Funkcija reagovanja G zavisi od izbora referentne konfiguracije i kada je nuzno
mi ¢emo to naznaciti, kao i1 do sada, sa

T = G«(F). (38.15)
U odnosu na drugu konfiguraciju k biée
T = Gi(F), (38.16)

tako da je uvek
T = G(F) = G¢(F). (38.17)

Kako je F = FP, gde je, kao i do sada, P : k — k, onda iz (38.17) sledi da je

G (FP) = G¢(F) (38.18)
za svako regularno F, pa prema tome i za svako regularno F. Prema tome,

G (FP) = G;(F) (38.19)

je ekvivalentno sa (38.18) (vidi (37.33)).
C. Lako je pokazati da se, u redukovanom obliku, relacija napon-deformacija moze
predstaviti na viSe nacina. PiSemo sledece redukovane oblike:

T =RG(U)R’, (38.20)
T = R®(C)R7, (38.21)
T=¥(C). (38.22)

D. Smenom (38.13) u (37.37), dobijamo
G (F) = G, (FH), (38.23)

gde je H unimodularni tenzor. Prema tome grupu izotropije gy elasti¢nih prostih tela
¢ine unimodularni tenzori H koji zadovoljavaju (38.23) za svako regularno F. Za
takvo (38.19) glasi

Gi(F) = G¢(FH) = G;(F). (38.24)

Onda, iz (38.17), (38.24), (38.18) 1 (38.23) sledi da je

T = Gi(F) = G;(F) = G;(F) = G(F). (38.25)
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Znaci, u slucaju automorfizma sve jedno je u odnosu na koju funkciju reagovanja,
ili gradijent deformacije, odredujemo napon elasticnog Evrstog tela.

Ovaj zakljucak vazi utoliko pre kada je H € g, C O, tj. kada je elasti¢no telo
¢vrsto telo. Tada je moguce izvesti i nove zakljucke. Tako (38.23),zaH=Q € O,
piSemo u obliku

G(F) = G(FQ); (38.26)

za F =1 ova jednacina postaje
G(I) = G(Q).
Za iste vrednosti Q i F =1 (38.14) glasi
QG(I)Q" =G(Q).
Onda, s obzirom na ove dve poslednje jednacine,
QG(NHQ" =G(I). (38.27)

Prema tome, KoSijev napon za referentnu konfiguraciju ko (u odnosu na koju je F =1,
tj, u odnosu na koju je telo nedeformisano) mora da zadovoljava (38.27) za svako
8k,- UoCimo da je to zajedniCka posledica materijalne objektivnosti i materijalne
simetrije. UoCimo, takode, da isti oblik ograni¢enja vaZi i za tenzor U, Sto se vidi iz
(38.8)s.

Ako grupa izotropije gi, elasticnog ¢vrstog tela sadrzi pravu ortogonalnu grupu
(grupu rotacija), onda (38.27) i (38.8), vaZzi za svaku rotaciju Q. Tada mora biti:

G() = al, (38.28)
U=al, (38.29)

tj. tenzori G(I) i U su tada izotropni. Prema tome, napon u takvoj referentnoj
konfiguraciji g, je hidrostaticki napon, a deformacija koja povezuje takve dve
konfiguracije je Cista dilatacija (mogude spregnuta sa rotacijom).
Tako prirodno dolazimo do razmatranja materijala koji precizira slede¢a
Definicija 38.2.3 Elasti¢ni materijal koji je izotropan nazivamo izotropni
elasticni materijal.

To znaci da postoji bar jedna referentna konfiguracija k u odnosu na koju je
grupa simetrije g sadrZi pravu ortogonalnu grupu.

Teorema 38.2.2 Elasti¢ni materijal je izotropan akko je funkcija reagovanja
G(F), u odnosu na neizobli¢enu konfiguraciju kao referentnu konfiguraciju, izo-
tropna tenzorska funkcija od F, tj. akko je

QG(F)Q" = G(QFQ") (38.30)
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identicki zadovoljeno za svako regularno F i ortogonalno Q.

Dokaz

Ako je telo elasticno i izotropno, onda je g = O. Ako je Q ortogonalno, onda je i
Q7 ortogonalno. Znaci, ako je Q € g, onda je i Q7 € gi. Tada (38.26) vazi i za Q7,
tj. G(F) = G(FQT). Ova jednacina mora da vaZi za svako regularno F, pa prema
tome i za QF kada postaje G(QF) = G(QFQ). Iz ove jedacine i (38.14) dobijamo
(38.30).

Obrnuto, neka sada vazi (38.30). Kako uvek vazi (38.14), onda iz (38.30) 1
(38.14) sledi da je G(QF) = G(QFQ") za svako regularno F i ortogonalno Q.
Specijalno, ako uzmemo QF za F, dobijamo G(F) = G(FQT), koje vaZi za svako
ortogonalno Q7 , pa prema tome i G(F) = G(FQ). Znaci, grupa izotropije elasti¢nog
prostog materijala je gy = O i materijal je izotropan.

Redukovani oblik konstitutivne jednacine za izotropne elasticne materijale dobi-
jamo iz (38.26), koristeci polarnu dekompoziciju tenzora deformacije F = RU = VR.
Tako za H= Q =R’ i za H= R7Q’, dobijamo

T = G(F) = G(V) = G(VQ"). (38.31)

Dalja ograni¢enja na oblik funkcionala reagovanja G(V) namece (38.30), kojim se
iskazuje princip materijalne objektivnosti. Iskazuje se relacijom

QG(V)Q" =G(QVQ') (38.32)

koja mora biti identicki zadovoljena za svaki pozitivno definitan simetrican ten-
zor V i svako ortogonalno Q. Formalno matematicki (38.32) tvrdi da G(V) mora
biti izotropna funkcija svoga argumenta. Njen eksplicitan oblik daje sledeca teore-
ma:

Teorema 38.2.3 G(V) je izotropna funkcija akko je
G(V) = gol + ¢1V + 4 V7, (38.33)

gde su @y, ¢; 1 ¢, skalarne invarijante tenzora V. Preciznije, moZe se pokazati da
su ¢, ¢1 1 ¢ funkcije glavnih invarijanata od V, tj. od

Il(V) =N +7Lz+l3,

IQ(V) =M+ A5+ 1311, (38.34)
I3(V) = M A;5.

Na isti nacin moZe se pokazati da je

T = ®(B) (38.35)
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izotropna funkcija B = FF” , tj. takva da je
Q®(B)Q" = ®(QBQ"). (38.36)
Prema Teoremi 38.2.3,
@ = @l + @B + B, (38.37)
gde su @y, @) i @, funkcije invarijanata
L(B) =2 +25 + 43,
bL(B) = A A5 + A3A5 + AFAL, (38.38)
L(B) = A7 2525
Moguée su i potpunije anlize redukovanih oblika funkcija reagovanja izotropnih
elasticnih materijala, na kojima se ovde ne¢emo zadrzavati.

Elasticni fluidi

Videli smo da je grupa izotropije elasti¢nih prostih materijala za neku referentnu
konfiguraciju k£ unimodularna grupa, tj. g = u, i da tada vaZzi (38.23). Kako je F
regularno, onda se ono moZe uvek predstaviti u obliku

F = (det(F))'/3F*,

gde je ocigledno det(F)* = 1 i prema tome F* € u. Kako (38.23) mora da vazi za
svako H € u onda, ée ono vaziti i za H=F*"!. Tada iz (38.23) sledi da je

G(F) = G [(det(F)) 1] =G (V71),

gde je det(F) = J. Primenjujudi princip materijalne objektivnosti (38.30) na ovu
funkciju reagovanja dobijamo

QG (WI) Q" =G (Gﬁl) ,

Sto mora da vaZi za svako ortogonalno Q. Znaci G (\ﬁ I) je izotropna funkcija svog
argumenta, pa je, prema Teoremi 38.2.3,

G (WI) — ()L, (38.39)

gde je ot(J) skalarna funkcija. Medutim, kako je J = %, gde je po gustina materijala
u neizobli¢enoj konfiguraciji (ista za sve takve konfiguracije), onda moZemo pisati
o(J) = —p(p). Tada je Kosijev napon

T=G(F)=—p(p)L (38.40)

U ovom specijalnom slucaju p(p) je pritisak u trenutnoj konfiguraciji. Materijali koji
se karakteriSu ovom konstitutivnom jedna¢inom nazivaju se elasti¢ni fluidi. Svaka
konfiguracija elasti¢nog fluida, kao i za fluide uopste, je neizobli¢ena konfiguracija.
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Prirodna konfiguracija

Definicija 38.4.1 Neizobli¢ena konfiguraciju u odnosu na koju je tenzor napo-
na nula (slobodna od napona) naziva se prirodna konfiguracija.

Neka je ko takva konfiguracija. Onda je Gy, (I) = 0. Interesuje nas relacija
izmedu ky i bilo koje druge moguce prirodne konfiguracije. Neka je ko neka neizo-
bli¢ena konfiguracija i neka je funkcija reagovanja u odnosu na ovu konfiguraciju.
Onda je, saglasno sa (37.31) i (37.32), za slucaj elasticnih materijala

G, (D) = Gy, (Po), (38.41)

gde je Py gradijent deformacije kg =  ko. Kako su kg i ko neizobli¢ene kon-
figuracije, moZemo pisati Py = v/JR, gde je J = det(P), i R rotacija. Onda je
Gy, (Po) = Gy, (vV/JR). Ako identifikujemo R sa Q i v/JI sa F, onda se Gy, (v/JR)
moZe identifikovati sa G, (QF). Primenom (38.14) na ovaj specijalan slu¢aj, a zatim
(38.32) 1 (38.39), mozemo (38.41) pisati u obliku

Gy, (1) =Gy, (VIR) = a() 1. (38.42)

Prema tome, kq je prirodna konfiguracija akko je a(J) = 0. Dalja analiza se odnosi
na o(J). Kakoje a(1) =01

Gz, (D) = G, (R) = Gy, (D), (38.43)

onda je bilo koja konfiguracija koja se razlikuje od kg za rotaciju R, takode, prirodna
konfiguracija. Poslednja jednakost sledi iz (38.31) za slu¢aj F =1, tj. V =1. Dalje,
uodimo da je o(J) hidrostati¢ki napon koji predstavlja reagovanje materijala pri
Cistoj dilataciji u odnosu na konfiguraciju kg slobodan od napona. Fizicki je opravda-
no pretpostaviti da se pri povecanju zapremine (J > 1) zahteva hidrostati¢ki napon,
dok se pri smanjenju zapremine (J < 1) zahteva pritisak. Znadi,

a(J)>1 kadaje J>1, (38.44)
ili
a(J)<1 kadaje J<I. (38.45)

Odavde zaklju¢ujemo da je ko prirodna konfiguracija akko je J = 1. Drugacije
receno, prirodna konfiguracija kg je jedinstvena do na proizvoljnu rotaciju.
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39. Lagranzeve jednacine u me-
hanici kontfinuuma za neproste
materijale

\_

Cesto smo se susretali sa Lagrazevim jedna¢inama u razli¢itim problemima: mi-
nimalna povrs, geodezijska linija, u mehanici materijalne tacke, sistema materijalnih
taCaka, u mehanici kontinuuma, u [E; i E,. Izvodili smo ih viSe puta u zavisnosti od
problema koji izu¢avamo. Normalo je da se postavi pitanje: postoji li nacin da se
izvedu na najopstiji nacin koji bi mogao da se koristi u specijalnim slu¢ajevima?
Jedan takav pristup izlaZemo ovde.

Zadrzavamo se na najjednostavnijem slucaju: statika hiperelasticnog neprostog
materijala.

Pretpostavljamo da je unutrasnja energija € zavisna od gradijenata deformacije
veéeg od jedan, tj.

V(X) = (X,K1)7 Vz(x) = (X,Kle)v .. '7V(x(x) = (X7K1K2~~-Ka)7

ili kratko
e=¢(x,V¥(x)), a=1,2,....k (39.1)

gde je x = x(X,7) kretanje tela, a V¥ je gradijent reda @ u odnosu na materijalnu
tacku X.
IzloZi¢emo opsti prilaz u okviru varijacionog racuna gradijentne hiperelasti¢nosti.
SaV € Ej; obelezavamo zapreminu koje telo zauzima u referentnoj konfiguraciji,
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a sa dV njenu grani¢nu povrs. Onda je ukupna elasti¢na nagomilana energija

E:/S(X,V“(X))dv, a=1,. . .k (39.2)
v
gde je V¥(x) = (X ..k, ). Pretpostavljamo da je x = x(X) deformacija za koju
nagomilana energija ima ekstremum. Dalje pretpostavljamo da je
X=X=Xx+71 (39.3)
dopustena (infinitezimalna) transformacija, gde je
Viloy =0, a=1,...k, (39.4)

tako da je funkcional ukupne energije invrijantan. Drugacije re¢eno

/ £(x, V(X)) dV — / £(x, VE(x))dV. (39.5)
14 14
Onda mora biti
dE (1) d o var _
e / SERVAR) v =0, (39.6)
v =0
U razvijenom obliku je
d o _ de ko o
3 E®VE®) TZO—&"TJFO;V (x)-VE(n)
gde je
de
o . o - . -
VE(x)-V*(n) IX kKo Nk . Ky

_ 9 de _d oe ‘
N 0 XKa 8X’K1”,Ka n’Kl“'KD“l o0XKa 8X.,K|‘..Ka anl"‘Ka—l

o (—1) d_ .9 0 de_
oXki 0XKa-1 gXKa 8X7K,...Ka n

Prema tome je

SEE V()

de e a9 de
Tox M LTV oK T GxKat gxKa

7=0 a=

9X,K1.‘.Ka
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Primenom teoreme o divergenciji i koris¢enjem pretpostavke da je V¥(n)|5y =0

d
svodi se fv I €(X,V*(X))|r=0dV = 0 na sledeci oblik

/ %)) emodV =

e 99 de
IXK " 9xKat 9XKa \ Ixx, £,

dv-n=0.

_/88+k
— ) | ox
\%4

o=1

S obzirom na proizvoljnost funkcija 1, kona¢no dobijamo Lagranzeve jednacine
za posmatrani slucaj u obliku

de & w 0 d d de
g*’ Z (=1 oXKl T 9XKa-1 gXKa <3X,K1...Ka> =0 (397

a=1

Navodimo sledeée primere:
Zak=1,biCea=11i

Poznatiji oblik je
de 9 <(9> _o @98)

Zak=2biCea=1,2 i

@_ d de N Jd 0 de _0
ox JXK \ dx, XK oxf \ oxxx, )

de d de Jd d de
axF  9XK (afo) D <ax{<KL> =0 (99

Na isti nacin se dobijaju Lagranzeve jedanacine viseg reda.

Uoc¢imo da sledeca identifikacija obuhvata i Lagranzeve jednacine sistema
materijalnih ta¢aka. U tom slu¢aju XX identifikujemo sa . Onda jednacine (39.8)
postaju klasi¢ne jednacine materijalnog sistema

dode de
dr dxk  oxk

Uporediti sa (33.66).
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Lezandrove transformacije u mehanici kontinuuma -
Elasticni materijali

Neka je data funkcija dejstva L(x*, x{‘K), gde je x* = x*(XX) deformacija, a
0 k
x’fK = aXiK gradijent deformacije. Onda je

7= /L(xk,x{fk)dv

integral dejstva. Odgovarajuce Ojler-Lagranzeve jednacine su

JdL Jd JdL

o XK ok,

L
Oznacimo sa R = p,’f .Onda je
Xk

ar = 2k avey Ok g = Ok gy pEad

dxk dxk oxk
Takode je
d (ka PkK) = x{(K dpf + (kaK)pllc(
Onda sledi da je
dL
d (x{‘kaK —L) :x{‘dekK — Wd)/‘
Po defdiniciji je
H= x{‘K pkK —L.
Vidi se da je
H=H(* pK),
paje
JH JoH
dH = 5 dx* + —— dpf
ok ¥ G R Wi
i
dL dL
dH = (d%) pf + 2 dpf — =— df — —-dd =
(k) pr +xxdpy Ik ok 3

JL
:(dx{‘,{)pf+x{‘,(dp,’f 7dxk K K=

ax k
JdL
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1z ovih dveju jednakosti sledi da je

JH  JdL
oxk — oxk
oH
@ =Xk
1z Ojler-Lagranzevih jednacina sledi da je
JH JdL d JdL d

i e — K
ok~ oxk T T oXKodk oxkPE

Onda prethodni sistem jednaina postaju Hamiltonove jednacine za elasti¢ni
kontinuum

o _on

oxk — gpk’
Jd x_ 9H
oxKPe =~ g%

U delu koji se odnosi na Mehaniku kontinuuma dajemo kratak prikaz primene
LeZandrove transforacije u Termodinamici.

Lagranzevi mnozioci veza

Lagranzevi mnoZioci veza su snaZzan matematicki metod od posebnog znacaja
pri reSaravnju problema optimizacije i mehanickih sistema pod dejstvom veza. Veé
smo se sa tim susretali u poglavlju 33.3. Ovde razmatramo opsti slucaj. Koristi se
pri reSavanju sledeéeg problema:

Problem 10
Naci ekstremnu vrednost diferencijabilne funkcije podvrgnute nekim ogra-
ni¢enjima na promene posmatrane funkcije.

Preciznije, na¢i maksimalnu (minimalnu) vrednost funkcije

f(x), (39.10)
koja je podvrgnuta slede¢im ogranic¢enjima
hi(x)= 0,

= (39.11)
hm(x) = 0,

gde je x € Q € R”. Obi¢no se pretpostavlja da su funkcije hy,...,h,, € C2.
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U cilju razumevanja problema zadrzavamo se na jednostavnom slucaju kada je
n=2im=1.
Nadi najvecu (najmanju) vrednost funkcije

:=f(x)eR® x(r,y), xyeR (39.12)

pod uslovom da je
h(x) = 0. (39.13)

Veza (ograni¢enje) (x,y) = 0 definiSe krivu u R?. Diferenciranjem ove funkcije po
x, sledi da je

dh Jdhdy
4222 . 39.14
dx + dy dx ( )
v\ 7
Tangenta krive T(x,y) = | 1, P je predstavljena kao vektor kolone. Poznato je

dh dh

takode da je grad krive Vh = | —, =
dx’ dy

>. Prema tome gornja jednacina se moze

napisati u obliku
(Vh)-T=0. (39.15)

Sa geometrijskog stanovista, to znaci da je tangenta krive u svim svojim tackama
uvek upravna na gradijen krive. Podrazumeva se da vektor T odreduje pravac
pomeranja tacke x(x,y) duz krive.

Nas intersuje da nademo tacku x(x,y) krive 4(x) = 0 u kojoj funkcija f(x)
ima maksimalnu (milnimalnu) vrednost. Kad je u pitanju sama funkcija f(x), dve
klju¢ne tacke su:

1. Neka je f(x) = ¢ bilo koja ekviskalarna povs funkcije z = f(x) € R?. Onda

je
df =(Vf)-t=0, (39.16)

gde je t tangentni vektor ekviskalarne povsi f(x) = ¢. Znaci Vf je upravan
na f(x) = c u njenim tatkama. Uocimo takode da su f(x) = ¢, V.f € R? kao
i kriva h(x,y) =0.
2. max (min) f(x) je u pravcu Vf.
Prema tome, pri pomeranju tacke x(x,y) duz krive (u pravcu vektora T), traZi se
ona ta¢ka na h(x) = 0 u kojoj bi bilo t paralelno sa T za posmatranu ekviskalarnu
povrs$ f(x) = ¢ u toj tacki, tj. u kojoj je

(Vf)-T=0. (39.17)

Vizualno, to moZemo pretstaviti kretanjem dijedra ortogonalnih vektora t, V f
duz krive h(x) = 0.
To znaci da su u toj tacki krive V f i Vh kolinearne, tj.

Vf=AVh. (39.18)



39.2 Lagranzevi mnozioci veza 717

Skalar A je koeficijent proporcionalnosti i naziva se Lagranzev mnozilac veze.

Slika 39.1

39.2.1 Lagranzijan

Pogodno je uvesti Lagranzijan ¢(x,y, A) koji se odnosi na problem sa vezama.
Po definiciji je
f(x,y,l) = f(xvy) - Ah(xa.)/)
Onda je

L (9f Lomaf oh )\ .

Primer 18

Klasi¢an problem. Nadéi ekstremne vrednosti funkcije

fx,y) =xy,
koja je podvrgnuta vezi
2 2
Xy
h =—+=—-1=0.
(x7y) 8 + 2



718 Glava 39. Lagranzeve jednacine u mehanici kontinuuma

Resenje
A)
Vi(xy) = x),
X
e = (5
(xy) =7y
Onda je
Ax _0
T T = 4=
x—Ay =

ili

Prema tome, tacke na krivoj

[\e)

2
h(x,y):%—f—y?—lzo

u kojima kriva funcija f(x,y) = xy ima ekstermum su:
(2,1), (2,-1), (-2,1), (-2,-1).
Funkcija f(x,y) = xy ima sledece vrednosti u tim tatkama, redom, 2, —2, —2. 2.
Maksimalnu vrednost 2 postiZe u prvoj i poslednjoj tacki, dok minimalnu vrednost

-2 postiZe u drugoj i treéoj tacki.
Ostaje nam da odredimo vrednost LagraZzeovog mnozioca veze A. Iz jednacina

Ax
—7:0
y 4 )
x—Ay=0,
sledi da je
12
——y=0.
Y= 737

Postojey#0Oondaje A2=4 = A =42
B) Graficki prikaz resenja dat je na slici 39.2
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Slika 39.2

Funkcija veze je elipsa. Ekviskalarne linije funkcije f(x,y) = xy = ¢ su hiperbo-
le.

Vidi se da |c| raste kada se ekviskalarne krive udaljavaju od koordinatnog
pocetka. U tackama dodira ekviskalane linije s linijom ograni€enja, u kojima se
tengente ekviskalarne linije i linija ograni¢enja poklapaju, nalaze se tacke u kujima
f-ja f(x,y) = xy ima ekstermum.

C) Iustrativno je reSiti isti problem na drugi, ovde moguéi, nacin. To je slucaj
kada se funkcija ograni¢enja i(x) = 0 moguée predstaviti u parametarskom obliku,
tj. u obliku

x=x(t) i y=»().
2

U naSem primeru parametraski oblik funkcije i(x,y) = % + 1=0,je

Y _
2

x = 2v2cost,

y= V/2sint.

Onda je
@(t) = f(x(1),y(t)) = 4costsint = 2sin2t.

Ekstremum f-je ¢@(¢) nalazi se iz uslova

do(t
w:4cos2t20,
dr
ili q
t
O:w:40052t = coszt—sinzt:0,
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4.
cost = Esint.
Odakle se dobijaju resenja (2,1), (2,—1), (—=2,1), (=2, —1) i for = £2.

Slucaj kada se h(x) = 0 mozZe reSiti po jednoj promenljivoj, npr. y, spada u tu
grupu zadataka. Onda je y = y(x) i y(x) = f(x,y(x)). Klasi¢an slu¢aj funkcije jedne
promenljive, prethodni primer.

U opstem slucaju takva moguénost ne postoji i tada nastupa metod LagranZevog
monozitelja veze.

39.2.2 Opsti slucaj

Koristimo reprezentaciji x € Q € R”, x(x). Onda je

f(x) = f@), (39.19)
ha(X) =he(x) =0, a=1,....m<n. (39.20)
Pretpostavljamo da su funkcije /4 (x’) funkcionalno nezavisne, ili ekvivalentno tome
dh
da je rangJ = rang <atzx) = m. Onda se iz sistema jednacina (39.20) moZe odrediti
X
m koordinata x' u funkciji n — m preostalih koordinata. Bez gubljenja u opstosti
piSemo
x*=0%x°), o=m+1,...,n.

Geometriski to znaci da funcije
r=(x%x") = (x%x%),x"), o,t=m+1,...,n
definiSu potprostor R*™" C R". (Kordinatni sistem od R"™" C R" su koordinate

x%).

Bazni vektori T prostora R"~™ su po definiciji
d dx%
or _ T, = L, 7).
0x% oxe’ ¢

Primer 19
Neka je z= f(xy) ilir = (x,3,2) = (x,3, f(x,y)). Onda je

Jr af . or af
a = <1,0,ax) 1 aiy = <O,1, ay) o

(Uocimo redosled promenljivih u ovom primeru.)
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Uocimo da je

ho(x) = ho (P x7) = ho (xP (x°), x7) = 0.
Onda je
dha%h“dx’ Vhy-dx =
_ Ohg 0xP o Ohg . Ohg 0xP o, Magey
S ab o T e = g e B e Sy
[ 0hq oxP  Ohg . Ohg Ohg\ (0P .\ . 5
_<axﬁ&xc ara> <8xﬁ’8x7)<8x"’6‘5 &=
= Vhy Tedx® =0,
gde je

Vha = ( o a) -

Znaci, mora biti

Vektori Vi su linearano nezavisni i predstavljaju bazu vektorskog prostora uprav-
nog na prostor baznih vektora Ty. Zaista, iz uslova

A%Vhy =0,

i pretpostavke da je

< dhy )
rang/ =rang | — | =m,
dx
sledi da mora biti A% =0
Takode je _
fO) = f (&% (x%), xF)
vrednost f-je f(x) u prostoru funkcija ograni¢enja f-ja hy (x') = 0. Onda je

0f 2% o Of qu (91 O\ (08 oo\ o o
df =Vfdx= 35 oo b+ nd = (5.0 ) | 55,85 | =V Tedr.

Prema tome, funkcija f(x’) imace ekstremne vrednosti kada je
Vf-To =0.

ZnaCiVf-Tg =01 Vhy Ts =0, odakle sledi da je V f u prostoru vektora Viy.
Zakljucak, mora biti
Vf=A%Vhy. (39.21)

N Kao primer primene LagranZevog mnoZioca veze u Mehanici kontinu-
uma navodimo rad I-Shi Liu [I-Shi].
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