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IIpearosop

OBaj pajx 3a Wb UMa J1a U3JI0KU CBeOOyXBaTaH IIPerjiel] MPUCTYIIA 38 PYKOBAHbe HeJI0CTa]y-
huMm momaruMa, Koju Cy CBAKOIHEBHA II0jaBa y IPAKCH, KAO U Ja UCTPAXKM YTHIA] PASTAIATHX
WMITyTAIlMOHUX METO/Ia Ha jelaH O TeCTOBa BHUINEIMMEH3MOHe HOpMasiHOcTu. OpraHu3oBaH je y
TIeT TJIaBAa.

Inapa 1 ciry»ku yro3HaBamy ca OCHOBHUM KOHIIEIITUMA aHaJM3e HejocTajyhux mogaraka. zio-
JKEHa je KOHBEHIMja O O3Hakama Koje he OumTw kopwuinhieHe, a HAKOH TOra je W3JIOXKEH 33JIaTak
CTATUCTUKE U HAYEJIHU MOCTYIIAK CTATUCTUYKOL 3aKJ/bYUNBAMA. 3ATUM je OIMMCAHO KAKO MPUCYCTBO
HeocTajyhux momaraka cTBapa MpoOJeM IPU CTATUCTUIKOM 3aKJ/byIUBay U JATH Cy &I€KBATHA
npumepu. Hakon Tora je maimoxkena ¢popmasna Kiacupukalpmja odpas3amna 1 MEXaHN3aMa HeJI0CTa-
jama, IITO je WIyCTPOBAHO HA aJeKBaTHOM mpuMepy. /laT je mpumep TecTa KOju TECTHPA MPETIIO-
CTaBKY IOTIIYHO CJIy4YajHOI HEIOCTajarba, a 3aThM je mnoHyheHa rpyba kjacudukaiuyja METOIa 3a
pemaBate pobsiemMa HemocTajyhnx mogaraka.

Y riaBu 2 M3JI02KEHU Cy OCHOBHU BUIOBU CTATHUCTUYKOL 3aKJbYyJIHBAIba, IPBO HA OCHOBY KOM-
IJIETHUX, & 3aTUM U MOJATaKa KOju MMajy HemocTajyhe BpeIHOCTH. YBEJEH je mojaM u2HopabusHO-
MU MeXaHW3Ma HEJI0CTajarba 3a CBaKM O Ta deTupu HadnHa. CBUMa mHUMa je CBOJCTBEHO TO Jia
ce IPETIIOCTABIbA JIa Cy IOJIald Y30PKOBAHN M3 U3BECHE [TO3HATE PacIiojiesie BepoBaTHONA, Te ce Ha
Ty PACIIOMENTy OCJalha Y CBUM TUM THUIIOBUMA 3aKJbY IUBAHA.

I'maBa 3 myau apyru yrao riiefiama Ha npobseM, KOju 4ecTo 3a0buiaasu morpedy 3a crerudu-
KallljoM MOJIeJIa HaJl MOJaIuMa: uMnymauujy Hedocmajyhur nodamaxa. ViMiryranuja nupeiacrabiba
[poriec TOIymhaBama HerocTajyhnux mospa 3aMeHcKuM BpeHocTuMa. OOjallibeHo je Koje cy Ipe/i-
HOCTH W MaHe y OJHOCY Ha 3a/[aBaibe MOJeJsa HaJl IoJalyMa, Te je JaT Kparak mpersen dyH-
JTAMEHTAJTHUX Pe3ysTara y obsactu mmiyTaruje. V3ppirena je KiaacuuKamja Ha eKCIUIAIATHO 1
VMILIUIIITHO MOZIEJIOBAIHE, TE je 3a CBaKy OJf KJIacCa JIATO 110 HEKOJIMKO IIPUMepa. YodeHu cy rnpobJre-
MU KOjU Ce TUYy HEeaJIEKBATHUX CTAHIAP/HUX I'Pelllaka U JPYTUX OIleHA ITapaMerapa JH00HujeHnx Ha
OCHOBY MMITyTHPAHUX IOJaTaKa, a KOjU Cy MOCIeINIa HeypadyHaBamba HeoIpeheHOCTH KOjy UMaMO
0 BPEIHOCTU KOjy WMILY THPAMO.

Pemremse 3a oBaj mpobiieM jecte T3B. suwecmpyka umnymayuja, Kojoj je nocsehiena riasa 4. 3a
MOYEeTAK Ce JIaje Mperyie/l HeKNX HaUnuHA 33 ypadyHaBaibe HeoapeheHOCTH O He10cTajyhoj BpeHOCTH
Yy MMIIYyTaIlMOHY IIPOIEIYPY, a 3aTUM Ce Jaje KpaTak umcTopujcku mnpersen merona. Ilocrasrma ce
oty 0ajeCOBCKU KOHTEKCT pasMaTparma U JIMCKYTyjy ce moryha mojeiHocTaB/berha. HakoH To-
ra, objalmaBa ce HAYUH CHMYJIAIN]e AlIOCTEPUOPHOT OYEKHUBAA U JIUCIIEP3Uje, KA0 U YCJIOBU IO,
KOjUMa Cy Te CHUMYyJIalldje BajuaHe. ¥YBoje ce PyOuHoBa mpaBuia. 3aTuM ce TocMarpa (hpeKBeHiin-
OHUCTHUYKA MMPUPO/Ia 0ajECOBCKUX OI€HA, U TO MPHU CAYIAjHOM Y30PKY WU CIYIAJHOM HEIOCTA]arby .
N3Bozie ce pacnojesie oreHa y TOM KOHTEKCTY W JUCKYTYje Ce BAIMTHOCT TakBe (DpeKBeHIMOHU-
cTuuke) nporeaype. Hakon Tora npesiasu ce Ha MHTEPBAJIHE OIeHe IapaMeTapa, Kao U p-BPEIHOCTH
TECTOBA, U U3JIaXKy Ce IIO3HATU Pe3yJITaTH y TOM mpasiy. Juckyryjy ce ciabe Tadke U IIOTEHIIN-
janHu (HEeOlXO[HU) HOBU IIPABIM MCTpakuBama. Ha Kpajy riaBe Jajy ce IPUMEDPH HEKHX 9IeCTO
KopumheHnx MeTOJ[a U aJrOPUTaMa KOjUMa Ce BPIIU BUIIECTPYKA WMILY TAIH]a.

ITera ryiaBa mocsehena je u3ydaBamwy yTHIAja PA3IUIUTAX UMITYTAIMOHUX METOJA HA TECTOBE
BUIIIEINMEH3NOHEe HOpMAaJHOCTH. KOHKpEeTHO, mocMarpaHo je Kako ce metba Moh BHEP recra yko-
JINKO Ce OH CIIPOBOIM KOpucTehu JOIymeHe MomaTKe, a KOPUITNEH je MeTOJ Kajubpaluje Koju ce
OrJIe[Ia ¥ TOME Jia Ce TECTHUPA HE KEJbeHUM, Bell OHMM HMBOOM 3HAYAJHOCTU KOJU Jaje OUEKUBAHY
Mepy Tecta. CopoBeJieHa je OlCeKHA CUMYJIAIMOHA CTY/ja U JUCKYyTOBAHU Cy PE3yJITATH.
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8 CAJIPKAJT

N3jaBa 3axBasTHOCTH

WNako je mcupen mMeHe U Jajbe Ayradak IyT HAIPEIOBarha Ka0 MaTeMaTrndapa, CMaTpaM Ja je
ctuhu 710 OBe TadKe Ha KOjOj Ce TPEHYTHO HAJIA3UM HIIAaK BEJIUKH YCIIeX, Te UMaM HOTPe0y 3aXBaJIuTH
ce CBUMa KOjU Cy MOM YCIIEXY JOTPUHEJIH.

IIpe cBera, 3axBajbyjeM ce MOjOj IIpepaHO mpeMuHyJsioj mMajiuu MuioduHKY, KOja Me je joIr ca
TPU rOIMHE HAYYWJIA J1a YUTAM U MHIIEM U KOja MU je JI0 MOC/IeIber JaHa OuIa BEeJIUKa, MOIPIIKA.
Curypan cam j1a 61 ce OBOM MOM PE3yJITaTy PaJIOBAJIa BUIIE HETO ja. 3aTUM Ce 3aXBasbyjeM CBOM
ory ojky, Koju Mu TIpesCcTaB/ba CUT'YPAH OCJIOHAIL U 3AIITUTY.

XBaJsia M0joj MeHTOpPKH, 1pod. 1p Bojarn Musomesuh, Kojoj ce yBek Mory obpaTutu ca OmIo
KakBUM NHTarmeM, HeMajyhinm crpax of Tora Koje je moba jana mim nohu. Fbena momoh 6usa mu
je om mpecymHOr 3Havaja mpu nucamwy oBor pajga. CBu pesyaTatu 3a Koje ce y pajy Kaxe Ja
Cy HOBH, IOOWjeHU Cy y CapaJmbu C BOM. XBaja W CBUM octajmm mnpodecopuma ca Karempe 3a
BepoBaTHOhy u craructuky Maremarnakor dakysnrera YHuBep3uTeTa y beorpaiy, om Kojux cam
MmHOrO Hayuwmo. ['onune mpoBesene cryaupajyhu um pajgehu Ha TOj KaTeapu 3aCUTypPHO Cy TMEPHOI,
MOT' KHBOTa Yy KOjeM caM HajBuile HarpeoBao. IlocebHO ce 3axBajbyjeM WIAHOBUMa KOMHUCHjE HA
KOPHUCHUM CYTeCTHjaMa.

Taxobe, 3axBasHOCT AyryjeM u MojuM Kojerama ca Karenpe 3a maremaruky Paxyiarera opra-
HU3AIMOHNX Hayka YHuBep3uTeTa y Beorpasy, koju cy Omin mpemnmyHu pa3yMmeBama 3a Moje da-
KyJTeTcKe obaBe3e, 300T KOjUX je MOje TaMOIIbe aHTaKOBahe TIOHEKA ] MOPAJIO ¥ /18 TPETPIIN.

Ha xpajy, xBaJsia cBUM MOjUM IIpHjaTe/bUMa, KOjU Cy BHUIIE BEPOBAJIN Y MEHE HETO ja CaM.

Hamawm ce ma he oBaj MOj paJi HEKOME HOCIYKUTH OMJIO KA0 KOPUCTAH HPUPYUHUK 33 PaJl Cca
HeJlocTajyhuM mojanuma, Mid Kao OJICKOYHA JACKA Y FHerOBOM JIaJbeM HAYYIHOM HAIIPEOBAIbY.
MeHnu je BeroBo CTBapame 3aCUTyPHO IOMOTJIO.

Y Beorpany,
Cenrembpa 2022. romusne,
Hanujen Astexcuh.



I'maBa 1

YBoa y npobJieM HeaocTajyhux
ImoJaTaKa

1.1 O mojMoBuMMa m Oo3HaKama

Jorm of moveraka JbyICKe IUBUIN3AIN]E JBYIU Ce 3aHUMAjy 3a MPUKYILbAIbe, IIPEHOC U 00paLy
nojaraka. Mnak, moj pedjy nodayu moppasyMeBao ce MHOTO IMIMPOK CKYT HOjMOBa. 1o cy morie
OuTH peun, IIeCMe, CIIUKE, IPTEXKM, PYKOIIMCH - IPOCTO OWUJIO IITA IIITO Ce MOYKe IIPEHETH OJf YOBEKA
JIO YOBEKAa Ha OMJIO KOjU HAYMH.

YV nmaHarrm0j HAyIU [0MUI0 je 0 Osiare dhopMam3aliyje Tor mojMa, aJii He CACBAM. ¥y MAIIWH-
CKOM V4Ye€lby, PEeyMO, IO/ IOJAllNMa Ce MOXKE IOJI[PA3yMeBATH U CJIMKA, U 3BYYHU CUTHAJ, KaO U
MHOrO Tora jpyror. Unak, y crarucruny cmo jocta dgopmatanju. Kaga KaxkemMo Ja cy HaAM JaTh
[IOJIAIN, TTO/IPA3yMeBaMo Ja Cy HaM JIATH MmabesapHu nodayu, IMITO 3HAYH Jla HaM je J1aTa MaTpHIia
Y = [yi;] oumensuja n x K, rae je n 6poj Bpcra y Marpunu Y, a K 6poj IbeHUX KOJIOHA.

Csaka on Bpcra Matpure Y je obmuka (Y1, ..., Yix) U OHA 3AIPABO NPEJICTABIbA DEATU3AIN]Y
jemnor ciayuajuor sekropa (Y1, ..., Yk ). CylmITuHcky, BpCTe y HAIIUM IIOJAIMMA, IIPEICTABIbAjY pe-
aJM3alje He3aBUCHUX U jeTHAKO PACIIOE/bEHUX CJIyYajHUX BEJWYMHA U YIJIABHOM NEMO WX 3BaTh
oncepsayujama uaa uncmanyama. CBaKy O BPCTa 3aMUIIL/BAMO K0 jeMHKY HA KOjOj CMO U3MEPH-
JIM BpeJTHOCTH ofroBapajyhmx obesekja, Koja KO HAC MIPEICTABbajy KooHe MaTpuiie Y U 30BEMO
ux npeduxkmopuma nian arpubyTuma. Hexn o arpubyTa Moxke GUTH KATErOPUYIKY (HIIP. MOJ ), AJIH
hiemo TakBe Ha onroBapajyhin HAYMH HYMEPUYKH KOIUPATH.

YecTo hemo HAM3MEHUTHO KOPUCTUTH O3HAKE Y7, ..., Y U 32 CIyJIajHe BeJIUUNHE U 38 PEATH30-
BaHe KOJIOHE, aJIi fie U3 KOHTEKCTa YBeK OUTH jaCHO Ha IITa ce MUC/H. 3a OMUJI0 KOjy OJ KOOPIUHATA
Heke oncepBaiyje (Yi1, ..., Yikx) decTo hemo KopuctuT uspas heiuja, WM nombe, MITO HAKAKO He
Tpeba MeraTu ca ajredapCckoM CTPYKTYPOM II0Jba.

Y HekuM cuTyanujama KopuctuhieMo MaJsio JApyradnje o3Hake. Permmo, Kajma ce OABUMO JIMHe-
APHOM DErpecujoM, WJIU, ONINTHje, OMJIO KOJUM JUCKPUMUHATUBHUM MOJEJIOM, TaJa OOUYIHO je/THY
KOJIOHY y TTOJIAIINMA O3HAYMMO €& Y U 30BEMO YUbHA NPOMEHHUBH, JEP TPABUMO MO/IEJ KOjU by PO~
Iebyje Ha OCHOBY OocTaymX. Tajia je mpakca Ja ce 3a ocTaJsie KoJoHe KopucTte o3uHake X1, Xo, X3, . ...
[Ipomene o3naka hemo objammaBaTn Kako OyIeMO YIAJaJd y TAKBE CHUTyalldje, a TPyIuheMmo ce
Ja ux Oyme MTo Marbe.

1.2 3agmaTak CTaTUCTUKE

Kao u 3a 6m10 KOjy Apyry MaTeMaTHdKy M YOIINTE HAyUHY JUCIUIUIMHY, BEOMAa je TEIIKO U
HE3aXBaJIHO MPENU3HO 1eWHUCATH IITA je HheH 3a7aTak. 10 ce yBek, Hekako, 3ua. nak, yrpybo
roBopehn, moxkemo pelin fa je mocao jegHor craructTudapa da nporasa3u NPasusHOCIU Y NOJAUUMA
u da u3 rux u3sodu saksyure. OH TO paau rpagehu pasue modese, Koju Tpeda Ja MPEeICTaBIbajy
mrTo 60JbY AIPOKCUMAIIM]Y CTBApPHUX OjiHOCA MeDy momammma.

JemHoM craTucTHYApyY y TY CBPXY JIOCTYITHU Cy MHOTH CTATHCTUYKHU ajaTh. KOpUCTH ce BeJUKu
OpOj perpecmoHmx Mojiejia TOIMyT JUHEeAPHE Perpecuje, Kao W IHeHUX PEeryIapu30BaHUX BapujaH-
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10 I'JIABA 1. YBO/ Y IIPOBJIEM HEJIOCTAJYHUX IIOJJATAKA

TH TOIYT Ha3yOs/beHe mwim lasso perpecuje, MeToza MOTHOPHUX BekTopa wutxa. Kopmcre ce Kiacu-
bUKAIMOHN AJTOPUTMHU, PA3HA METOH 3a PEJYKIU]y JTUMEH3MOHATHOCTH, 3aTHM KJIACTEPU3AIH]Y
nojlaTaka u caumdHo. V3a cBera oBora y mosajuHu croje pyHIAMEHTAIHU PE3YJITATH TEOPUje BEpO-
BaTHONA M MaTeMaTUYKe CTATUCTUKE, TOMyT 3aKOHA BEJIMKUX OpOjeBa, MEHTPaJIHE 'PAHUYHE Teope-
Mme, [muBienko-KanrenujeBe Teopeme, a OHE ce MaK HAC/IAA]Y HA TEOPHUjy Mepe, (DyHKIMOHAJHY
aHaJIU3y, U TAKO JaJbe YHA3aJ 0 MATEMATUIKE JIOTHKE.

Hakon 1mTo je HampaB/beH CTATUCTAYKA MOJEN, Tpeba HMCIUTATA HEeroB KBajauTeT. 3a TO ce
KODHCTe pa3He Mepe KBaJUTeTa MOJea, KOje Y 3aBUCHOCTH O]l FberOBe MPUPOE MOIY ITOIPUMUTH
pa3He obsmKe. Y 9YecToj Cy yHoTpebHu CperbeKBapaTHa IPEIIKa, YHAKPCHA €HTPOINja, TAIHOCT,
MPENU3HOCT U 0/13UB Kjaacudukaruje uta. Jlajmo mpumep.

IIpumep 1.1 (sqmHeapHa perpecuja). IIpeTmocTaBuMo Jja MaMo TOJATKE KOJU Cy JATH Y MATPUIH

Yyr Tiuin X1z 0 Tip

Y2 T21 T22 Tap
[Y,X] =

Yn Tpl Tn2 - Tnp

U Jla Ha OCHOBY JATHX IIOJATaKa KEJIMMO Ja HAIPABUMO MOJEJ KOjU OIKCYje 3aBUCHOCT IIPOMEH-
JjpuBe Y Of HpOMeH.H)I/IBI/IX X = (X1,...,X,). Kako Mu HECMO 3aHHTEPECOBAHU 32 MOJEIOBAILE
3ajeqamuke pacmozese Y n X, Beh camo Be3e KOjoM IpBa OJ Apyre 3aBUCH, TO NEMO MU MOPa3y-
MeBaTH Ja cy HaM X ;-OBU KOHCTaHTe 1 MozeroBalieMo ycaosny pacnodeay Y | X = x. Kon mozmesna
JINHEapHe Perpecrje MPEeTIIOCTaB/ba Ce MOJIE 00K

YIX=X3+c¢,

rge ¢mo npernocrasuwm ga je 3 = (Bo, b1, -- - ,BP)T, a J1a cMo Marpuily X gornyHuiau Bogehom
KOJIOHOM jeJIMHUIIA. Y PACIHCAHOM OOJIMKY, 38 CBAKO ¢ MMAaMO [ je

Yi =po+ /X + -+ BpXip + €45

IJie TIPETTIOCTaBIhaMO J1a €y X;;-OBH KOHCTaHTE, jep MOJAETIYjeMO yCIOBHY PACIOeNy, a Jia Cy £;-
jeBHW cJydajHe BeJUUNHE KOje MPEJICTaB/hajy Tpelke u 3a70BosbaBajy layc-MapkoBibeBe yciioBe
IEHTPUPAHOCTH, HEKOPEJIMCAHOCTA M XOMOCKEJTACTUYHOCTH. JecTo ce IMpeTrnocTaB/ba U HOPMAaJIHA
PAaCIoAe/BEHOCT I'PellaKa.

Ilox mpeTTocTaBKOM J1a YKEJIUMO JIa MUHUME3YjEMO CPEJIIEKBAIPATHY TPEIIKY, MOXKE Ce TTOKa-
3aTH JIa CYy ONTUMAJIHE OlleHe KoeduljeHarTa Jare u3pa3oM

B=(X"X)"'X"Y.

OgBa orieHa je, Jaxie, OHTI/IMaﬂHaE I1OJT ITPETTIOCTABKOM /I j€ JIMHEapHU MOJIeJI JIeKBATaH 3a T0JIaT-
Ke, J1a YKeJUMO JIa MUHUMU3YjeMO CPeIIbeKBaIPATHY I'PEIIKY U, TTOCEOHO, Ja TPEIIKe 33 0BO/HaBAjy
ycaose layc-Mapkosa. Mehytum, peasHu mojaiuy Koje cMO MU JOOUIN HE MOPAjy UCIIYHaBATH Te
ycioBe, Te fie JinHEApHOPETrpeCHOHN MOJe)l ONTH BeoMa HeajekBaTaH. 1o Tpeba mpoBepuTH.

Perumo j1a 2kemmMo a IIpOBEPUMO HEKOPEJIMCAHOCT rpernaka. IIpakca je mokasasia jia je yecta
aJTepHATHBA TOME Ja TPeIlKe 3a70BosbaBajy ['ayc-MapKoBibeBe ycaoBe TO J1a OHE IIpaTe ayTope-
T'PECUOHY 3aBUCHOCT:

€; = Agi—1 + Uy,

e je KOHCTaHTa, a Hu3 (u;) 3a70BosbaBa yciaose Layc-Mapkosa. Tajia ce mpoBepa HEKOPEINCAHO-
CTH T'pEeIIaKa CBOIU HA TECTUPAIHLE XUIIOTE3E

Hola:O,

3a mTa ce Moxke Kopuctutn lapbun-Borconosa craructuka

10Bne Beh yIajaMo y IPBU IPOOJEM ca HOTAIMjoM: ca X CMO O3HAUU/IA M CJLyYajHd BEKTOP U ILETOBY N-TOCTPYKY
HE3aBUCHY pealM3allijy 3alvcaHy MaTpudHo. VI3 KOHTeKCTa je, HaJlaMo ce, jaCHO KaJla ce MUCJIHM Ha IITa O TO JBOje.
2Mma HajMarby JWCIEP3Hjy Ojl CBUX HENPUCTPACHUX OlEHA.



1.3. IIPOBJIEM HEJIOCTAJYEUX IIOJJATAKA 11

D= Z?:2(6i - eifl)Q
Z?:l 612 ’

KOja TIpu HYJITOj XUIoTe3u uMa, Bpeanoct 2. HapasHo, e; cy pesumyanu momena: e; = Y; — Y;.

YV nperxoHOM MpUMepPY WJIYCTPOBAJIU CMO IITa 3HAYW (DOPMHUPATH jeJIaH CTATUCTUYKHA MOJEJI,
Ka0 U KAKO TECTUPATH WUCILYEEHOCT jeJIHE OJI BUXOBUX IpeTnocTaBKu. CJNIHO Ce MOXKE TeCTHPa-
TH XOMOCKEIACTUIHOCT, 110 MOTPeON HOPMAJIHA pacHoiesbeHocT uta. Huje Temko remepann3oBaru
OBaKBO 3aKJbyUNBAIbE U YOUUTH Jia Nie ce IIpU PaBJberby OMIO KAKBOT MOJIEJIa TI0jaBUTH IOTPeda 3a
dopMupameM HeKe TeCT CTaTHUCTUKE, KOHCTATOBAbEM HheHe (ACHMITOTCKE) PACIOJeie IPU HYJITO]
XUIIOTE3W W KOpUIliemeM Tora 3a u3Boheme 3aksbydyaka. MelyTuMm, cBe oBe IpoIleype MOUMBajy
Ha TOMeE J1a Cy CBU IOJAIM JOCTYIIHH, /I3 Ce Ha OCHOBY EbUX MOXKe (hopMuparu OMJIO0 KAKBa OIEHA
WK JPyTa CTATUCTUKA, KPUTUIHE ODJIACTH, HHTEPBAJIN TIOBEPEHHha, UTII,

IIITa paguT yKOJUKO MOJAIM HUCY KOMILJIETHH, TO jECT aKO HEIOCTaje jeaHa WaIn BUIlle hesunja
y nogaruMma? Ha oBO u Ha ciMvHa NMUTamka MOKYIIaBa JIa OJIrOBOPU I'paHa CTATUCTUKE Koja ce baBu
pazoM ca HemocTajyhuM momaruma.

1.3 IIpobuem HemocTajyhux mojgaraka

Jaxie, HeKa Cy HaIK MOJAIM JATH MATPHUIIOM Y KOjy CMO YBeJIH Ha IOYETKY OBe IJIaBe, ajIl
HEKA HEKHW O]l IbUX HUCY JIOCTYIHHU 3a Omakame. Beoma je OMTHO HAIIACUTH J1a MOAANM KOju
HEe0CTajy IOoCTOoje, MMajy CBOjy BPEIHOCT, CAMO MH HE MOXKeMO [a umX oma3uMo. l[lpu
MOKYIIAjy Jla cpadyHaMO OUJIO IITa, I1a PEIUMO OlleHe JTMHEAPHOPErPECHOHNX KoedulmjeHara, pe-
suyase win Jlapoun-BorconoBy crarucruky, naumhu hemo Ha mpobsem ma je To Hemorylie, jep
[IPOCTO HE 3HAMO IIITa Tpeba J1a 3aMEHUMO Ha HEKUM MeCTUMa y (POPMYIIH.

Ad hoc pemeH)eE jecre ma ce M3 momaTaka m3baly cBakKa BPCTa KO0joj HemocTaje HGapeMm jemHa
hesmja. Tanma karkeMO 7@ BPINMMO AHAJIU3Y CAMO KOMILUIETHHX BPCTA, IITO je y JIATEPATypPU HA
€HIVIECKOM je3UKy II03HATO Kao complete-case analysis.

OBo MOKe J1a IPEJICTaB/ba OIPOMAH IIPOOJIeM. Y KOJIUKO jé HEKOMILJIETHUX BPCTa MAJIO M yKOJIHKO
[OZIANU HEJIOCTA]y Ha NPUOJIMKHO Ciaydajad HaduH (mro fiemo KacHuje nerabHuje nerndUuHucaTu),
6uhemo Ha MajoM TyouTKy. 3HAMO Ja Juciep3uja Belinbe oneHa onajia ca KBaJpaToM PacTojamba,
na fieMo pocTo, cMambUBIIM 00MM Y30pKa, MaJIKKIIE ToBehaTn Auciiep3nje HalluX oleHa. AJjmu, mra
aKo TOJAI HEJO0CTajy HA HAYMH KOjU HUje CIIydajaH?!

Ilpumep 1.2. Jemna o wecTux CUTyalyja jecy T3B. IEH3YPHUCAHU TOJaIu. Permumo jga mmMamo
Bary koja je y cramy jga m3mepu 100 kmyrorpama mid Mame. YKOJUKO Ha Iy CTaHe 0coba Koja
nma Behy macy, Bara he mpukaszaru 100kg m ymozopeme ma je rpaHmYHA Maca MPEKOPAYEHA, I
HelieMo MMaTH TpaBy BPEIHOCT Mace 3a mocMarpany orcepsainjy. OBO je mpuMep IeTUMHTHOT
HEeJOCTajama. JeqHOCTaBHOCTH PaJiu, IpeTrocTaBuheMo ma ako je ocoba texa of 100 kuiorpama,
Bara npukasyje rpemky, a He 6poj 100. JacHo je 1a oBO HejocTajare U HEje Oalll CJIydajHo.

VKOIMKO M3 MOJaTaka KOJU HEIOCTAjy HA OBAKAB WJIM CJIWYHE HAYWHE M30AIMMO CBE HEKOM-
IJIeTHE BPCTE, yIIaaaMo y TpobJieM jep CMO M3ryOuMIn pernpe3eHTaTHBHOCT y30pKa. IIpocTo, y cBeTy
[IOCTOj¥ MHOIO Jby i Texkux oJ1, 100 Kujiorpama, a y HaiieMm mpepalheHoM y30pky ux Helie outu. OBo
he nma mokBapu oreHe 61JI0 KAKBUX KoedUIMjeHaTa y MOIey U, JoIl buTHuje, nokeapuhie pacnodese
mecm cmamucmuka, Ta he pe3yaTarn MHOTUX TeCTUPamba OuTH norpernau. Permmo, 3ak/byanhemo
J1a je HeKu KoeUIMjeHT y3 NPeIUKTOD HyJia, a od Huje myJa (Banmos Tecr), wiu iemo 3akibyanTu
JIa Cy T'DeIlKe HEKOPEJUCAHE HAKO HUCY.

IIIraBure, mope mpobjgemMa ca KOHTAMUHAIIN]OM OIeHA U ,,KBapemeM PACIOJEea TeCT CTATH-
CTHKA, jacHO je ma ryboumo madbopmarmjy. Moxa Hamm nojganu umajy 20 nmpeaukTopa, Uy CBaKOj
HEKOMILJIETHOj BPCTH HeJI0CTaje caMo 1o jeana henuja. Tana, msbaruBameM cBake Bpcre ryommo 19
Io3HATHX OpPOjeBa, a CyITUHCKKA He 3HaMO camo 1. CBe IIPETXO/HO PeYeHO HABOJM HAC HA TO Ja
Oprcare HEKOMIIJIETHIX BPCTa U HEje Al Hajoo/be perebe 3a PyKOBaIbe HeI0CTajyNuM moIammMa.

3Koje ce 4ecTo I KOPHCTH, MaJ[a yIIaBHOM He 61 TpebaJo.
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AnrrepraruBa ToMe 6UJI0 OM HEMITO IITO je y JIUTEPATYPH MO3HATO Kao pairwise analysis, a
Mz hemo ra 3BaTH NPHUCTYII nap—no—napa. OBakBa TpoIeIypa cacToju ce y ToMe Ja u30aIryjemMo
HEKOMILIETHY BPCTY M3 IOJaTaka caMO KaJa Cy HaM 3a aHajM3y HEOIXOJHE CBe meHe hemuje, a
nnade #e. Pasmorpuhiemo nporeaypy Ha jeHOM TUIIMIHOM IIPUMEPY .

Ipumep 1.3 (koedunujent kopenanuje). Heka cy momaiy gaTu MaTpUIIOM

1 Y

T2 Y2
[X) Y] =

Tn  Yn

U HeKa y 10j mocroje hesmje kKoje memoctajy. Heka »keqmmo na Ha OCHOBY IIOJIaTaKa OIEHUMO
koedunpmjert kopenaimje p(X,Y). Ha cy cBu nojamu gocryndu, 10 6ucMo ypajuiu Kopucrehin
bopmyy

« _ Yoy (@ — Tn) (yi — )
PXY) = —= = 7 —

\/Zi:1($i - xn)Q\/Zizl(yi —Tn)?

[Tap-no-ap npucrymn he Taga T,, padyHaTH HA OCHOBY CBHUX JOCTYIIHUX [I0/IATAKA Y IIPBOj KOJIOHU
U3 10/aTaKa, &, aHaJIOrHO, ¥, le padyHaTH Ha OCHOBY CBUX JIOCTYIIHHUX IIOJJATAKa U3 JPYTre KOJIOHE.
Amnajiorno he pauynaru u 06e cyme y umenuoiry. Mehyrum, 6uhie y cramwy j1a cpadyHa i-TH [IPOU3BO/I
u3 cyme y Opojuolly ako m camo ako cy obe hemmje y i-10j omcepBammju gocrymae. Jlakie, 3a
KOBapujarujy u3 6pojuoria ce, CymITHHCKA, PN YKIAMAKHe CBUX HEKOMILIETHUX OIICEPBAIH]A.

Buaumo ma cy Opojusan m mMEHHJIAIl CYIITHHCKH PAYyHATH HA PA3IMIUTUM momaruMma. 1o
MOZKe JIa JIOBEJIe JI0 TOra Jia OlleHa KoedUIMjeHTa Kopesaalyje UCiafHe u3 narepaaa [—1, 1], mro
je, HapaBHO, OECMUCJIEHO.

OBaj mpumep HaM TOBOPM Ja HU aHAJU3a [ap-lo-lap, WAKO Hau3rien yHamnpeleme y omHO-
Cy Ha YKJIAmhabhe HEKOMIJIETHUX OICEPBAIlMja, He IMPE/CTaB/ba DAl IaMeTaH HAYUH 3a PYKOBAHE
HemocTajyhuM mogamuma.

Crenehu kopak y mpaBoM cMepy Omio OM yOuuTH [1a TPOMEHJ/BUBE y MOJAIIMa YIJIABHOM HI-
Cy TIOTIIYHO HE3aBWCHE. 3a JIMHEAPHY PErpecujy HEKOPEJUCAHOCT, Wi 6apeM ciaba KOpeJIncaHoCT
[IPOMEHJPUBUX KOje Cy MPEeJUKTOPH, jecTe MoyKeJbHa OCODMHA, aJid je U TaJa HeKa (DYHKIMOHAJIHA
3aBUCHOCT TIPEJMKTOpA decTa mojasa (pemumo Mogzest ¢ uarepakinujamal). Cee 0Bo roBopu Ham 0O
TOME J[a je BeOMa BEPOBATHO Jia JOCTYIIHHU IIOJIAIM /1ajy HeKy MHMOPMAIN]y O OHUMAa KOjU HEJ0CTa-
jy, Te ma 6u ce Ta nHGOPMAIMja MOTJIAa UCKOPUCTUTH JIa Ce HEJI0CTajyhu momaTak 3aMeHn HEKOM
cmucisieHoM BpeaHomihy. OBaj mporec mo3HarT je Mo, Ha3uBOM umnymayujad nedocmajyhux no-
damaxa (eur. Missing Data Imputation).

O umnyranuju he 6uTu BuUllle pedn y J1a/beM TEKCTY, a caja eMo ce jierajbHuje M03a0aBUTH
caMUM MeXaHU3MUMa HEJI0CTajarbha IoIaTaKa.

1.4 Kiraacudwukanmja HegocTajama

Kao mto cMo Buzenmn u3 mpumepa E, IIOJIAIM HE MOpA]jy Jia HEJIOCTajy Ha CJIydajaH HAYWH.
IIpumep MOTIIYHO CJTy9ajHOT HENOCTajarba O OU PEe3yJITaTh Mepermha WHCTPYMEHTOM KOjU Ce I0-
Bpemeno kBapu. [lakie, Buaumo ga mely camMuM HauwmHMMA Ha KOj€ MOJAIM HEIOCTA]y IMTOCTOje
3HaYajHE pa3jIuKe, Ia ONCMO BOJIEN 4 X HA W3BECTAH HAYNH KJIACH(MUKY]EMO.

Hedunnmuja 1.1. Heka mmamo momarke cmemnrene y n X K marpunmy Y = [y;;]. Mampuya
odz060pa R = [r;;|, mcTux mumensmja kao u Y, nedHHHIIE ce KAO:

(Vi,j) ri; = 0 axo y;; Hemocraje, a 1 unade.

4Maxo Moxke GuTn Bume o7 JBa aTpubyTa, Guhe jacHo M3 KOHTEKCTA.

SBugern [2].

6Cprcku Tepmun Guo Gu nonyrwasatse, am ce y gomahoj naynu muje omomahuo.

"Nwme je oTeksio n3 ankera: HeaocTajyhin moiaTak ce mojap/kyje Tako MTO HeKO of0uje ja ojrosopu Ha nutame. Cpehe
ce Ha3UB MAMPuya 003U6a.
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Hanomerna. Marpumna R, makie, npeacraB/ba u3BecHy ,MACKy’ MPEKO Marpuile Y U CBaKa HEHA
hesnja je mummkaTop koju mocraje 0 ako omroapajyha hemumja y marpurmum Y memocraje. Hecto
kopuinhena ajgrepHaTuBa Marpuiin R jecte Tako3Bana undukamopcra mampuya nedocmajarea M,
ca rmoJjeeM Mm;; Koje je 1 ako mojaTak Hejocraje, a 0 axko je gocryman. OHa y HEKy PyKy IPeICTaBiba
JIOTMUKY cynporHocT Mmarpuiie R u oHe jemna npyry jemnosuaduso oxpelyjy. Mu hemo ce mHagasbe
apxaru marpuie R.

Hanomena. Tlorekan ce, 360r pasiukoBarma MOPeKJa HeJocTajama, y Marpuin M (kaga ce oHa
KOPUCTH) HyJjIa KOPUCTH 3 JOCTYIHO 110Jbe, a HeJocTajyhia 1mo/ba ce Koaupajy pasjinauTuM HEeHyJIa
6pojeBuma. Perumo, y MEIUITMHCKOM HCTPaKUBAaKy, 1 MOXKe Ja 3HAYHU A je TAIUjeHT OLyCTao Of
WCTParKUBaIba, 2 11a je IPEeMUHYO Y TOKYy ucTpazkuBama uta. Mu hemo ce pokycuparu mna bmHApHT
caydaj, a 0 ocTasuMa BuIe ce Moxke Hahn y [5].

1.4.1 OOpacmu HesOCTajama

3ro/iHO je pasIuKOBaTH 00pa3ay, WM, YeCTO, waOA0M, IO KOjeM IOl HEJIOCTA]y U Pa3iiu-
KOBaTHU Tra O] Mexrahudma HemocTajama. Kama kaykeMo obpasal] HEIOCTajarba, MUCIIMO Ha OIUC
HEJIOCTajarha y KOHKPETHUM ITOIAIMMa KOje MMaMO, PACIOpe] O KOJOHAMA, UTJ, a KaJa KasKeMO
MeXaHU3aM, MUCJIMMO Ha CaM BEPOBATHOCHU MOJIEJI KOJU CTOJU Y TIO3aINHU HEOCTajyNuX mojaTaka.
Muciumo, makie, Ha MaTpuily R, HBeHy pacroiesny, OJHOC ca JOCTYIHUM W HEJOCTYITHUM IO/a-
numa. Cymupano, moxkemo pehu ma marpuria R mocmarpana Kao ciydajHa BeJIUdYuHA JieDUHUIIE
jellaH MexaHu3aM HeJ0CTajamba, a Ja je CBaKa heHa peasin3allnja jeJaH HBerop obpasarl.

IIpumep 1.4 (obpaciu HemocTajama). Y 0BOM mpuMmepy noMenyhiemo neke dyecre obpaciie HeZO-
cTajama, a BUINE U JeTajbHUje MOXKe ce mpountaru y [B], rje cy JaTw m IpuMepn ca peaHuM
nojanuma. Jla 6ucmo ux 60sbe pasymesn, ciaykuheMo ce caukoM [L. 1.

n % Y3 Y, K 1. h Y3 Y, % 1. Y3y H

JdE AAEEG

(2) (6) ()

hn h Y Y, i h T

(m)

T O
[ 1]
| |

] O0O=

Cnuka 1.1: Hectu obpaciiy HeocTajamba

(a) JemuomumensmoHo Hemocrajamwe. Ha commum @a JaT je IpuMep jeTHOIUMEH3UOHNX HEeJ0-
crajyhux nomarakad. Y oBoM cilydajy, HEJIOCTAjAIbE je IIPUCYTHO Y CAMO jeJIHOj KOJIOHU /IIpo-
MensbuB0j Mehy moganuma. OBo je mpBu oOpa3sal] HerocTajama Koju je 6uo HayIHO obpahuBaH.
Yecra je mojaBa y curyanujamMa y KojuMm je ormrreheHa MPOMEH/BUBA jequHA KOja je Pe3ysiTar
HEKOT' MEpemba.

8Enr. Univariate Missing Data.
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(6) Hemocrajare ncTux NpoMeHJbUBHUX y Buille oncepBanuja. OBo 1IpejicTaBiba yOIIITeHhe
MIPETXO/IHE CHUTYyallhje, TJie HeIO0CTajaha MOTY OWTH NMPUCYTHA Yy BUINE IPOMEHJbUBUX, AJIN
Ha crenudUIaH HAYNH, KOjU je WIyCTPOBAH HA CJIUAIN @6. YKOMUKO Y 4-TOj OIICEpBAITU)U
HEJIOCTaje Y4i, HemocTajahe u ys;. JApyrum peumma, HEeKe MTPOMEHJHPHBE HEJIOCTA]Y 3aje/HO.
OBo je decra mojaBa y aHkKerama, rie omrelieHe MPOMEHJ/bUBE IMPEICTAaB/bajy OIArOBOpE HAa
JIIKAK/bUBA MHATAHA.

(8) MonoTroHo HegocTajamwe. OHO je IPUCYTHO y CUTyaIljaMa rjie cBaka ciezehia OHCGpBaLLI/IjaE
uMa, cee Buie HegocTajyhux hemuja ox nperxomse. OBO je decra cuTyanuja y MeIUIIMHCKUAM
UCTPa’KMBaKUMA, IJIe MAIMJEeHTH BPEMEHOM OJyCTajy OJ HEKUX (UJjIM CBHUX) TECTOBA, jep UM
mocTajy OOJiHM, HEIPUjATHU UTI.

(r) Ha coumm @a JATO je YOIIITeHme CBa TPU INPETXOJHA, IJe ce He MOXKe YOUUTH HUKAKBa
npasmiaocT. [lonanu Koju npate oBakas 06paszali HeJI0CTajarba 9eCTO IPUOIMZAKHO IIpaTe HEeKN
JPYTHU, TPABUIHU]U.

(n) JdBe mpomeHJ/bUBe KOje ce He MOTY 3ajeJHO onaxarn.ld Kama cy mocrymme Bemuke
KOJIMYMHE TO/IaTaKa, YeCTa je TojaBa Jia MOCTOoje MPOMEHJbUBE, HA30BUMO UX Yo U Y3 KOje 3a
BesiuKu OpOj OIICepBalluja MCIO/baBajy Taj MPobJIeM Jia aKO je JIOCTYIHA jeiHa, Ipyra HUje.
Excrpemun cirydaj oBakBor obpacia IPUKa3aH je Ha CIIUIN @,a OcHoBHE 1TPOOJIEM OBAKBOT
obpacria HeJIoCTajarba jecTe Ja ce He MOTY OIeIhMBATH MmapaMerpu MelycobHe 3aBHCHOCTH
MMPOMEHJPUBHUX Yo U Y3.

1.4.2 Mexanu3Mm HeJOCTajama

Heka nam Y o3HauaBa HOJATKE, OBAj IIyT IMOCMATPAHE KAO CIIYUAjHY BETUIUHY. Y KOJIUKO Me-
Dy momarmmma mocroju camo jemaH arpubyT, Taja je Y CiydajaH KOJOHa-BEKTOp. ¥YKOJUKO MeDhy
nomaruma nmamo K arpubyta, mu hemo Y 3amursparu kao n X K marpuiry, aan hemo ra gecto
TEOPHjCKU ITOCMATPATH Kao CJIydajaH BEKTOp AyKuHe nK , Koju HACTaje TaKO IIITO Ce& MATPHUIIA ,,pas3-
smmcra” uayhu no Bpcrama. OBo Ham Helie npeTﬁpaHO cMeraTH, jep 3HaMo ja cy mpocropu M. s(R)
u R ajirebapcku ¥ TOIMOJIONIKY U30MOPQHM,~ a GeHedUTH OBaKBe JyaJJHOCTU Beoma Op30 he ce
yountu. [Togarke Y ysek fie nparuru ciyuajuu Bekrop/Marpuna oarosopa R. Horanuja kojy hemo
Jlajbe KOPUCTUTH JICIMMUYHO je pey3era u3 [5], a mesuvuano u3 [L0].

Hanomena. Ilpuspemeno hemo ce 0cji000uTH NIPETIIOCTABKE O TOME Jia Cy IOJAIM peaIu3aliuja
n IID caydajuux BekTOpa. Y IPAKCH je YIJIABHOM TAaKO, &l NeMO UIAK YBECTH MUHUMAJAH OPOj
MPETTIOCTABKYU KOjU HAM je 3a M3JIararmhe TeOpHje HEeOIXOIAH.

CIDyHKuI/IjaE o(Y,R) npezcraspalie Ham nonsekrop” on Y KOjU YUHE OHU H-EIOBU €JIEMEHTH
KOju ¢y Ha nozunujama Ha Kojuma y R croju 1. Koncraryjmo ma je o(Y,R) cayuajua Benuuunna,
Kao pyHKIHja caydajaux Beananna.td Kasa 6yaemo mocmarpann peanusanuje Y n R kopuctuhemo
o3HaKe y u T, o morpebu ca oxroapajyhum maaekcuma. Osnaamnmo ca o(Y, R) ,moxasexkrop” of
Y xoju ce cacroju ox onux moba y Y Koja cy memocrajyha. Haxne, o(Y,R) caupxu wemocrajyhe
MOJIATKE.

Hanomena. He tpeba memaru docmynme u peaausosane nogarke. Jocrynau nonaim o(Y, R) npes-
CTaBJ/bajy CilydajHy BesuduHy (BeKTODP) u uMajy peasusaiujy o(y,T).

CaJia ce BUJU U IIPEIHOCT JYaJTHOCTUA MATPHUIIE U BEKTOPA: KaJla Ce M3 BeKTOpa u3baie HeaocTa-
jyha mospa u KaJa ce OH ,CKpaTi’ - OH OCTaje BEKTOp - ejeMenT o R?; Huje jacHo Kako Marpuim
usbanuru (HenpasBuiHO pacnopefena) memocrajyha mosba, a 3ajapxkaru cTpyKTypy Marpuie. Ha
CITAIIH @ WIyCTpOBaHA je ymnorpeba yBeIeHUX O3HAKAa WM IOMEHyTe JyaJJHOCTH Ha KOHKPETHOM
npumepy. CuBoM 60joM O3HAUEHA CY 110J/ba KOja HEIOCTAjy, & OeJIOM JOCTYIIHA.

9Tla camum TuM u aTpubyT, jep ce OHHU TAKO MOTY rmopeharT.

10Enr. The File-Matching Problem.

" Bume o orome Moxe ce mpounTatn y [[13].

1203naka o je o enryeckor observed: omasxken, jocryman. Oba osnaxa je us [L0] u sromma je sa kopumiheme y TperyTKy
ysobema sedununuje. Jlurn n Py6un xopucre Y gy, a Bypen Y. Mu hemo, 1o norpebu, Kopucturu cse ose O3HaKe, y
3aBUCHOCTH OJf KOHTEKCTA.

13Hehenmo ce mpesme onrepehmBary goKasoM na je BopenoBa; cMaTpaMo 1a je TO JOBOJGHO OUHIIIEIHO.
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OpuruHan ,,Pa3/INCcTaHo"
y F
y11 | yio 0 1 y Yir | Y12 | Y21 | Y22 | Y31 | Y32 | Ya1 | Ya2 | Y51 | Ys2
Y21 | Y22 1 1 ~
r 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
Y31 | Y32 0 0
Ya1 | Ya2 1 0 o(F,T) | V12 | Y21 | Y22 | ya1r | ys1 | ¥s2
Y51 | Ys2 1 1
o(F,T) | yar | w31 | ys2 | wae

Cnuka 1.2: Unycrpanuja yBeJeHUX O3HAKA

Hedbununnmja 1.2. Y pocajammbuM 03HAKAMA, 0L, MOJEAOM (METAHUMOM) HEDOCTNAjAbA TOJI-
pasymeBamo ycsioBHY pacmnogeny R mpu yciaoBy Y, Kojy hemMo JaTu HeHUM 3aKOHOM PAaCIIOJIesIe

gp(r|y)=P{R=r|Y =y}, (1.1)
r7e ¢ Tpe/CTaB/ba HEMO3HATE TTapaMeTPe MOJIEA.

Caza cMo cipemun sa nsnoxumo Py6unosy ([B1]) nedunuimjy ciydajHor Hegocrajarba moaa-
taka. [logpasymeBamo ocaalime O3HAKE.

Hedununmja 1.3. 3a nmomarke KaxKeMo 1a HEJOCMAfY HA CAYHAJaH HAYUH Y PEAAUIOBAHOM CMU-
CAY™ YKOJIMKO je UCILyH€eHO:

(Vo) (Vy : o(y,F) = o(7.F)) 96(T|y) = 9s(F|F), (1.2)

I7le Y IIPEJICTaB/ba PEAIN30BAHY BPEIHOCT O Y.

IIperxonna gedununuja HAM KaXKe N8 MOIET HEIOCTAjama e (- | -) 3a CBe BPEIHOCTH mapaMe-
Tapa ¢p MPeTIoCcTaB/bha /1a YCJIOBHU 3aKOH PACIIOfeIe 1a obpa3all HemocTajama R y3me peaausosany
BPEIHOCT T HE MEHa CBOjY BPEIHOCT, JOKJIE TOJ, Ce TTOMAIM KOjU Cy Y YCJIOBY TOKJIAIIAjy TaMO TJIe Cy
nocTymHE. Jom jefHocTaBHHUje: BeposaTHONa 118 MOJeN HeJocTajama y3Me Peau306aH)y BPETHOCT
IpHU yCIOBY MOJATaKa - He 3aBUCH O]l OJaTaKa KOju HeJIOCTajy.

Hanomera. Younmo na mperxonna pedUHUIMjA HE KayKe HUINTA O 00PACIIIMA HEIOCTAjarba KO-
ju cy moeyhu, aru ce nucy peasusosasu. Takohe, mpeTmocTaBka KOjy CMO yBEJIH OIHOCH Ce HA
IIPETIIOCTAB/BEHN MOJIE]T HEJ0CTajamba ¢ (- | -), KOju He MOpa HyzKHO OJIrOBapaTu CTBAPHOCTH.

Hapenna nedununuja npencrasiba CTPOXKU]y BAPUjAHTY TPETXOIHE.
Hedbunurmja 1.4. Ilogamu Y Hemoctajy ysex na cayuajon narunld YKOJIUKO BaK! J1a je
(Vo) (Vr,y,y": oly,r) = 0(y".1)) go(r|y)=gp(r|y"),
rae y u y* npeacrtaBsbajy map moryhux peanmsanuja Y.

IIperxonna meduHuUnMja Kaxe HAM Ja CE BPEIHOCT Monena ge(r | y), npu duxcuom r (6mio
PeaJin30BaHOM WJIM He), HE MEha [IPHU Meharby CKylla MOJaTaka y yCJIOBY, CBE JOK C€ TH CKYIIOBU
TIOJIaTaKa MOKJIANajy Ha MeCTHMa Koje I' IIPeNo3Haje Kao JOCTYITHA.

YEnr. Realised Missing at Random, nmu, ckpaheno, Realised MAR.
15 Enr. Everywhere MAR. Mozke u: CBya Ha CIIydajaH HAdH.
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Hanomena. OBakBe Ha3uBe NPETXOHUX ABajy MexaHu3ama npey3sesm cMo u3 [L0]. Y sureparypu ce
RMAR mexanuzam, gecro, mpocto 30Be MAR, nok ce 3a EMAR kopuctu cuararma Missing Always
at Random u ckpahennia MAAR. Koz Jlutia u Py6una cpehe ce npyru nHaunn nmeHoBama ([B]).
Mu hemo ce TpyauTHu 1a yBEK HAIJIACMMO HA KOjU MEXaHU3aM MUCIUMO.

Hanomena. Y nedbunuimjn B durypucasia je peajgn3oBaHa BPEIHOCT T, & Y YCJIOBY cBe Moryhe
peanm3anuje nojaTaka Y KOje Ce IOKJIANAjy Ca KOHKPETHOM PEAU3aljoM Yy Ha MECTHMa KOja
r o3HAYaBa jenuHUNOM. Y AeduHumjn @ [OjaBUJIN Cy ce cBU Moryhum obpacuu r u cBe moryhe
peanuzaruje momaTaka Y.

Hemaxx/puBoM auTaoiry MOrJIo Ou ce YIMHUTH J1a CMO IMPECKOYMIIN ,,Cpeaby MoryhHocT”: 1a mo-
cMaTpaMmo cBe Moryhe r u y ycJIOBy CBe MOJATKE KOjU Cce Ha AOCTYIHUM HO3UIKjaMa MOKJIANajy ca
y. lllTaBumre, MOTIH CMO TIOCMATPATU W KOMOMHAIIN]Y PEATN30BaHOT T U TIPOU3BOJHHUX TOJATAKA Y
ycsoBy. OBO IPBO O/iMax HEMa CMECJIA: [IPOU3BOJbAH 00pa3all HeJloCTajaba He MOXKe ce KOMOWHO-
BaTH Ca KOHKPETHUM PeaIM30BAHUM IOJAIMMA, jep OH MOXKEe Kao IOCTYIIHO I0Jbe MPEIIO3HATH OHO
Koje je memoctynHo. /Ipyro Hema cmucia jep ped ,peajan3oBaHO’ KOja OMHUCYyje T T'yOM CMHCAO K
My Ce CKJIOHE IOJIAIM HaJ KOjuMa ce peasim3oBasio. Ctora cMO rOpmEUM aBaMa JeDUHUIIAjaMA 10~
KPWJIU CBE CJIydajeBe KOjU Ce MOTY OIHCATH PEYEHUIIOM: HedoCmajatbe 3a6uct camo 00 doCMynHuT
n00aMaxa.

IID cayuaj

Youumo j1a je 1esia J0ocaialliiba Ipuda W3 OBOI MOJ0/e/bKa MOIJIa OUTH UCIPUYAHA U 38 I10-
narke koju Hucy HyxkHO 1ID. Cama fiemo na Bugumo 1mrra jorn Moxkemo Jobutu nocMarpajyhu Taj
KOHKpeTaH ciiy4aj. KOHKPeTHO, MpeTmocTaB/baMo a Cy HOJAIM JATH ,PAJIACTAHOM  CJIYIajHOM
marputom, Y koja caza mompuva 06k Y = (Y71,..., YT u ga ux npatu oxrosapajyhm waam-
karop omsua R = (RT, ... RI)T kaou na cy (Y;, R;) HezaBucHu u jeiHaKO pacnojie/beHu
(IID). 3a cBako @ medunumemo o1(Y;, R;) kao noxsekrop ox Y;, ca OHUX IO3WIMja HA KOjUMA CY
y R; jemunune. To cy, gaxie, peanu3oBanu mogany i-te uucranne. Hexa gg 1(r; | yi) mpencrasmba
XUIIOTETHIKY (IIPETIIOCTAB/HEHY, IPUIMCAHN) MOJIeJl HeZocTajama 3a jeany uncraniy (Y, R;),
OJTHOCHO

9e1(ri |yi) =P{Ri=r; | Y; =y}

Hedbununmja 1.5. [Homanm vemocrajy no mexanuzmy EMAR ykosmko

(Vie{l,...,n}) (V@) (Vys,yi : o1(yi,ri) = 01(¥i, 1)) 9o (ri | ¥i) = gpa(ri | 7). (1.3)

JIema 1.1. Axo cy (Y, R;), i € {1,...,n}, nesasucru u jednaxo pacnodemeru, onda cy dedpunuuge

u EK6UBANEHTTVHE.

JHOKA3. TpuBujasiHo n3 YUBLEHUTIE 1A je jeJHa O] KapaKTepu3aluja He3aBUCHOCTHU Ta Ja je IMPOou-
3BOJI, 3aKOHA PACIOJIeNIe jeTHAK 3ajeJHIIKOM 3aKOHY.

Hanomena. Jlema @ HUje eKBUBAJICHITHja, BeN UMILTHKAIIN]A.

IloTiyHO ciry4yajHO HeOgoCTajame

o caja cMo ce cpen ca JiBe BpCTe MOJATaKa KOjU HEJIOCTajy Ha CIydajaH HAYUH, U BUJIEITH
CMO JIa Ce TaKaB MEXaHW3aM HEJOCTajarba KapaKTEpUIe TUME IIITO PACIIONETIA HeLLOCTajaH)aE 3a-
BHUCH CaMO OJI IOCTYITHUX IMIOJATaKa, a He W OJ OHUX KOjU HEIOCTajy. JOIl CI000IHUjU MeXaHu3aM
HeJocTajama O0mo 61 OHaj y KOjeM pacIojiesia HeI0CTajaha YOIIIITe He 3aBUCH O TI0IaTaKa - HU Of
JOCTYIHUX, HU o7 HegocTynHux. To je omo mro hemo caga medunncaT.

16Marpuma koja je IpeTBOpeHa y BEKTOP, y3uMajyhn eleMeHTe M0 BPCTaMa.

17OBo je Beoma wecTa IPETIIOCTABKA, U MPAKCA je TOKA3AIA JIa je Hije HEPEAHO OUCKHBATH.

I8Mu wecTo MOMEUEEMO PACIIOZENY HEIOCTajamba, a 3aIpaBo MOJCIY]eMo pacrosety npucrtynocta. Hamamo ce ma je mo-
BOJBHO OUHIJIETHO [1a je[iHa IPYTY jeAHO3HAIHO ompebyje.
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Hedbunumnuja 1.6. Kaxemo ma momarmm Y HEIOCTAjy Ha MOMNYHO CAYUGIAH HAYUH Y DEAAU3O-
BAHOM CMUCAY YKOJIUKO je

(Vo) (*y.¥") 96T |y) =96 |¥)- (1.4)

Hedbunurmja 1.7. Kaxemo ga momanu Y HEIOCTA]y Yy6ek Ha MOMNYHO CAYAJaH narunld VKO-
JIMKO je

(Vo) (Vr,y.5*) go(r|y) =gg(r|y"). (1.5)

Ciuuno ce mory gedbunucaru RMCAR u EMCAR mexanusmu 3a kaga ¢y (Y, R;) 1ID, u
JIOKa3aTu eKBHUBaJleHInja ¢ ropmuM jedunuipjama. Takohe, ropme nedunuImje cy y MOTIYHO]
anasioruju ca nedurunujama RMAR u EMAR nenocrajama, Te ux nehemo J10Ta/bHO MOjallihaBaTH.

Hanomena. Jacuo je na EMCAR nosnaun RMCAR, EMAR u RMAR, xao u 7a EMAR nossaun
RMAR. RMCAR 3aucra noiaun RMAR, anu ve 1 EMAR, mrro Huje remko yountu. OBe ofHOCe
Meby medpuHHICAHMM MEXaHU3MUMa, HEJIOCTajarba JIAKO NeMO 3allaMTUTH Ha OCHOBY CJIUKE B

EMCAR
RMCAR EMAR
RMAR

Cinmka 1.3: Ogaocu MeDy pasimyauTuM MeXaHu3MEIMa HEJ0CTajarba

Ocrajio je jou ja jgamo JedUHALM]Y HEJI0CTajamba Koje HUje CIydajHo.

Hedbununnumja 1.8. Ykoiuko pacrojeia HemocTajamba (Wid, jaCHO, NPUCYTHOCTH) Hojaraka Y
3aBUCHU O] TTOJIaTaKa KOjU HEJIOCTA]y, KayKeMO JIa je HeJOCTAjalbe HECAYUAJHO U 33 Hera KOPUCTUMO

ckpahenuiy MNARH

IIpumep 1.5 (IICY ca menocrajamem). HajjenHocraBuuju npumep y3opka ca HepocTajyhum 1mo-
JAnUMa jecTe jeJHOAMMEH3WOHM TPOCT ciaydajan y3opak. Heka Y oBme o3HaUaBa €0 y30pak y
CMUCITy C/IydajHe BeJudrHe, Kao KOJOHa-BeKTop, a cimano u R. Heka ¢y § = (§1,...,0n)7 @
T = (F1,...,7,)7 onmaskene peaymzamuje. Hexa je fo(-) ryctuna 3a Y (y cmmciy jemne Komio-
HernTe o Y) Koja 3aBucu oj cBojux (Henosnarux) napamerapa 0. Heka cy u oBie ¢ napamerpu
Moziesia HepocTajamba. [pernocrasumo jomr u ga cy (Y;, R;), i € {1,...,n}, He3aBucHu U jeHAKO
pacmonebenn &4, Nmamo ma je

Pos{Y=FR=F} =Poe{R=(1,....,7) ", Y = (§1,...,5.)"}
=Pu{R=(F1,....7%)" | Y = (G1,..,0n)" }Po{Y = (0,....0n)" }

=Py{R= (71, ...7) " | Y = (G, 5n) "} Hfo(gj)

YKopucrutiemo ckpaheruyy RMCAR, ox errieckor Realised Missing Completely at Random.

20K opucruhiemo ckpahernuy EMCAR, ox enreckor Everywhere Missing Completely at Random. Cpelie ce u ckpaliennta
MACAR, oz enrneckor Missing Always Completely at Random, mro je opurunanna Pybunosa u JIntiosa ckpahennna.

210y enrsteckor Missing not at Random. OBo je TpeHyTHO 3BAHUYHA TEPMUHOJIOrU]a, JOK CE Y PAHUJUM BEP3HjaMa KIbUre
[b] xopmernno Not Missing at Random.

220p0 cy mHCTAHIE MyKuUEE 1, Ma X He IMIIEMO MACHHM CJIOBUMA Kao, HIp, Koz, aeumumuje [L.
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I
o

i=1

Pyo{Ri =7 | Y =(f1,....7)" } H fo(7;)
j=1

3

=TT 9o | 5:) [T fo(a),
i—1 j=1

(2

rjie nocJe/ba jeHakocT Baxku 36or npernocraske ja cy (Y;, R;) 1ID.

Youumo ga g4(7; | §;) npencrasiba Beprynujes 3akon pacnozene BeposarHoha, ca BEpOBATHO-
fiom z1a je g; mocrynno jeanaxoj Py {7; = 1| g;}. Taxobe, Kako je y 0BOM ciiy4ajy CBaKa OICEPBaIlija
BEKTOP JIyKUHE jeJlaH, TO jecT cKaJjap, oje HemMamo pasyuky uzmehy MAR u MCAR wemocrajama,
6uI0 peasm3oBaHOr Win ,.yBeK . Jlakie, 3akpyayemo na Kox, jeaaogumensuonor [ICY vemgocrajame
mozke 6urn win MCAR, wim MNAR.

3a jom mpumepa npenopy4yje ce noraenaty (5], kao u [6].

1.5 TecTroBu MexaHW3Ma HEJIOCTAjarba

[TpumeTuMo Jj1a CMO ce y JIoCajallllbeM PaJjly MHOIO IyTa J0 caja mno3saju Ha RMAR nper-
MIOCTABKY, WJIM HEKY OJ IPYIUX IIPETIOCTaBKUA O THUILYy HejocTajara. | eHepasiHo, 3a peaim30BaHe
[I0JIATKE U PeajiM30BaHu 00paszall HeJoCTajarba, MU OUCMO KeJIesu Ja TeCTUPAMO OJi KOI' je MeXa-
HU3Ma HEJIOCTAjarbe MOTEKJIO.

Ykomuko ce cerumo aebunuimje RMCAR u RMAR nenocrajama, ceruhiemo ce jia cy ce ome
CBOJIUJIE HA TO JIa JIM MEXaHU3aM HeJIOCTajarba 3aBUCH U OJf JJOCTYITHUX U OJf HEJIOCTYITHUX [TO/IATaKa,
WJIM CaMO OJT JIOCTYITHUX, UJIU HU OJT jeJTHUX. Y IIPBOM CJIyUajy UMaJId CMO HECJIYUajHO HEJIOCTAajambe,
npyru je 6uo (R)MAR, a tpehiu (R)MCAR. Mu, naxie, Tpeba 1a TeCTUPAMO HEKAKBY 3aBUCHOCT.

IMocmarpajyhin Tako crBapu, Jako 3akibyayjemo ga je (R)MAR ,Herecrabusna’ npermnocraBka
- muje jy moryhe recruparu. 3amrro? Ila mpocro - momamnm Koju ¢y HaAM HEOIXOJHU Ja TO YPaJIu-
mo aucy pocrymau!l Couano je 3a MNAR. Wnak, mocroje TecToBU KOju TECTUPA]Y Jia JIM TIOAIIH
HEJIOCTajy Ha MOTIIYHO CJIy4YajaH HAYMH.

1.5.1 JIutaos MCAR Tect

Hajmosmatuju TecT 3a TecTHparme RMCARH jecre takoszBamu Jlumaos MCAR mecm, a mpe-
moxkuo ra je Ponepuk J.A. Jlura y [27].

JIUTI0B TecT moYMBA HA jaKOj IPETIIOCTABIM & je CBAKa BPCTA y;, ¢ = 1,...,n y30pKOBaHa u3
K-pumensuone nopmasne N (p, 3) pacnogene. CBakoj BpCTH y; ojrosapa obpasall HEJOCTajama
(1j. mocrynnoctn) r;. Hekn o Tux obpasana MOry Jia ce IOHABJba]y, Ia NPETIIOCTABAMO Ja UX je
ykynno J. IlpernocraBumo jia ¢y MHJIEKCH JOCTYIHMX IOJaTaKa j-Te MHCTAHIEe O3HAYCHU ca Oj, &
HezocTynHux ca mj. Hame, Heka je p; = |o;|, Heka je Mo, CPesEba BPEIHOCT JIOCTYIIHHEX henuja
J-Tor obpacua (p; x 1), a nexa je X, omrosapajyha p; X p; kosapujaruona marpuia. Hexa je
Y, (p; x 1) omrosapajyhu ysopadku IpOCEK CBHX WHCTAHIWM Ca j-THM OOpACIeM, Ha JIOCTYITHHM
mecrtuma. Konauno, mexa je I; C {1,2,...,n} ckyn ummexca MHCTAHIY KOjUMa OAroBapa obpasary
r; u mexa je n; = |L;|.

JIuTioBa X2 TeCT CTATHCTHKA [ATa je M3Pa3oM

J
d(z) = Zn](y] - /‘l'o]-)TE(:jl(yj - I’LOj)' (16)
j=1

Osmaunmo jorr u ca Y,, ZOCTyIHE [MONATKE y $-TOj MHCTAHIM. YKOJIHUKO je memocrajambe MCAR,
U YKOJIUKO C€ CJIOKUMO JIa KOPUCTUMO | 3a I'yCTUHY/3aKOH PACIIOJeJie PA3JInIuTUX CTBApHU, a 113
3HAUeme Pa3yMeBaMO U3 KOHTEKCTa, MOXKEMO CDAdyHATH Ja je

N f(yoivri) _ f(rZ I in)f(in) _
R [ S R

23y Bpeme kaz je mactao mmje 6uno mucrunknumje m3mely RMCAR u EMCAR. Kaga Jlurt xaxe MCAR, mucim Ha
RMCAR. Koudysuja tpaje 10 Janac, a Mu ¢Mo je cebu ycrenu paspemmura dnrajyhn [10].

(Yo,
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jep ycaoB moxe jga ce ckioru. Crora, mga 6ucmo ombarmaun MCAR mpermocraBky J0BOJBHO je
O0AINTH XUTIOTE3Y

Hy: [Yo,|rs] NJ\/(uoj,on), iel;, 1<j<J (1.7)
T je fho, TOJBEKTOP OJL 4, Y KOPUCT aJTepHATUBE
Hy:  [Yo, | 1] ~N(ve,,X,), iel;, 1<j<J (1.8)

IJie Vo, BapUpa y 3aBUCHOCTH O j.

Jlura je y [27] nokazao na je d% CTATUCTUKA TECTa KOJIMIHUKA BEPOJOCTOJHOCTH 338 TECTUPAHE
MCAR. uporus H;. Ilpu mpeTnocTaBiu HOPMAJTHOCTH, paciojena joj je X2, rae je 6poj cremeHn
c10bo1e jeTHaK

J
ij - K.
j=1

Axko BpcTe mojaTaka HUCY y30pKOBaHE M3 HOpPMAaJHE pachojese, ajau jecy 11D u3z pacmogene ca
OYEKWBAKHEM (4 U KOBAPHUjAIIMOHOM MATPHUIIOM 3., OHIA PACIIONEJIA O/ dg BazKM ACHUMIITOTCKHU. Y KO-
JINKO Ce OBW IMapaMeTpu He 3Hajy, JIWT/ mpemrake a ce 3aMeHE CBOJUM OI€HAMA MAKCHUMAJIHE
BEPOJIOCTOJHOCTH U MOKA3yje Jla aCUMIITOTCKA PACIIO/iesia TeCT CTATUCTUKE OcTaje ucta. V3Bohema
ce mory Hahu y [27]. HapasHo, Muciu ce Ha Pacrofiety 10| HyJATOM XHUIIOTE30M.

Hanomena. Jomr yBek He 3HAMO KAKO /14 M3BEIEMO OIEHY MAKCUMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH ITapaMeTrpa
Ha OCHOBY HEKOMILJIETHUX IIOJATaKa, ajd NeMo u TO ca3HATH J0 Kpaja paja.

1.6 I'pyba kiacudukalmja MmeToga

YV oBOM 0ie/bKY MOHYIUNEMO ITPYyOy KitacuUKAII]y METOA 3a paJl ca HEeIOCTa]yNuM MoIaImma,
Yy 3aBHCHOCTH OJf TOTa Ha 4eMmy OHM 1mo4yuBajy. Orpoman je Opoj TakKBUX MeTOIA, U aMOUIHja OBOT
pasa HUKaKo Huje Ja nx cBe maaoxku. [llTapure, ayTopy Huje mo3HaTa HUjeJHA MOHOTpadUja MITH
6usI0 KaKaB JPYTH TEKCT KOjU UX cBe obyxsara. Hajupubimzkuauje Tome mro moctoju jecy [5] u [6].
Hamomenumo s1a Kjtace meTojia Koje hemMo y HacTaBKy HaOpojarw He MOpajy OUTH JMCjYHKTHE, TO
JECT 3a HeKe MeTojle HUje jacHO y KOjy UX KJIACY CBPCTATH.

1. YVKIABABE HEKOMIIJIETHUX OIICEPBAITUJA. O 0BOM METO/Iy CMO, 3aj€IHO C METOIOM
nap-To-Tap, TOBOPHJIM HA CAMOM IOYETKY, Ijie ¢MO ucTakyu ja oH, ocuMm y MCAR ciyuaajy,
JIaje BeoMa IIPUCTPaCHE OlleHe ITapaMeTapa ¥ BOIM Ka IOTPEITHOM CTATUCTUYKOM 3aKJbYyYNBa-
wy. OH ce renepasHO HUKaJa He MPENOpydyje 3a yHorpeby, OCUM aKo je yaeo HemocTajyhux
moJIaTaka 3aHEeMapJbUBO MaJd, a Mexanusam 3acurypao MCAR.

2. TEXXMHCKMN METOJM. OBa rpyna Merojia IHOYMBA HA TOME Ja C€ CBAKOj OIICEPBAIWjH
NPUIPYKU U3BECHA MENCUHA, A Ce OlleHe TapaMeTapa MOJIUMUKY]y Ja YK/byUde Te TeKUHE,
KOje Tpeba J1a KOMIIEeH3yjy IPUCYCTBO HenocTajyhnx momaraka. JIemoncrupahemo na mpumepy,
y3erom u3 [§].

IIpumep 1.6 (HK ouena). Y Teopuju ysopaka decre Cy cuTyallyje Ije Ce U3 IOIyJanuje
obuma N BaJu y30pak obMMa 1, a 3Ha Ce Jia je BepoBaTHONA YKIbYUeha i-Te jeJINHKE Y y30pakK
jeJlHAKa HEKOM MO3HATOM ;. Taja ce decro Kopucrtu Xajekosa (1971) ornena momysanujcke
CpenHe:

n 1,

_ . Zi:l Y

yHK - Z’n 1 >

i=1 7,

rje cyma uje 10 1 jeMHKH U3 y30pKa, a He 10 IPBUX 7 U3 IOIyJIallyje, IITO je CTaH apIHa
B3ioynorpeba HoTaluje” y TeOpUju y30pakKa.
Heka je p; omena BepoBaTHOhe ja i-Ta jeauHkKa He Hegoctaje. OHa ce 06UIHO 10OHja TaKO
IIITO Ce 3a By Y3Me YJe0 JOCTYIHUX jeJIMHKA U3 HEKe TTOTKJIACE y30PKa y KOjOj ce Hajla3! ¢-Ta
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jenuuka (YKOJIMKO je socTynHa crparudukanuja, Kiacrepusanuja uta). Tana MmoaudukoBany
OIleHy CpeJuHe J00mjaMo Kao

> i #yz
~n 1
Zi:l miPi

Buie o oBakBuM mMozubukanujama Moxe Jia ce npounta y (5], morsasibe 3, a Bulle o oneHama
comaHUM XajekoBoj MoXKe ce mpodnTtaTtn y [12].

. METOIY 3ACHOBAHU HA PACIOJEJIN MTOJATAKA. OBU METO/IM TOYMBA]Y HA TOME Ja

ce bopmMupa MOZET y KOjU Ce yKJalajy KOMILIETHU MOJAIM, a JIa Ce OHJIA 3aKJbY4Id U3BOJIE
ropuctehm 6myI0 OleHe MaKCHMAJIHE BEPOIOCTOJHOCTH IO, TUM MOJIEIOM, OMI0 6ajecoBCKO
3akJbyunBame uian Hemro tTpehe. O oBakBUM MeToaMMa roBopuhieMo y HapemgHOj IIaBh, Koja
he ce mozabaBuTn THME KaJa je JOBOJFHO 3HATH DACIOZENy MojaTaka, a Kaja (moJ KojuM
[PETHOCTABKAMA) C& MOPA 3HATH M PACIIOJEIA CAMOI HEJOCTAjaba.

. IMnyTAnmniA. Nunyramuje ¢cMo ce KPaTKO JIOTAKJIU HA MOYETKY, TJIe CMO MOMEHYJIH Jia

OHA IPEJICTaB/ba IPOLEC HOIyhaBarba pasue (Henocrajyhie) fienuje y noganuma HeKoM cmu-
CJIEHOM BPEIHOINNY. JACHO je [1a YKOJIMKO Ce UMILYy THPAHE BPEIHOCTH Oy/y ITPEBUIIIE PA3JIIKO-
BaJle 0Jf IPaBuX (HEJOCTYIHUX ), yTOJIMKO e M CTATHCTUYKO 3aK/bY YUNBAHE Mathe 0Jr0BAPATI
cTBapHOCTHU. 360T TOTa je BeoMa OUTHO KOHTPOJIMCATH BAIUIHOCT UMILY TAIIMOHOT METO/Ia KOj!
ce KOPUCTH, & 3a TO Cy, JJOHEKJIe, pa3BUjeHe TeXHUKE.

WNmmyTanmmonnx MeToma mMa MHOTO U buMa heMO y HACTaBKY IOCBETHUTHU 3HAYAjAH €0 OBOT
TEKCTa, jep UMITyTallija MpeICcTaB/ba yoeI/bUBO HAjKOPHUITNEHN]U TIPUCTYI 38 PYKOBAHE He-
Joctajyhum mojauMma.



I'maBa 2

IIpucrynu 3acHoBaHu Ha
pacroaesn

ITuss oBe rmase 6uhe ma mohemo 10 3aK/BydKa y KOjUM C€ TO CHTyaIlmjaMa, Tj. TIPU KOJIM TIPeT-
MoCTaBKaMa, MEXaHM3aM HEIOCTAjarba IIOIaTaKa MOYKe 3aHEMAPUTH & [1a 3aKJbY Ul U JaJbe OCTAHY
BaJIMJIHU, aKO IPETIIOCTABUMO J1a 3HAMO PACIIONEIy caMuX nojgaTtaka. PopMasm3aliija peaeHor Ba-
pupahe o1 KOHTEKCTa 10 KOHTEKCTa, Te fie HAC OHA CAvYeKATH HEIITO KaCHUje.

2.1 Tpu HauMHA CTATUCTUYKOT 3aKJbydYHBamka

Y oBOM 0f1e/bKY Yyrpy00 hemMo n3/10KuTH Ha KOje HA4WHE Ce CBE MOT'Y U3BOJUTH CTATUCTUIKY 38~
KJBYYIM Ha OCHOBY TOJATaKa. JACHO, CTATUCTUYIKHU 3aKJbYy Ul Ce YTJIABHOM M3BOJE O BPEIHOCTUMA
napamerapa (Makap U (GYHKIMOHAJIHUX ), MHTEPBAJIUMA [I0BEPEIba 33 T€ IIapAMEeTPe M TECTOBUMA
BE3AHUM 32 IbUX. 33 OBAaKBY KiacudUKaIUjy, Ka0 U JUCKYCHUjy Eb€HUX OJHOCA ca HejmocTajyhum
nojanuMa, 3axBasbyjeMo ce ayropuMa paga [10]. Tpu Tuma craTHCTHIKOr 3aK/byunBamma jecy 3a-
KAYUUBAre JUPEKMHO Ha 0CHOBY 8ep0JoCmojHocmu, 6ajeco8CKO 3aKAYHUBAIE U PPERBEHUUOHU-
CMUYKo 3aKmpywusarse. Y TPeceKy NpBor U Tpeher Hala3u ce PPerseryuoHUCTIUYKO 3aKDYHUBAIHE
Ha ochosy eepodocmojrocmu. O cBakome o muxX pehu hemo 1Mo HemTo, N3JI0KUBIIK UX HA IIPU-
Mepy 3aKJby4duWBamba 06e3 mpucyctBa HedocTajyhmx mozaraka, 10K hemo yOp3o mate u TO
YOIIITEbE.

2.1.1 3ak/pyuuBame JUPEKTHO HA OCHOBY BEPOIOCTOJHOCTU

Kom oBor Buma 3akjpyunBama IPETIOCTaB/ba C€ Ja caMu mojaru Y UMajy TPUIAPYKEHY pac-
[OZIEJLy, KOja 3aBHCH OJ] KOHAYHOI CKyla (BeKTopa) HemosHarux napamerapa 6. Heku onm oBux
rmapamMerapa jecy OJf MHTEpeca Jla Ce O HhUMa U3BOE 3aKJbYUIH, JOK Cy APYTH cMeTajyhu u Ty Cy
300r came IPUPOIE PacIoiesie. YOUUMO JIU Jla 3allPaBO PACIO/ENa II0JaTaKa 3aBUCH OJf CAMe BPE/I-
HOCTH NOTEHIHjaJIHe PeaJin3alije y U OJ mapamMerapa @, To je MoxkeMo mocMarpaTy (Ujin HEKH HheH
YMHOXKAK, Y 3aBUCHOCTHU OJ CUTyaluje) Kao QPyHKIMjy napamerapa 3a (bUKCHE HNOJATKE, U 3BATU
QPYHKITHIjOM BEPOIOCTOJHOCTH.

Kom mupekTHOr 3aKk/bydnBamba Ha OCHOBY BEPOJIOCTOJHOCTH 38 TAYKACTY OIEHY IapaMeTpa y3u-
Ma ce OHa Bpe,ZLHOCT 0 koja MakcuMu3yje PYHKIN]Y BEPOIOCTOJHOCTH. 38 TECTUPAE CE YTIIABHOM
KOPUCTH KOJUYHUK BPEIHOCTH (PYHKIMje BEPOIOCTOJHOCTH Y PABIUIUTAM APAMETPUMA U CJIMIHE
moaudukanuje.2 Kom oBakBOr 3aK/bydunBamba HE TOBOPUMO O MHTEPBAJNMA, IIOBEPEHha, Beh O uH-
mepsasuma 8epodocmojHocmu, KOju MPEACTaB/bajy CBe BPEJHOCTH IapaMeTpa 3a Koje je dpyHKimja
BEPOIOCTOJHOCTH MMPEKOPAYNIIA YHAIIPE T, 33 IaTH IIPAar.

YKOJIMKO HEKe OJI IMmapaMeTapa KeJUMO Jla eJTMMUHHIIEMO, ITO3HaTa Cy JaBa HaunHa. [IpBu je
T3B. npogusucaru, memod sepodocmojrocmu. IlpernocTaBumo, 6€3 yMamemha OMIITOCTH, Ja Ce Ta-

Winu jesma og, axo Huje jemucTBEHA.
2 Tobap mpumep TaxBor Tecta jecte u Tect Kommdmnka sepojocrojroctu (LRT - Likelihood Ratio test), xoju je 3a crie-
[MjaJIHe TUMOBe Xurore3a dak u yHudopmuo vajmohunju. 3a gerabe MokeMo BujeTH [L&).
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pamerpu Mory 3anmcaru kao 8 = (01,05) u na xeaumo ja esuvunuiiemo 0s. Taga ce 13B. npo-
duucana BepogocrojHoct 3a 61 nedbunume kao L(0;, 52), r7e je £ GyHKIMja BEpOIOCTOjHOCTH, a
0, = argmaxg, L£(61,02). Makcumym, HapaBHo, uie 110 cBuM Moryhinm @ npu dukcaom 0. Asrrep-
HATUBA, OBOM METOJLY jeCTe T3B. YCA06Ha 6ep0odoCmOojHOCTM, TIIe Ce TIapaAMEeTPU eJIMMUHUIILY TaKO IITO
ce pyHKIMja BEPOIOCTOJHOCTH He hopMupa off pacronesie 3a Y, Beh leHe yCJIOBHE pacioesie, pu
nekoM yesoBy h(Y), Tako na Ta ycJIoBHA paclojelia uMa Mame mapaMerapa. He mocroje Teopujcke
OCHOBE Ha OCHOBY KOjUX OM ce 3aKJbyUIMJIO KOjU OJ OBa JBa HAUYWHA eJTUMUHAIM]e IapaMmerapa je
60JbH.

2.1.2 BajecoBCKO 3aKJby4YUBalbe

Koz, 6ajecoBckor 3ak/by4nBaiba, HECUTYPHOCT O IPABOj BPEIHOCTH HapaMeTpa 6 Kojy mmamo
ypadyHABAMO TaKO INTO HapaMeTpPUMa IPUAPYZKY]jEMO DPACIOIeNy BEpOBATHONA, APUOPHY pac-
nozeny 7(0) (kojy hemo, BYO, 3amunubarun Kao rycTunyH) Kojy 3aTUM ,axKypupaMo’ HOJAIMMA
nobujajyhin Tako T3B. allOCTEPUOPHY PACIIOe/ly ImapaMerapa 6 npu peaju3oBaHUM IOIAINMA Y:

- Je(¥)m(6)
”(BY)_gfg(y)w(e)de’ (2.1)

rze je fg rycruna/3akoH pacuojesie mnojaraka Y, a © mapamerapcku npocrop. OuekuBarbe aro-
CTEPUOPHE PacIofiesie YIJIABHOM Ce y3UMa 3a OlleHy mapamerpa. HapaBHO, OBO ce MOXKe YOIIIIITHTH.
Hedunumie ce 13B. ynryuja 2ybumaxa L(é, 0) koja Tpeba na ,Mepu” pasnuky usmely crBapHe u
onemene Bpeanoctu napamerpa (sehe L - Behu ryburak), Te Ha OCHOBY e Ja ce jedUuHuIe ano-
CMEPUOPHU CPedvU, Puduk oueHe Kao OYeKUBAHU I'yOHTAaK, IJI€ OUYEKHBAILE HJIE 10 allOCTEePUOPHO]
pacCIoze I mapaMerpa:

R(6) = /@ L(6,0)n(6 | ¥)de.

Capia ce 3a onmTUMAJIHY OIEHY y3WMa OHA KOja MUHMMH3Yje allOCTEPUOPHU CPEIbU PU3UK. 3a jell-
HOJ/IMMEH3UOHM I1apaMeTap Ce MOXKe IOKa3aTH Jia ako ce y3Me KBajparTHa! (QpyHKIUja I'yOUTaKa,
nobuje ce Gall alroCTEPUOPHO OYEKUBAHE KAao ONTUMAJIHA OIeHa. AKO ce y3Me alcoIyTHa (hyHKIM-
ja rybuTaka, 3a OIeHy ce o0uje MeIujaHa aloCTEPUOPHE pacIoielie, a ako je L(é, 0)=1 {é # 0}
oHJIa je olieHa Moja pactozesne. O oBoMe ce Buie MOxKe npountaru y [L6].

Kako je kox 6ajecoBCKOr 3aK/by IMBatba napamMerap (IIPeTIocTaBuMO jeJJHOANMEH3HMOH) CIIydajHa
BEJIMYMHA, TO MOXKEMO padyHaTH BepoBaTHONy Ja OH ymajHe y Heku (BUKCAH, HECIydajaH peaj-
vy wHTepBaj. TakBe MHTEpBaje, Jga OMCMO UX PA3JIMKOBAJU OJI MHTEPBAJa MOBEPEHba, HAZUBAMO
UHMEPBAAUMA NPEKPUBATHA, U YTIIABHOM MX I100MjaMo Kao uHTepBaJje um3Mmely aBa KBaHTUIa amo-
CTEPUOPHE PACIIOJIEJIE.

2.1.3 ®PpPeKBEHIIMOHUCTUYIKO 3aKJ/bYYNBaHK€

[Ipumernmo 51a je Kox 0ba MPETXOHO HABEIEHA BUJA 3aKJbYyIHBAIbA 33jEIHUYIKO TO & 3aBUCE
caMo 0J1 peaJin3oBaHe BpenHocTH noparaka Y. Hurjie ce Hucy ysumase y 063up jpyre moryhe, amm
HE peajn30BaHe BPeIHOCTHU momaTaka. OPEeKBEHIMOHUCTUIKY MPUCTYI 3ay3UMa Ty TAUKy TJIEIU-
ITa: Hera 3aHIMa XUIOTETHYKO Y3aCTOITHO Y30PKOBambhe mojaTaka Y W3 IbUXOBE PACIOJeNe Kao o,
omatiie ucxojiehe, omnene nmapamerapa, 3aTUM WHTEPBAJIN TTOBEpeha U candHO. 1lojMoBH oIy T 1pu-
CTPACHOCTH OIIeHe, heHe JUCIep3uje, NHTEPBAJIA [TOBEPemha UT/l. TeK KO OBOT IPUCTYIIA J100ujajy
CMHCAQ.

Tenepanno rosopehiu, ko dpexsenimonucruykor npucryna 6upa ce dyukuuja t(Y) nogaraka
Y, Te ce mena peanmsosana speaHoct t(y) mopemu ca pacmnonenom 3a t(Y). Opa pacrozena, 10
moTpebu, MoKe OUTH U YCJIOBHA IIPU PA3HUM YCJIOBUMA Ca PEAJIM30BAHUM IIOAIAMA.

3Cyma he 1o moTpe6u mocTaTH HHTErpaI U CIL.

LL(0,0) = (0 - 0)2.
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(DpeKBeHH,I/IOHI/ICTI/I“IKO 3aKJby4dYlBamb€ Ha OCHOBY BepO,Z[OCTOjHOCTI/I

Haxomn mTo ce ¢hopmupa orena MaKCUMaJIHEe BEPOIOCTOjHOCTH 6 uucro Ha OCHOBY TOT IIPUCTYIIA,
ca peajiM30BaHUX IOJaTaka y npehe ce Ha BUXOB CJIyYajHU aHAJOIOH, U OIEHA Ce MOoCMaTpa Kao
bPEKBEHITMOHUCTAYKA OIEHA, é(Y), Te ce OHJIa, Y 3aBUCHOCTH OJ] IbeHe JIMMEH3Uje, padyHa IpHU-
CTPACHOCT, IUCIEpP3Kja,/KOBAPH]alluOHa MATPUIA, HHTEPBAJIM II0BEPEHA UTI,. U JaJbe Ce HACTABIHA
Kao0 ca (PPEKBEHIIMOHUCTUIKOM OIIEHOM. Y OBAKBUM IIPUCTYIIAMA YECTA j€ IPUMEHA [IEHTPAJIHE I'Pa-
HUYHE TeOpeMe, jep ce He MOpa HYKHO 3HATH MHOT'O O PacCIOesH OlleHe, JaK MaKO ce 3Ha MHOI'O O
PACIIOZIe/IH TIOJATaKa, jep caMa OIeHa MOKe OUTH KOMILTMKOBAaHA (DYHKIIHja MMOIATAKA.

Hanomena. U 3a GajecoBcKe OlleHE BayKU CJIUYHO: U EHUMA Ce MOTY MCIUTHBATU (DPEKBEHITUOHU-
cTUYKe ocobmHe mpejackoM ca y Ha Y. Oume ce Heliemo nerasbHuje 6aBuTH.

2.2 MHWraopabusHOCT

Y oBoM 0jie/bKy NeMO IMOjaCHUTH TI0J, KOjUM IPETIIOCTABKAMA MOXKEMO 3aHEMAPHUTU MEXaHU-
3aM HEJIOCTajarba MOJIATaka 38 CBAKU OJI TUIIOBA CTATHCTUYKOL 3aKJ/byYUBaha KOje CMO IIPETXOIHO
objacHuIH. ¥ OBOM TPEHYTKY U masbe nehemMo (popMaJIHO OJPEIUTH IITa 3HAYU JA j€ MEeXaHU3aM
HeJIOCTajara ,Jaraopabuaan”’, Beh hemo ce 3a10BO/bUTH MHTYUTUBHOM MPEJACTABOM JIa TO 3HAYU T
Cy 3aKJbyUIlM U3BEJIEHU M3 IapaMeTapCKOr MOJeJa 3a caMe IOJATKe UCTU KAO 3aKJ/by 4l U3BeJIeHN
W3 3ajeIHIYKOr MOJIE/Ia 32 MOJaTKe M MeXaHu3aM Hejocrajama. Ocraje jour na JedUHUAIIEMO IITa
3Ha4YM Ja Cy ,3akspyanu uctu’. O Tome hemo kacuuje pehu Burme.

Heka nmamo 3ajennyaku mapaMeTapcKn MOeN 3a mojgarke Y u obpasar mHemocrajama R. 3a-
jemuuuka rycruna (mim 3akoH) 3a Y u R je raga nara ca

fo(¥)90(r | y),

rae je fo(-) rycTuHa mim 3akoH pacnojene mojaraka Y. IeHepasHO Huje GUTHO Jia JiM TOBOPU-
MO O IWCKPETHOj WJIM HENPEKUHO] PACIIONE/IN MTOIATAaKa, C TUM IITO KO HEIIPEKHIHE PacIoieie
WMILIAIUTHO TPETIIOCTaB/hAMO J1a CBAKM WHTErPaJ KOjU ce IMojaBibyje - KoHBeprupa. Takobe, 3a
JIUCKPETHY DAaCIOesy [HOJATaka CBAKKW MHTerpaj Tpeba 3aMeHuTH CyMoM (KOja, HApaBHO, MODPa
6uru konauna). Cee oBo lie, HamaMo ce, GUTH jaCHO U3 KOHKPETHOI KOHTEKCTA.

Hexka je €29 mapamerapcku mpocrop 3a 8, a )y mapamerapcku mpocTtop 3a ¢. Hexa g 4
[IpeICTaB/ba MapaMeTapCKu IpocTop 3a (0, ¢) u Heka cy, Kao u JI0 cajl, ¥ U T JaTe peajausalmje ol
Y u R. Caenu mekosmko jeduHUNI]a KOje ce TUIY BEPOIOCTOjHOCTH.

Hedbunnnumja 2.1. 3ajednuura dynruyuja eepodocmojrocmu 3a (0, @) jecre dbyukimja duju je

nomen $2g ¢ ¥ KoOja je maTa HhopMyIoM

£1(0, ¢) = /fB(Y)g¢(’f | Y)I{y\o(yi):o(i,?)}(y) dY' (2'2)

Hanomena. Younmo @ IPETXOJHN UHTErPaJl (MM CyMa y JUCKPETHOM CIIy9ajy) 3ampaBo eJnMu-
HUIIe HeJoCcTajyhe rmoaTke Tako IMITO UX ,IIPOUHTErPAJIH .

Hedbununmja 2.2. Pynxyuja sepodocmojrocmu 3a napamempe 6 ueznopuwyhu mexanuszam Hedo-
cmajara jecte dyHKIMja dnju je moMeH (g u Koja je jara (popMysIoM

£2(6) = / Jo ) Iiyiots 5o (¥) dy. (2.3)

Hedbunnmnuja 2.3. 3a 6umo xoje durcro ¢ € Qg, pyrryuja eepodocmogrocmu sa 8 npu durcrom
¢ jecte dyukmmja ca qomeHoM Qg maTa ca

L34(0) = f{(e,d))|(49,4>)en@‘<,5}(‘9,d’)/J‘b(l)’)gqb(F | ¥) Liylo(y.5)=o(3.5)} (¥) Ay (2.4)

Hedbununuja 2.4. I[Ipodurucara dynryuja sepodocmojrocmu 3a 0 jecre dyHKIMja ca JOMEHOM
Qg nara ca

L4(0) = nax L3,6(0). (2.5)
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Hanomena. OBy byuknmjy medunumeMo, pasyme ce, OHIA KaJla MAKCUMyM mocroju. 1o y mpakcu
najuemnthe jecte ciydaj.
Caza Beh MoxkeMo JeTaspbHUje omucaTu urHopadbminoct. by hemo jaru y Kontekcry jeduHu-

nuje, nako Ta jeUHUIM]ja HUje 0 Kpaja MaTeMaTuIKK MPEIU3HA.

Hedbununuja 2.5. Kaxemo na je Mexanuzam HeI0CTajarba uzHOpabusaH 38 n3BOhemhe 3aK/by TaKa
0 6, yrosimko cy 3akibydi o 6 uctu Ha ocHoBy L1 1 Ha OCHOBY Lo.

Hemnpenuszuoct ropmwe jedununmje je y ToMe IMTO HUCMO OIMUCAJN IITa 3HAYM J& CY ,,3aKJbY U1
uctu’. To ce m He Moxke nmedunEcaTH y ommreM 00auKy, Beh fie BapupaTn y 3aBUCHOCTH OJ BUIA
3aKJbyInBarba Koju ce KopucTrd, mro hemo obpaantu neraspruje. Lopmwy nedunuimjy, crora, Tpebda
CXBaTUTHU KAO ,€HEPUIKY .

2.2.1 3ak/pyuuBame JUPEKTHO HAa OCHOBY BEPOJOCTOjJHOCTU

[Ipe 6uso KakBe jmuckycuje dopmyaucalieMo u J0Ka3aTU HAPEIHY TeopeMy.E Cse o3HaKe Cy Kao
7 JI0 Cajia.

TEOPEMA 2.1. IIpemnocmasumo da nodauu wedocmajy npema mexranudmy RMAR
u da ce napamemapcru npocmop modice 3anucamu Kao g o = Qg x Qg. Tada:

1. £1(0,¢) ce mooice garxmopucamu Ha npoudsod 08a wuHUOUA, Marko da jedawn 3a-
sucu camo 00 6, a dpyau camo 00 ¢;

2. 3a npoussowro ¢ € 2, Koje 3adoeomasa da je go(T | y) >0, L3 4(0) je nponopyu-
onaano ca L2(0);

3. Axo nocmoju ¢ € Qy maxso da je g4(T | y) > 0, onda je L4(0) cneyujaran cayuaj
00 L3 4(0), na je cmoza L4(0) nponopyuonaaro ca Lo(0).

HokA3. TIpso paayramo 1a je

£1(60,¢) = / Fol8) 96 1Y) Iiyiotysmoimy (¥) dy

=94(T]y)
jep Bazku RMAR

=go(T|y)- /fe(Y)f{y|o(y,f):o(y,f)}(Y) dy,

Kaxo je ¢, = ¢ X Qg, T0 30aun 1a Kanron 0 € Qo u ¢ € Ny, Tana u (0, ¢) € Qg ¢, na ropma
jeTHAKOCT TIPeACTaB/ba XKeJbeHy (baxkTopusammjy, dnMe cMo doKazaJym craBky 1. Takobe, omasrme
MoxKkeMo n3Byhu u n1a je

Ii(6.6)1(6.9)920.4}(0,9) = 1,
KaJ rox je 0 € Qg u ¢ € Q. Onasue ce qupekTHO N0OUja 12 je

L34(0) =94t |y)- /fe(Y)I{y|o(y,f):o(y,f)}(Y) dy.

Kaxo g¢(T | ¥) auje dyukmuja ox 6, To 13 Topibe jeqHAKOCTH BaxKu 1a je L3 4(6) mpomopruonamno
ca L£5(0) xan rox je g4(T | ¥) > 0, unMe cMO ZOKA3aJIH U CTABKY 2.
Takobhe, 300T TOMEHYTHUX MMPETIIOCTABKNA MOXKEMO CPAIyHATH U 4 je

£4(6) = max £34(6)

SHa LIpUMep, KOJI 3aK/by4MBakba JUPEKTHO Ha OCHOBY BEPOJOCTOJHOCTH 3a OLEHY Ce y3UMa OHA BPEIHOCT KOja MaK-
cumusyje GYHKI]Y BEPOTOCTOJHOCTH, a KOJ 0ajeCOBCKOI 3aK/byUHBAaIba y3UMa Ce, YIVIABHOM, OUYEKHBAIbE AMOCTEPHOPHE
pacrojiee.

6TIpeysesu cmo je, ca mokasom, u3 [L0], noxazamu cy je Jlurt u Py6un, amu mucmo yenesmn nporahn y kojem pajty u Koje
roguue. Bes okaza ce Moxe nahn u y (3
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= (30(F19)+ [ Jo) ity -05) )
= (/ fG(y)I{y\o(y,?):o(y,f)}(y) dY) : q?el?;i g¢(f | 37)

Jacno maxgeq, 9¢(T | ¥) e sapucu oz 6. IllTapuine, oo je HeHyJTa TUM TOCTOjU je/HO ¢ € g
3a Koje je go(T | ¥) > 0. Cana je L4(60) = Ly 5(0), r1e je ¢ OHO 3a Koje Ce IOCTUIKE TOPHbI
MakcuMmyM. OBrUMe CMO JIOKA3aJid M CTABKY 3, IUMe CMO KOMILIETHPAJIH JIOKAa3 TeOpEMeE. |

Casia je TpeHyTak Ja MPOKOMEHTAPHUIIIEMO CMUCA0 ropme teopeme. CraBka 1. y TeopeMu Ham
Kazke J1a Ce 3ajeJIJHIYKa BEPOJOCTOJHOCT MOYXKe MaKCUMU30BaTH 10ocebHO 110 @ u 110 ¢. Cymiruna Tora
je ma ce mobuje ucro @ kaj ce MakcuMu3yje OUIO KOja OJl BUX, IIa HUje OUTHO J1a JIU yPadyHABAMO
MexXaHu3aM HeJ0CTajama y (MYHKIN]Y BEPOIOCTOjHOCTH. 10 je, HApaBHO, OMTHO, jep Ce IPU OBOM
BUY 3aKJ/byUNBarba 3aKJ/bYUIN O [TaPAMETPUMA U3BOJIE MAKCUMU3AIN]OM (PYHKIIA]e BEPOIOCTOjHO-
cru. Chmane 3ak/bydke jajy HaM u craBke 2. u 3. Cymruna je jakie, 1a ce 3aKJbydlyd MOTY
U3BOJMTHU CaMO HA OCHOBY Lo, u Hehe GuTu morpenrsu.

Hanomena. o cama cMo ce mo3abaBMIM eTAMUHAIIA]OM TTapaMeTrapa ¢ Kao CMeTajth/IXﬂ mapame-
Tapa. YKOJHKO OUCMO KeJIeJTH, PeryuMo, HHTEPBaJ BEPOJOCTOJHOCTH 34, jeJTHY KOMIIOHEeHTY 01 o 6,
TpebaJsio 6u eluMUHECATU OcTaje, Koje hemo 3Baru @5. Ako O enumvunumemo us Lo u u3 L4 Ko-
pumnthemeM mpoduInucane BEpOI0CTOJHOCTH, ITPOIOPIMOHAHOCT OBUX (DYHKIM]a BEPOIOCTOJHOCTH
rapaHTyje HaM U IIPOIOPIIMOHAJHOCT ojfroBapajyhux npoduimcannx, ma he naTepBasu mnobujeHn
u3 0be buTu uCTH.

T'eomeTpujcka mHTEpHpeTaja

Pasmorpumo Mozien y KojeM ¢y napamerpu jeanogumensuonu: 0 u ¢. I'padux dbyunxmuje L1(6, ¢)
je Taja moBpin y TpoauMen3uonoM mnpocropy. RMAR npernocraBka, Koja HaM je Jajia mponopIm-
onasaoct Lo(0) u L1(0,¢) 3a dukcuo ¢, mro 3anpaso Hamelie reoMETPHUjCKY CTPYKTYPY Ha Ty
nospit: cse Kpuse 0 — L1(6, ¢), 3a pa3He ¢ upejcrasbajy cKajupaHe KOIKje jeJHA APyre, IITO Y
OIIIIITEM CJIy4ajy He 6u MOpaJso ja OyJie TavHoO.

C npyre crpane, dynkiuja L1 Jedpunncana je Ha (g 4, Ia y OIIITEM CIyd4ajy KpuBe I00H-
jene w3 L 3a dukrcuo ¢ wehe 6utn nedunucane Ha 1negaom {2y, Beh HEKOM HETOBOM IIOJCKYILY.
[IpernocraBka o ,,pa3aBojeHOCTH’ MaApPaAMETAPCKUX IMPOCTOPA OTKJIAA M OBaj ITPODJIEM.

2.2.2 BajecoBCKO 3aKJby4YUBalbe

Hexka nam mg (0, ¢) 03HaIaBa 3ajeIHUUKY aPUOPHY PacIoZery 3a mapaMerpe (6, ¢) (rycruna
WJIU 3aKOH DACIofiesie) u Heka HaM 7g(6) o3HauaBa oxrosapajyly MapruHaIHy alpUOpPHY PACIofie-
ay. Kaxkemo 1a je MexanuzaMm HeJIOCTajarba UTHOPAOUIIAH 32 6ajeCOBCKO 3aKJ/byUMBAHE YKOJIHMKO je
MapruHajHa allocTepruopHa pacrojesna 3a 6 nobujeHa 3ajeHuaknM MojieoBambeM 1 Y u R ucra
Ka0 amocTepropHa paciojiesna 3a @ mobujeHa MoiemoBameM caMo Y.

Hapenma Teopema maje HaM JTOBOJbHE YCIO0BE 33 UTHOPAOMITHOCT KO 6ajeCOBCKOT 3aK/by INBAHA.

TEOPEMA 2.2. IIpemnocmasumo da nodauu nedocmajy y ckaady ca RMAR me-
Tanusmom u da cy napamempu 0 u ¢ anpuopro nesasucHu. Tada je anocmepuophHa
pacnodeaa 3a 6 dobujena ropuwhervem Pynruyuje seepodocmojrocmu L1 u anpuopHe
pacnodeae mg(f) ucma xao anocmepuopma pacnodesa 3a eepodocmojrocm L1(0,¢) u
anpuopme pacnodese g (0, P).

JToKA3. U3 dopmyre (1)) Bumumo ma je amocrepuopra pacosena IponoPIHOHATHA TPOU3BOLY
I'yCTHHE/3aKOHA U allpUOPHE pacioesie. JaCHO, IyCTUHA /3aK0H Y CJIy4ajy KOMIUIETHUX [OJATAKa He
PeJICTaBIbajy HUIITA IPYTO J0 (DYHKIHM]Y BEPOJOCTOJHOCTH, CAMO C aKIIEHTOM Ha JIDYTU apTyMeHT.
V cayuajy HEKOMIJIETHUX IOJATaKa, AllOCTEPUOPHY PACHOAETy JI00MjaMO TAKO IMITO HA TO MECTO
cTaB/baMo ofroBapajyhy (yHKIHMjy BEPOJOCTOJHOCTH KOja ypadyHaBa HEIOCTajarhe.

Yxomuko kopucTuMo L£1(6, ¢) 1 anpuopHy pactonely mg ¢ (0, @), zobujamo ma je amocrepuop-
Ha PAaCIIOfeNa IPOIOPIUOHAHS, ca Tg 4 (0, ¢)L1(0, ¢). Kako cy 0 u ¢ anpHopHO HE3aBUCHH, OBO

"Enr. nuisance.
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ce ceonu Ha g (0)7e(P)L1(0, @), Tme je my(¢p) anpuopHa pacmonerna 3a ¢. Konauno, npu mpermo-
craBuu RMAR nenocrama, Teopema P.1| nam naje nponopuuonasnuoct L£o(0) u L£1(6, ¢) upu cBakom
dbukcHOM ¢p, TIa HA Kpajy A00ujaMo J1a je, 3a CBaKoO @,

7o,4(0, ®)L1 (0, ¢) x mo(0)L2(0),

OJIaKJIe jJETHAKOCT AITOCTEPUOPHUX PACIIOJEJIa TPUBHUJAJHO CJIEIH, JOJABAKEM CKAJINPajynux KOH-
CTAHTHU KOje OJl FOPIbUX U3pa3a IIPaBe I'yCTUHE/3aKOHe. |

2.2.3 ®DpPeKBEHIIMOHUCTUYIKO 3aKJbYYNBaH€

IMoncernmo ce, 3ajenumtxa pacnogena Y u R mara je ca fo(y)ge(r | y). 3a cBaxko ¢ 3a koje
noctoju y Takso Aa je fo(y)ge(T | y) > 0 Moxkemo padynaru ycrosHy pacmozery oz o(Y,R) mpn
ycaoBy R =T xao

/ fo()go (T [ W) ujo(um=o(y,m}(u) du

(2.6)
/fg(u)gd,(i" | u) du
VY omrmreM ciiydajy oBa pacrojena he 3aBucutu o7 ¢ u nehe 6uTH jeHAKA PACIOIEN
/f0 W ujo(u)=o(y.r)} (W) du. (2.7)

Unaxk, jacHo je ma pacrogena (@ ) HA M3BECTAH HAYMH OJroBapa (PYHKIMjU BEpOAoCcTOjHOCTH Lo.

Cayia je TpeHyTak Jia ,HAIIPABUMO IpeceK’ W CETHMO ce IITa mopeaumMo. Pacmoera (E) npeJi-
craBiba TycTuHy /3aKk0H yeiosre pacmozene [o(Y,R) | R =T]. Yecro he Hac sarmMmaTn pacmnomena
HeKe (DYHKIUje HA JOCTYITHUM HOJAIIMA;

T =t(o(Y,R),R).

Pybun je pacmogeny E;( T | R = T, koja ce mobuja xopucrehu (@), 3BA0 UCTPABHA YCAOGHA
pacnodesa y3oprosarad Kana Gucmo 3a m3Boheme OBe pacrojiesie KOPUCTHIIN (@) Kao OCHOByE,
JOOUTH BUCMO NOMEHUUJAAHO HEUCTPABHY YCA08HY pacnodeay yaoprosara.d Ko dpekBeHImoHm-
CTUYKOT 3aKJbyYNBaHba ﬁehn hemo ma je MexaHw3aM HEJIOCTajarba UTHOPAOWIAH OHJA KaJa Cy OBe
JBe pacnofese jenrHake™. /[oBo/pbHE yC/IOBe 3a HTHOPAOUIHOCT TapaHTyje HaM HapegHa TeopeMa.

TEOPEMA 2.3. Hexa nodauu nedocmajy npema RMCAR mexranusmy u wera no-
cmoju y 3a xoje je fo(y)ge(r | y) > 0. Tada je nomenyujaaro neucnpasHa pacnodeaq
Y30PpK08atba jedHAKA UCTIPABHO] YCAOBHO] PAcNOdeat Y30PKO6arsa.

JokA3. Kazna cy nogarm RMCAR, ¢4(T | u) He 3aBucu oz u, ma mMoxe Ja mu3ahe” ucnpen nnre-
rpajia, Te ce U3pas (@) cBosu Ha m3pa3 (2.1), mro 3aBpiiaBa J0Ka3. [ |

Hanomena (nuckycuja crBapajala Teopuje). YOUuMO Ja CMO PACIOEY U3 TeOPeMe E YCIOBJba-
Basin momohy R = T. Jlutn je mmao munubeme fa je To morpemno, jep R Huje apyropaspemna
craructrka 3a 6 ocuMm y cirydajy muoro jauer EMCAR ycioBa, miro mozke 6utu mpobiiem, jep he ce
U3ryouTH 10 I/IH(I)%)M&LH/Ije o napamerpy. Mebhyrum, Py6un je youno na yobuuajena mgedunurmja
JPYyropa3peHoCTH= OBJe HHUje aJleKBaTHa, U Tpeba je MomuduKoBaTH, jep HAIIE 3aKJbyIHBAILE
3aBHCH CaMO O] IbeHe PeaJIn30BaHe BPEJTHOCTH, & He PACIojesie y ONINTEeM CIydajy. XeuTjaH je
OBy IMCKYCHjy HACTABHO TAKO IIITO je yBEO KOHIENT PEaAu308aH0-0pYy20paspedne Cmamucmuke

8Enr. correct conditional sampling distribution. Bumern [B1]. Jako je Temko mpeBecTH Ha CPICKH jE3UK; ,y30padKa
pacunozena’ je medpUHUCAHO 33 PACIOIEIY CAMOI y30pKa, Ia je OHIa OBO HAJIPHO/IKHUjE, a Ha Ce He U3ryOu CMHUCao.
lcrnna, 3Byun BeIITadKN.

9V cmucrty pacnozene sa [o(Y,R) | R =TF].

X enrjan u Bacy, [23).

H1lITo je cmmcieno, jep ce cBe ocobuie orene (IPUCTPACHOCT, JUCIEP3uja UTJ) KO (hPEKBEHIMOHUCTIYKOT TPUCTYTIA
WU3BOJE U3 IEHE PACIOeIe.

12 Ta pacrozesia apyropaspeise CTATHCTHKE He 3aBICH OJ] TAPAMETPa 33 KOjU je OHA IPYropa3pe/Ha.

BEur. observed ancillary statistic. Teramuuje y [21).
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CJI0KM0 ce ¢ PyOmHOM y 3aK/bydKy Ia je 3a TeopeMmy @ aJIeKBATHO ycJIOB/baBaTh ca R = T kasm
rof je Hemocrajaibe RMCAR.

WNako cMo ynorpebuiu ped uzhopabuano Kajaa CMO OMUCATN MEXaHU3aM HE0CTajarba, YOUMMO
Jla OH OBJIe HHUje OAalll y TOTIYHOCTH WTHOPUCAH, jep CMO CBE PACIOENe YCIOB/hABAIN HErOBOM
peanusamujom. Mmak hemo 3ap:KkaTi HA3UB.

DpPEeKBEHIMOHNCTUYIKO 3aKJ/byYNBalhe HA OCHOBY BE€POJOCTOjHOCTH

[TomceTnmo ce, OBO 3aKJbydnBambe je Crenujatan ciydaj (ppeKBeHIMOHNCTUYIKOT 3aK/by INBAba,
IJle ce OIEHA MapamMeTpa MpBO J06Hje METOMOM MAKCHMAJHE BEPOJOCTOJHOCTH (M HErOBUM JI€PU-
BATUMA); 3aTHM CE€ YO4H Ja je TakBa oreHa (byHKIM]a PeaSu30BaHe BPEIHOCTH MOJATAKa, Yy, T€ Ce
OHJ]a OHM y TOM H3Pa3y 3aMeHe MOJAIMMa Ka0 CJIyIajHOM BEJIMYUHOM, Y, Te ce J00uje OIeHa Kao
CIydJajHa BeJIMYNHA, KOja UMa CBOjy PACIOIEIy™ HA OCHOBY KOje M3BOAMMO (PPEKBEHIIMOHUCTUIKA
CBOjCTBAa OIleHe, IOIYT IIPUCTPACHOCTH, CTaHAap/IHe rperike uta. CTora 3aK/bydyjeMo Ja Uy OBOM
cJIydajy BayKW TeopeMa @

3a PPEeKBEHITMOHUCTHYKO 3aK/by YMBAE HA OCHOBY BEPOJIOCTOJHOCTHU C€, UITAK, MOXKE JIOOUTH U
BHIIle. YOUnMO 3a IoveTak fa Kanaa nomamu Hucy RMCAR, go(T | u) He 3aBucw o u u mehe mohm
na usahe” ucnpey unrerpana y (R.6), ma saxmyunu mehe 6utn mern kopumhiemem Te pacrose-
Jie U pacuojiese (@) MebyTum, npu yeiaoBy EMAR memocrajama u ,pa3asojenoctu napaMerapa’
(.4 = Qo x V), u3 Teopenme R.1 uvamo sa cy Lo(8), L3 4(8) u L4(0) mporoprmonaiu He camo
3a peasin30BaHO y, Bell 3a cBe ¥ JobujeHe y XUIIOTETUYKOM [OHOBHOM Y30PKOBamby (y30PKOBAMEM
ozjlaTaka ,,y30pKyjy”’ ce U HOBa HeJOCTajama, l1a ce Marbajy peajudanuje u 3a Y u 3a R). Onasze
3aKJbydyjeMO Jia ce Ipu pasiBojeHocTH mapamerapa u EMAR Hemocrajamwy mokiarajy oneHe Me-
TOJOM MAKCUMAJIHE BEPOIOCTOJHOCTH JOOMjEHEe HA OCHOBY Pa3IMIUTUX (PYHKIIA]a BEPOIOCTOJHOCTH
[OKJIANIAjy 32 CBE peajiu3allije y30pKa, Ia Kako cy ucre (kao dbyHKIM]e Peasu30BaHUX y30DPaKa),
ucre cy uM u pacruogesie (KaJa ce peajM30BaHU y30PaK 3aMEHU XUIOTeTUIKuM ciaydajuum). Crora
ce nobmjajy mcTr PPEKBEHIIMOHUCTUYIKN 3aK/bydnu 3a oreHe moomjene MMB kopumhemem 6mimo
L1, 6uo Lo.

D pPEeKBEHIMOHUCTUIKO 0AjECOBCKO 3aKJby YNBAHHE

Kao mro cMo oneHaMa MeTOI0M MAKCHMAJHe BEPOJOCTOJHOCTH TPAaXKWINA (PPEKBEHIIMOHUCTAY-
Ka CBOjCTBAa TAKO IITO CMO UX IOCMATPaJd Kao (PYHKIMje He pPeaJM30BAHOr, Bell XUIIOTeTHYKOT
CJIy9IajHOT y30PKa, TO UCTO MOXKEMO PAJUTU U Ca 0ajeCOBCKUM OIlCeHAMA.

1 y 6ajecoBckoM ciy4ajy, npu EMAR npermnocraBum, a joIl U allpuOpHOj HE3ABUCHOCTH IIapa-
MeTapa 8 u ¢ nobujamo na cy oaroapajyhe dyHKIHje BEPOIOCTOJHOCTH IPOIIOPIIMOHAJIHE 33 CBAKY
peasmsanujy (Y, R), na he ysek nasaru u ucre anocrepuopne pacuogese, e he u dpexkBeHImonu-
CTHYKa CBOjCTBa 0ajecoOBUX OIlleHa JOOWjeHa Ha OCHOBY IHUX OUTH MCTA.

Caza hemo cBe 10 cajia peueHO y OBOj IVIaBU NPEJCTABATH 3TOJIHUM JIMjarPaMOM.

Ha caunm @ rpaduIKu je IpUKa3aHo TO/T KOjUM JOBOJbHUM IIPETIIOCTABKAMA j€ MEeXaHU3aM
HEJIOCTAjarhba UTHOPAOMJIAH 328 PA3TUINTE BUIOBE CTATUCTUIKOL 3aK/bYUNBAHA U TO:

(a) Tenepasian OIHOC HPETIOCTABKY; €JIEMEHTH CKYyIIOBa Ha BeHoBOM amjarpamy cy 3ajeHudKd
MOJIEJIN 33 TMOJIATKE U HEJIOCTA]Ahe;

(6) TIpermocraBke MO KOjUMa je MeXaHW3aM HeJOCTajarba WHIHOPAOWJIAH 3a 3aK/byIUBAHE [IV-
PEKTHO Ha OCHOBY BEPOJIOCTOJHOCTH;

(B) IIpermocraBke moj, KOjUMa je MEXaHU3aM HEJOCTajalba MHIHOpAOUIaH 38 6ajeCOBCKO 3aK/by-
qUBAHE;

(r) IIpernocraBke 110j KOjUMa je MEXaHU3aM HEIOCTAjamba MHIHOPaOuIaH 3a (bPeKBEHIUOHUCTH Y-
KO 3aKJby4YUBaMbE;

"Koja ce na enreckom jesuxy 3ose sampling distribution, a Mu cMO ce OITyUHIN I je 30BEMO PACIIOIENA Y30PKOBAK:A,
KaKo OMCMO je pa3/MKOBaJIM 0J] y30padke pacrojere, a To je pacrojesa o1 Y, ITo je Ha eHryieckoM sample distribution.
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Qo.p = Qo x Uy

(@)

RMCAR EMAR

(I fo(y)9s(F | y) >

79,6(0,®) = 7o (0) 7y ()

Cruka 2.1: I'paduuky npukas UrHOPAOUIHOCTH [PU PA3IUIUTUM JOBOJHHUM IIPETIIOCTABKAMA

(n) TpermocTaBke MO KOjUMa je MEXaHU3aM HEJOCTajalba MHIHOPAOUIaH 338 (DPEKBEHIIMOHUCTH Y-
KO 3aKJbyYMBAEe HA OCHOBY BEPOIOCTOJHOCTH;

(D) IIpernocraBke 10 KOjUMa je MEXaHU3aM HEIOCTAjamba MHIHOPaOuIaH 3a (hPEeKBEHIUOHUCTH Y-
KO 0ajecoOBCKO 3aKJbY INBAIHE.

2.3 VYcioBJ/paBame CTATUCTUKOM

Y onesprimma u [IOMEHYJIM CMO JIa Ce 9YeCTO, IOPEJI YCJIOB/baBama yeioBoM R = T,
BpIIU U yCJIOBJbaBambe HeKoM dyukuujom nogaraka, h(Y). Jegan npumep 3a 1o 6usa je ycioBHA
BEPOJOCTOJHOCT - HAYUH JIa Ce eJIMMUHUILY CMeTajynu mapaMerpu OpHU 3aKJ/byIUBAGY METOIOM
MakcumaJsHe Bepogocrojuoctu. Cajia hemMo Ty Teopujy MaJio JieTa/bHUje Pa3paJIATH.

Heka je X = h(Y) meka (Bopenosa, makap un BekTopcka) dyHKIHja nomaraka Y U Heka je X
IbeHA PEAJIN30BAHA BPEIHOCT.

IIpumep 2.1 (oner sunreapHa perpecuja). Ioganu Y y JrHEAPHO] PErpecuju cacToje ce of MuJbHe
npoMeHJbrBe Y M OCTAJIMX MMPOMEHJ/bUBUX KOje 30BEMO IpeaukTopu miud arpudbyru. Hama je nusb
n3Byhu 3aksbydke o Y, ma ce, 3ampaBo, y JIMHEAPHO] PETPECHjU CBE IIITO Ce MOJEIIYje - MOIEIyje
YCJIOBHO TI0J[ IPEIUKTOPUMA (IITO CMO BHUJIEJHU Y IPUMEPY @) Ako mpemkTOpE 03HAYNMO ca X,
jacuo je na je X = h(Y), rue dyukiuja h npeicraBiba MPojeKkIyjy Ha IOTIPOCTOP arpubyTa.

Bparumo ce ma ommty mputwy. IlpermoctaBuMo mga Baxku jemHa o caeaehe aBe CTBAPH:

e X je komiuleTHO (HeMa HenocTajyhux 1osba);

o [foly | x = X)L {y|o(y,F)=o(3.5)} (¥) dy He saBmcm o BpeqHOCTH y X Koje HEIOCTajy, I7e je
fo(y | x = X) onrosapajyha ycsoBHa rycruna/3aKkoH.
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Kana ce y nedununuonnm uspasuma 3a L1, Lo, L3 u L4 uspas fg(y) 3amennu ca fo(y | x = X),
HUIITA CYIITUHCKH Ce He Mema (CaMo je pacroiesa IoJaTaka Apyraduja), [a TeopeMa " J1asbe
Baxku. Cumuano, 3aaprxkalie ce u uponopumonansoct Lo u L4 upu EMAR upernocrasiu (rue je y
ob6e dbyHkImje 0OUYHA TYCTUHA 3aMEHEHa, YCJOBHOM ), TIa MPOJIa3u U UIHOPAOUIHOCT 38 (hpeKBeH-
IIMOHUCTUYIKO 3aK/byUNBAHE HA OCHOBY BEPOJOCTOJHOCTU. YOUMMO JI& j€ IIPU OBOM, CIICIINjaTHOM,
cay4ajy (DpeKBEHIIMOHUCTHIKOT 3aK/by YMBAHA PACIIONEIA OIlEHEe YCJIOBHA Y OHOCY Ha X = X, aju
meu R=T.

Pasmorpumo casia 9ucTo ppeKBeHIIMOHUCTUYKO 3aK/byYUBake YCIOB/BEHO ca X = X u R =T.
Yamumo dyukuujy T =t (o(Y,R), R) u npernocrasumo s1a je nim

® X KOMILIETHO, WU JIa

e pacnogena ox [T | X = X, R = T], nacrana ynorpebom [ fo(y | x = X)I{y|o(y5)=oz)5)} (¥) dy
(ycsioBHE pactiojiesie MoJiaTaKa), He 3aBUCH O BPEJHOCTH ¥ X KOje HeJIoCTajy.

VKosmko 6ucMo Ha cBUM pedepPeHTHUM MeCTUMa OOMUHY I'yCTHHY/3aKOH DACIoesie ojaTaka
3aMEHUJIH yCJIOBHUM, U TEOPEeMa HacraBmiIa 6u Ja Baxku. lllTaBurire, He MOpa YaK HU J1a BayKu
RMCAR, Beh cnabuju ycios:

(Vo) (Vy,y* : h(y) = h(y") =X) g¢(T|y) = go(T | y").

2.4 Heonxo/H1 ycJIOBU 3a UTHOPAOMJITHOCT

Youumo s1a cy HaM Teopeme @ u TeopeMa E Jajie caMo JIOBOJbHE YCJIOBE 33 UTHOPAOUITHOCT
MEeXaHU3Ma HEeJ0CTajarba IPHU 3aKJbYINBAIby JUPEKTHO HA OCHOBY BEPOJIOCTOJHOCTH U 0AjeCOBCKOM
3aKJ/byduBamby. leopema @ ce, perMo, GaBH OBOJBHUM YCJIOBHMA IIPU KOjuMa je L3 (@) mpo-
nopionasHo ca Lo(@). Ilogcernmo ce, MexaHH3aM HEJOCTajara MOJeIoBaH moMolly gq(y | T) je
CaMO XUIIOTETUYIKH, IPETIIOCTAB/EEHN MOJIE]I, MHJIEKCUpaH napamerpuma ¢. Crora HUje HEPa3yMHO
MPETTIOCTABUTHU 18, TOCTOjA HEKU VKU, PECTPUKOBAHUJU CKYIl BPETHOCTU ¢p, TAKAB Jia My ,IIPaBO’
¢ (y cMucay 7a 3a TO ¢ MeXaHM3aM HEI0CTajarba OJroBapa CTBAPHOCTH) HPUIAJA, & Ja, MOXKIA,
RMAR npernocraBka e Baxku. V3 MpeTxoIHO PeUeHOr BUINMO Ja OM OUJIO 3r0JHO UMATH, MaKap
3a HeKe BUJIOBE 3aKJby4YMBarba, KAPAKTEPU3AIN]y UTHOPAOUIIHOCTH, TO jECT HEOIIXOIHE U JIOBOJHHE
YCJIOBE II0JI, KOjUMa OHA BaXKHU.

IIpernocTaBumo, camo Ha TpeHyTakK, Aa je Y muckpeTHo. Tama MOXKEMO TUCATH Ja je

Po{Y =y} = Pg{ﬁ(Y7 R)=09(y,r),o(Y,R) = o(y, r)}
=Po{o(Y,R) = o(y,r)}Pe{o(Y,R) =0(y,r) | o(Y,R) = o(y,r)}.

OTKJIOHUMO JIU Ce OJT OBE IPUBPEMEHE TIPETIIOCTABKE, TOPILY jeIHAKOCT NeMO JIAKO TPUIATOUTH
Ja TTOTIPUMHE OOJIIK

Jo(y) = forx.r) (0(¥,7)) [0y, R)|o(v,R)] (O(y, 1) | 0(y,T)) - (2.8)
Cerumo Jiu ce nedununuje 3a L1 U yBpCTUMO ' = T, m100ujamo
£0.8) = [ $o3)96F | ¥ yioty o2 () dy
= /fo(Y,R) (o(y,T)) [y, R)lo(Y.R)] (O, T) | 0(¥,T)) 90 (T | ¥) L1y |o(y.5)=o(3.5)} (¥) Ay
= fory,r) (0(¥,T)) /f[a(Y,R)|o(Y,R)] (0(y,T) | o(y,7)) 96 (T | ¥) L1y jo(y.5)=o(3.5)} (¥) dy-

Comano, L£2(0) Moxke ce 3ammcaT Kao

£5(6) = / Fo ) Iisloty 2)—on (v) dy
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= /fo(Y,R) (0(y,T)) flacy,R)o(v.R)) (O(Y:T) | 0(y,T)) Iiyjo(y.m)=03.5)} (¥) dy

= fo(YR) (O(yaf))/f[E(Y,R)|o(Y,R)] (0(y,T) | o(y,T)) Itylotyi)=o(3.5)} (¥) dy
= fo(Y,R) (O(S;7F)) )

jep ce rycruHa TpOMHTErpaJd Ha jeauHuily. Jla OMCMO Jlajii HEOIXOJIHE U JIOBOJbHE YCJIOBE 3a
WTHOPAOWITHOCT, TIPUCETUMO Ce JTe(pUHUIN]e KOMILIETHOCTH (haMUJIAje PACIIO/IEIA.

Hedununumja 2.6. Heka je fx(:), A € A bammimja rycruna uim 3akona pacuozeste. Kaxemo ga
j€ OHa KOMILJIETHA, YKOJIUKO BaXKW MMILJIUKAIIU]a

(VA € A)(¥ Bopenony h) / ) faly)dy =0 = (¥y)h(y)=0.

Hanomena. Youumo 1a 3a pamMuinjy Kaxkemo Jia je KOMILIETHA aKO je, 3aIpaBo, jeJMHA HElpH-
CTpacHa OIeHA HYJIE - CaMa HYJIA.

Cana hiemo uzsokuTu TEOpEeMy Koja Jaje KapaKTepusalyjy UIHOPAOUIHOCTH Y U3BECHOM CIie-
uapujy. Ha m0j cMo 3axBasnnu ayropuma u3 [15] u [L0].

TEOPEMA 2.4. IIpemnocmasumo da je Qg gy = Qo X Ny u da fory r)o(y.r)](OY,T) |
o(y,T)) npedcmasna xomnaemny damuaujy. Hexa je jow u go(r | y) > 0 3a cee ¢ € Q.
Tada cy, 3a ceaxo ¢ € g, L1(0,¢) u L2(0) nponopuuonasrnu axo u camo axo je
nedocmajarwe RMAR.

JLOKA3. OOGpHYT cMep CJIeu 0JIMaX 13 TEOPEMe @ Hoxkaxkumo nupektan cmep. Heka cy 3a cBako
¢ € Qy, L1(0,¢) u L2(0) nponopuuonanuu. Onma Mopa 6UTH Ia 3a CBaKO ¢ € 2y BaxKu 13

T(T,0(¥,T), @) := /f[B(Y,R)\o(Y,R)] (0(y,T) | o(y,7)) 96(T | ¥) L 1y|o(y.5)=o(3.5)} (V) dy

ue 3aBucu of 0. [lo nedununuju je

/f[a(Y,R)|o(Y,R)] (0(y,T) | o(y,T)) 96 (T | ¥) L 1yjo(y.5)=o(3.5)} (¥) dy — T(F,0(¥,T), ¢) = 0,

a HUINTA Ce He Meha aKO yMAIJIAL IIOMHOKIMO jeTMHUIOM (MHTErPAJIOM TYCTUHE):

/f[E(Y,R)\o(Y,R)] (0(y,T) | o(y,T)) 9 (T | ¥) L {yjo(y H)=0(3.5)} (¥) dy
—7(7,0(y,7), @) / feey )0y R)) (0(Y,T) | 0(y,T)) I{ylo(y,p)=o(3.5)} (¥) dy = 0.

Hakon mTo maso cpegaumo, 100ujamo:

/f{B(YyR)Io(Y,R)] (0(y,T) | o(y,T)) [96(T | y) — T(T,0(F.T), ®)] L{y|o(y.5)=o(3.5)} (¥) dy = 0.
I[IpmveTivo jonr u j1a je cBejeiHo a JI MO MHTerPaioM CTOjI f[5(y,R)|o(Y,R)] (0(Y,T) | o(y,T)), mmm
nmax fi5(y,R)o(Y,R)] (0(F,T) | o(y,T)), 300r mHAMKATOPa KOjH MOCTOJM KAO THHILIAIL, U CBAKAKO OCTa-

BJbA CAMO OHE Y KOjH Ce [OKJIANajy ca ¥ Ha JOCTYIHHUM HosuipjaMa (OHUM Koje HuCy Hexocrajylie).
OBo HaM KOHAYHO J1aje n1a je

/f[B(Y,RHo(Y,R)] (5(y7f;> | O(y7i")) [g¢(? ‘ Y) - T(F7 0()_”?)7 d))] I{ylo(y,?):o(?,?)}b’) dy = 07

ITa C€ MO2KE€MO IIO3BaTU Ha IPETIIOCTAaBKY KOMIIJIETHOCTHU U 3aKJ/BYIUTHU 1a je
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gq_!,(f | y) = T(Fv 0(5’,?), d))

3a cBe ¢ € (dy ¥ OHe y KOju ce ca ¥ MOKJANajy Ha JOCTynHUM nojsuMa. OaBie 3aK/bydIyjeMo 1a
94 (T | y), 6ynyhu ucro 3a pasue ,uenocrajyhe” nenose oz y npu GEKCHOM JOCTYIHOM A€y (HCTOM
Kao y ¥), HUKAKo He Moxke 3asucutu on o(y,T), na no nedununuju Mmopa 6uru na saxku RMAR. B

Hanomena (nuckycuja). U3 ropme TeopeMe BHIMMO Jia Cy 3a 3aK/byUUBAKE JUPEKTHO HA OCHO-
BY BEPOJOCTOJHOCTH, MPU TOJAIMMA KOjU MMAajy KOMIIJIETHY PACIOJENTy, HEOIXOJHU U JIOBOJbHU
YCJIOBY 32 UIHOPAOWJIHOCT MexaHu3Ma HejocTajamba - RMAR u pasnsojenoct napamerapa. [la 6u
WTHOPAOWIIHOCT BaXKujia U 3a (DPEKBEHIIMOHUCTUYKO 3aKJbyIWBAIGE HA OCHOBY BEPOIOCTOJHOCTH,
MIPOITOPITMOHATHOCT KOja jeé TTOMEHyTa MOpPa BasKUTHU NP CBAKOj pean3aluju y, ma je 3a Taj BU
3ak/byuunBamba EMAR HeonxonaH ycjioB.

Hanomena. Tloctojame ciabujux ycjaoBa 0T aIpuOpHE HE3ABUCHOCTH IIapaMeTapa 3a UTHOPabmI-
HOCT y 6ajeCOBCKOM 3aK/byUUBAIbY W JIa/be jé OTBOPEHO MUTAIHE.
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I'maBa 3

JeaHocTpyka uMiyTaiuja

3.1 OTkyn nmorpeba 3a MMITyTAI[jOM?

YV IpeTXo/IHOj TJIABH CMO BUJIEJIH, TIOPEJ] UTHOPAOMITHOCTH, ¥ KAKO Ce IIPUCTYIIOM MOJIEJIa PeraBa
pobsieM HeJocTajyhux mnojaraka. 3aucra, Mpu TAKBOM IPHUCTYITY JOILIO Ce YaK U JI0 TeopeMa Koje
TBpJie KAPAKTEPU3AINOHE YCJIOBE 38 MTHOPAOMJIHOCT MeXaHuM3Ma HejocTajarba. CTora je MmoTIyHO
pPa3yMHO TIOCTaBUTH THUTAHE 3AIITO GUCMO YOIIITe KOPUCTUIM HEKE JIPYTe TPUCTYIIE.

VY xuBory, DaBo je y merasbuMa, a y MATEMATHIM - y TPAKTUYIHO] npuMmenu. Hanme, npobiem
je y ToMme mITO MU y BEJMKOM OpOjy cJiydajeBa yoIllTe U HE 3HAMO PacCHofelly moaaraka, seh
MMaMO CaMO IOaTKe KAa0 BEKTOP W/ MATPUILy. Y TAKBAM CHTYalldjaMa METOIU 3aCHOBAHU HA
MOJIeJIUMa, TIOTIIYHO ¢y Hemohuu. Wmak, m3 Teopuje y3opaka MIO3HATO HAM je Ja Ce Y30PKOBAbE
MOXKe TIOCMATPATH Ha JBa Pa3JIAduTa HaduHAal:

1. V3Byduenu y3opak y NMpeCcTaB/ba PeAJU3AIMjy CAyUajHe MPOMEH/bUBe Y KOja UMa PAaCIIOJIETy
feo(+) KOja je moTeHIMjaIHO HEIO3HATA;

2. TMocroju konavyna nomyJanuja jeauaku, obuma N u3 Koje ce u3Bsade y3opim obuma n (ca uiu
6e3 NOHABIbAA, CTPATUMUKOBAHY UTJL); IOJAIM KOje aHAJIM3UPAMO CY jeJIaH OJf TUX y30paKa.
Tama je cBakoM y30pKYy JI07ie/beHa BEpOBATHONA M3BJIAYEHA, U jEIMHA PACIOAELTIA KOja HaC
3aHUMA je yIpaBo Ta - YOIIITe HUje HEOXOMHO 3HATH (HUTU YaK JedUHUCATH KAO KOHIENT)
pacIofiesly caMux Inojaraka, Beli ce roBOpH O T3B. naaHy y3oprosara. Hu oH, pazyme ce, He
Mopa OUTH TO3HAT.

Busno 6u, naxse, 1moxke/bHO, UMATU METOJ CAHAIMje HeJIO0CTajarba y HOJAlMMa KOJU je Majio
WM HUKAKO 3aBUCAaH OJ] BUXOBe pacrojese. VMiyramuja je jeHO Ol pelliera, YaK W Hajderlie
KopuitheHo, jep ce MOXKe 3aIaTH YaK U a.A20pummom, 6e3 morpede 3a crernuduKanjoM 6110 KAaKBUX
mozesia. O oBome hemo mHOrO Buie pehn y HACTaBKY.

Hanomena. Youumo jorr jemHy paz3iuKy MPUCTYIA MOJEJA W UMITYyTallAje: Y IIPBOM CMO Ce€ MaKCH-
MaJTHO TPYIWIN J1a HefocTajyhie mogarke 3aHeMapruMo, UTHOPHUIIEMO, & KOJT UMITY TAIlijeé UM ITPABU-
MO MOJIEJI U TPYAMMO Ce JIa UX MITO BEPHHje PEKOHCTPYHUIIEMO.

3.2 Ilpernen dynaamMeHTAJIHUX pe3yJiTarta y o0JIacTU MM-
myTalmje

[Toncernmo ce, Ha caMOM TOYETKY OBOI' TEKCTa KPATKO CMO Ce OCBPHYJIM Ha Hajduerrhe Kopu-
mheH TPUCTYI y Pay ca HeIOoCTajynuM mojaruMa, a TO je OWIa uMnymaoyuja, Win nonyrasatbe
nctux. TepMuH UMITyTaIMja y CPIICKU Je3UK JIOMIA0 jé TUPEKTHO OJT €HTJIECKOT TepMuHa imputation
u ojoMahno ce, JOK TIPUPOIHUJU TEPMUH NONYrba6arbe M3 HEKOT pasjora Huje 3axkuBeo. Mu hemo
KopucTuTH 002, KaKO OMCMO M30eriu 9ecTo IMOHAB/bAE UCTE P U THUME OJIAKIIAIN aurpusoct.?

1Oprosapajyhn Tepmumn ma enrseckom jesuky cy model-based approach u design-based approach.
2TaxBo MOHABJLAILE Y JIMHTBUCTHIM je TO3HATO KAO maymoaozuja. He Tpeba ra MemraTi ca HCTOMMEHIM MATEMATHTKAM
TIOjMOM.
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Nwmmyranuja, makse, IpecTaB/ba MOMyHhaBamhe HemocTajyinx mosba y mojanumMa 3aMeHCKIM BPeJI-
wocruma. Omax ce namehe MHOTO UTAMA: KAKO BPIIUTH TAKBO TOIMYHaBaAbe, KAKO MEPUTH HEroB
KBaJINTET, KAKO Nle OHO YTHUIIATH HA BAJIMIHOCT CTATUCTUYIKOL 3aKJbYINBAA, UT/I.

3a poJloHaveTHIKA UMIIyTalfje Kao IpaHe CTATHCTUKEe n MareMaTuke cMmarpa ce downams B.
Py6un (1947-), upodecop emepuryc Yuusepaurera XapBap/l, KOJU je HOCTABUO TEMEJHE IIPOY YaABAHY
nenocrajyhux mogaraka y csom pauy [B1] u kmwusu [2§]. 3ajenuo ca cojum xkoayropom Pomepukom
J.A. JIurnom (1949-) nao je nedununuje MCAR, MAR u MNAR nemocrajama Koje cMO BujeIn
y paHuMjuM oziesblmMal; a KpyHY BUXOBe capajiibe MpeicTaba kibura [5]. Vsspumwm cy sHauajan
yrunaj Ha Creda san Bypena, xoju je ayrop kmwure [G] y xojoj je, 3a pasnuxy ox [5] axkmenar
nocBeheH UCK/BYYMBO UMITYyTAIlAjM Ka0 HAYMHY paja ca Hegocrajyhum nogamuma. Takohe, Bypen je
y TIOMEHYTOj KIbU3HU J[a0 JeTajbHe OIMCe MHOIITBA KOPUIMTNEHUX aJrOpuTaMa, a JUIHO je, 3ajeTHO ca
Kapun I'poruyc-Oyacxops ayTop mice nakera 3a IpOrpaMCKy je3uK R, IITO mpejcTaB/ba Hajuerhe
kopurthenn anar y paiy ca Hemocrajyhum momarmmma ([14]).

JlonpuHOCH MMITY TaIju KOjH Cy MOOPOjaHM y ropmeM naparpady jecy HajOuTHUjU, ajau CBAKAKO
HUCY jeJIMHH, & BaH OKBHPA OBOI' TEKCTa M3JIa3U Ja ce OHM Habpoje cBU. SHATHKEPHU CE CBAKAKO
yuyhyjy wa [B] u [6], rue ce moxe maliu ckopo mma cBeoOyXBaTaH Iperyief] JUTEpaType Ha TeMy
WMIIyTaIyje, Ka0 U paja ca HegocTajyhuM momarmuma, 3ak/byaHo ca 2019. romgmHoM.

3.3 Illra je jeAHOCTPYKO Y j€HOCTPYKOj MMITY TAIIUjU’

Heka umanmo mozaTke, Kao U paHUje, JaTe BEKTOPOM/MATPHIIOM [y;;| 1 HEeKa 38 HeKe ¢ U j BPe-
HOCT ¥;; HeJjocTaje. Kama kazkeMo /1a cMo jeTHOCTPYKO UMIyTHpaJu HeJocTajyhy BpeaHocT, moapa-
3yMeBaMo J1a CMO, Ha OCHOBY HEKOT' MOJIEJIa HJIM aJrOPUTMa KOju ¢MO (hOPMUPATH, HA YIPAKILEHO
MECTO YIIMCAJN 3aMEHCKY BpenHocT. demy omja norpeba 3a kpasjudukanujoM jednocmpyko? Ta
noTpeda HACTAje U3 YUEHLEHUIIE Ja IMOCTOJU U SUWECTPYKA UMNYMAUU]A, KO KOje Ce YIParKHEeHO
M0Jb€ TIOIMYEhaBa KOPHUIIMNEEM BUINE PA3IMIUTUX BPEIHOCTH, TO jECT BPIIU CE M jeIHOCTPYKUX
UMITyTaIyja u 1001ja m KOMILIETHPAHUX CKYIIOBA I10/IaTaKa, HAJ KOjUMa Ce OHJ/IA BPIIeE KJIACHIHE
CTATUCTUYIKE aHaJm3e. BUIIECTPYKO] MMITyTAIA]X TIOCBETUNEMO HAPEHY TJIABY.

[IpeHocTn jeqHOCTPYKE UMITyTAIHje jecy y TOME IIITO Cy CaMH aJITOPUTMU yIJIABHOM jeTHOCTAaB-
Huju, 100Mja ce caMo jeJaH CKyIl MOJAaTaKa, I1a HeMaMo MoTemKkohe ca HAaKHAIHUM KOMOMHOBAHEM
OIleHA UTH, aju TakoDe Mory johu ca 030M/bHAM MaHaMa, KOje Ce YIJIABHOM OIJIEJAjy y TOME IITO
Cy came OIleHe TIapaMerapa HEeKBAJUTETHE, a W3BeleHU 3akJbydnu Hernoysganu. OBo hemo maio
KaCHUje Pa3MOTPUTH U Ha KOHKPETHUM IIpUMEPUMA.

3.4 Meroamu jeaHOCTPYKE MMITyTalllje

Jlo cama cMo caMo ONUCAJH Jia BPIMMO HEKAKBO TIOIYHABAKE HEJIOCTAjyNuX MMoJaTaka 3aMeH-
CKWM, aJli HUCMO Ceé OCBPTAJIM Ha TO KAKO Jia TO ypaaumo. Jlomao je MOMEHAT ja CKMHEMO Beo
Mucrepuje u ca tora. Vmmyramuja Tpeba butn cxpaheHa Kao u36aauerve Yy3opka u3 npedukmuehe
pacnodeae nedocmajyhur epednocmu. Hakie, mu hemo cBakoj Hemocrajylioj BpeaQHOCTH IPHUIIKCA-
TH pacrojiely BepoBaTHoha, HAJAMO ce TAKO Jia OHA IITO OOJbE OCIHKA CAMY PACIOIENy IIpaBe
BpesnHOCTH, Te hemo Byhu BpeIHOCT U3 Te PACIIOJEJe U HOME UMITYTHPATH.

[Iporec dopmuparma TakBe pacoiese, KOjy CMO Ha3BaJIU NpedukmueHa pacnodesa, Huje HIMAaJIO
jemuocrasan. Jlurn u Py6un ([5]) cBe naumne 3a renepucame oBe pacmoieie yrpy6o cBperaBajy y
JIBe KaTeropuje:

e ExcrnnunurHo MonesioBare. [IpeukTuBHa pacioela je eKCIUIMIUTHO 3ajaTa (HopMaJi-
HA, EKCIIOHEHIMjaJlHA, YCJIOBHA y ONHOCY Ha JIOCTYIHE MOJATKE WTI.) U U3 e Ce Y30DKY]y
uMIyTaruone Bpeanoctr. Kacuuje hemMo Kpo3 HEKOJMKO TeCTO KOPHUIMTNEHUX MpUMeEpa Moja-
CHUTH KaKO Ce 3aJlaje OBa PACIojiesia, KakKo OMCMO MIIyCTPOBAJIA IIITA CBE MOXKe IOohu 1o 31y
aKo ce MMITyTaluja o0aBu Ha IOrPelaH HAYMH.

3Wcrunm 3a Boswy, Py6un opurmmasnmo muje pazmmkosao RM(C)AR u EM(C)AR, mrro je y KacHmjoj Jmreparypu 3HATO
na crBopu 3abyny, jep ce MAR kopuctmio u 32 EMAR u 3a RMAR. lnak, BpeMeHOM Cy ce CTBApU MCKPUCTAINCAIIE, U
JlaHac 10 3a0yHe yIJIABHOM HE JI0JIa3u. Beamku JonpuHoc oBoMme aao je paj [[L0] koju je mocsry>kmo Kao m3BeCHA KpaTKa
cucreMaTu3alja goragarmmber (2013) 3uama y obnacTu.
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o NIMmymunmTHO MoJieIoBame. 3ajaje ce CaMo GA20pUMam KOJU J1aje UMILY TAIlMOHE BPEIHO-
CTH, a caMa pacIojiesia ce He 3ajaje TUPEeKTHO, Beh je oHa JaTeHTHA W TMOCIEINIA je CaMor
agroput™ma. U 3a oBo hemo aTu HEKOJUIMHY TIPUMEPA.

Hapasno, 3a KoHKpeTHe moTpebe Pa3BHUjEeHO je MHOTO PA3IMYUTUX MOJIEJIA U aJIrOpUTaMa 3a
AMITyTAIUjy, Kao U pa3nuanTux yHanpehema mocrojefinx. Muore ox mwux Huje moryhe rpy6o cBp-
CTaTW y jeJIHy O TOPIhe JIBe KaTeropwuje, jep MMajy W jeHux U JApyrux ocobuna. [opmy momeiy,
crora, Tpeba cxBaruTu y HajrabaBujem moryhem cmuciay. locta 0 TAKBEM MOIEINMa CE MOXKE
npounrtatu y [(]. Taxkobe, y mocaenmux map romuaa mpoboj y UMITYyTAIMjA TIOJAKO Cy TOYENe Ja
IIpaBe M HEYPOHCKE MPeKe, aJii Ce jOIII YBEK He Ha3upe yHUMUIUpaHa Teopuja Koja ou Taj mpucTy
objenuumia. HeypoHcke Mpeke y CBOjOj IPUPOJIN jeCy PErPECHOHU U KJIACU(MDUKAIIMOHYN MOJIEJIH, A
ce Moxke pehn na muxoBa ynorpeda y UMIYTAIWjH BUIIE HATUIHE KA €KCIUIMIIUTHOM MOJIEJIOBAILY
(HEeypOHCKE MpekKe Cy, CYIITUHCKH, IIADAMETAPCKU MOJIEJIHN ).

3.4.1 IIpumMepu eKCILIMIIUTHOT MOJEeJIOBama

IIpumep 3.1 (ummyranmja cpeamnoM BpeaHomiy ). JeqHocraBan HAYUH 38 UMILY TAIA]Y HEJ0CTa]y-
he BpetHOCTH ¥;; jecTe ma ce OHA 3aMEHH ITPOCEKOM 79) ¢BUX OCTYIHUX BPEIHOCTH Y j-TO] KOJIOHH,
amju hemo 6poj osmaunTn ca n'). Jacno je ma npocek nomymene kouone ocraje 57, Takobe, Mo-
2KEMO CPAdyHATH JIa je y30padka JUCIEP3Uja TAKO UMITyTUPaHe KOJIOHE je/IHaKa:

= =02 %)
_n_llz (yu y])+n—142 (y” yi)
i=1 l:miij (3 mijzl
T -1 Z (yij — y(j))z + — Z (y(ﬂ) _ y(]))Q
i:m; ;=0 img ;=1

nl) -1 1 iy
T a1, 2 w7

it m;; =0

_ -1 Gy
n—1 ’
re je (s(j ))2 y30padKa JINCIEP3Hja ,,[IOTKOJOHE CaCTaBJbEHE CaMO O JHOCTynHux mospa. [log RM-
CAR mnpermocraBkoM, jacHo je ja je (s(j ))2 IOCTOjaHa OIeHa IpaBe JUCIep3uje o Y;, jep je Taksa
U y30padka ;:mcnepBI/IJa Bugumo na y Tom CJIy‘IaJy (RMCAR) 6e3yCJIOBHa HIMITy TaIja CPEIHHOM
. OBo je jeanocraBHa
u J106pa UIycTpaluja Kako HEIPaBUJIAH HAYUH MMITyTalllje MOXKe ;LOBeCTI/I JIO TIOTPEITHUX CTATH-
CTUYKUX 3aKk/bydaka. CimdaH yTuiiaj oBaj MeTo ], BPIIM U HA KOBapHUjaIUjy /IBE KOJIOHE, O 9eMY Ce
Mozke mpounTat y [B].

IIpumep 3.2 (uMiryraipja yCJIOBHOM CPEIbOM BDPEUHOIINY 32 jeHOAUMEH3UOHO HEIOCTAjame).
VKOJIMKO ce IPUCETUMO & JHMHeapHa perpecuja mogzeiyje yciaosuo odekuBarbe E(Y|X) mubue
IPOMEHJbUBE ¥ OJHOCY Ha arpubyre, MoxkeMo pelin jja (JimHEeapHO)perpecoHa UMILyTAIja 3aIpa-
BO IPEJICTAB/ba MUMIIYTAIU]Y YCAOEHOM CPEIEOM BPEIHOIINY, & OHJA MMILYyTAIlU]y U3 IIPETXO/HOT
[IpUMepa MOXKEMO 3BaTH UMIIyTallja 6e3ycA08HOM CPEJIIOM BpEIHOIINY .

IIpernocraBumo ma cy KoJioHe Y7, . .., Yi 1 KOMIUIETHE, a Ja HeJ0CTajyhu MOJaIn TOCTOje CAMO
y TOCIeab0j KOmoHu Y. Takobhe, 300r mpeTnocTaBke HE3aBUCHOCTH WHCTAHITA, MOYKEMO C€ JTOTO-
BOPUTH J1a Cy IPBUX " BPCTA KOMILJIETHE, & J[a ¥ IIOCJEIHBUX N — ' HEJIOCTaje [IOC/Ie/ibe oJbe. Tasa
Ce Ha OCHOBY KOMIJIETHHIX BPCTa dopmupa nuaeapra perpecuja Y ~ (Y1,..., Yk _1) koja hie natu
KoeuIjeHTe (50, ﬂl, cee B K—1), HA OCHOBY KOjUX Ce IIPOILeIyje HeJocTajylie 1mosbe y;x Kao

K-1
Ui = Bo + Z BiYij-
j=1
HapaBno, ykoIuKO je HeKa O/ MPOMEH/bUBUX Y PETrPECHUju KATEeropudKa BPITHA ce oaroBapajyhe
kojupare (dummy, one hot urn) u npobsem ce CBOAM HA OBAj KOjU CMO JMCKYTOBAJIH.
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Huje moTpebuO mocebHO 0b6jalmhaBaTh 3aIITO OBAKBYA METOIN KOji ¥ HEKOM CMUCILY BPIIE ,HAaj-
b6o/ba TpeaBUhama’ HUCY aJeKBATHU 3a CTATHCTHUYKO 3aK/bydnBambe OmIo Kor Tuma. Kao mpso,
oHM he 3HAYAjHO Ja TMOTIEHEe BapujabMIHOCT caMe IU/bHE KOJIOHE, a W Tojadahe JuHEApHY Be3y
y mojaiumMa, Koja fie ce KacHHje Opa3uTh Ha KOHCTPYKIIM]Y OMJI0O KaKBUX MOJIE/IA HA MTOJAIIMA.
Hup. y Hekoj kacHUjoj JIMHEAPHO] perpecuju JiaxkHo he mopacTu KoedUIUjeHTH Kopesaruje Mehy
KOJIOHAMa, IITO Nie ce Moc/e OJPA3UTH Ha 3HAYAJHOCT KOeDUIMjeHATA UTI,

IIpumep 3.3 (croxacruuka perpecuona umiyTanuja). OBaj METOH NPEICTAB/bA IPUPOJHO YOII-
MITEHE TIPETXOHOT KOje CIIyKU J1a HAJIOMECTH HeroBe IJIaBHEe HEeJIOCTATKE: CMAbehe BapujabuIHO-
cTu u noBeharke JuHeapHe 3apucHoctu Mehy momarnmma. IIpermocTaBke cy mcTe Kao U MaJsompe, a
UMITyTaIfja ce BPIIU IO IIPUHIUILY

K-1
Yik = PBo+ E Bjvij + zik s

Jj=1
rJIe BeJIMYWHA 2 UMa YIOTY WYMda, & YIJIABHOM Ce Byde U3 HOPMAJIHE PACIOJIENIE CA OIEKUBAHEM
0 m mucnep3ujoM Koja je je/IHaKa Pe3UIyaJIHOj JUCIEP3UU MOEa KOJH je CIYKHUO 38 UMIIyTaIn]y.
Hapasno, nocroje u moaudukaluje Koje CaydajHo y30pKYyjy jelaH o pe3ujyasia U oaMax ra Jio-
najy kao myM u ci. Caga hemMo HaBeCTH HEKOJIMKO KOPUCHUX HAIIOMEHa Y BE3W Ca CTOXACTUYKOM
PErpecuoHOM WMITY TAITHjOM.

Hanomena. IlpermocraBka o Hemocrajyhum momarmMa y caMmo jeJHOj KOJOHU je, pa3yMe ce, BeOo-
ma orpanudasajyhia. Cpeliom nocroje pasue mopudukamuje (CroxacTudke) PErpecuoHe UMILY TAIlK]je
Koje omoryhasajy mweHy npumMeny u y TakBuM cutyarujama. Cymrruacku ropopehn, sehnna mux ce
CBOJIM H& BUIIECTPYKY IPUMEHY CTOXACTUYKE PErPECHOHE UMITyTalldje 33 Pa3/nduTe perpecuoHe
KoeduIjeHTe U KOMILIeTHe 6a3e. Jemna o TakBux Momudukaiuja jecre bakoB MeTo, 0 KojeM ce
mozke npountaru y [33]. Mu ce neliemo onrepehimBarn takBum MopuduKanpjaMa ja ce He OGucMo
PACILUIMHYJIH, ajau HaM je OMTHO j1a 3HAMO JIa IOCTOje W A je MOryhe 3aIp:KaTh HEMpPUCTPACHO-
CT/II0CTOJAHOCT OLEHA.

Hanomena. Py6un u Jlutn ([]) cy nmokasamm na je 3a IBOIMMEH3MOHY HOPMAJIHY DACIIOZENY, Ca
HEeJOCTajalbuMa y Apyroj Kosionu Yo yaena A = =L u MCAR mexanuzam npedepabuaHo KOpu-
CTUTU CTOXACTUYKY PErpecHOHy UMITyTAIUjy, jep OHA jeJIMHA Jiaje TIOCTOjaHe OIEHE W JIUCIIeP3Uje
Y2, u puy = EY;, ka0 u perpecuonux napamerapa y perpecujama Y3 ~ Yo u Yo ~ Y (y mopebe-
by Ca MMILyTAIijoM Ge3yCJIOBHOM CPEIHOM BPEIHOIIY 1 OOMIHOM DErpeCHOHOM MMITYTAII]OM).
YV naBejienoj pedepentn Moxke ce nahu u npopebherme ca MeTOAMMA U3 IPUMEPA u B.2, tie cy
EKCIJTUIUTHO U3BEJIEHE U IPUCTPACHOCTH OlleHa. Mak, CTOXacTUYKa PErpecuoHa NMITY TAIja UMa
u nBe o36msbHe MaHe. IIpBa ce oryiesia y Tome HITO J0/IaBabe CIIyYajHOT IIIyMa 3HA4YajHO rmoBeliaBa
nmcrepauje oneHa, mro ¢y Pyoun u Jlutr takohe ekcrumuiiurao u3penu. JIpyra mana je Ta mTo cy
CTaHIap/HE TPEIIKe OIEHA MapaMerapa Ha OCHOBY IMOJATaKa OBAM METOIOM IpeMaJie, jep He ypa-
ayHaBajy HeogpeljeHocT Kojy morocu nmimytanuja. OBaj mpobsem peruhie BAIeCTpyKa UMITY TAIIHA]a
KojoMm hemo ce 6aBUTH y HapeIHO] TJIABH.

Hanomera. Bunemau cMo J1a ce IPETIIOCTaBKA O jeHOMMEH3MOHOM HEJIOCTajarby MOXKe IIpeHedOper-
HyTH oAroBapajyhoMm MonndukalujomM croxacTudIke perpecnone umiyramnuje. Mehyrum, To He Mmopa
6uTu ciaydaj 3a npernoctaBky 0 RMCAR nenocrajawy. Hanmve, mpobiiem Hacraje y Tome mro mo-
Iy30paK KOMILIETHUX OICEPBAIMja HE MOPA OWTH PEIpe3eHTATHUBAH, 1A CaMe OIEHE PErPECHOHUX
KoedumjenaTa Ha OCHOBY KOjUX €€ BPIMU UMILY TAIlja TOCTAjy BeoMa mpucTpacHe. 1o ce y KOHTeK-
CTy MMIIyTaIlyje JOHEeKJe, bapeM eMINPHUjCKU, MOXKEe PEIINTH TAKO IITO Ce 33 CBAKy IIOjeIMHATHY
UMITYyTaljy KOeUIMjeHTH PAaIyHa]y IOHOBO, aJld HE Ha OCHOBY II0/Iy30pKa KOMILJIETHUX OICEpBa-
nuja, Beli Ha OCHOBY HEKOT OyTCTpeN y30pKa W3BYYEHOT U3 Wera. AnrepHaruBa ToMe 6mio 6u Ja ce
KOeDUIMjEHTH TOCMATPA]y Kao CJIydajHe BeJMYWHE, 14 Ja Ce IIPU CBAKO] MMILYTAIUjA BPEIHOCTH
mapamMerapa M3Bjade U3 IHUXOBUX AIMOCTEPHUOPHUX PACIOENa, [IPUA YCIOBY AOCTYIHUX ITOIATAKA.
Jeraman onme oBakBUX ajropurama Moxe ce nporahu y [6].

NmnyTarnuja kopuinthemeM CUHTYJIApHE JEKOMMIO3UIAje

OBaj npumep Guhie Masio JIyKu, ma 3aciayxKyje moceban cermeHT Tekcra. OBaj MeTosn mpeysesn
cmo u3 [20] e je or u yBeeH.
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IIpBo hemo ce mozceTnTH MOjMa CHHTYJIAPHE JEKOMIIO3UIIA]E ManI/IueE. Hapemnaa Teopema kiia-
cuyaH je pesyarar u3 Jluneapue asrebpe m HaBommMO je 6e3 mokasa. Jlokas ce moxke nponahwm y

22).

TEOPEMA 3.1. Hexa je M € C™*". Tada ce M mooice npedcmasumu y obaury
M =UXV™*,

2de je U € C™*™ ynumapna mampuua, 3 € C"*" npasoyzaona duja2oHasna Mampu-
ua ca HeHe2aMUBHUM esemeHmuma Ha dujazonaau, a V € C"*" maxohe ynumapra
mampuua. Yxoauxo je M peaana mampuua, maxee cy u U u 'V (opmozonaane). Ta-
Kobhe, ysex nocmoju curayaapHa dexomnoduyuja maxea 0a cy 0uja2oHaAAHU eaeMeHMU
mampuue X copmuparu Hepacmyhe. |

IIpumeTnmMo 18 HECMO TOMUHAJIN OTHOC OpojeBa m u n. IlomTo je HaMa y CTATUCTUIN O TIaBHE
BaKHOCTH JIM3ajH MarTpulla, Hajuemhn ciaydaj he 6uru Behu 6poj Bpera ox 6poja KostoHa. Ajm, 4yak
HU y CTATHCTHIM TO He MOpa yBeK 6uTu caydaj (Masm obumm y3opka). Crora, y OmmTeM Cirydajy
MaTpHIA 3 ITOTEHIM]aIHO UMa M — T HyJa-BPCTa U N — T HyJIa-KOJIOHA.

M U )
Ciomka 3.1: OminTu cjIy4aj CHHTYJIApHE TEKOMIIO3UIH]je

Ha counnm @ rpacduyKy je IpUKa3aH OIIITH CIydaj CUHIyJapHe aekommosuiuje. Marpuiy U’
caummana npsux r = R(M) = R(X) kosona marpuine U, ropsmu JieBu 0GJIOK MaTpune X jecte
Marpuna X' Koja je IujaroHasHa W Ha -EHOj IUjaroHAJH Haja3e ce HepacTyhe copTupaHe cBe
HEHyJIa CHHTYJapHe BpeaHocTd, mux r. Ocrarak MaTpuile Y. caddmbaBajy Hyse. Bpcere marpuie
(VT npencraspajy npeux r Koaoma Marpume V. VzocTaBmbame OUIO KOjuX BpCTa/KOTOHA Y
MaTpUIM X IOBJIAYU M30CTaBJbatbe Hekux KojoHa y marpunama U m V. Crora ce cuHrysiapsa
JIEKOMITO3UIIMja U3 IpBe TeopeMe HasuBa jorn u nyxa (edr. full SVD). VI3 nperxoqHo ucupudaHor
HaMmehy ce joIn Tpu TUIa, a TO Cy TaKO3BaHe pedyko8aHe CUHTYIAPHE JEKOMIIO3UIITjE:

1. VYkonmmko u3 marpuiie Y, akO UMa BHIIE BPCTa, M30AIIMMO OHOJIMKO HYJIA-BPCTA KOJIUKO je
BUITAK Ja Ou oHa Owa KBajpaTHA, a ojroBapajyhe HyJsia-KOJOHE aKO MMa BHUINE KOJIOHA,
OHJIa O]l MaTpuIle X ,ocTaje’ KBaJpaTHa MaTPULA Xyin(m,»n} KOja je KBaJpaTHa, JUMEH3Uje
min{m,n}. Ox marpuna U u V ce onga 3agpxasa min{m,n} xojona (ox jemme cse, a o1
ZIpyre He).

OBakBa JEKOMIIO3UIMja 30Be Ce MaHKa cun2ysapHa dekomnosuyuja (err. thin SVD).

2. Ox MaTpuie X 3aJIp:KaBa ce caMO TOPE-U JIEBU JUjaroHaJHU OJIOK Cca HEHYJIa [I1jarOHaJTHIM
esemenTuMa - Marpuna . Tana ce u3 marpume U onbaiyje JECHHX M — 7 KOJIOHA, a U3
marpune V JIecHuX 1 — 7 KoJoHa (MOXKe ce, HApPABHO, JIECUTH Ja ce He u30aly HUjeIHa).

OBakBa, JICKOMIIO3UIINja 30BE Ce KOMNAKMHA cutzysapha dexomnosuyuja (eur. compact SVD).

3. Ox maTpure X 3aJpKaBa ce CaMO TOPHbY JIEBU JUjarOHAJIHN OJIOK 3y ca HEHYJIa eJIeMEHTUMA,
am gyxuue t < r. Taga ce u3 matpurie U ombartyje necaux m — t KojoHa, a u3 mMarpuie V
necanx n — t kosona. Ox marpuie U ocraje Uy € R™*?, a o marpune V ocraje V; € R*XE,
Jlekommosummja momnpumMa, 06K

M =U,%, V7,

denr. Singular Value Decomposition - SVD

5 .
°IIro hemo yoynyhe u mogpasymesaru. Te mujaronasnue eaemente 3saheMo cuneyaapme 6pednocmu.
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re napasao M # M y ommmrrem ciry4ajy. Umak ucmocrasiba ce na je marpuria M y u3BecHOM
cMucTy ,omaucka” matpuim M, o gemy hemMo TOBOPUTH y Ja/beM TEKCTY.

OBakBa JICKOMIIO3UIIAja 30Be Ce Kproa cunayaapra dexomnosuyuja (eur. truncated SVD).

Hanomena. Ha,uaﬂ)e hemo IPETIIOCTaBUTU MEHTPUPAHOCT II0JaTaKa KaKO 6ucMo n3beryim C.HO60,HaH
9JIaH Yy HEKUM MOJe/IMMa.

Heka je Y € R™*P marpuna y Kojoj cy cmemmrenu nogaiu. Heka je Y¢ marpuria Koja ce cacToju
U3 CBUX OHUX BpCTa MaTpuiie Y KOjUMa He HEJOCTaje HUjeHO MOoJbe U HeKa je Y™ Marpura Koja
ce cacToju W3 OHWUX BpcTa Marpuie Y KojuMma HermocTtaje bapem jemno mosbe. Heka je marta Kpma
CHUHTYJIapHA AeKOMIIO3UInja MaTpuie Y ¢

Y5 =U,;D,V7,

rie je D mujaromasina maTpuiia Koja Ha JujaroHajm uma Bojgehux J < p HeHysa CUHTYJIApPHUX
spenaoctu marpuie Y¢, a Uy u V; cy omrosapajyhe marpure ca meljycoOHO OpTOroHAJHUM KO-
JIoHaMa Koje cajpzke npsux J xosona marpuna U u V 3a Y¢ = UXVT,

Hcnocrasiba ce 1a je Marpuia Y© o7 BeJHKe BazKHOCTH, mTo hemo dpopmysmcarn y ciaeneho]
TeopeMmu, Koja je Takohe pesynrar JIluneapue anredpe u nHehemo je 10Ka3uBaTH.

TEOPEMA 3.2. Y3 do cada xopuwheny nomauujy, mampuuya M panza J xoja pewasa
npob.aem
arg mNiIn Y —M]|,

R(M)=J
2de || - | npedcmaswa L? Hopmg,ﬂ, jecme mampuua Y°. daxae, Y¢ je ona 00 mampuua
parza J xoja je najbaustca mampuuu Y© y cpedrbexsadpamHom CMUCAY. |

Hanomena. Huje 6utHO 1@ it MUHUMEI3YjeMO HOPMY WJIH KBaJpaT HOPME, jep je KBaJpaT CTPOro
pacryha dyuakmnmja.

Cagna hemo moryieaTu 0Baj pe3y/ITaT ca CTaTUCTUYKE Tadke Tieaumnita. Heka je y Oumo koja
BpcTa MaTpuile Y ¢, IocMaTpaHa Kao KOJIOHa BeKTop. llocMaTpajMo JinHeapHU PEerpecuoHd MO
Yy KOjeMy je y 3aBHCHA IPOMEHJbUBA, & V j [IN3ajH MATPUIIA, OTHOCHO TPaXKUMO

argmin |y = V...

Ca kypca HaMm je TO3HATA YMILEHUIA Ja je Tanma ofaropapajyha omena jara m3pas3om B =
(V?V,])_lV:;y, a Kako cy kojione marpuiie V j MelycobHO opToronasme mobujaMo Ja je OIeHa
METOOM HajMarbUX KBajpara:

B=Vhy.

OpaBie 3ak/bydyjeMo Jia ce y KOJIOHaAMa MATPUIIE V;(YC)T nasase orene MHK koedurnmjenara
3a cBe Moryhe mogesie ca Ju3ajH MATPUIOM V j W 3aBHCHOM ITPOMEHJBUBOM KOja MPOJIa3W KpPO3
cBe morylhie Bpcre marpure Y. CxomHo TOMe, y KOJIOHama marpuie V JVF(YC)T HaJIa3e ce
OIleheHe BPeJHOCTH BpcTa MaTpulie Y ¢ y TOMeHyTOj perpecuju. KoHadHo, y BpcTaMa TPaHCIIOHATA
Te MaTpuIle, Tj. y Bpctama marpure Y <V JVf HaJjIa3e ce OIeHe Bpcra marpuie Y °.

Kana 6u 6uno J = r = R(Y¢), Mmorsiu 6ucmo ypanuru cienehe:

YV, Vi =U,D,;Viv,vl =U,;D,V} =Y°,

ma O MaTpHUIla Koja je y CPeheKBaIpaTHOM CMUCILY Hajosmka marpuny Y © Ouia U eHa JInHe-
apaoperpecuona onena MHK. Mehyrtum, mu umamo kpmwy aexkommosunujy. Unak, omiydyjemo ce
na mMarpury Y onennmo Gamt MarpumoM Y€, yIIpaBo jep JKeamMo /1 HCKOPHCTHMO HHMDOPMAI]y
o mummMmuzarmjn L2 pacrojarma.

OpakBa (Makap u IpHOJIMIKHA) Be3a Jaje HAM M3BECHY Hajy Ja 6u ce u Bpcra u3 Y, K0joj
(curypmo!) mesocTajy ompehena mosba, MoryIa oneHUTH Ha ciuvan HaunH. Hexa je y! Hexa of1 BpeTa

6I(BB,,HPELTHI/I KOp€H CyMe KBaJlpaTa CBUX IIOJba.
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n3 marpure Y. Vzbamumo u3 me HepocTajyha mosba, TpaHCIOHYjMO je, u mobuhemo KOIoHy y*.
Cama hemo mocmarpaTn perpecuonu mpobsem

argmin y” ~ V38

rze je V¥ maTpura Koja je Hacrasa of, V j n3balBameM OHUX BPCTa KOje MMajy MCTH PeJHU OpOj
kao uegocrajyhe mome v y*. Taza je onena xoedurnumjenara MHK nara ca 8 = (V}TVj)*leTy*,
a oIlerheHe BPEIHOCTH JaTe cy ca §* = VJ(VjTVj)’lv*}Ty*. Martpurma V¥ Bumie HeMa OpTOro-
HAJIHE KOJIOHE, TaKO Jia Ce CPEJbU Mpou3Boj He Moxke ckparuru. Oneny hemo crora samnucarn
ca y* = *,B Y 0BOM TPEHYTKY KaoO jeJMHU CMUCJIEH HAYUH JIa Ce OIleHE HeI0CTajyha Mmosba Ymiss
jaBipa ce

Qmiss = V(*)ﬁ7

rue CMO ca V&) osHaumam KoMIIeMeHT marpure V¥ y Marpunu Vi (§miss j€ KOJOHA OLEHA
nemocrajyhux nospa y pegocieiny y kome uegocrajy). Osom ouenom fiemo ce osde sadososumu.

Cee mTo cMO 0 cajia pekyu je TadHo. Mmak, mocroje nBa muTama Ha KOja je OCTAJIO Ja ce
0JICOBOPH, & TO CY:

1. Bamro cmo 6upasu Garn perpecujy ca au3aja MaTpurnom V ;7
2. Kako omabparu ajekBaTHO J7

Ha apyro nurame HeMa yHUBEP3AIHOT OATOBOPA, YIJIABHOM C€ J0 Ibera J0JIa3u eMIIMPHjCKH, UCITPO-
GaBameM pasuux Bpegnoctr. OIroBoOp Ha MPBO MUTAE je JOHEKJIe jeJHOCTaBaH, YKOJIMKO IPUMEHa
perpecuje novyerHa uueja. [lorpebHo je amropuram Koju cMo objacHWIN JIpounTaTu yHa3axr . 2Ke-
JINMO [1a, OLIEHUMO I0Jbe Koje HemocTaje v Bperu ¥;. Omenunhemo neny Bpery. MehyTtum, He MozkemMo
eIy BPCTY KOPUCTUTH Ka0 BEKTOP 3aBUCHUX BPEIHOCTH, jep joj daJe mospa. M36anumo mospa Koja
daie, omennmo ocratak. [lra y3eru 3a auzaju marpuiy? Xajme ma mOraeqaMo IITa UMa CMUCTA
3a BPCTY y KOjOj OPUTMHAJIHO HEMa HEI0CTajynux Iojaraka. YKOJIMKO 33 IM3ajH MATPHUILY y3Me-
MO V; U3 KpIbe CUHTYJapHe JIeKoMIo3uimje, nu ako je 6am J = r, moomhemo MHK omneny koja
je ¥ CpebeKBaIpaTHOM CMUCJY HajOInKa OPUTHHAJIHO] MATPUIU Y ¢. YKOJIUKO U3 MPAKTUIHUX
pasiiora padyHamwa KojoHa y V j cmamumo J onena suiie velie 6ntn MHK (naxo je 6iusy!) anmu u
Jlajbe UMa CBOjCTBO CpeibeKBajpaTHe OJIMCKOCTH. Anzopumanm Koju cmo npedcmasuay jecme 08aj
napazpagp, obprymum pedociedom.

IIperxomau MeTOJ] MMa HEJIOCTATKE KOjU I'a y MHOTMM CHUTyalfjaMa MOTY YYUHUTHU IOTIIYHO
beckopucanM. Hawmme, y MHOTMM peajHuM curyarujama BelimHa BpcTa y MaTpHUIU MIPEIUKTOPA
nMa HeKO HemocTajyhe mosbe. Tako HaM ce MOXKe JIECUTH J1a 33 MMIIYTAIIA]y KOPUCTHUMO CBETa,
permMo, jenny Tpehuny momaraka. Takohe, 9ak u [1a HaM HEIOCTAaje TOJUKO MHOTO IOJATAKA, UIAK
je jacHo na ucysuine Tora ocraje Henckopuiiheno. Crora hiemo Hahm HaYMH KaKO J]a KICKOPUCTUMO
u Bpcre w3 marpune Y. Opaj myr hiemo y mocrasiu mpobjieMa M30CTABUTH MPETIOCTABKY
HEeHTPUPAHOCTH, jep HHje Morylie IIeHTPUPATH BPCTY aKO jOj I0Jbe HEIO0CTaje.

PemraBamo crenehun mpobiem:

arg mNiIn Y —m-17 — M|,
R(M)=J

rze je || - ||« HOpMa Marpuie Koja IpeicTaB/ba KOPEH U3 CyMe KBAJpPaTa CBUX IIPUCYTHUX I10/bA
(makJse oHEX KOja HE HemocTajy). 1 npejcraB/ba KOJIOHY jeIMHANA, & 1M BEKTOD CPEIIbUX BPEIHOCTH
Bpera o1 Y (Mo/ba MOTY [a HeJlocTajy, yckopo hemo suuetn mTa Taza). [Ipoussox m - 17 sampaso
IpEJ/ICTaB/ha MATPUILy UCTUX JAUMEH3Uja Kao Y, I/ie CBaka BpcTa mMa MelycoOHO ucTa mosba, a OHa
0JITOBapajy Cpeboj BpelHOCTH Te BpcTe v Y. Ipyrum peunma:

Y1 Yi—» 0 Y1
m-17 = : . [1 1} —
YN— YN— .. YN—

Sa ummyTarnujy npuMmemyjemMo ciegehn urepaTuBHU ajropuTam:
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1. Ha mouerky Hemocrajyhe momaTke 3aMeHUMO CPEI-OM BpeIHOIINY omroBapajyhe Bpcre ma
6ucmo mobum xKommyierny marpuiy YO, Iloctasumo i = 0 (Hy/ITH KOpak).

2. Y—m-17 cana npencrasiba 1o BpcTaMa HeHTPUPAHY ManI/IHyE, Tako Ja M MoKeMO OIeHuTH
Ha HAYMH Kao panuje u (3a omabpano J) jobutu marpuiyy Y' 3a oreny marpuie YO (Tako
mTo hieMo HAa MATPHUILy KOja je perpecuoHa OleHa IOJATH OHO MmITO cMo omysemm: m - 17T).
13 wme y3umamo oHa mosba Koja dasie y Y 1 cTaB/baMo WX Ha mpa3Ha mecta y Y. Tume cmo
mobrmm mMaTpuy Y+l

. . MM+l
3. NukpemenTupamo 6pojad u HACTAB/bAMO ca uTeparujoMm. Vrepupamo cBe 10K W

[IOCTAHE MAakbe OJ HEKOr IpejieduHUCAHOT ITpara ToJiepaHiyje €, rjae Ham M* mpejcraBiba
LeJy OIEHheHy MATPUILY Y i-TOM KOPaKy, JaKJje ca CJOOOMHUM WIAHOM (Tj. Z0JaTO joj je OHO
IITO je Tpe perpecuje omysero, a To je m - 17).

He

Hanomena. 3ancra usriefa 9yIHO U HEIPUPOIHO KOPUCTUTH BPCTY 3a TPEHUPAIbe JIMHeapHe pe-
rpecmje, Te caM 0Baj MeTOJ| Jeiyje jako npoyssosbHO. Umak, on ce y [20] yBomu cneruduasno y
KOHTEKCTY TOJaTaKa y KOjUMa CBaKa BPCTa IPENCTaB/ba eKcrpecujy jemHor rera. OBaj KOHTEKCT
[IpEBa3N/Ia3u OKBHUPE OBOI' Pajia M 3aja3u y [0Jbe OMOCTATHUCTUKE, T€ Ce€ MU IbUMe Jasbe HelleMo
b6auTu. Umak cMo ce OIy9In/Iin [a W OBaj IMPUMEDP MHTEIPHUIIEMO Y Pa, jeép CMATPaMO Ja HEKOM
MO2K€ TIOCJIY2KUTH Ka0 MOTHBAIMja 38 OaB/berbe ONOCTATHCTHKOM.

3.4.2 IlpuMepu MMILTUIUTHOT MO/JEJIOBAA
Xom dex damuauja meroma

Cymrruna xom dex (eur. hot deck) mmmyranuje oryiesa ce y ToMe Ja ce HexocTajyhia BpemHoct
Yij Mera HEeKOM BPEJHOIINY Yy; W3 IojaTaka, Koja je JOCTYIHA, aJl TaKBa Ja Cy BPCTe Y; U Ui
y m3BecHOM cMuCTy O6smcke. Jlakie, 3a MHCTAHITY ¥; KOja CaJp:KHU HeJOCTajylly BpemHOCT y;; Oupa
ce T3B. donopcka WHCTaHIa (BPCTa) yp U HEHO oarosapajylie mosbe KOPHCTH ce 3a MMILYTaly]y.
Pasznmuuntu xom dex mMeroam pasiuKyjy ce Mo TOME Ha KOoju HauuH he ce GupaTu Ta JOHOPCKA
HMHCTaHIa. Mn heMO HaBE€CTU HEKe O/ IhbUuxX.

IIpumep 3.4 (zom dex 3a jeIHOIMMEH3UOHHM Y30paK - OlEHa Ipoceka). llpermocraBumo ja je
CBaKa OIcepBaIyja AyKuHe 1, TO jecT 1a MeprMO caMo jemdHo obenexje. [IpermocraBumo ma je 6poj
BPCTa y HAILKMM [IOJIAIMA je/IHAaK 7 U JIa je y30pKoBaH u3 nouynaiuje obuma N (mnaxie design-based
HCTpaykuBabe). 300r jeHOCTABHOCTH, a He Tybehn ommroct, cmaTpaheMo Jia ce y y30pKy HaJasu
pBUX N jeuHKN u3 nomnynanuje. Heka je mpBux r < n BpeJIHOCTH y30PKAa JIOCTYITHO, 8 OCTAJIE HEKa
HEJIOCTajy.
IIpu oBakBUM TIpeTIIOCTABKAMA, CPE/IEba BPEIHOCT 0oDejexkja MOXKe Ce OIEHUTH Kao
rYr+ (N —1)¥NR

Yup = " )

r7e je Yp Cpedmba BPEIHOCT JOCTYIHHUX JeIUHKHU Y y30pKyE, JIOK je

1 T
—
YNR= Zszu
i=1

a H; npencraB/ba 6poj myTa KOJUKO je y; KOpUITheHO Kao MoHOp. [Ipmmernmo OuTHy cTBap: He
HMIIyTHPA ce cBaka Hegocrajyha BpegnocT Bpennommhy ¥y », Bell HEKOM KOHKPETHOM BPEHOIINY ¥,
a YN g j€ caMo 3roJlaH HAUHH Ja ce OIleHa IPOCeKa 3armie KpaTkoM dgopmymom. Jacho, Y., H; =
n—r.

Ocobune onene y 3aBucuiie o Tora KOJIMKO KBaJIUTETHO cMO ojabpaJsm opojese H;. Kako ce

HD

OBJI€ HAJIA3UMO Y ,,JJel€HEPUCAHOM’ CJIydajy XOT JIeK UMITyTallyje, TO jJeCT HeEMaMO KaKO Jia IIOPEIIMO
BpPCTe, jep Wwiu Cy IieJjie MPUCYTHE, WJIH IIeJie OJCYTHE, TO je Je[MHO IIITO MOXKEMO 18 BPEIHOCTHMA

7 Menyje HENPUPOIHO TEHTPUPATH IO BPCTaMa, a He 10 KOJOHAMA, ajld TO MMa CMUCIA KaJ| 3HaMo ja he mam Bpcre
[IPEICTABILATU 3aBUCHY [IPOMEHJBHUBY Y JIMHEAPHO] PErPECH]u.

S8R je om enryeckor respondent, Tj. onaj xoju je oarosopuo”. Comrano, NR je ckpaheno om non-respondent. O3maxe cy
JIurnose u PyGunose u3 [f].
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(Hy,...,H,) npunumieMo pacuojiesry BepoBaTHONA, YCJIOBHY IIPU JOCTYIIHUM IOJAIMMA (EbUX IIe-
zamMo Kao Koucranre). O3HauuMo I0CTyIHE OJATKe, Kao U panuje, ca o(y,T), rie je ¥ peajusaiyja.
Taza ce OUeKMBalbe W IUCHEP3Wja ONEHE Ty MOTY 3AIUCATH KAO:

E¥yp =EvEu(Jup | oy, 1)), (3.1)

DYup =DyEu@yp | oF,T) + EyDu(Uup | o(¥,T)). (3.2)

Hpyra jemmakocT IpeacTaB/ba MO3HATY (DOPMYILY TeOpHje BepoBaTHONA 3a JEKOMIIO3UIIN]Y JUCIIEP-
suje. pyru cabupak y MOCIEAmHO] jeJHAKOCTH MPEICTaB/ba AOJATaK Ha TUCIEP3U]y OIEHEe KOjH je
MTOCJIETUTIA, TOTA IIITO UMITyTHPAMO, a HEMAMO MIPaBe BPEIHOCTH.

ITpernocraBumo caza joir u na speguoctu (Hy, ..., H,) GupaMo Kao IpocT CiiyuajaH y30pak ca
noHaBsbateM. [lpenusnuje, ummnyranuone Bpegnoctu bupamo kao I[ICY ca moHaBpameM, a OHIA
cy cBe Bpeanoctu H; jemnosnauano onpehene. Moxe ce nokazaTub ([39]) ma mpu ycaoBy gocTyrHUX
noparaka (Hy, ..., H,) uMa MyJITHHOMUjAJIHY PACIOZEILY Ca Jy?KUHOM 1 —T U CBUM BepoBaTHOlaMa
jemmakum 1/r. 3uajylin To, jaKo ce pauyHa 1a je

n—r

E(HZ | O(y, F)) - n )

D(H, | ofy.7) = "0

)

n—r
5 -

Cov(H;, Hj | o(§,7)) = ——
Kana 3unamo oBo, oneny 4y Hanagaemo” yciaoBauM ouekuBambeM E(- | o(¥,T)), u cpadyHamo

Ia je

E(@yp | o(¥,T)) =7r

= - 1 r s%

Do [0 7) = (1-7) (1- 1) 2,

rIe je s% y30padka Juciiep3uja Ha jgocTynHuM nHcranmama. Crrenehin Kopak jecre MpeTXoiaHe JIBe

cpadyHaTe BeJIMUUHE ,HANACTH OYEKUBAILEM Y OJHOCY Ha pacrojesy y3opka. Ty curyanmja Moxke

mohn 1o 3i1y, y 3aBHCHOCTH OJf TOra KOjU je MeXaHu3aM HeJ0CTajarba M HA4MH Ha KOJU je cam

y30pak Koju MpeJcTaB/ba Hallle MoaTKe u3ByveH. Permmo, KaJt Hemocrajame He 6u 6mro RMCAR,

Y BDJIO BEPOBATHO HEe O OMJIO HEMPHCTPACHA M MOCTOjaHA OIEHA MpoceKa. AJi, aKO HAMETHEMO

npernocraBky RMCAR uenocrajama, Kao u 10 112 je y3opak IICY ca rnmoHaB/batbeM, MOXKEMO J100UTH
Ia je

EYyp =EvEu(yyp | o(y,T) =7 (3.3)
Dn = DyEn(Fp | 05.7) + ByDulin | 0.0 = (7 - ) 2+ (1-7) (1- 1) 5
(3.4)

rie je Y mpapa HOMyJIalujcKa cpeauna, a S2 mpasa IIOIyJIaIdjcKa zmcnepsnja.

us (@) Mo Ja je, npu RMCAR u IICYCII npernocraBkama, gy HEIPUCTPACHA OLEHA U
Ty ce cBa auckycuja 3aBpiraBa. OHO IITO je 3aHUMJBHBO 3a JIMCKYCH]y jecTe dopmysra (@) IIpsu
cabupak He IIPeJCTaB/ba HUINTA JPYTO HErOJU y30padKy NUCIEP3Ujy oueHe yp Ha ocHOBYy 1ICY
ca moHaBJ/bameM. JIpyru cabupax, 3ampaBo, MPEICTAB/bA 0/IaTaK HA JIUCIEP3U]y XOT JEK OIeHEe

9Tara je pedpepeHIa, aan je Marbe-BUIE OYHIIIEIHO.
10Pauyna ce xao ﬁ Ef\; 1(yi — ¥)?, jep cMO mpeTHOCTABMIIN M3AjH GKCIEPHMEHTA Y KOjeM je BPEAHOCT obeerja
KOHCTaHTHA, a CIydJajaH je y30pak KOju ce M3BJIAtI.
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KOja je HacTa/ia Kao MOCIEIUIA M3BIAYEHha MMIIyTalnja. 10 CMO y OIINTeM CIydYajy UMAaju JAaTo
y (@), a IpHU JOJATHUM IIPETIOCTABKAMA I'a MMAaMO Y MHOTO KOHKPETHHjeM OOJIMKY U MOYKEMO T'a
KOPUCTHTH 32 n3Boheme 3aK/byuaxa. JacHo, S2 He MOpa GUTH HO3HATO, aJIl MOYKe OUTH OIEEHEHO.

Honarak Ha nuCHep3ujy KOju ce IojaBibyje MoXKe OUTH yMarbeH 01a0upoM JIPYror HAMHHA y30D-
KOBarba, HIIP. MIPOCTOT CJIYYajHOT y30pKOBarma 0e3 moHaB/bama. Mu ce Tume oBje Hehemo OaBUTH,
jep cMO u OBHM IpPUMEPOM (PUHO HJIYCTPOBAIM KAKO OBaj METOJI yTHUYE HA CTATHUCTUYIKO 3aKJbYIU-
Bambe y CJIy4ajy OlleHe IPoCceKa U eHe aucnepsuje. Bume o Tome Moxe ce Hahu y [B].

Hanomena. Huje Temko younTn ja ce OBaKaB METOJI MOXKE MPUMEHUTH W Ha MOJaTKe KOjU WMy
BHIIlE aTpUOyTa, TAKO INTO Ce IOCMATpa KOJOoHA ox mHTepeca. MehyTum, jacHo je ma ce Ty rybu
nocrta nHdoOpMarlmje, jep ou ocraau arpudyTH MOTEHINjAJHO MOTJIA OUTH WHKOPIIOPUPAHU y OIEHY,
Kako 0u nobosbmmasn e kpajurer. [IltaBuine, moka3aHo je 1a Cy XOT JIeK OIeHe KOje CMO ITOMe-
HyJU y IPUMEDPY @ umerpucrpacue camo 3a RMCAR wemocrajame, 1Mo je 4ecTo HEpearuCTHIHA
mpeTmocTaBka. 3060r Tora cy pa3BujeHa yHanpehema, o/l KOjux jeJIHO IajeMo y HapeHOM IpUMepY .

IIpumep 3.5 (zom dex 3acuoBan Ha pacrojamy). [IpernocraBuMo 1a UMaMO BUILEAUMEH3UOHE 110~
JaTKe, aJan J1a HeJ0CTajarha MMaMoO caMo y jemHoj Kojonu. Ty jemny xosony 3sahemo Y, a ocrase
Xi,...,Xk. Y oBom ciryuajy crpareruja hie nam 6urn na gedurnmniemo MeTpuky d(x;, x;) Koja he
Ila MepH pacrojame uaMmely mucrannm x; = (%i1,...,%Tik) 4 T; = (T41,...,%%). YKOIIKO Cy CBH
aTpudyTH HYMEPUYKH OHJIa MOXKEMO OMPATHU €YyKIUICKY METPHUKY, & WHAUe Ce MOy IIPABUTH pa3He
Momudukaiuje. YKOIMKO AeduHUIeMo npar tojepannuje dy, Henoctajyhy BpPemHOCT ¥; WMILyTH-
pahieMo HeKOM 0Z BPeIHOCTH ¥;, TaKo ma Oyme ucmymeHo d(x;,x;) < do. Ha oBaj maums MoxkeMmo
,[LO6I/ITI/I BUIIIE HOTeHHI/IjaJIHHX HWHCTAHIIM KaO KaH/IuJaTe, ITa C€ Ha pa3He HaYNHE MO2KEeMO OIJIYINTHU
Kako Ja ofgabepeMo jeady (ma ciiydajHO y30pKyjemo, Ja CMamuMo dg JOK HE OCTAHE CaMO jeIHA
uTII).

Pazuu uzbopu pacrojama moctoje, a Mu hemMo y HApETHOM MPUMEPY OMUCATHU jeIaH 3aHUMJbUB
u3060p.

IIpumep 3.6 (Predictive Mean Matching). Heka cy npermocraBke Kao y IPETXOIHOM IIPUMEDY.
Heka je 3azaro pacrojame™ mehy mHCTaHIIAMA KAO:

(@i, x5) = (@) — 9(x5))?,
rae je y(x;) auHeapHOpErpecuoHa OLEHa O Y; 3a Kojy Cy KoedwuuujeHTn nobUjeHru caMo Ha OCHO-
BY KOMILIETHUX BPCTa (KA0 KOJ PErPECHOHE UMITYTAIMje). XOT JeK UMIIYTAIUja Ca OBAKO 33JATOM
METPHUKOM Ha IIPOCTOPY MHCTAHIM y JiuTeparypu ce HasuBa Predictive Mean Matching, a Hajoo/bu
MIPEBOJI, aKO cebr JaMo €000y, MOTa0 OU OUTH UMNYMAUUJE HAJOAUNHCOM UHCTNAHUOM Y Pe2pect-
onom caucay. Mu hemo Kopucrutu ckpahenniy PMM.
Ja BUIMMO KaKO aJIrOPUTaM pajy M 3aIlTO ce 0BaKO 30Be. IIpohuMo Kpo3 mera Kopak 110 KOpak.

1. IIpso ce dbopmupa juneapuu perpecuonu mopei Y ~ (Xi,..., X k) Ha OCHOBY KOMILIETHUX

BpCTA U OfiaTiie ce A00ujy perpecuoHu KoepuiujeHTn [3.

2. U3Bpiu ce IpeuKIHja OBUM MOJIEJIOM 3a CBaKy OJ1 MHCTAHIU. JIpyruM peunma, CBe HHCTAHIE
ce TpacdopMaImjom

K
;= Bo+ > Biwji
i=1
npeciukajy y ckyn R. To ce ypaan u ca MHCTAHIIOM ca HeaocTajyhom BpemHorhy, permMo

Ja je TO i-Ta WHCTAIA.

3. Caza mMaMoO BPEIHOCT MPEIUKIUje §; 38 HEKOMILJIETHY WHCTAHIYY U BPEIHOCTU IIPEIUKIIN]a
3a OCTaJje WHCTAHIIE.

UHcrunu 3a Bosby, mpu 0BaKBOj AebHHUII]H MOXKe OUTH 12 HEKa Of 0COGHMHA MeTpuKe He Gyie 3a70BOsbeHa. Permmo,
MOZKe Ce JIECHUTH Ja Pa3JIMduTe HHCTaHIe Oy/Ly ucro npejsubeHe, na Ja uM pacrojame Oye Hyna. Tume ,myna’ HeslereHepu-
caxoct HopMe. MebhyTum, oBako gedunncaHo pacrojare HaMa He KBApU HUIITA, jep je U Jajbe CUMETPUTHO H 33JI0BO/bABA
HejeJIHAKOCT TPOYIJIa, IITO Cy HaMa IJIaBHE OCOOWHe.
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4. 3a moHope ce 6mpajy CBe OPUTMHAIHO KOMILJIETHE WHCTAHIIE YHj€ Cy MPOjeKIrje HA PACTO-
jamy dg mim MameM o oHe y Kojy umiytupamo. O ibUX ce Ha cIydajaH HAuYWH Oupa jegHa
U BeHO Y (He IpeauKIMja) ce yIoTpebn 3a MOy ’haBakbe.

OBaj anropuraMm je JocTa CPOJAH CTOXACTUYKO] PErpeCHOHO] UMITYTAIMjH, AJIi Ce UIAK CBp-
craa y ummumnurHe Meroze ([6]). Ilocroje Tpu OCHOBHE NMPEHOCTH Y OJHOCY HA CTOXACTUYUKY
perpecuony mmmyTarujy. IIlpBa je Ta mrTo Hema Tako yous/puBO mnoBeharhe JiMHeapHe 3aBUCHOCTU
meDy arpubyruma. Ipyra mpemgHOCT je Ta MITO je Mare OCET/hUB Ha IMOTPEINaH OJadup MOIEIa.
Hawnwme, ko perpecmone mmmyTaliiije, YKOJIMKO JIMHEAPAH MOJIEN KOju KOPUCTHMO 33 WUMITYTAIIN]Y
3arpaBo HUje ajiekBaran, nehe 6utn Hu uMmmyTupane spegnoctr. OBJe UITAK UMAMO JOIII jeIaH CJI0j
3aIITUTE, jep UMITyTUPAMO BPeIHOCTUMA KOje Beh mocTtoje y momaruma. Tpeha mipegHoCT je Ta mTo
ce nehe noburu Hemoryhe Bpemnocru. Ha npumep, (CTOXacTudka) perpecuoHa MMILYTAIja YECTO
he npeBuieTH HETATUBHE BUCHHE, Mace, a jOI Jernhe y/e/ie Wik yoIllTe CTBapu OJIMCKe HYJIU KOje
Cy IO €BOjoj mpupoau cTporo no3utuHe. OCHOBHE MaHe aJrOPUTMA Cy T€ IITO Cy CUMYJIAIH)E IMO-
Ka3zaJie Jia JIoIIe paan 3a MaJju Opoj arpudyTa, a ga 3a Maju 0OUM y30pKa J0Ja3H A0 JAYILIHIIHPAHA,
nonopa. Takobe, jacHo je /1a KOJIOHA y KOjy Ce UMITyTHPa MOpPa OUTH HyMepHIKA.

Momudukarje ajaroput™ma cy pasue. [IpBo, monekas ce me Oupajy 3a JOHOpPE WHCTAHIE KOje
cy Ha pacrojamy dop Wiau Mame of musbHe, Beh ce Oupa | majosmmkux. IIpakca je mokasasa ma je
yrimaBaoMm ontuMmasHo [ = 5. Taxkohe, cBakoj MHCTAHIN ce MOXKE€ MPUITHCATU BepoBaTHONA, yTiiaB-
HOM OOPHYTO Cpa3MepHa PacTojarby OJ IU/bHE MHCTAHIE, Tla Ce OHJIa JIOHOP y30PKOBATU Y CKJIA/TLy
ca Tako ;obujeHoM pacrozesiom BepoBarHoha. Heperko ce koedurmjentu [ Koju cy nobujern Ha
OCHOBY KOMILJIETHUX BPCTA HE KOPHUCTE 3a MPEIUKIIN]y HA HEKOMILJIETHAM, KAKO OMCMO Ce 3aIlTu-
TUIM OJ] HEPENPE3eHTATHBHOCTH 1I0/ly30PKa KOMILIETHUX BDPCTa (Tj. TOra Ja HEIOCTajame MOXKIA
uuje RMCAR). Heke o anrepuaruBa cy na ce Ha HEKOMILIETHUM BDPCTaMa IPEIMKIMja BPIIH y3
nomoli Koedpurmjenara [ Koju €y HACTAIM HA OCHOBY OyTCTPEIl y30pKa KOMILIETHHX BpcTa. OHO
IITO je MMIJIEMEHTHPAHO y Hajuerilie KOpUINeHOM padyHApCKOM IIaKeTy 3a MMILyTalujy, mice,
jecre ma ce KoedurmjenTUMa 3 IPHUIKIIE AIPHOPHA PACIIOLENIA, I 14 ¢e 3 Byde U3 AlOCTEPHOPHE
pacrojiesie Ipu yCJIOBY JIOCTYIHUX Hojaraka. OBaKBO Pa3iudmuTO padyHambe Ipeasubama 3a KOM-
LUIETHE U HEKOMILJIeTHE MHCTAHIIE II03HATO je 110J] HasuBoM matching (ynapusambe), Ia OTYIa U UMe
azroputMma. Buie o oBuM BapujaHTaMa Moxke ce npountara y [6].

Tpeba pehu jomr m ma ce PMM wmoke mocMaTpaTé Kao Irpa Kjaaca aJropuTaMa Koja uMa
3ajeIHUIKY CTPYKTYPY: U3BPIIH ce MpeaBuharmbe Ha OCHOBY HEKOT MOJIEJIA, U €yKJIMJICKO PACTO]arhe
npeiBuhara KOPUCTHU Ce 3a pacTojame Mely mHCcTaHaMa. Y MPaKCH je, Ulak, HajJuernhe KopuIilieH
MOJIeJT JTUHeapHa perpecuja.

AuiropuraM HEje TEIIKO MOIU(pDUKOBATH Ja pajy ca HeJIOCTajalmbuMa y Buile KoJioHa. Heke o
Moryhux momaudukamnmja cy:

e Jla ce KOMILUTIETHE KOJIOHE KOPHCTe Kao npenukropu. Jlakie, vexa cy (Y1, ..., Y, ) HeKommieTHe
KoJoHe, a (X1,...,Xs) KOJOHEe Koje cy KoMIUleTHe. Pacrojama Melly mHCTaHIAMa padyHajy
ce caMo Ha OcHOBY KojioHa (X1, ..., Xy).

e AKO CBe, WJIM CKOPO Ia CBe, KOJIOHE UMAajy HejocTajyhe mojaTke, OHJIa ce MOXKEe MOCMAaTpa-
T 1ocedaH XOT JIeK 3a CBAKY MHCTAHILY: KOHCTATYjeMO IMJ/bHY MHCTAHILY y KOjy XoheMo ma
UMITyTUPAMO, & 3aTUM CB€ WHCTAHIIE KOje MMajy JIOCTYIHe OHe hesnje Koje mMa u OoHa; Mehy
BUMa 6UpaMo JJOHOPEe Ha OCHOBY HEKe OfabpaHe METPHKE.

Buie o oBuM npuiiarohasamuma anropurma Moxke ce upountat y (5.

Jla 6uCMO JIeMOHCTPHUPAJIH HGL{HOCT asropur™a Predictive Mean Matching y ogHocy Ha mMITy-
TaIujy JIMHEAPHOM perpecujoMt=, renepucalieMo cHHTETHYKE TOJATKE. ¥Y30pKoBaan= cmo 50 Hesa-
BHUCHUX MHCTAHIY U3 JIBOJUMEH3HOHE™ HOPDMAaJIHE PACIIOJe/ie ca BEKTOPOM OYeKHBarha U KOBapHja-
IIMOHOM MATPHIIOM JIATHM Ca:

12Hehemo mope Ty ca CTOXACTHYKOM PErpeCHOHOM HMITY TAIMIOM, jep 3a Ihy BasKi MOEHTA O OTyBAIby DEAJTHE JHHeapHe
[MOBE3AHOCTH KOjy JKEJIMMO Ja JeMoHcTpupamo. Ibene cy Mame apyre mpupose, a MOMEHYJIH CMO UX PAaHHje y IpUMepy.

133a camy 06pamy momaraxa kopumlien je mporpamMcku jesuk R, a moceGuo 6ubimoreke mvtnorm, missMethods u mice,
ZIOK je 3a rpaduuku npuka3 Kopuirhena 6ubanoreka matplotlib mporpamckor jesuka Python.

147Ta 61 Moo Jemo ma ce Bumy Ha comry. I[oeHTa, HAPABHO, CTOJH U 33 JPYTe IUMEH3M]e.
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1 06

Te MO y Apyroj Kosoru rerepucann 40% memocrajyhux momaraka npema (R)MCAR mexanmsmy.

Ha cymnm @ BUMMO CHUBUM HKCEBHMAa O3HAUYEHE IMOJATKE KOjU HHUCY MMAJIAd HEeIO0CTajara, a
[IPHUM TadKaMa UMIyTHpaHe HHCTaHIEe. [ opmy rpaduK oJroBapa perpecuoH0j UMITY TAIU]H, & JTOHhT
agropurmy PMM.
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Cinuka 3.2: Tlopeheme nmneapuo-perpecuone 1 PMM umMmiyTanuje 3a y30pak u3 JBOJIUMEH3NOHE
HOpMAJIHE PACIIOJiesie: UMILy THPAaHe BPETHOCTH U KOMILIETHU OCTATaK

Ha coumm @, 3a WCTe MOJATKE W MCTO MEHEPUCAHO HEJIOCTAjarbe AT je IMPUKA3 MMILY THPAHUX
[10/IaTaKa U HUXOBUX OAroBapajyhux opuruHaJsa.

Ca ciimka @ u @ jacHo ce youasa koyiuko je PMM ycnemnmuuju y odyBamy CTPYKType ogaTa-
Ka "Herosm juHeapHa perpecuja. [lltapuire, Behnna padyHapckux ajata 3a paj ca HemocTajyhum
MOJAITIMA TIPU CBAKOM TIO3UBY (DYHKIIMje KOja MMITyTHPa JUHEAPHOM PErpecrjoM KOPHCHUKY Iaje
yIIO30pee Ja Taj MeToi He Tpeba KOPUCTUTH CaMoCTajHO (TO, HIp, paiu (yHKIWja mice npu
nosuBy nomohu 7mice).

IIpumep 3.7 (k najonuxux cycena). Anropuram k najoumxux cycena (eur. k Nearest Neighbo(u)rs
- kNN) upencraBba jefan BeoMa CpOJaH ajropuraMm xor Jek davuamju. Heka y nomamuma Y
UMaMO HMHCTaHITY ¥; ca HemocTajyhum nosbeM y;;. Hamasumo k nHCTaHIM HajOJMKUX MHCTAHIM Y;
(y omHOCY Ha HEKy METDHUKY, KOja TPIHU M HemocTajylia mosba) Koje mMajy MPUCYTHO j-TO TOJbE U
Ha MECTO HEIIO3HATE BPEJHOCTH ¥/;; UMILyTHPAMO IIPOCEK

1 k
E Z Ylijs
t=1
TIe CY Yiys-- -, Y, TOMEHYTHX k HajOIMKUX WHCTAHII.

Hanomena. Y nacraBky hemo BumeTH 1a METOIN BUIIECTPYKE UMITYTAIMje YECTO HACTA]Y MOAUMU-
KalFmjaMa MeTo/Ia jeITHOCTPYKEe UMITyTallrje, 1ma NemMo joIn mpuMepa u jeJHe U Apyre JaTh TaMo.
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Cmuka 3.3: Ilopeheme nuneapuo-perpecnone u PMM ummmyTanuje 3a y30pak u3 IBOINMEH3UOHE
HOPMAJIHE PACIIOJIESIE: UMILYy THPAHE BPEIHOCTH U FbUXOBUA OPUTHHAJIN

3.5 3akspyvak

Jlo cama ¢MO TEOPUjCKHM W MPAKTHIHO MOKPHJIM KOHIENT jeTHOCTPYKe UMITYyTATAje U PA3MOTPH-
Jm je na Hekosmimuu upumepa. Cazma fiemo cymupaTy 3aKkibydke Koje CMO y TOM IIPOIECY YCILY'T
uzsogmm. JIurn u Py6un ([5]) on mMmyranmonnx asropurama 3axTeBajy na Oyiy:

e YCJOBHE y OJHOCY Ha JIOCTYIIHE IOJATKe, 13 OM Ce CMAambuiia MPUCTPACHOCT OIEHA, T000Jb-
1aJIa IUX0Ba [IPEIU3HOCT U O9yBaJja Be3a u3dMehy JOCTYIHUX U HEJOCTYIIHAX [IO/IATAaKa KOja
JIATEHTHO II0CTOjHU.

e 3aBucHe of1 BuUllle aTpubyTa, Ja ce 0dyBa Be3a Melly MpOMEH/bUBUM y TOAIIMA.

e Cayuajan onabup U3 HEKe IPeUKTUBHE PACIOJIelIe, TIPe HErOJIN HheHO (YCJIOBHO) OUeKNBame,
KakKo ce He OM IpeHaryiacuiia jJaykHa Be3a MeDy IMPOMEHJbUBHM.

OcHoBHE TIPOGJIEM KOjU MMajy CBU METOJHU jeIHOCTPYKE MMITyTallje jecTe Taj MITO HU Ha KOju
Ha4YMH He ypadyHaBajy HeonpehenocT™ Kojy mmamo ka1 uMmIiryTupaMo. To Boau Ka IOTIEHUBAKY
CBUX CTaHJAPJIHUX I'PENIaKa OIEHA, P-BPEJHOCTH TECTOBA IIOCTAajy IIPEBUIIE 3HAYA]HE, 8 HHTEPBAJIN
[IOBeperba CyBHINE YCKU. JeUHU TPeHyTaK KO/ KOjer CMO MMaJH MOKYIIaj Ja ce TO caHupa OHuo je
jETHOMMMEH3MOHN XOT JIeK, & TO je jaKO IPUMHUTHBAH MeTo. [IpocTo, Mu mMmyTupamo HegocTajyhe
BPEJIHOCTHU U OHJA Ca TAKBOM 0a30M I10/IaTaKa HACTAB/FAMO aHAJIU3Y Kao /13 je oHa KomIiuieTHa. Ma
KOJIMKO KBaJIUTE€TaH U HallpeJlaH 6I/IO Halll UMITYyTallUOHU aJIropuTaM, TO je OYUIJIETHO IIOI'DEIIHO,
jep He ypadyHaBa HOMEHYTYy HeojpeleHOCT KOjy cMO o HemocTajyhumM BpeIHOCTHMA MMAJH IIPEe
nMiyTargje. Moxkemo pehn jma 1ipe uMmyTargje o THM BPEIHOCTAMA HUCMO 3HAJIU HUIITA OCUM J1a
HEJIO0CTajy, JOK HAKOH MMITyTaIlije 3HaMO HEINTO, a MOHAaIlaMo ce Kao 1a 3Hamo cBe. Ty je rpemka,
a Ty IPEIIKy Ce TPYIHU, U y BEJUKO] MepPU yCIIEBA, a4 MCIPABH BHUIIECTPYKA UMITyTAIHja, KOJOM Ce
0aBUMO y HAPEIHO] TJIABH.

5 Eur. uncertainty. Moxe u mecurypmoct, nemssecnoct. He Tpeba Memari ca MaTeMAaTHIKUM TOJMOM HeojipeljeHocTr
(enTpornuje), MaKo Cy OUUIVIEJHO y yCcKOj Be3u. Mu hemo Taj TepMuH KOPHCTUTH JOCTA CIIOGO0IHO.
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I'maBa 4

BumecTtpyka nmMmiyTaiumja

4.1 Pa3suwm moryeam Ha ypadyHaBambe HeoapeheHocTu

Y mocajammeM pajly EMaJd CMO CHTYAIlWje ¥ KOjUMa CMO Ha OCHOBY MMITyTHPAHHUX ITO/IATAKA
padyHaJIH OlleHe IIapaMeTapa, & 3aTUM Ha OCHOBY THX OIleHA M3BOJWJIN U3BECHE 3aKJbydke. Bunenn
CMO Ha MHOTHM IIPHUMEPUMa KaKO Cy TH 3aK/bydiu y BelmHW cjydajeBa MOrpeIiHU, jep HUjelaH
METOJT UMITyTaIlije HUje y CTamy Ma ypadyHa HeoapehenocT Kojy nmaMo o HegocTajyhoj BpeaHocTu.

JlereHnjcKOM NIPUMEHOM DPAa3HUX METOJ/a MCKPUCTANCAIA CY Ce YeTUPHU IeHEPAJIHA MPUCTYIIA
3a ypadyHaBarmbe HeoJpeheHOCTH yCiiel HeI0CTajynux mojaTaka:

1. Ha ce excmauiuTHO u3BeIy (OpMyJIe 3a JUCIEP3Ujy OIeHe y KOjuMa he ce jacHO youuTu
[IOYeTHA JIUCIEepP3uja KOjy je olleHa mMaJia, a MocebHO ,Jojarau jieo’. Taja Taj momaTHu ca-
Oupak 3ampaBo IIPEJICTaB/ba MOPACT JHCIEP3Uje OIeHE 3a KOjU je 3aC/Iy?KHO IIPUCYCTBO He-
nocrajyhux mogaraka. Pernmmo, TakBO jemHO m3BOheme MMaau CMO y IPUMEDPY rjie CMO
W3BOJIUJIN JIUCTIEP3Ujy XOT JIEK OIeHE 3a jeTHOMMEH3UOHE MoJIaTKe, rie je cam y3opak [1CY
ca MMOHABJHAILEM, & U3BJIAYECHhY UMILY TAIIMOHUX BPEIHOCTH Takohe cmo npuapyzkuiau [ICY 6e3
[IOHABJ/bAKA. Y TOM CJIy4ajy OUJId CMO y CTAakby 18 W3BEIeMO KOHKPETHY JUCIIEP3U]y U BUJIEJIN
CMO Hb€H MOPACT yCJIel, IPUCYCTBa HEJIOCTAjarba.

MehyTum, oBaKBa eKCILIUIIATHA U3BODEHa MOCTAjy KOMILUIMKOBAHA YaK U 34 Je/ITHOCTABHE Me-
TOJIe TIOMYT XOT JeK MMITyTallrje 3a jeJHOIMMEH3NOHN y30paK, W T€HEPAJHO IIPABIM UCTPa-
JKUBamba He WY Ha Ty cTpaHy. Mu ce oBUM IIpucTyIioM Buiiie HehieMo 6aBUTH, & y IIPETXOHO]
IJIaBM MMaO je CaMO MJIyCTPATHBHY HAMEHY, V IIUJbY Pa3yMeBamba IIPodseMa.

2. Ia ce cam ajiropuTaM KOJUM Ce UMITyTHPa MOIUMUKY]e TAKO J1a Ce BaJuHA OIEHa JIUCIIeP3uje
Moxke m3Byhu m3 camo jemue nomnymene 6a3ze. OBaksu npuctynu cy moryhu m cpehy ce mo
JIUTEPATYPH, aJIA UX j€ jaKO TEITKO T€HEPAJIMCATA U BE3aHU Cy CaMO 3a KOHKDETHE CUTyalluje
u motrpebe. Taxkohe, Kesba 3a BAJMIHOM OIEHOM JIUCIIEP3Uje UECTO y TOj MEPH ,JIIOKBapu’
OIlEHy TaKO J1a HeHa IPUCTPACHOCT HEIPUXBAT/HBUBO CKOYM. Herro BUille 0 OBOMe MOXKe Ce
npounrary y [5], a Mu My Hehemo nocsehimBaTu nazKey jep IMaMO KeJby 38 MHOTO OIIIITHjOM
TEOPHjOM.

3. Ha ce Bpimm pey30pKOBambe JOCTYIHUX IOJATaKa, M OHIA J@ CE Ha OCHOBY CBAKOI OJI THUX
JIomy3opaka’ ¢popMupa orieHa Ke/beHOT apaMeTpa. Bapujabunnoct mehy Tum ornernama Taga
je ompas Heoapehenoctu Heocrajyhux spegaoctu. Hajuenthie ce kopucre 6yTcrpen u riekHajd
MeTo/U pey30pKoBama. OCHOBHA MaHa OBOT IIPUCTYIIA j€ Ta [ITO 3aXTeBa BEJIMKN 0OUM y30pKa
3a 3a710BOJbaBajyhe pesyarare u BeOMa je padyHCKHU 3axTeBaH. Vl 0 0BOME ce MOXKe IPOInTaTH

y Bl

4. Buwecmpyka umnymayuja. Kpenpa ce Bullle Bep3uja MMIIyTHPAHOI CKyIa I0JIATaKa, TAKO
IIITO Ce Pa3/IMIUTe BPEIHOCTH UMILyTUPAJY Ha YIIPaXKE-€HA MecTa. 3aTUM ce KOMOMHY]Y OIleHe
JcIep3nje Ha OCHOBY CBAKOI' OJ] TUX CKYIIOBa, Ca BapHjabWJIHOIINY OIleHEe IapaMeTpa Ha
CBaKOM O] I(bMX M TaKO ce j0o0uja BaJuIHA OleHA Jucneps3uje. BumrecTpyka mmmyTaruja je
padyHCKN MHOTO Marhe 3aXTeBHA W OJ [IeKHajda m ox byTcrpena, Te ce derrhe U KOPUCTH Y
030m/bHUM aHasm3aMa. O woj fiemo y HacraBky pehin HajBuine.
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4.2 BwuimecTpyka mMMOyTalja: UICTOPUjCKU ITPErJyIe]]

IIpe Herosu ce 3navajuo hopMaHEje TOCBETUMO BUIIECTPYKO] uMityTamnuju, pehu hemo memrro
¥ O BeHOM HacTauKy. Hemamo amburiujy ma mamo cBeoOyXBaTaH MPELJIE/ JIATEPATYPe, & 3anHTe-
pecoBanu ra Mory nponahiu y [0].

Toguae 1977. ®@pur, Hlypen pagmo je y Bupoy 3a momnmc Cjemumennx Amepuukux [Ipkasa
Kao aHaJuTHYap HoJaTaka. Bupo je Ttaga Kopuctuo (a KOPUCTH M JAHAC) U3BOPHU OOJIHMK XOT JIEK
UMITyTallFje 3a Holybasatbe Hepocrajyhux nogaraka. [lypen je youno ga mpu TakBOj UMITY TAIHjU
JUCIIep3Kje OLIEHA Mapamerapa He MOr'y OMTU IPaBHJIHO cpadyHaTe (y OrpoMHOM 6pOjy ciydajeBa)
u 3amosno je Homamma Pybuna 3a momoh. Pybum je momrao ma wjaejy o xopurhemby BHIIE M-
MyTUpaHuX 6a3a IomaTaka, Te OIEIHLUBAILEM IIapaMeTapa W pPadyHameM JUCIEep3Hje Ha CBaKOMe
on wux. Paznmuke mehy Tum ornenama ojpazkaBaje 6u neogpeheHOCT KOjy mMamo o HegocTajyhum
BpeIHOCTAMA. Y OPUTIMHAJHOM PyOMHOBOM m3BeINTajy Taja HEje OUJI0 MpaBuja 3a 00jeInbaBambe
THUX OIleHa, KOja he Tek kacHuje OuTwm yBemeHa n Ha3BaHa PybunoBum mpasuaunma. O tome hiemo y
HACTABKY pehu BwHIIeE.

Py6bun je oBy wmjiejy HadesHO pa3Marpao y PaHUM CeJlaMJIIeCeTHM, a Ouia je YKOpemeHa y
6ajecoBCKOM Ha4YMHY MUNLberba. CKyll pa3jnanTuX OreHa napamMerpa (Ui mapaMerapa) MoxKe
ce 3aMUC/INTU KA0 M3BECHA aIllOCTEPUOPHA PACIOIEA, U3 KOje Ce KACHUjE 3a OIeHY IapaMeTpa y3uMa
W3BecHA Cperba BpeanocT. MaremMaTndka M0O3a/IMHa BUINECTPYKE UMITyTamuje yciaeamia je 1987.
roguHe, Takohe ox crpane Pybuna, a mara je y kwusn [28|.

Jlanac je BUIIECTPYKa UMIyTaIyja onmrenpruxsahieHa y Haquod' 3ajeJIHUIH, U YTJIABHOM CJIy KW
Kao pedepeHTHN MeTOJ Ca KOjUM Ce IIOPe/Ie HOBOHACTAJIU METOJIH.

4.3 Crnenndukanuja 6ajecoBCKOT Mojiejia 3a rmapaMeTap

Heka mam je () mapamerap 0 KOjeM KeJIMMO Ja W3BOJIUMO 3aKJ/bydKe. 3a caja NemMo mpeTo-
CTABUTHU Ja je OH CKajapaH, TO jecT mumensuje jeman. OH mMoxke OuTH mapamerap MOJEIa U3 KOjer
cy y30é)KOBaHI/I ozany, HeKa (PyHKIMja mapaMerpa Win IapaMeTapa MOJENa, WA HEIITO CACBUM
Tpehe.E Yommreno ropopehu, o mapamMeTpuMa MOJIe/Ia UMa Ce HEKO MpPeI3Hahe, TaKO JIa MOYKEMO
[PETIIOCTABUTH JIa UMAMO HEKY HH(OPMAIHjy O allPUOPHOj PACIIOIE/H TOT IIapaMerpa, Ia MPeTIo-
CTaB/bAMO JIa je crenuduKOBaH 0ajeCOBCKU MO

fv.q(y:0) = fivioq(y | ) fo(@) = fiovi(a | y) fr(y), (4.1)

rue HaMm je fy(y) mumra apyro 10 fe(y), asu MO OBJe UCKOPUCTHIA JIPYTy O3HAKY 300I KOH3U-
crenTHOCTH 3amuca. Harnacumo ma uazjekce decto nelieMo mmcaTu 360r MPErJIeHOCTH, OCUM Kal
MOCTOjU OTACHOCT 011, 3a0yHe.

4.3.1 Ilocaemuna RMAR Hemocrajama

3a nouerak hemo dopMmysncaTy u J0Ka3aTH je/IHy TeopeMy, KOja Ha TPEHYTaK MOXKe JeJIOBATH
HEBE3AHO 3a IIPUYYy KOjy CMO IIPETXOJIHO NIpUYaJIH, ajau he BpJo OP30 JOOUTH CBOj CMHUCAO.

TEOPEMA 4.1. IIpemnocmasumo da je nedocmajarve RMAR Tada je:

f@(y,T) [ o(¥,T),T) = f(0(y,T) | o(¥,T)). (4.2)

pyezum pewuma, pacnodesa Hedocmajyhuxr nodamaxa He3a8UCHG je 00 METAHUIMG
nedocmagjarea, npu ycaosy docmynHur nodamaxa, axko eaxcu RMAR ycaos.

Hanomena (kousenija). Y HacTaBKy TeKCTa IojaBjbuBalie HAM ce TOJAIM YUjU je PeaJn30BaHU
zeo jenunak o(y,T), 1ok je nenocrajyhin meo jenuak nekom o(y,T). 3rogHo 6u 61O j1a UMAMO O3HAKY
3a TOJAaTKe KOjU HACTAjy ,CrajareM’ oBa jaBa. JIoroBopmMo ce Ja TakBe MOJATKE O3HATABAMO Ca
[o(¥,T),0(y,T)]. IIlpehumo Ha nokas Teopeme.

'Bypen, [d].
2Permmo, P{||Y|| > 0} je mapamerap, a He MOpa HY>KHO OUTH IapaMeTap PACIOJeIe HoaTaKa.
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JOKA3. Oamax MOXKEMO PAdyHATH 114 je:

f@(y,T) | o(y,T),T)
_ [(0ly.D).0(§.5).7)
f(o(¥,7),7)
_ 99 (T | [0(¥,T),0(y,T)]) fo([o(¥,T), 0(y. T)])
f{y|o(y7; =o(7,5)} gd)(F | [O(~vf)75( 7F)])f9([0(37a f),a(y,f)])dy
(I’ | 0(Y7 ) f@([ ( ) 7(3’?‘.')])
) f{y\o(y F)=0(7,5)} f9<[ ( ),E(y, f)])dy
_ fo([o(y,T),0(y,T)])
f{y|o(y’;):0(§’;)} fO([ ( Y, )a (YaF)Ddy
_ fﬂ([o(ya F)76(ya F)])
f(o(¥.T))
_ f(3y,T) | 0§ F))f(o(F. )
f(o(¥,7))
Tpeha jenqnakoct Baxku jep je Hemocrajartbe RMAR 1na u3 ycioBa y g Mory za ce ckJjioHe HejocTajyhn
nogaru. Ocralie jeJHAKOCTH Cy OYUIJIEIHE, T€ CMO 3aBPIIUJIN JIOKA3. |

(floy,

Hanomena (cymruna). Ilta cmo mu gokasamu? Mu cMo, 3anpaso, mokasanu na BeposaTHoha ca
JIEBe CTpaHe y u3pasy (@) 3aBUCH O] T CAMO KPO3 JOCTyMHE MOJATKE, He U JUPEKTHO; TO CY,
caoxkuhemo ce, pasymante crBapu. Ja 6mcmo 6osbe carsiegasin mocjaeulle OBOr Pe3yJITaTa, pa3Mo-
TpuMo cienehe. imamo peasm3oBaHe OJaTKe Y U peain3oBanu oOpasar HejocTama . [Ipucerumo
ce, TOCTyIHE U HEJIOCTYITHE IMOJIATKE MIOCMATPAJIA CMO KA0 BEKTOPE, & TO CMO MOTJIN 3aXBaJjbyjyhn
n30MOpPGHOCTH TPOCTOPA BEKTOpa U MaTpura. Pesyiarar (@) 3aITpaBO Kaxke Jla aKO y3MEeMO HEeKH’
Ipyru obpasall HeloCTajarba, aJli TaKap Jla UMa MCTU OpOj jeAMHUIA Kao T, PacIojesia Helo-
crajyhnx mojaraka yCJIOB/b€HA EbMME W JOCTYIHUM mmojaruma 6buhe ucra. pyrum pedmma, mos
RMAR npermocraBkom, JOKJIE T'OJl UMaMO UCTHU y/eo Heaoctrajyhux mojiaraka, Ma Kako
pacnopebhenux, muxoBa pacnogena nehe 3aBucutu; on obpacia Hemocrajama. OBo HaMm
omoryhasa Jia npuimkoM MogzesoBama pacuogese 3a o(Y,R) y yciuoB moxkeMo ja craBumMo camo
JIOCTYTIHE TIOJIaTKe, UTHOPUIITYhu MOTIIYHO KaKO je /10 HeJ0CTajarba JOILIO.

Hanomena (npyru yrao rienama). Teopema @ Baku U 1pu 6ajecoBCKOj Ipupoau napamerapa 6
7 ¢, TO jeCT KaJ UM Ce TPUIPYKHU anpuopHa pacrojesna. [Ipomrao 6u uctu j10Ka3, camo Ou ce y
CBAaKOM OPOJHOILy M MMEHHOILY ITPOMHTErpamiIo o oba napamerpa. Heornxomno 6u 6uio gogatu u
MPETTIOCTABKY O AlPUOPHO] He3aBucHOCcTU O u ¢. Vnak, Hama Taj KoHTEKCT Hehe OuTH MHTEpEecaH-
TaH.

4.4 DBajecoBcKO ompaBaamke BUMNIECTPYKE NMITy TallAje

Hermrro panuje crenmdukoBa m cMo 6ajeCOBCKH MOJIEN Ca KOJUM PAIUMO, & HAPOUIUT POKYC CTa~
BJbAMO Ha arocrepuopHy pactogeiy f(g | y) napamerpa oj uHTEpeca IIpH yCJOBY Hoxaraka. Ilpu
CTaHIAPIHAM YCJIOBUMA, TJe He IIOCTOoje HemocTajyhu mojany, Huje HepasyMHO 3a OLEHy IapaMerpa
() ¥ o1eHy JICTIEP3Kje Te OLleHe y3eTHu anoncreprnopHo odekusame E(Q | ¥) n nucnepsujy D(Q | §)
mapaMeTpa IIpu YCJIOBY PEaM30BaHmX Mmojaraka. MeljyTum, Mu mpucTyn nesmmM mojanuma HeMaMo:
CBe TITO MU O PeaJIn30BaHUM IOJIAIIIMAa 3HAMO MOYKEMO /13 3aKJBYIyjeMO U3 mapa (0(37,?)). Crora,
3a OLIEHY IlapaMeTpa ¥ heHy Auciiep3ujy Mu lieMo (MopaMo) y3eru

E(@][o(y,7),T) u D(@Q]o(y,T),T).
Hanomerna. Mozke 6utu j1a 0 mapaMerpy CTBapHO HEIITO 3HAMO 118 My MOXKEMO IPUJIPYKUTH HEKY
CMUCJIEHY alpoIpHY pacrofery. Vnak, yriiaBHoM o memy HelieMo 3HaTH MHOTO, 11a je 1eJa Oaje-
COBCKa TIPOoIeIypa caMo (popMasiHa KaKo OHCMO CTPOr0 MATEeMATHIKY OIIPAB/IAJIN HAIIE 3aKJbY IKeE.
To he mam HemTo KacHuWje oMOTYhuTH Ja OMpaMO AIPUOPHY PACIOAETY y CKIaILy ca moTpebama
padyHa.
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Mu napasuo pacuogeiny [Q | o(¥,T), T| He 3HaMO, 11a He 3HAMO HU HEHO OUEKUBAILE U JIUCIIEP3H]Y.
Nnax, MokeMO cpadyHaTH Ja je

7(q | oF.5),F) = /{ o T OE DL O [ oF DT (43)

Jemnaanna (@) MOXKe e KOPUCTHUTH 3a cumyJipaibe pacuogene f(q | o(¥,T),T). Hajmo kparak
pUMep.

ITpumep 4.1. Yxoswmko je C HeKH CKyI peajHuX OpojeBa, OHZA je, Ha OCHOBY 3aKOHA BEJIMKUX
opojesa,

P{Q€C|0y, r}— lim ZP{Q€C| )75(}’177)]»?}7

m—+o0 M,

rie je o(y;,T) l-tu mo peny ysopak u3 pacmogene f(o(y,T) | o(¥,T),T). Ykomuko ce y ropmem
u3pasy ,3aycTaBuMo’ Ha HEKOM KOHATHOM 7, TaKaB Mpocek Oulie KBajuTeTHa oleHa BeposaTHohe
ca JieBe CTpame.

4.4.1 Kako nmojefHOCTaBUTHU?

VY ommrem caydajy auje Tauno xa je f(o(y,r) | o(¥,T),T) = f(o(y,T) | o(¥,T)). Mehyrum
TEOpeMa @ Jlaje HaM JIOBOJbHE YCJIOBE IOJ, KOjI/IMa TO jecTe Tako, IITO HAM je HApOIUTO ODUTHO jep
CMO OHJIa y CTamby Ja IPaJuMO MOJEN 3a Y30PKOBaIbe BUIIECTPYKUX MMITyTalllja CaMO Ha OCHOBY
JIOCTYITHUX TOJ[ATaKa, MTHOPUIITY N ryie ce OHM Hajia3e U Kako cy pacrnopehenu. Cimano, He Mopa
OuTH TAYIHO 1A je

flq ] [o(y,7),0(y,T)],T) = f(q | [o(¥,T),0(y, T)]), (4.4)

jep Ha JeCHOj CTpaHU HEMa EKCIUIMIMTHOI YCJIOB/baBamba ca T, & Pa3jIMKy Ta JBa BUJEIH CMO Y
JUCKYCHjU HAKOH TeopeMe @ Mopen ca jeBe cTpaHe roOpiber m3pasa HUjeJaH UCTPAXKUBAY He-
he mpermocTaBuTH; YIJIABHOM Ce€ TapaMeTap yCJIOB/baBA IIEJIMM IOJAIMMA, UTHOPHUIIyNU Koju je
JIe0 HACTAO JIOIYHhaBatbeM, a KOjU je OPUIMHAJHO peasm3oBaH. Mnak, napamerap () je mapamerap
MojleJIa TIoJaTaKa, a He HeJ0CTajara YCJIOBJ/BEHOI IOJANMa, & y3 CTAHIAPIHY IPETIIOCTABKY
PA3JIMIUTOCTH ITapaMeTapal u OBJIe MOYKEMO CKJIOHUTHU T U3 yCJIOBA.

Hedbununumja 4.1. Pacnoneny f(q | [o(¥,T),0(y,T)],T) 3Bahemo anocmepuoprom pacnodesom na-
PAMEMPA ¢ HA OCHOBY NO3HAMO Komnaemupahux nodamaka, a pacuogeny f(q | [o(¥,T),o(y,T)])
anocmepuoPHOM Pacnodesom NaAPpaMempa ¢ Ha 0CHOGY HENOZHAMO KOMNACTMUPAHUT NOOGMAKA.

Hanomena. JleBy pacmomeny y (@) Py6un je 3Bao completed-data distribution, a mecuy complete-
data distribution. Pasiuka je y Tome 1mITo je jeqgHa y CTamy Ja MPEMO3HA, KOjU MOJAIU U3 YCJIOBA
Cy ayTEeHTUYHU, a KOJU PEKOHCTPYUCAHU, JOK WX JIPyTa CBE MOCMAaTPa jeJHAKO.

Hanomena. Mu hemo T m Jajpe HaCTaBUTHU Ja NUIIEMO y YCJIOBY Ja OMCMO IITO OIIITH-
je MoKpmJim Npudy, MaKo, MOXKJa, O HEKHUM Mojenauma Hehemo 3uaTu ckopo mumita. Taja Tpeba
3aMUCJIUTH JIa YMECTO BUX CTOje HUXOBU jeJHOCTABHUJU aHAJOIOHU U3 OBOI' ITOTIOIIABIBA.

Konauan mub 6uo Ham je na paayHamo (mau Makap anpokcumupamo) E(Q | 0(37,"),") u D(Q |
o(¥,T),T), na hiemo ce caja BpaTuTu ToM npobsiemy. HapaBHo, JucKycuja U3 mojiojie/bKa 6uhe
HaM KODHCHA y JaJbeM pajy.

4.4.2 AnocrepuopHO O4YeKHBambe U JINCIEP3Uja

VBeauMo O3HAKE 3a ATIOCTEPOPHO OYEKWBAIGE W MUCIIEP3Ujy mapamerpa () Ha OCHOBY MO3HATO
KOMILJIETUDAHUX I10/laTaKa:

3V emmcry Teopeme m WM HUXOBE AIIPHOPHE HE3aBUCHOCTU (AKO U FHUMA MPETIOCTABUMO DACIIOJEIIE, 3ABUCH OJf KOH-
TEKCTa Pajia) y CMUCILY TeopeMe
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E@Q]| [0(3.F),0(y,F)],F) = Q u D(Q]o(F,T),0(y,P)].T) = U.

Cymrruncku, 06a cy dyukimje o o(¥,T), o(y,T) u T, amu to yraasaoMm Hehemo nmcarn jep 6u 3amnuc
nocTao mpekoMiinkopan. OHO ITO je GUTHO je TO Ja Cy OJ TPU IIPETXOJHO HabpojaHe CTBapH -
nBe dukcue: gocrynuu nogay o(y,T) u peasmsoBanu obpasai HegocTajamba T. OHO MITO MOXKe Ja
ce Mema jecy HeNoCTylHU nojaiy o(y,T), ma, CyIITHHCKH, Q u U jecy dynxmmje memocrajyhnx
nmojaraka. Cajia Ha OCHOBY HO3HATE (bopMyneE 3a YCJIOBHO OYEKWBAME MOXKEMO CpadyHATH Jia je

E(Q | o(¥,7),T) = Efoy.noF.nn@0(Y, T)), (4.5)

Kao I/IE

D(Q | o(¥,F),T) = Efaiy.0)0.5)5 U (0(Y,T)) + D soy5)0m.5.5Q0(Y,T)). (4.6)

Jenauune (@) u (@) BeOMa Cy KODHCHE jep Jajy YIyTCTBO KaKO Ce€ MOT'Y CHMYJUPATH alloCTe-
PUOPHO OYEKHMBakhe U JUCIep3Huja KOjUu Cy hUMa, JIaTH.

4.4.3 Cumysanmja anoCTEPUOPHOT OYEeKNBambha U AUCIEP3Nje

HpeTHOCTaBI/IMO na cmo u3 pacnogene f(o(y,T) | o(¥,T),T) y30pKOBaJIN M HE3ABUCHUX 0TIy~
maBama’ mojlaTaka, Koja hemo osnauntu ca o(y;,T) U Jja CMO Ha OCHOBY FUX CPAdyHAJU BPEJIHOCTH
Q u U, y3eBmmu kao duxcre o(y,T) u T. 3a csaxo | = 1,2, ..., m 03Ha9mMO

Q=Q@(y,,T)) u U =U(o(y,T)).

VKOIMKO IIyCTUMO & 11 T€KU OECKOHAYHOCTH, HA OCHOBY 3aKOHA, BEJIUKUX 6pojeBaE y aumecy hemo
nobutu 11 je

Qo = Jim ZQz Ej o010 Q@Y. ), (4.7)
3aTHUM
— 1 - .
Use i= lim_— > U1 = By nlora.n U (0(Y, ), (4.8)
=1
T€ KOHaYHO
Boo = lim_ % D Qi = Qu)? = Doty )o.nn QE(Y,T)). (4.9)

=1

Kaza oo cojumo ca ([L3) u ([6), saxmyuyjemo ma je

E(Q|o(¥,T),T) = Qx (4.10)

D(Q | 0(}_’,?),?) = T, (411)

rie je Too = Uso + Boo

EX =E(EX |Y)).
SHa ocrosy dopmyre DX = ED(X | Y) + DE(X | Y).
60cum y ( )7 aJIu je TIOCTOJAHOCT y30padKe JIMCIIEP3Hje MO3HATA IUIHEHUIA Y CTATHCTHUIIH.
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4.4.4 Cumyiaamuja 3a KOHAYHO M

Ho cana cmo Bugesnun xako je moryhe uspasuru E(Q | o(¥,T),T) u D(Q | o(7,T),T) y cayuajy
KaJ1a mMaMO DECKOHAYHO MHOTO MMITYTaIlija Ha pacnoJaramy. MelyTum, To y mpakcu, HapaBHO, HU-
KaJia HUje CJIydaj, Teé MOPAMO [IPUIATOIUTH IPOIEAYPY CUTYAIMjaMa ca KOHAYHUM (IIOTEHI]aIHO
masmM) 6pojem mMiyraipja. IIpeo hemo ysectn Heke HoBe o3nake. Heka nam je

Sy = {QhUlH:l,Q,...,m}

1 Heka je S, IEroB aHAJOTOH 3a GECKOHAYHO MHOTO MMITyTaluja. YOUMMO JIM JIa allOCTEPUOPHO
ouekupame u aucnepsuja naru uzpasuma (10) u (f.11)) sasuce oz [o(F,T), T] camo kpo3 exemente
Soo, Wi, mTaBuUIe, Tpeko (., Us 1 Boy, TO X MOXKEMO ITOCMATPATH KAO

E(Q | 0(5’71:)’?) = @oo = E(Q ‘ @oono,Boo)v

OJHOCHO

Hanomena (Baxkna upernocraska). Mu hemo ce nosectu Pybunosum uziejama, Te hemo mpernocra-
BUTH J1a, TOPEJT OUEKUBAIHA U JINCIIEP3Uje KOje CMO U3BEJIH, MOXKEMO MPETIIOCTABATH U HOPMAJIHOCT:

[Q |§oo7UOOaBOO] NN(@oovﬁoo"‘Boo) (4'12)

OBakBa mpeTmocTaBka ce 0OMYHO Hamehe WM 3a KJIACHIHY (PPEKBEHIIMOHUCTUYKY OIEHY, WU 34
allOCTEPUOPHY PACIIOETY MIPU IeJINM rojaruMa. PyOuH, mak, TBPAU [a y IPAKCH He IIOCTOjU 3Ha-
JajHa Pa3/InKa, jep he HOPMAJTHOCT BaXKUTH IIPH BeoMa J1abaBOj KJIaCH YCI0BA.

OHO MTO MU KeJINMO HHUje OBO HITO TPEHYTHO UMaMO, a TO je alloCTepuoOpHa pacno,zLeJIaLE orn @
pu ycsioBy S, Beh xkesba mma yciaoBumo ) ca Sy,. [lnan je cioenehu.

Ilnaun menoBama

CeruMo ce KaKO CMO JIONLIN JIOBJE: TPaXKUWIM CMO odekuBame pacuogese [Q | o(y,T),T|, amu
HUCMO 3HAJIU, 114, CMO j€ OHJIA YCJOBUJIN Ca HEJOCTYIHUM MOJAINMA, T€ YIPOCETHMIU MO PACIIOIEIH
HEJOCTYIHUX I0JIaTaKa IpH ycjoBy goctynanx. Cauano hemo u oBje.

Kako je narm musb pactioziena [Q | Sy, a umamo [Q | Q. , U oo, Boo], To hemo mu nahin pactogesy
011 (Q o> Usos Boo) yeioBibery ca Sy, a yIIPOCEUUTH TI0 TOj PACTIOJEIIH.

ITpso hemo cpadynaTu Kiacuuny GPEeKBEHIMOHUCTUYUKY pacuogeny (sampling distribution) ene-
MeHara u3 S, upu yciaoy o(y,T),T. Youumo na cy Q; u U; y30pKOBAHU 3 PACIIOETE AIIOCTEPH-
OPHOT' OYEKMBAama, OJJHOCHO Jucrepsuje (HACTAINX MOy bhaBabeM Ha 0cHOBY pacrnogene f(o(y,T) |
o(¥,T),T)). 3a TakBe y30pKe je MOKA3aHO JIa MOJ BeoMa cJabuM YCJIOBHMA PEryJIapHOCTH, y KOje
mu cazia Hehiemo 3asasuTy, a Mory ce Hahu y [28], omespak 2.10 u Tamornsmbum pedepeHiama, BazKu
Jla allOCTEPUOPHE TIPOCEIA TEXKE HOPMAJTHO] PACTIONEH, W TO KOJ HAC

[Q1 ] 0(F,F),F] ~ N(Quo» Boo)- (4.13)

HopwmanmocT HaM rapaHTyjy yCJIOBH KOje HHCMO H3JIAraJju; odeKuBaibe je ouuryienro. I1lto ce
THYe JUCIep3uje, Ty jeIMHO MOXKe jiohu 10 nsHeHahema, jep OMCMO MOXK 18 OYEKUBAJIU Ja Ce 110jaBU
dakrop Us. Nnax, pacuumeMo Jiu je aHaJorHo (hopMyJId (@), Buzehemo ma je nmpBu cabupakx
HyJIa, jep je jucrep3uja yHyTap OdeKuBamba Hysa. Acumurorcku pesyirard u3 [28] me rapantyjy
HOpMasHOCT 3a U, amu majy ga he odekuBambe OuTH jeqHako Uoo, a QUCIEp3ja 6apeM 3a pej
BeJIMUInHe Mambad oJ1 JIucrep3nje ovueknBama. JJoroBopuMo ce 1a To 03HAINMO Kao PyouH:

[0 | o(.7), 7] ~ (Usc, < Boo). (4.14)

"Py6un, [2].
8V MaKap HBeHO OYeKHBAEe I JUCIEP3H]a.
9V cmmeny ma he KommaHEK Ja MM Texku Hy i mpu noeliamy 06MMa Y30pKa.
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NszBoheme

puxsarumo u anpoxcnvanmje (13) u (.14), nako hemo ussectn amocrepuopre pacrozese
Koje Tpaxkumo. Hanme, Mu Uo, MOKEMO IOCMATpPATH Kao IapaMeTap, Te My JOJEIUTH JO0BOJEHO
HEeMHMOPMATUBHY AIPUOPHY pacno;LeﬂyE TaKo jia Oyie

[ﬁoo | Sms Boo] ~ (Uvm < Boo/m), (4.15)

rae Je/bembe ,ILI/ICHGPSI/Ije Ca m A0J1a3u o[l yupocevdaBatba, a O3HaAYIUJIU CMO

1 m
"
Crmano, ako 32 U oo HAMETHEMO (HempaBy ) pacroziesry IpOHOPIMOHAJIHY KOHCTaHTH, nMahemo aro-
CTEPUOPHY:
[@oo | Sms Boo] ~ N(Qm? B /m), (4.16)

rJe je, jacHo
1 m
S
Cajia cMO CIIpeMHE J1a M3BEJIEMO allOCTEPHOPHY PaCIofesy mapamerpa () mpu ycjioBy S, #

B Ilapametap By, HEheMo ampoKcuMupaTH cajia Ha 0Baj HaYIWH, Beh HEIITo KacHuje. JeaHadanHa
(f.15) rosopu vam na y (.19) U Morxe Gurn samerseno ca Uy, ma hemo gobutn (anmpoxcuvarmjy)

[Q | SmaécowOO] NN(@omUm+BOO)' (4'17)
Ipunenino s cana ma oso (1.16), xobuliemo na je

[Q | S, Boo) ~N@m,ﬁm+3m+3m/m). (4.18)

Hanomena (objammerse). Axo je X ~ N (Qo, U + Boo), OHZIA ce MOXKe 3aIucaT Ja je

X :@oo +N(07Um+BOO);

rie je Ipyru cabupak opMasHa O3HAKa 3a CIydajHy BequduHy. MehyTuM, Mu MOKeMO 3aMEHUTH
u Q. cayaajaum enementom u3 pactogene N(Q,,, Boo/m), ma he ce mucrepsuje cabpartu (1o3HATO
CBOjCTBO HOPMAJIHE PACIIOJIENIE), T HaM JaTh (@)

Y jennaqmnu () jout je Bo, oCcTalIo HE3aMEIbEHO CBOjOM OIIEHOM. JacHO, Iera ieMo 3aMeHUuTH
IETOBOM ITOCTOjAHOM OITEHOM Koja he, HapaBHO, OUTH y30padKa JUCIEP3U]ja:

mTo he KoMmIteTupaTu Haire ampokcumarmje. Jla s he n kKako oBakBa HeOTpaBIaHa 3aMEHA 10~
KBapuTH PACIOJENy - BUAeNeMO HENITO KacHHUje.
Pyb6bunosa npasunia

Y oBoM MO-TIO/0/1e/bKY cymupahemMo OHO IITO cMO m3Bean 70 caja. Jlakse, 3a oneny mapa-
Merpa @, y CMHCIIy OIEHE HeroBe allOCTEPUOPHE JAMCIEP3Uje IIPU YCIOBY AOCTYNHUX MojaTaka (u
EBEHTYAJIHO PEAIM30BAHOI MEXAHU3MA HEJIOCTAjarba) MPEJIazKe ce

% i (4.19)

WEnr. diffuse prior. O opaxksuM pacnogesnama mozxke ce npouutaru y [L] u [L16], a mu emo o mwuMa jocra mayunm us [J].
Jenna nosuara je Iledpucosa.
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a 3a OIEHy JUCIEpP3uje, Y CMUCIY AIOCTEPUOPHE MWCIIEP3Uje MapaMerpa IPU UCTOM YCJIOBY, Tpe-
JJIazxKe ce

— 1
Ty = U + (1 + ) B,n. (4.20)
m
Jemnaumne (4.19) u (4.20), xao u pasHe muxoBe MojubUKaIIje, MO3HATE Cy MO HA3UBOM Pybunosa
npasuAa.

Hanomena (oupes). Y IPeTXOJHO] AUCKYCHUH MHOIU 3aKJby Yl U OJIAKO 3aMEHUBALE IapamMerapa
IbUXOBUM OIlEHAMA [TOYUBAJIH Cy Ha PETHocTaBny HopmaaHoctu. Ona je qectald amm me u CBEIpH-
cyTHA. 300T TOTa Ce CaBeTyje HAPOIHUT OIPE3, TO jeCT IPOBEPA MPETIOCTABKE HOPMAJIHOCTH K&, T'OJT
1a je To moryhe.

Hanomena (3anumbusoct). Ipsu pesyararu (npe 1986) nucy caapxxainu kopekuuonu daxrop 1+
1/m ucnpes B, y uspasy 3a oueny aucuepsuje (11.20). Huje tpeao aa ra caapaxu o y PyGunosom
u IllenkepoBom pauy [29], anu je AHOHUMHHU PELEH3EHT YOUHO IPEINKY KOja jeé UCIPaB/bEeHa IIpe
objaBpuBama. OMIINTOj HAYYIHOj JABHOCTH HUjE ITO3HATO HHETOBO MME.

4.4.5 W3Bopu BapujabuIHOCTH

Hakon Hu3a HaXKaJIOCT HEOITXOJHUX HpETHOCTaBKI/IE OIIEHY AIIOCTEPUOPHE JINCIEP3Uje padyHa-
JIT CMO TI0 (POPMYJTH () Marematuuku, kopuctehu ce 6ajeCOBCKUM OKBHPOM 3aKJ/byINBAIbA,
OTIPAB/IAJIN CMO HIPOIIEIYPY -

WNnak, 360r ounryieHOr HAruba OBe I'PAHE CTATUCTUKE KA MPAKTUYIHO] MIPUMEHU, HUje 3roper
JaTh W WHTYUTHBHY TPENCTaBy CBakor ox cabupaka. Tome hemo mocBeTuTH OBO IMOTIIOTJIABJBE.
lenepastto, amocrepuopHa AUCHEp3nja JT0JIa31 13 TPU U3BOPA:

e U, mpeacTaBiba OIEHy yiea JUCIep3rje KOji je TOCAeINIA TOTa MITO CMO y3esn y30pau1<;E

e B, je omeHa ymesa QUCIEP3uje KOjH je TMOCTIe UIA TOra IIITO y30PaK Ha OCHOBY KOTa OIEHYjeMO
HUje KOMILIeTaH, Beh je u jeqaH meroB J1e0 OIEIhEH;

e B,,/m je KopekimoHn GHakTop KOjU je IOCJIeJUIa Tora Mmro je ()., 3aMEHeHO OIEHOM Ha
OCHOBY KOHAYHOT M, TITO je moehaso ykyman BapujabuinTer.

[Mocremmpu cabupak je buTaH 3a MaJjie BPEIHOCTH M, jep CIpedaBa Ja ce JUCIEP3uja MOTIEHH,
JIOK je 3a BeJIMKe m 3aHeMapJbuB. ¥ 106a HACTaHKa TEOPHUje OBaj YCJIOB je OMO KJbydaH, jep padyHapu
HuCy OmJin JTOBOJBHO MONHM, 114 je TPAIUIINOHAIAH caBeT 6uo ma ce yame m = 3, m = 5 uiau m = 10.
Ca HAIJIIM TIOPACTOM CIIOCOOHOCTH MO,IEPHI/IX padyHapa, IpOMEHUJIa Ce W Mpakca. | peHyTHO ce
caBeTyje ma ce m nocraBu Ha bapem 50.H.

4.4.6 KoureHmjasaHocT

Hawmwme, Mmu cMo ce Koji 6ajeCOBCKOT MPUCTYTIA KOPUCTUIM TUME J[a BPEIHOCT IMapameTrpa olie-
IbYjEMO allOCTEPUOPHUM OYEKUBAILEM IPHU JIOCTYITHUM TOMAIMMA, & JUCIEP3Ujy Te ,OleHe” aro-
crepuopHOM jucnep3ujoM. To CMO DAl Tako IITO CMO padyHajd BPeJHOCT omeHa Q u U y
Pa3IMIUTUM KOMILIeTUpaHuM mnogarumMa. MelyTum, oBe oreHe Cy 1m0 KOHCTPYKIIUjU HEKA ATIOCTe-
PUODHA OYeKUBarba U Auciiep3uje (Ipu yCJIOBY KOMILIETHUpaHUX mojaraka). Kako nucmo 3uasm
Jla padyHAMO CIOJbHO OYEKUBAHE Y (@), TO HAM HUKO He rapaHTyje na heMo 3HATH yHYTpPAIIibe.
VYranasaom u Hehemo. IllraBurre, yrinasaoMm zHehemMo nMaTyu HE TPUOJIMKHY MPETIOCTABKY O TOME
IITa y3eTu 3a anpuopHy pacrojery. Lleo mporec je 6uo dopmasan, a 6ucMO JOTUIKH JOMTH [0
oreHa: o 6ajeCOBCKO] MPUPOIX TPodJIeMa OHAj KOjU BPIIH aHAJNA3Y MOXKIA W HE PA3MUIILbA.

Hanomena. O 1ectoj (CKOPO yBEK) JyaJTHOCTU M HA U3BECTAH HAYMH €KBUBAJIEHTHOCTHU 6aj€COBCKOT
u GPEKBEHIMOHUCTUIKOr IPUCTYIIa MOxKe ce yutaru y (28], onemak 2.10.

UPy6un, [R].

1234 caa. Kiraca npeTnocTaBKu 3a KOjy je IPOIe/Iypa aIleKBaTHa CBAKAKO je TIUpa OJ] OHE 3a KOjy je JIOKA3aHO aJ[eKBATHA.
To unax, u na/be, Yeka HEKOT HOBOI wiu crapor Py6umna.

13 A me 3namo monysanujy y design-based mpuctyry, mim He 3HAMO TApaMeTAp Y MPHUCTYITY MOJIENA.

UBypen, [4).
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CXOJIHO PEUEHOM, Y€CTO Ce PHOErapa alpOKCHMAIHj caMux Q 1 U, ¥ TO HEKUM CTATHCTHKAMA
Q ul , OJT KOjUX je TIpBa olleHa mapaMeTpa () Koju je cajia huKcaH, a Apyra OleHa IheHe UCIep3uje.

Takobe, BeoMa 4ecTo (CKOPO yBEK) HPHUJIMKOM JIONYHaBambha I0JaTaka He 3HAMO DPaCHOIesLy
f(@(y,T) | o(¥,T),T). IIpernocraBumo ycaose Koju HaM omoryhasajy Jia CKJIOHHUMO T U3 yCJIOBA.
TaJia HAM je HEONXOIHO Ja 3HaMO ,Jakiry’ pacnogeny f(o(y,T) | o(¥,T)). Mehyrum, Hu 3a by
HAM HHUKO HE rapanryje ma je 3mamo (yriaBuoM je u He 3Hamo). CTora ce m OHa AIPOKCUMUPA
nekoM pacuogesiom fr(o(y,T) | o(¥,T),a), rue a o3navaBa peasn3aiujy HEKOI' JOJATHOD CJLyIajHOr
eJIeMEHTa O KOjeM OHaj KOju MMILyTUPa HeIlTO 3Ha (Ha IpUMep HeKe CIIydajHe BeJM4YMHE KOja Hije
mehy nomanmma).

Ha oBo je ykazao MeHI‘E, KOJH je yBeO KOHIIENT ?COHZ@HUja/LHOCmu.E

Hedunurmja 4.2. BajecoBcku mojen (@) je Komeenujanrar ca MMITYTAIIMOHOM PACIIOACTIOM U
napomt (Q, U) npu damum docmynrum nodayuma o(¥,T) yKoIUKO Baxe caenehn yciosu:

1. 3a 6us0 Koje KoMILIeTHE NojaTKe y 3a Koje je o(y,T) = o(¥,T) Baxke jeqHaKOCTH

Erov(@ly)=Qy) n Dyow(Qly) =U(y). (4.21)

2. MMmmyrarmona pacrojiesia jeHaka je mpaBoj, TO jecT

f1(0(y,T) [ 0(y,T),a) = f(o(y,T) | o(¥,T))-

Konrenunjamaoct nac 3ampaBo ocjaobaha mpobsiemMa 3aMeHe aloCTEPUOPHOr OYEKUBAbA U JIH-
cuep3uje onrosapajyhum peajausarujaMa CTATUCTUKA Q ulU , Jep cMO IIpH PeTHOCTABIM KOHTE€HU-
jaJIHOCTH CUTYPHU JIa Cy OHH Y30PKOBAHU OAIll U3 OHE Pacrojese Ha 9iju ce 3aKOH BEJTMKUX OpojeBa
TO3UBaMO.

Hanomerna. Hapasmo, y nmpakcu je J0OBOJ/BHO J1a KOHM€HUjATHOCT BaXKU IIPUOJINKHO.

Hanomena. Y ToCTIeEHAX HEKOJIUKO TOIUHA MTOJABAIIO C& MHOINTBO HOBUX PE3YJITATA 38 TEHEPUCATHE
BUIIECTPYKUX UMILyTAIMja Y OJCYCTBY KOHIMEHUjAJTHOCTH, & HAPOIUTO Tpeba ucralu pesysrare 110
kojux cy mouwn Cje (Xie) u Menr, a koju ce mory Hahu y [§]. Mu ce wuma ogne nehemo 6aBuru.

4.5 DpeKBEHIIMOHUCTUYKA CBOjCTBa OIl€HA

W3Boherme cTaTuCTUIKNX 3aK/by9aKa Ha OCHOBY OIEHA KOj€ CMO UMAJIU Y IIPETXOHIM O/I€/bIIMA
OBe€ IJIaBe MOYNBAJIO j€ Ha BEJIMKOM OPOjy MPETIOCTABKY, KAO IITO Cy PA3HU BUIOBH HOPMAJHOCTH,
Pa3HU UMIUIUIUTHU YCJIOBU PEryJIapHOCTH, KA0 ¥ IPETIOCTAaBKA Ja 0c00a KOja MMIYTHPA U 0coDa
KOja BPINK aHAJIM3y HOJaTaka KOpUCTe HCTH OajecoBcku Mojies. OBO ITOCHIEIHE CMO €JIeraHTHO
,CIAKOBAJIN Y TPETHOCTABKY KOHIE€HU]aTHOCTH.

Nnak, kako gecTo 6apeM HeKa OJf OBUX MPETTIOCTABKU MOXKe OuTH U OMBa HAPYIIEHA, TIOXKEJHHO
je mcmmTaTu cBojcTBa 0ajeCOBCKHU JIOOMjEHUX OIeHA HA KJIaCHYaH, (PPEKBEHIIMOHUCTUYIKN HAYTUH.
Tome hemo mocBeTuTH 0Baj O/IE/HAK.

Hanomena. Kaxo hemo nomaTke u obpaciie HeJI0CTajarba OBJIe CMATPATH CJIydajHUM, HeheMo KOpH-
CTUTH TWJIIy 3a peajJu30BaHe mojarke/obpacie, jep HaM je Ta O3HAKa OUjia yCKO Be3aHa 3a JiaTe
o/IaTKe, OHEe CTBapHE KOje MMAaMO y HUCTPaKUBamby, a HE OHE KOJjU Cy ,BellTavyku’ Y30PKOBAHU Y
CBpXe eBaJIyallyje.

4.5.1 BajguaHOCT 3aKJ/byYHBamkba Ha OCHOBY IEJUX I0JaTaKa

Heka n oBzie nmamo napamerap ) (1 gajbe cKasgapaH), 3a KOJU je IpeJJIozKeHa oleHa () 1 oreHa
mweHe auctepauje U. Y TpeTxogHoM MOTJIaB/by CyCPeId CMO Ce Ca MMOjMOM KOHTE€HUjaJTHOCTH, KOjI

15Mesr, [25]. Unax, medunuimjy y ooj dopmu npeysean cmo u3 [§], jep je pas HoBujer maryma te je dopmyramja
neduHUIEje MHOTO IPUPOJIHU]A.

16Eur. congeniality.

1"Fpera mema y opUTHHATIHO] AeDUHUIN]H, A je jacHO Ia ra MeHr moapasyMeBa.
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HaM je oMoryhaBao /1a 3HAYAJHO AIlCTPAKTHE MTOjMOBE TOIYT allOCTEPUOPHOT OYeKUBaha, U JUCIIEP-
3Wje mapaMeTpa, Koje 4eCTO He 3HAMO JIa padyHaMO, UM HaM je TO PAYyHCKUA HEUCIIATUBO, MOXKEMO
3aMEHUTHU BPEIHOIINY CTATUCTHKA Q u U Yy KOMIIETHPAHUM HojanumMa. Vmak, yKOJuKo cy came
onere  u U, mocMaTpane Kao oGMHHE CTATHCTHKE HA KOMILICTHHM IOJAIMMA, HEKBAJHTETHE,
HEpeaJsHo je OYeKMBATH Jia BHUIIECTPYKa UMIIyTallyja, MJid OUI0 KOja TEeXHHKA PYyKOBamba HEJ0CTa-
jyhum momarmuma, ,m3medn’ Taj mpobseM. Y Tpakch, HAPABHO, CKOPO HUKaa W HeheMO padyHaTh
AIIOCTEPHOPHA OUCKMBAIba, 1 AUCIIep3uje mapamerapa, seh liemo nx Memarn ouenama Q u U esasty-
UpaHUM Oalll y THM KOMILIETUPAHUM TOoJaliuMa. 3000 TOra, »Kejejim OMCMO Ja caMe OIleHe Q uU,
Yy OJICYCTBY HemocTajyhux mojaTtaka, oymny kBagurerHe. Jla 6Gucmo moryiu pehu j1a i je HEKa OreHa
KBaJIMTETHA WJIA HE, MOPAMO 3aJIaTH HEKe IOXKeJbHe 0cobruHe 1o KojuMa hemo nx KJyiacuguKoBaTH.
Mu hemo cana HaBectu jeqy of HajouTHUjUX, KOjy je medbunucao Pybun, y [2§].

Hedbununuja 4.3. Kaxemo 1a je 3aKk/byunBaibe Ha OCHOBY KOMILIETHUX IOJATAKa W HA OCHOBY
craructuka (Q,U) 6aaudho y cMuciy unmepsaa nogepera™ yKOIUKO BayKe CBOjCTBA

Q ~N(Q,DQ) (4.22)

EU > DQ. (4.23)
VKOJIMKO BazKu (), YKOJIMKO Y () CTOjU JeTHAKOCT ¥ YKOJIMKO je
DU < DQ, (4.24)
OHJIa, KazKeMO J1a je 3aKJbyUUuBabe PaHIOMUSAUUOHO sanudno. X

Hanomena (nojammemse). V3poljerse KBaJuTeTHUX UHTEPBAJA OBEPEHA jeJIaH je Ol OCHOBHUX 3a-
naraka craructuke. [IlTaBuiie, HHTEPBAIM MTOBEPEHA CYy HEPETKO YCKO IIOBE3aHM €A KPUTUIHUM
obsacTuMa TecToBa (KOMILIEMEHT CY jeJIaH JIPYIor), IITO je JOII jeJIaH IPHJIOr TBPIIHY A Ce U3BO-
Demunma mHTEpBaAJIA TOBEPEHA MOPA MPUCTYIUTH CA4 HAPOYUTOM TMAXKELOM. JecT 0OJIMK WHTepPBaJIa
TIOBEpEmhA jecTe

(OII - z - OJ10, OII + z - OJ10),

rie nioz, OIT mogpazymeBamo oreny Hekor napamerpa, a mog OJ10 oneny aucnepauje re orene. Casia
BaJIMTHOCT y CMUCJTY WHTePBaJia ToBeperba TI0CTaje MHOTO jacHUja: yc/IoB HerpucTpacHocTH, ({4.22),
FOBOPU HAM O TOMe Jia ie mHTepBaJ OuTU JT00PO ,IeHTpupan”’, TO jecT ja Hehe OUTHU cucTeMaTCKe
MPUCTPACHOCTH Y HErOBOM ITO3UIIMOHUPAY; YCJIOB () HaM, I1aK, TOBOpH na he mHTEepBaa OuTH
MIUPOK HapeM OHOJIMKO KOJUKO Tpeba. [IpyruM peunma, peajiHa ¢TOna MOKPUBEHOCTH IIPaBe BPE-
HOCTH TIapaMeTpa Moxke OUTH caMo Marba of HoMuHa He, Hukako u Beha. OBaj ycioB onemoryhasa
WHTEPBAaJI TOBEpeha 1a OyIe ,JTaKHO y3aK.

Hapasno, #ajbospe 6u OmI0 Jla cTBapHa CTOMA MOKpUBEHOCTU Oysie Oarl jeHaka HOMUHAJIHO],
aJIi KaKo je TO 9eCTO HEPEAJHO OUYEKUBATH, UIIAK CMATPaMO OOJbUM IIPEINEHUTHU JUCIIEP3U]y, HErOJIn
j€ TIOTIEHUTH.

Takobhe, y nmpakcu je MJOBOJHHO J1a, HOPMAJHOCT BasKW MPUOJIMIKHO.

4.5.2 BajguagHOCT 3aKJ/byYMBaiba y MPUCYCTBY HEeJIOCTajamba: ciiy4daj bec-
KOHAYHOT M

IIpeTnocTaBUMO Jla Ha paclosaramby MMaMO OECKOHAYHO MHOIO BHUINECTPYKHX HUMITyTaIdja H
na 3a anaauzy kopuctumo craructuke Q(Y) u U(Y). IlpernocraBumo jna ce U Jajbe JPKUMO
MPETHOCTABKE O HOPMAJIHOCTH:

[@Q | o(y,r),x] ~ N(Quo Too)-

BHup. mpucrpache, HEIOCTOjaHE HT,

YExnr. confidence valid.

201110 je CTPOXKMjU YCIOB: PAHIOMU3AIMOHO BAJIAIHO 3AK/bYTHBAIGE j€ BAIMIHO ¥ CMUCIY MHTEPBAJA MTOBEPEIbA, A
06pHYTO HE MOpa OUTH.
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Ono mTo Tpeba mpumeTnTn jecte ma cy Q.. 1 Thao, PEIOM, AOCTEPHOPHO OYCKHBAIE M JIACIED-
amja pacrnogerne [Q | o(y,r),r], ma ¢y camu dbyHKIHUje OHOT TTO je y YCJIOBY PACIojiese, OTHOCHO
dbyuxmmje ox o(y,r),r.

OHo 1110 6UCMO CaJIa YKEeJIen Jia UCIIUTAMO jecTe KaKap he OUTH KBATUTET OBUX oneral kaa ce
OBU apryMeHTH, KOje CMO 10 CaJia JipKaju hpaHaTUIHO (PUKCHUM, 3aMEHE CIYyYajHIUM eJIEMEHTUMA U
nouny mMemaTtu. Oae hemo maauKaTop gocrymnuoctd, R, 3Batu u nnaukarop omrosopa=. Cienehy
nebunuimjy nao je Pybun 1987.

Heduununmja 4.4. Y jocajammbiM O3HAKAMa, BUAIIECTPYKa UMITyTalldja je paHIoMU3GUUOHO 6a-
AUOHG 100 NPEMNOCTNABHEHUM MOOEAOM 002060pa= g4 (+), YKOIUKO BaXKI Ja je

|

T ~ (To, < Tp), (4.26)
rie cy @ u Ty npaBe BpegHOCTH OAroBapajyhnx mapamerapa.

Hanomena. OB je y mosajunu 3ajeHUYIKa pacrnoneia 3a mojarke Y u waankarop R.

Huje temko youurtu na he yeaosu ({.25) u ({.26) BaxuTu 3a Besuke ob6uMe y30pKe yKOJHUKO

Baske yCJIOBH KOHTI'€HMjaJHOCTH TO jeCT YKOJIMKO Cy BHINECTPYKE MMIIyTalldje y30PKOBaHe M3 IIpa-
BOI' MO/IeJIa HeJIOCTajyhux HojjaTaka IpH JOCTYIIHUM U aKO Ce CJIaXKy alloCTEPUOPHA OYeKUBambha U
aucnepsnje ca craructukama (Q u U Koje ux ,Memajy’.

Hanomena (npaxruaau npobsemu). Jeman o OCHOBHUX IIpoOJieMa HA KOjU ce MOXKe Hauliu CMO
Beh momMenysu, a To je oxcycrBo KoHrenujasgaoctu. OHO je decra mojaBa KaJa 0coba Koja MMILYTHPA
Huje u ocoba Koja aHau3upa mojgarke. JIpyru mpobiieM Koju ce MOXKe jJaBUTH jecTe Jia Ce CTBAPHU U
AMITy TAITMOHU MOJIEJI YOIIIIITe He MOI'Y IIOPEJINTH, jep 0Baj JIPYT'H YOIIIITE He MOPa OUTH eKCIIIUIIUTHO
3azatr, Beli Moxe (U y Ipakcu yrjiaBHOM jecTe) 3a7aT aJrOPUTMOM.

Hanomena. Ybynyhe deMo IIPeTHOCTAB/bATH & BayKU KOHICHHjAJIHOCT M HeleMO Da3/IMKOBATH
(Q.U) on (Q,U).
ITpaBuaHOCT BuilecTpyKe uMITyTanuje no PyGuny

IIpernocraBke mom KOjuMa CMO W3BEJM PAHIOMU3AIMOHY BAaJUIHOCT BEOMa Cy jake, ma OMCMO
BOJIEJIN J]a UMAMO | OMIITHje yCJIoBe oj, KojuMa oHa Baxku. Cana hemo nedunucarn jeman of mbux.

Hedunurnmja 4.5. Y mocagalmbuM O3HAKAMAa, BUIIECTPYKA UMITyTalldja je NpasuAHa 3a Tap CTa-
tuctuka (Q,U) YKOIMKO BaxKe HAPEIHA TPU YCIOBA:

1. Cmarpajyhu nomaTke y (hbuKCHUM, IO TIPETIIOCTAB/LEHIM MOJIEJIOM OJIFOBOPA, BAXKHU JIa je

Qe | Y] ~ N(Qy), V(¥)) (4.27)

[Boo | ¥] ~ (V(y), < V(y)), (4.28)

rJe, moAceTuMo ce, <K V 3Haum nma je aucnepsuja Mamer pefa on V., Koje cMo jgeduHucaIn
Kao

V(y) = DQu(¥)- (4.29)
CBa ouekuBama ¥ Jucrepsuje ysumajy ce 1o pacuogenu 3a R (1o je jenuno mro HuCMO
dbukcupasm).

2134, moverak 3a 6eCKOHAMHO 1M, a KACHHU]E U 32 KOHAMHO.

22V cropmjckn, 3600 KOHTEKCTa HACTAHKA BAIMIECTPYKE MUMITyTaruje 3a moTpebe o6pa/ie IoaTaKa HACTATHX aHKCTHPAFHEM.

2Koju me Mopa GuTu oHaj KoOju je 3amcra crBapan. Mu 0BaKBy BaJHIHOCT HehHHUIIEMO 33 IIPETIOCTABILEHH MOIET. 3a,
HeKe MogeJte nporeaypa he Outu BamuaHa, 3a Hexe Helie.

2TlonceTnmo ce, 03HaKa 3HA4M 3 je odeKnBame pacrozmene Ty, a gucnepsuja peqa Benmamae Mamber o 1.
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2. Cwmarpajyhu nogarke y GUKCHAM, O/ IPETHOCTAB/HEHUM MOJIEIOM OIrOBOPA, BAXKU 1A je

Uoo | y] ~ (Uly), < V(y)). (4.30)

DV(Y) < EU(Y), (4.31)

rJle OUeKUBambe U JUCIEP3uja ULy 110 pacruojaes 3a Y.
Hapenny teopemy nao je Py6un y [2§].

TEOPEMA 4.2. YkKo0AuKo je 3aKbYHuUBatrse Ha 0CHO8Y KOMNACTIHUL N0JaAMaKa pPat-
JOMU3AUUOHO 8AAUIHO U YKOAUKO je SUWECMPYKa uMnymayuja npasusHa, onda je
sUWECMPYKA UMNYMAUUIE PAHIOMUSAUUOHO 8GAUIHG OO NPEMNOCMABHEHUM MOde-
AOM 002080Pa, Y cMucay dePurunuje .

JTOKA3. Omo mro TpeGa ma noxaxemo jecre xa u3 perammja (1.29) - (1.24) u (1.27) - (31) crene
penanmje ({.25) un (}4.26).
Jemnaxocru ([.29) n (1.27) 3ajenno nam majy ma je

Qo ~ N(Q,DQ(Y) + EV(Y)),
I7Ie Cy CHOJ/bHA OYeKMBamba W JMCIepsmja no pacnogenn 3a R. Ouekuwpame je OUMIIIETHO, JTOK
nuctiepsuja caenu u3 seh subhene dopmysne DX = ED(X | Y% +DE(X |Y).

Caenelie mro hemo ma yoummo jecre To na u3 (1.28) u ( ) caemu na je

[Uoo + Boo | ] ~ (U(y) + V(¥), < 2V(y)),
mro mam ykombumosano ca (1.23) u ([1.31) xaje

Us + Boo ~ (DQ(Y) +EV(Y), < (2EV(Y)) +2DQ(Y)),

IITO 3aBpIIaBa JI0Ka3, 300T 3HAUEIHa O3HAKE K. |

4.5.3 Cuydyaj KOHAYHOT 1M U aCUMITOTHUKA OIleHa

Kao mTo cMo BUAEe M y TPETXOIHOM TOJOJIE/bKY, OH/IA KaJa je BUIIECTPYKA UMITYTAIlAja ITpa-
BusIHA 110 PyOumy 3a 6€CKOHAYHO M U KAJIa je 3aKJby YNBabe HA OCHOBY KOMILIETHUX ITOATAKA PAH-
JOMHU3AIMOHO BAJUIHO, TAJA je IeJia IPOoIeaypa PaHIoMu3anoHo BaiauaHa. HapasHo, y mpakcw,
Ma KOJIMKO MHOT'O UX MMAJIM, HUKaJia HeheMO MMAaTH Ha pacroJaramy OeCKOHAYHO MHOI'O MMITYyTa-
[IAja, TAKO Ja Ce MPUPOIHO MOPa TMOCTABUTU U NMUTame (DPEKBEHIIMOHUCTUIKUX MePMOPMaHCH Ha
OCHOBY KoHauHOT 6poja mmnyTaruja. Crora, HeheMo ce 3a/0BO/BUTH YTBPDUBAILEM PACIIOIEIIE O]
Q., Uso m By, TIDH CITy9ajHOM y30pPKOBalby M HeJOCTajamy, Bell heMo MOTpaykKuTh pacrofiesry of

Qs Um 1 B,
VYV cBpxe eBaJjIyalyje oleHa, ope/l HEKUX CTapUX IIPETIOCTaBKY, HAaMeTHYNeMO U HOBe. ¥Y3€eBIIn
3ajeJIHO, TPETIOCTaB/baMo ciejehe:

1. Bumiecrpyka uMIiryTanuja je IpaBuiHa, y CMUACTY JAedUHUATIN]e @;
2. 3akJbyunBarbe Ha OCHOBY KOMILJIETHUX IIOJATaKa je PaH/IOMHU3AIINOHO BaJIHJIHO;

3. ObuM y30pKa je J0BOJBHO BEJIMKH JIa allPOKCUMAIIMje 3a paclojelie ejeMeHara u3 S, Baxe,
TO jecT na je

Q1 y,7] ~ N(Qu, Bo) (4.32)

U1 | y,x] ~ (Use, < Bo), (4.33)

rae ¢y Q; u U; HesaBucHuU 3a cBako [ = 1,2,... m.
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Hanomena. Y 6uno xojoj o penammja (1.33) u (1.33) y yenosy, crporo teopujeku riegano rpeba na
croju o(y,T),r, au Kako oBe JiBe OlleHe 0] Pean30BaHuX MojlaTaka 3aBUCE CAMO KPO3 TIOMEHYTe,
CBEjeTHO je TIITa MUIIEMO, I1a CMO Ce OJJIyYMJIN 33 jeJHOCTaBHUJU 3AITHC.

Pacnionesie oiena

[IpermocraBuMo ¥ Jlajbe J1a UMaMO cKaJapaHn napamerap. Llub HaMm je Ja m3BeieMo pacrojesie
on @,,, Um u By,. OBo ussoheme nmahe Tpu npupojHa Kopaka:

1.

IIpBo, ympocedaBamo mpeko BUINECTPYKUX UMITyTanuja uUKCHpajyhu mOJaTKe U HEI0CTaja-
we,H mpermnocraBbajyhu aCHMIITOTCKY BAJIUTHOCT OIeHa U3 Sy,

Ipyro, yrpocegaBamo ipeko pacrozesie ox R, dukcupajyhu ysopak, npermocrasibajyhu mpa-
BIJTHOCT UMITYTAllje TTPU TPETIIOCTABIHEHOM MOJIETy HEJ0CTajarba.

Tpehe, ynpocedaBaMo peKo paciojiesie MojaTaka, IPeTIoCTaB/bajynu paHI0MU3aIOHY Ba-
JINJTHOCT 32 3aKJbYUUBaIbe Y CMUCIY JieuHuImje @

IIpohumo kpo3 mponenypy.

1.

s ([.39) u ([£.33) ommax mozkemo 3axsbyunTH 1a je

[@m | y,r] ~ N(@m, Boo/m)a (434)

[Um | Yy, I'} ~ (Uooa < Boo/m) (435)

U, Kao IO3HATA OCOOMHA y30padKe JIucIep3uje, mro B, U jecre, Mpu IPeTIOCTaBIN HOPMaJ-
HOCTU:

m—1)B,,
% | y,r{ ~ xfn_y (4.36)

Cse Tpu ropme ciiydajHe BejndnHe cy MelycobHo nHesapuche. IIpBe JiBe 110 KOHCTPYKIIUjU.
B,, e 3aBucu ox U, jep 3aBucu camo of (J;-0Ba, a HE 3aBUCH Of , Ha ocHOBY Bacyose
TeopeMe, jep je Apyropas3peHa CTATUCTHKA 3a ImapaMeTap IO0JI0XkKaja.

IIpehumo na gpyru Kopak u dukcupajmo yzopak. Ckymmmo ym penarmmje (1.27), (1.28), (4.34)
u (4.36), mobujamo ma je

(@ | Y] ~ N(Q(y), (1 +1/m)V(y)), (4.37)

e cMo, ceTmMo ce, mecdunucamn aa je V(y) = DQ. (y), rae je y mo3aIunm pacmomena of
R. Cimano ka0 u majonpe,

[(m;(l)fﬁ’m |y] N (4.38)

=

) u (4.35) u mobujemo ma je

Q0

Kao u masonpe, criojuhemo (1.30) u (Y

U | 3]~ (U(y), < (1+1/m)V(y)). (4.39)

lopmwe Tpu ciyaajme pesmameZd cy MehycoOHO He3aBUCHE U3 NCTUX PAa3JIoTa Kao y MPETXOIHO]
Ta4YKH.

% Iaxse, y nozauuu je pactogena [o(y,r) | o(y,r),1].
26Bunern [L§).
2, Gosbe je pehu, pacmozere.
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3. Konauno, npehemo na Tpehu kopak u mocMaTpamMo 1 TojiaTKe TpoMersbuBo. Penarmje (4.22),

@.24), ([1L31) n [(37) najy na je

Q. ~N(Q,DQ(Y) + (1 +1/m)EV(Y)). (4.40)

Baruw, jemmagune (L40) u (1.38) najy mam, xao u 1o caz, ga je

Konauno, (£.2), ([.31)) u (.39) najy nam na je

U, ~ <DQ(Y),<< (DQ(Y) + (1 + 1/m)EV(Y))). (4.42)

u OBI€ MMaMO HE3aBUCHOCT, KaO U MaJIOIIpe, U3 CJINIHUX pa3Jjiora.

4.6 Cuaydaj BunieIMMEeH3MOHOT IMapaMeTrpa

Y cBUM IOCAJAITEBLAM Pa3MaTPABUMa CMO, TIOPE KJIACHIHUX MMPETTIOCTABKU UTHOPAOUITHOCTH,
HOPMAJIHOCTH, BAJIMIHOCTH W TPABUIHOCTH, IIPETIOCTAB/bAIN U Ja je mapamerap () ckajgapas,
OJIHOCHO eJIeMeHT (HeKOI IOJICKYIIa) CKylia peajnux 6pojesa. Melyrum, To ecro nehie 6uru ciryuaj
¥ TapaMeTap OJ mHTepeca bmhe BUIeUMEH3MOH. PermMo, jeTHOANMEH3MOHa HOPMAJTHA PACIIONETIA
jenmHcTBEHO je ompehena 3a1aBameM IapaMeTpa OYeKuBamba i € R u ImapamMeTpa gucnepsuje o2 >
0. Y oBoj curyanuju je Q = (p,0?), mro je aumensuje Jpa. 360r OBAKBUX PUMepa, ¥KeJiejii G1cMo
JTa TIPOIEYyPY BUIMIECTPYKE UMITyTAIMje MPUIATOAMMO BUIIEIUMEH3MOHOM ().

Cpeliom, To Huje mpesurte Temko. Hanme, Mu cMO ce Ipu KOHCTPYKIIU)U OIEHA HAJBUIIE TO3W-
Basm Ha dopmyny EX = E(E(X | Y)), kao u na dopmyny DX = ED(X | Y) 4+ DE(X | Y). Ote
oBe opMyIle BaxKe U y BUIIEINMEH3UOHOM CJIy4ajy TJie je IPOCTO HEONXOIHO 3aMEHUTH JIHCIIED-
3ujy KoBapujarnoHoM marpuiioMm. CJIMYHO je U ca MPEeTIIOCTABKOM HOPMAJIHOCTHU, KOJY IPUPOIIHO
MEHaMO MPETIIOCTABKOM BUIIIEIMMEH3NOHE HOPMAJIHOCTH.

Ouo wrro Tie ce paznukoBaru jecre ynorpeba oznake M ~ (Mg, < N), koja je 10 cajua o3Haua-
Bauta 1a je mucnepsuja ox M mamer pema Besmanne nero N. Kako je y oBom korTekcty M BekTOD,
a N MarTpura, OBy O03HaKy TyMadnMO TaKO Ja je JuCIep3uja cBake KoMIoHeHTe y M mamer perna
BEJINYMHE O] CBAKe ITO3UTUBHE KOMIIOHEHTe y IN.

Jomr jenma pasiuka jecte y pacmnomenun B,,, TOIyT OHE y jeIHAKOCTH () Y Tom cay4ajy
HE MOXKEMO JeJIUTU JUCIIEP3UjoM, jep je oHa caja marpulia, Behi hemMo mpocTo MHOXKUTH HEHUM
nHBep30M. Pacmozena taja npecraje ma Oye Xu-KBaIpaT, u mocTaje T3B. BucxaproBas pacmoesia
ca m — 1 crenenn ciobome. CBu ocTanmu pe3ysiTaTu CToje.

4.7 HWAaTepBaJjiHE OIlEHE U TECTOBU: YOIIIITEHO y MPUCYCTBY
HeJJoCcTajyhux mogaTaka

4.7.1 KoHcTpyKnuje npu pa3jiMdYATAM BHJOBMMA 3aKJbyYMBaHbHa

IIpernocraBumo j1a uMaMo k-juMeH3noHaJHA napamerap (. Ilox nHTepBaJIHOM OIEHOM Iapa-
MeTpa (Q moapasyMeBaMO HEKHU IIOJCKYI mpoctopa R¥ Takas na

(a) 3aBuUCH camo O OCTYNIHUX BPEJIHOCTH Y30PKa U

(6) camprku () ca M3BECHOM CTOILOM MOKpuBama 1 —«a € [0, 1].

28 Tobuja ce cmHHO KAo M XH-KBAJIPAT, CAMO Ce He Cabupajy KBaJPATH HOPMAJHO PACIOC/CHIX CIIYIajHuX BETMIHHA,
Beh BUXOBH yMHOIIIHU CBOjUM TPAHCIOHATOM.
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ITox cronom mokpuBama moapasymMeBalieMO pa3MduTe CTBAPU Y 3ABUCHOCTU O] BUIA CTATH-
CTUYKOT 3aKJby4NBalba KOje KOPUCTUMO. PennmMo, 3a (hpEeKBEHIIMOHNCTAYKO 3aKJbY IMBAIHE CAM HH-
TepBaJI je CayvajaH, W CTOMA MOKPUBAFhba IPEJCTaB/ha BEPOBATHONY Ja Taj CaydajaH WHTEPBAJ
obyxBaTu HecaydajaH mapamerap. KoJi 6ajecoBCKOT 3aK/bydnBarba, MaK, HHTEPBAJ je Hec/aydajaH,
a mapamerap CJydajaH, [Ia CTOIA IMOKPUBarba IPEJICTaB/ba MHTErPAJ IIPEKO MHTEepBaja I'yCTUHE
pacroziesie mapaMerpa (K CyMy BPEJIHOCTH 3aKOHA PACIOEJNe y AUCKPETHOM CIIydajy).

Wmnax, y mpakcu ce jacHO NCKPHUCTAJIMCAO HAYNH 33 U3rPa/iby HHTEPBAJIA [T0Beperba. [ eHepaJtno,
IPOTIESIypa Ce CACTOjU U3

(a) Taukacre onene napamerpa: Q(o(y,r),r);
(6) Crarucruke Koja ouemyje AUCIEP3Ujy 011 Q — Q, kojy hemo osHaunTH ca T(o(y,r),r);

(B) IlpermocraBke HOPMAJIHOCTH:

Esenryanmo, y cuenududanM cuTyaljaMa J4 ce TPeTIOCTABUTH HEKA JIPYTra PACIIOIEIA.
Ha OBaj Ha49UMH MHTEPBaJ C€ KOHCTPYUILY U 3a 6ajeCOBCKI/I u 3a (bpeKBeHL[I/IOHI/ICTI/I‘IKI/I BUI
3aKJ/byduBatba, CaMO Ce OY€KHuBatbha U ,ZLI/ICHep?)I/Ije y je,ZLHOM Cﬂyqajy y3I/IMajy IO IMapaMeTpy, a y

JIPYroM 1o nojanuMa;/nepocrajamy. Jakie, rerepaano rosopehn, ako je C = C(o(y,r),r) unrep-
BaJIHA OIICHA MapameTpa (, OHJla HOMUHAJIHA CTOIA MOKpUBarha 1 — a MOpa 33J0BO/bUTH jEIHAKOCT

P{QeC| A =1-a, (4.43)

rze je 2 cKyI ycjaoBa KOJUM yCJIOB/baBaMO: Koj 6ajecoBCKOr 3ak/pyuuBara 1o je {o(y,r),r}, a ko
(DPEKBEHIIMOHUCTHYIKOT TO jé €BEHTYAJHO BPEIHOCT PEaJM30BAHOI 00pacla HeJIOCTajarba, ¥, Wjn
YaK HUIITA.

Hanomerna. Mako, y Hadesqy, MHTEPBAJIHE OIl€HE HE MOPAjy IPEICTAB/HATH MATEMATHYKH II0jaM
HWHTEpBaJia U3 UCTOPU)CKUX PA3JIora KOpucTuhieMo Taj Ha3UB.

4.7.2 DPpPeKBEHIIMOHUCTUYKE MHTEPBAJIHE OI€HE

YV 0BOM I0JI0/IEJbKY Pa3MOTpUNEMO MHTEPBAJIHE OIEHE KO/l KOJUX jeé caM HMHTEPBAJ CJIydajaH, a
mapameTrap Hec/aydajaH. YOUUMO J1a ¥ TOj CUTYaIlUju JBe CTBAPU MOT'Y OMTH C/IydajHe: WHIUKATOP
onrosopa R m y3opak Y, na hemo pa3zmarpaTu pasHe TUIIOBE WHTEPBAJIA Y 3aBUCHOCTH O] TOTa
1ITa O TOra cMaTpaMo (PUKCHUM (CTABUMO Y YCJIOB), & IITA CJLyIajHUM.

D pPEeKBEHIIMOHUCTUIKY UHTEPBAJIN NPU (PUKCHOM OATOBOPY

V nocajammuM o3HaKama, crorna nokpubamba unrepsasne onene C = C(o(y,r),r) moxe ce
padyHaTH Kao

P{Qec|r}=BlHQec) ] = [HQeC v Dy, (1.44)

Tlopma BepoBaTHOha 30Be ce pandomusauyuora nokpuserocm napamempa Q@ unmepsansom C npu
Purcrom nedocmajarey (wim bukcaom oarosopy). OHO 1ITO je KOJ OBAKBUX UHTEPBAJA CJLy9ajHO
jecy momarm Y, ma kpo3 mux u cam uaTepsas C. [Tapamerap je dukcan.

@peKBeHH‘I/IOHI/ICTI/I‘-IKI/I MHTepBaJIn IIpA IIPOMEH/bUBOM OATOBOPY

3rojHo je nMaTy u (bPEKBEHITHOHUCTHYKY HHTEPBAJIHY OIEHY KOja y CBOje MOJIEJIOBAE €KCILIU-
[MTHO YKJby4yje u HeJlocTajame R, oHa Kaza ce cmarpa fga he 0HO 3HAYAJHO JOIPUHETH KBAJIUTETY
Mozesia. Taja je croma MOKpuBarmba JiaTa ca

P{Qec} =E[[{Q e )]
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- [[ 1@ e eyrvmavar

- [[ 1@ ety 1 msr) ayar

- [| [ recerse imay] sy ayar

:/P{Q € C|r}f(r)dydr. (4.45)

lopmwa BepoBarnoha 30Be ce pardomusayuona nokpuserocm napamempa Q urwmepsasom C npu
caywajrom nedocmajaryy. Bumumo na je oHa jemHAKa MPOCEKY CTONA MOKPUBAHKA MPU (DUKCHOM
HEJIOCTajamby .

Hanomena. Yecto pasiukyjeMo Homunaany (TEOPUJCKY) U CMEaphy CTOILYy MOKPUBaa. Pasjor
TOME Cy YCIIyTHE allpPOKCUMAIIAje KOje TeCTO ,[TOKBape’ MPBOOUTHE MPETIIOCTABKE, A CTOIA TOKPH-
Bama OyJlle cMameHa. PyOun je= youmo ja BHIIECTpyKa HMIIyTalldja IIOHEKaJl MOXKe Jla N3MEHH
WHTEpBaJie JIO T€ MEPE Jia OHU He IIOCTAaHy HUINTA IIUPHU, & Jla UMajy CTBAPHY CTOILYy NOKPHBAHA
Behy oz Homuuasine. OH je OBakBY 1OjaBy Ha3Bao cynepeduracrocm. Mu ce mome nehemo 6aButrw.

4.7.3 DBajecoBcke MHTEpBAJIHE OIlEHE

ITocroje mBa TunMYHA HAYWHA 38 KOHCTPYKIM]Y WHTEPBAJHUX OIEHA IPHU 0ajeCOBCKO] ITPUPOIU
mapamerpa Q:

e Jla ce ymanpen dbukcupa croma nokpusama 1 — a u ga ce nahe C C R¥ koju yxipyuayje one
BpeaHocTu () rie je amocrepuopHa rycruHa Hajseha. HecTo je nperxoaHo morpebHo meduHu-
catu popmy C 1a 6u ce mporie/ypa MOIJIa CIIPOBECTH.

e Jla ce dukcupa BpemHocT Qo mapamerpa (), kojy hemo 3Batu nyama epednocm, te na ce C
OJIpe/Iu Kao CKYI BPEIHOCTH TapaMerpa () BepoBaTHUjuUX oJ1 (g, TJie Ce O, ,,BePOBATHI UM’
oJIpa3yMeBajy OHEe BPEIHOCTH y KojuMa je rycrunHa Beha meromum y mynaroj. OHma ce crona
[IOKpHUBakba padyHa uHTerpajehu rycruny mpeko obsactu C.

IIpse hemo omucaru mMaJjo JgeTa/bHU]E.

Peruonu najsehe anmocrepuopHe TycTHUHE

Heka cmo ynanpen dukcupasnu cromy nmokpuBama 1 — «. Ha 6u obmact C 6uia mHTEpBATIHA
orieHa 3a mapamerap () ca CTOIOM MOKpHBama 1 — o 3axTeBaheMo jia BaXKe JiBe CTBapH:

e Amnocrepuopna BepoBaTHoha Ja ce mapamerap () nanasu y C jeqnaka je 1 — a:

P{QeC o)t} = [HQECH@olyr).r)dQ~1-a. (4.46)

e Bpeanoct amocrepuopse rycrure y ¢Baxkoj Tadku u3 C Beha je o7 BpeZHOCTH AlIOCTEPUODHE
rycruHe y 6miio Kojoj Tauku BaH C:

(V@' €C)(VQ" 3 C) f(Q" [ o(y,r),r) > f(Q" | o(y,T),1).

Hanomena (noraiuja). 36or ckpalinBama 3amuca, IOMEHYTY allOCTEPHOPHY T'yCTHHY O3HAYueMO
Kao

d(Q) = f(@ [ o(y,r),x),

nonpa3ymeBajyhu mra je y ycioBy.

2Py6un, [24].
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ITosuar je pesyuarar Ja yKOJIUKO je aloCTeprOpHA paciojesa 3a () k-mumensuona (perysiapHa)
nopmasaa N (Q,T) pacriosiena, Jia oHJIa BaxKK jeJIHAKOCT Y PACIIOJIEIIH:

Q-QTHQ-Q)" ~xi.

IToncernmo ce fa je () BpCTa-BEKTOD.
Crora nmje Temko KoHCTpyucaru obdnact HajBehe amocrepnopne I'ycTuHe Kao CKyI CBHX () 3a
Koje je

A\ -1 AT 2
@-QT(Q-Q) <xila),
e cMo ysesn ckpahenniy xi(a) = FXQI(I - a).
k
Omrmruje, yKOJUKO mpernoctaBuMo na () — () mma amocrepuopry CTymneHTOBY ¢ pacioieny ca v
crerenn cioboze MaTpuioM ckampama T2 (Koja mocToju 360r perylapHOCTH U CHMETPHIHOCTH
marpuiie T'), oHa ce pernon Hajsehe arocTepuopHe TyCTUHE HAJA3U KAO CKYIl CBUX () 3a KOje BaxKu

Q-Q)T Q- Q)" < kFy, (),

rae je Fr (o) = F},?klyv(l — ), a Fy, je @umeposa F' pacmogena ca k u v crenesn ciaobose.

OBaj pe3ysTrar mehemo ,HOKaBI/IBaTI/I.

4.7.4 p-BpeaHOCTH

[IpernocraBuMO J1a XKEeJIUMO 18 TeCTUpaMo HyaTy xunoresy Hy : Q) = (Qp, IPOTUB HEKE O] MO-
ryhux anrepHaTnBa, ca HUBOOM 3HadajHOCTH (. 2Kesresin 6uCcMO Jja Ha OCHOBY JIOCTYITHUX ITOIATAKA
CyMUPaMO ,,T0Ka3€e” KOJH Ce TUIY OBE TBPIIHE.

Ca 6ajecoBcke Tadke IVIEMINTA OBO Ce MOXKe ypajuTu Tako mro ce Hahe permon C najsehe
aloCTEPUOPHE T'YCTUHE, U Ja Ce KOHCTaTyje Ja Jiu () IPUIaia OBOM PEruoHy. AKO Ipumajia, OHaa
hemo ocraru npu TEpamu Hj, a unade hemo je ombammru. Mnak, mocroju Majio Mame ,HauBaH’
Ha4YMH Ja Ce TO yPAJIU, a OH He 3aXTeBa CIenuduKaInjy HuBoa « yHamnpea. Uzneanhemo cKym cBux
Moryhinx BpegHocTu 3a () Ha JIBa CKylla:

e Ckymn onux () y KojuMma je anocrepuopHa rycruna Beha Herosm y Qo;

e Ckym onux () y KOjuMa je alnoCTepHOpHA I'yCTHHA Mara WU jefHaka Herom y (.

SaruM cpadyHaMO aroCTEPUOPHY BepoBaTHONY 1a ce () Hahe y IpBOj IPynu U O3HAYKUMO je ca
1 — a.. 1o je oBa BepoBarHOha Beha, TO je BpemuocT Q) ,Marme BepoaTHa . CTora ce av HA3WBA U
bajecoscku HUBO 3HAUATHOCU HYJITE BpEIHOCTH (g, a IOHeKal U p-BpeaHocT ox (Qy. OBa BpeaHocT
3alpaBo IpejcTaB/ba BepoBaTHONY J1a mapamerap y30pKOBaH U3 allOCTEPHOPHE pacioelie Oyje
LeKcTpeMHUju” 011 (Qq, IITO OAroBapa KJIACKIHOM II0JMY P-BPEIHOCTU. 3arucaHo hOpMaJIHoO:

p-val{Qo | o(y,r),r} = P{d(Q) < d(Qo) | o(y,r),r}.

Crernujayino, Ipy MPETHOCTABIN AlOCTEPHOPHE HOPMAJIHOCTH, MOXKEMO CPAdyHATH Ja je

p-val{Qo | o(y,r),r} = P{xi > (Q - Q)T (Q-Q)}.

Cam9HO, TPU anoCTEPUOPHO] CTYAEHTOBOCTH Ca IV CTEIEeHU CI000e je

p-val{Qo | o(y,r), v} = P{kF;, > (Q - Q)T (Q—-Q)"}.

30TTormenarn [28], crpana 60, n Tamonme pedepeniie.
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4.7.5 Esaayanuja npoiielypa 3a KOHCTPYKII]y MHTEPBAJIHUX OIl€HA

Ipernocrasumo ga je C = C(o(y,r),r) unrepsaina omnexa 3a napamerap (). Bepoaruoha na
joj Q mpumaza Moxke OUTH OCMaTpaHa Ha TPU HAYUHA:

e ITapamerap uMma (ArOCTEPHOPHY) PACIOETy U HOMUHAJIHA CTOIA IIPeKpuBama je 1 — ay.

e Kako je C dyHKIHMja JOCTYIHUX [MOIATAKA U PEAJM30BAHOr 00paciia HeJ0CTajarba, (PUKCU-
pahemo r, ocraBuTH y CIIy4ajHHUM, Te JOOMTU HOMUHAJIHY PAHIOMHU3AIMOHY MOKPUBEHOCT
napameTpa () nHTepBasioM C pu (DUKCHOM HeJIOCTajamy jeqHaky 1 — ay.

e OcraB/baMO ¥ MOJATKE U HEJIOCTAjalbe CIyIajHUM U JI00MjaMO HOMHHAJIHY PAHIOMU3AIHOHY
MOKPUBEHOCT IapamMerpa () maTepBajoMm C IpHU CIIyYajHOM HEIOCTajamy jeaHaky 1 — ..

[TocraBiba ce muTabe TATHOCTA OBUX HOMUHAJHUX CTOIMA, KOje MOI'Y OUTH HADYIIEHE 3 PA3HUX
pasJiora, o ueMy cMo Beh panuje nuckyroBasm. OmMax 3a OBUM IuTambeM, Hamehe ce cieziehe: kako
J1a M3BPIIKMO Ty IIPOBEpy?

EBanyarnuja: de jure

Heka ma pacmonaramy mMaMo caMoO jeJlaH peajn30BaH y3opak. Teopuwjcku TyiefaHo, 3a TpHU
MPeTXO/Ha CJIydaja mporeaypa 6u omaa cieneha:

e Ha ocuoBy () 1 KOpPEKTHe crenuduKalje alocTeEpHOPHE PACIIoJIesIe TapaMeTpa JUPEKTHO
padyHaMO CTOITy TPEKPUBAba U TOPEIUMO je ca HOMUHAJHOM;

e Ha ocuoBy () ¥ KOPEKTHe crienuduKaImje moJlaTaka Mpu yCJIOBY HEJI0CTajarba, padyHaAMO
CTOIly TTIOKPUBAIHA U TIOPEJUMO Ca HOMUHAJHOM;

e Ha ocnony ({.49) u kopexTHe crieruduKanuje MexaHn3Ma HeJJ0CTajatba PadyHaMO CTOIY TIO-
KPHUBaHa 1 MOPEJUMO €2 HOMUHATHOM.

T'enepasmo, Mmu pacmojesne Koje HaM Tpedajy [a OBO CcBe cpadyHamo Hehemo 3HaTH, a JaK u 1a
UX 3HAMO, HajOOJhe IeMy MOYKEMO JIa Ce HAJIAMO jecTe 3aKJbydaK Ja JIU IPOIeLypa Paju J00po wiin
Jiote 3a Te MoJieJie. 300r Tora ce y MPaKCH MPOIEIype OBAKO HE eBAIYHPAjy.

EBanyanuja: de facto

YV mpakcw, WAk, yrJaBHOM MMaMO KOHAYHY MHOITYJIAIU]y U3 KOje BaJINMO y30PKE IPEeMa HEKOM
IJIAHY Y30PKOBAambha, 1ma O1 CBe CTOIE IOKPUBAIHha, €BATyUPAHE KAO Y MPETXOJHOM TO/I-IIOTIIOT/IABIBY
Omste Be3aHe CTPOro 3a 3aKJbydKe Ha TOj momy/amnuju. Mu 6ucMo umax, ga eBagyupaMo IpoIeaypy
camy 3a cebe, HEBE3aHO OJ1 TIOIyJIaIyje Ha Kojoj ce mpuMemsyje. Crora, y mpakcu ce paje cieiehn
KOpalIu:

1. Tenepurre ce HU3 MOMyIaNAja U y30paKa 3a Koje ce odeKyje maa he mporeaypa Ha mHUMa OuTH
[IPUMEH/BUBAHA.

2. 3a cBakM eJIeMEeHT TOT HU3a padyHajy ce CBe TPU BepoBaTHONE MOKpUBabha - jeTHa 6ajecoBCKa

P{Q €C|o(y,r),r} u ase pannomusanuone: P{Q € C |r} u P{Q € C}.

3. Hobujene pesynrare mopeiuMo Ca HOMUHAJIHUM CTOIAMa W 0OEJIe?KMMO OTEHIIN]aJIHA OJICTY-
nama.

Y wuneannuM yciaoBuMa, OajecoBcka crora Tpeba Ja Oyie je/Haka HOMUHAJIHO] 3a CBAKU O]
y30paka U CBaKy OJ IoIyJaryja. Y HajropeM ciay4ajy, Tpebaso ou jia takas 0yze npocek. CaudaHO
BasK{ M 3a ocTaje ABe. AKO je HOMUHAJIHA CTOIIa IOKPUBaha jeJHaKa IIPOCEYHO] CTBAPHO], OHIA 38
IIPOLEAYPY 110 KOjOj Ce KOHCTPYHIIle HHTEPBAJIHA OlleHa KayKeMo J1a je 2400aAH0 KaAUuOPUCIHA.

Haxkon cBera pedeHor, nmocMaTpajMo n3pas:

P{Qec o).
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Tpu cy nam ce crBapu 0 cajga mojasmie Ha Mecry 2: {o(y,r),r}, 3aruM r ¥ KOHAYHO HUIITA.
ITocmarpajmo ropmy BepoaTHOly Kao yHKIMjy OHOr 1ITO je cajapxano y 2 (mrra roz 1o 6uiro o
npebambe Tpoje). Moxkemo padyHaTu

E(P{Q ec 2(}) _E[E(1{QeC)| )]
=EI{QeC}
=P{QecC}.

[Tpumernmo na, ako HA MecTO 2 CTABUMO jeIHy OJ Tpu IMOMeHyTe MOryhHOCTH, 100HjaMO IpOoCcedHe
CTOIIe MIOKPUBAaba 32 CBAKW OJ BHIOBA KOHCTPYyKIje nuTepBasa. Jlakie, Baxku BeOMa 3aHUMJIbUB
pesyJITaT, Koju cMO npeysesn u3 [28], a JajeMo ra HapeJHOM TEOPEMOM.

TEOPEMA 4.3. Axo cy 6ajecoscka, ¢pexsenuyuonucmuyuka 3a Purcar 002060p, Uu
dpexsenyuonucmuura 3a cay4ajar 002080p, UHMEPBAAHA OUEHA C8E MPU 2400aAHO
raaubpucare (3a ucmu Hu3), OHOG MOPAJY UMGINU UCTY HOMUHAAHY CIMONY NOKPU-
8arba. |

Caza hemMo MaJIo IPOJMCKYTOBATH TIOjMOBE U PE3YJITaTe KOje CMO M3JIOKHUJIH.

Kamubpanuja: guckycuja

CxomHO Teopemu @, 3a mHTepBaJHy oreny C mapamerpa () mMoxkemo pehu ja je 1srobasiHo
KaJubpucaHa ako je

1—a=P{QEC},

He O6puayhn Koju Bug mokpuBama je cuenudurosad. Pehn hemo na je nuarepsasna orena C xom3ep-
8AMUBHO KAAUOPUCAHAG YKOIUKO joj je IpocedHa CTBapHa CTOIA IOKpuBama Beha o1 HOMUHAJIHE,
TO jecT aKo je

P{QeC}>1-a.

3ro/iHO je youuTH Ja ryiodasHa KaJuOpUCAHOCT 3alpaBO U HUje HEKO IIPEBHUIIE jaKO CBOjCTBO,
jep cmo je meduHMCAM 32 HI3 MOTYNUX TOIMyJIAIja U y30PaKa Koje CMO TeHepucaJin of HyJe. bosbe
6u 6MJI0 2 je MHTEPBAJIHA OlleHA KaJIuOpucaHa 3a cBe udenmuduuyubunte y30pKe U MOIYJIAIMje, TO
jecT cBe OHe Koje ce MOTY TIPENoO3HATH W3 OHOT .y Imra riegamo”; a 1o je {o(y,r),r}. Pasmorpumo
Ha [IpUMeEpY.

IIpumep 4.2. ITozHato jeb_—]I J1a je, IpPHU IIPOCTOM CJIy9ajHOM Y30PKOBaly OOMMAa 7 U3 MOILyJIaIuje
obuma n, 6e3 TPUCYCTBA HEMOCTajama, 95%-H1 MHTEPBAJ MMOBEPEA 3 TOIYJIAIM]CKY CPeauHy Y
IaT ca

1 1
TP H1-0.05/2)-5-4/— — —, 4.47
GO H(1-0.05/2) 50y — (4.47)
IJie je Y y30padKa CpeJIMHa, a § y30padykKa CTaHJIap/iHa JIeBUjaIn]ja.
IIpernocraBumMo cajsa Jia je CBaKU eJIeMEeHT TolyJiamuje, Y;, jeanak wHysa win 1. OHma kaz je
y = 0, 6uhe u

(n=1)s"=> (4, =0 =Dy = v =ng=0,
j=1 j=1

j=1

na je u s = 0, Te je neo mHTEpBA NOBepema jenHak ckymy {0}. HamomernMmo 1a ¢cMo Maso 3710y-
oTpebU/IM O3HAKE: CBAKA CyMa y FOPH-EM pelly HIE IO eJeMEHTHMa y30PKa, & He IO IPBUX N U3
TIOIIyJIAIITj €.

31n2).
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Enewm, 6usio 6u Beoma norpertno pelin na {0} uma cromy nokpusama jeanaxky 95%, uako hie Taj
LAHTEPBAJ’ GuTH IPUOJIMZKHO TI06aaHo Kanubpucan (Heke hie momysanuje uMaTu Bulle HyJla, HEKe
BUIIlE jeIMHUIIA, 11a Nie ce y MPOCEeKY CKPATHUTH).

Tpeba nahu 6o/my mebununujy kamubparmje. 'erepasro, pehu hemo 1a je maTepBasHa OlEHA
aANCOAYMHO KAAUOPUCAHA, AKO BaXKM JIa je

P{QeClo(y,r),r}=1-qa

3a cBe moryhe {o(y,r),r}, a He y npoceky. Unak, 3a cBe peajiHe cuTyaluje Huje PeaaTHo OUeKUBATH
Ja arcostyTHa Kaiubparuja croju. Crora, MOXKEMO ce HAJATH [l je WHTEPBaJHA OIEHA YCAOBHO
KaAUOPUCAHQ TIPU YCIIOBY h, TITO ce JeduHUIIE Kao

P{QeC|h(o(y,r),r)} =1-a,

IIOHOBO 3a CBe BpemHocTu ycsoBa. Oyukimjy h Tpeba Oupartu Tako Ja CyMHPAa IIITO BUINE BAXKHUX
KapaKTepUCTUKa CBOjux aprymenata. Hajrpybsba dopma ycaoBHe Kaanbparmje je Tiodbasina Kaam-
6pamnmja (Te yeaosa u HeMa), a HajbuHUja dbopMa je ancosyTHa Kamubpamja rae je h uIeHTHTET.

Hanomerna. 3a naTepBajHy OllEHY 4Mja je CTBApHA CTOIA IIOKPUBaMa Makha OJf HOMUHAJIHE KayKeMO
Ia je aubepasro xasubpucara. To TeHEepaHO HUje MOXKEHbHA 0COOMHA.

4.7.6 CaungdHocT 6ajecOBCKUX M (PPEKBEHIIMOHUCTUYKUX ITPOIEIypa

Cwmmcao oBor mormoriasiba 6uhe j1a HaM J1a ONIITH OKBUD Y KOjeM CMO JI0 CaJia U3BOJIMJIN 3a-
KJbyYKe, a HAPOYUTO Ja OIpPABIa HAIle YeCTO ,yKPIITame’ 0ajeCOBCKOr U (DPEKBEHIMOHUCTUIKOT
3aK/byunBamba. [[prmyimKoM KOHCTPYKIIje MHTEPBAIHIX OIEHA, Y MHOTUM CJIydajeBuMa U (DPEKBEH-
IMOHUCTUYIKE 1 6ajecOBCKe OIEHE 1ajy MCTEe Pe3yJaTaTe, TO jeCT MPOAYKY]y UCTe MHTEPBAJIHE OIeHE.
Ha npumep, uatepsas (4.47) mobmja ce u xao 95%-Hu WHTEpBAJ MOBEPeHa TP MPOCTOM CJIydaj-
HOM Y30pKOBamy 6e3 IoHaB/baba (3a BeJIuKe o0uMe y30pKa), aiu u kKao 95%-Hu 6ajecoBCcKr MHTED-
BaJI IIPEKPUBaa IIPU IIPETIOCTABIIN AIOCTEPUOpHE HopMaJsHocTH. Mu heMo caja m310KuTH HEKe
eJIEMEHTapHE Pe3y/ITaTe [0 OBOM IUTAalby, a JeTajbHUje ce Moxe mnpouurard y [28] u tamonrmum
pedeperama.

Heka nmamo mapamerap 0 umja je npasa Bpenuoct 0y u veka cy 21, ..., Z, 11D u3 pacmnoneie
Koja 3aBucu on 0. Heka cy OuT AIIOCTEPUOPHO OYEKHUBAIbE U JHCIep3uja (KOBapHUjalMoOHa Ma-
Tpuna) napamerpa @ npu peasu30BaHOM Y30PKY Z1,...,Z,. laja npu BeoMa CIabuM yCIOBHMA
peryaaproctu (Buzeru [B2]) BaXKu acCUMITOTCKA TPU 1 — 400 HOPMAIHOCT

[(0—6)TY?|2Z,....2,] = N(0,Id),

rie HaMm je Id jenuanana marpwuia.
Takobe, nocmarpajyhn armocrepuopuo ouekuBame 6 Kao ciydajuy OYHKIW]Y y30PKa Z1, . . ., Zn,
Bazke ciesieha mBa cBOjcTBA:

1. AnocrepuopHO OYeKHBam€e TEXKKM HOPMAJIHO] PACIIOLE/H IIEHTPUPAHO] OKO IIpaBe BPEIHOCTH
rapamMerpa:

[6]6 =8y — Ny, Do, (0));

2. Pacnogenia amocrepuopre aucrepsuje (Kao GyHKIMje y30pKa) TeKH DACIOIESN KOja UMa
OYEKUBAIbe JeTHAKO JIUCIEP3UjU AIIOCTEPUOPHOT OYEKUBAIha, & JUCIEP3U]y PEeJia BEJTUINHE
Marber OJ JUCIEP3Uje AIIOCTEPUOPHOI OYEKUBAA!

[T]60 =200 — (Dg—g,(0),< Do—g,(0)).
Oznaky cmo Beh umasm. [logcernmo ce, yKOIMKO je mapaMerap BUINEINMEH3UOH, TOPIbH YCJIOB
3a IWCIEp3njy 3HAYM Ja CBaKa KOMIIOHEHTa of 1 mMa JUCIep3ujy 3HAYUajHO Mamby O OmjIo
KOj€e Mo3UTHBHE KOoMIoHeHTe o7 Dg_g, ().
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[Tocnemuia ropma Ba pe3yaTara je Ta /ia Npu IpaBoj BPeTHOCTH mapamerpa § BaKu KOHBED-
TeHInja y PaCIoIesn

[(0—00)T 2|6 =80y — N(0,Id).

Mu nehemo 710 y gertasbe yaa3uTu y TO KaJa U 3aIlTO OBE AlIPOKCUMAIINjEe BAXKE, jep TAKBa TEMATHKA
HEje TUPEKTHO Be3aHa 3a Pajl ca HeIOoCTajynuM moganmMa, IITO je Hallla TeMa HHTEPEeCcOBarba.

Y mpakcu

[Iperxomau 3aK/bydlid Cy HAM IIPAKTUYHO OUTHU, jep MU BeOMa 9ecTo, OUJIO J1a 3aKJbydyjeMo
b PEKBEHITMOHUCTHYKY, 6110 6ajeCOBCKH, TOJA3UMO OJ] HOPMAJJTHOCTH PA3JINKE Q — @) ca ouekuBa-
BEeM HyJla U HEKOM jucrep3ujom 1, rje mpu 00a BHa 3aK/byINBabha KOPUCTUMO UCTE WA CIMIHE
crarucruke.B Hapasno, ycioB/paBaTi KOMILUIETHUM U JOCTYIIHAM IOJIAIIMMA HUjE UCTa CTBAp, aju
ce y IPaKCH ITOKa3aJI0 Ja Cy Pe3YJITATH IPHUOJINKHO UCTU.

IraBumie, auje 3a BepoBaT (PPEKBEHIIMOHUCTUYIKOM 3aKJbyYMBAIGY KOjEM Ce HE MOYKE IIPUIIH-
catn 6ajecoBCKa TPUPOA, jeép OHO HEje y CTamy Ja ypadyHa HUKAKBO IMPEI3HAE MCTPAKUBATA
0 mapameTpy, a Koje ce MHade Jaje IPeKo anpuopHe pactojese. CindHo, HUje 32 BEpOBATH HU
6ajeCOBCKOM 3aKJ/bydnBaly Koje HeMa (DPEKBEHIIMOHUCTUYKY WHTEPIIPETAIIN]Y.

SuHaugaj JyajaHOCTH 0ajeCOBCKOr U (PPEKBEHIIMOHUCTUYIKOL IIPUCTYIIA HAPOIUTO je JOIIA0 JIO W3-
pakaja y OBOj IJIaBH, IJie CMO H3BOJUJIN BUIIECTPYKO-UMITYTAIIOHE OIlEHE ITapaMeTapa.

4.8 HuTepBajiHE OIlEHE WM TECTOBU: KOHTEKCT BUIIIECTPYKE
MMITy Tallije

YV 1peTxoMHOM MOIVIaB/by GABUJIA CMO CE THMe Ha KOje HAYWHE Ce MOI'Yy KOHCTPYHUCATH WHTEPBa-
JIV TIOBEPEIha W PadyHATH P-BPEIHOCTH TECTOBA HA OCHOBY CTATUCTHKA KOje 3aBHUCE OJ JOCTYITHHX
mojaTaka. ¥y OBOM IIOTVIABJbY ITUJb e HaM OUTH 18 UCIIPUIAMO CBE CIEINMUITHOCTA KOje BarXKe OHIa
KaJIa Cy OIleHe KOje ce KOpUCTe Oalll BUIIeCTPYKOo-uMITyTarmone orene. VI mame hemo mpermocra-
BJ/bATU JIa Ql O3HaYaBa YCJIOBHO OYEKUBAIHE IapaMeTpa MPU KOMILIETUPDAHUM IOJalluMa U3 [-Te
BUIIIECTPYKE UMILyTaIFje, TO JeCT MPEeTIoCTaBuNeMO /18 BaKe YCJIOBU KOHIE€HUjaTHOCTH.

4.8.1 Jom HeKe OuTHe pacmozesie

Ilomcermmo ce, mpu maBaiby 3Hadaja 6ajeCOBCKO] MPUpOAM CKaJIapHOT mapamMerpa () u mpu
MPETIIOCTABIN AIOCTEPUOPHE HOPMAJIHOCTH, AOIIIN CMO JI0 PE3yJITaTa Ja je

[Q | S, BOO] ~ N(@mvﬁm + (1 + 1/m)BOO) (448)

Younmo na je mapamerap By, ocrao meonemen. Caja je mpaBo MeCTO ja ce OCJIOOOIMMO W TOTA.
Kako cmo camamy auckycnjy umaan u Koz, GPEeKBEHIIMOHUCTIHIKOT IPUCTyIa, HeheMo ce mpeBurie
3aJpyKaBaTu Ha 0j, Te hemo camo pehu ma he B,,, Kao mocToOjaHa W HETPUCTPACHA OIEHA 01 By,
300r 0cOoOMHA y30padKe gucne%anje Y HOPMAaJIHOM MO/IE/Iy KOjU CMO IIPETIOCTABUIIN, [IPU [TAMETHOM
0/1a6Upy anpuopHe paciojesied 3a0BOJbUTH jeJHAKOCT Y PaCIIOIe/n

o0

{(m 7Bl)Bm | Sm | ~ X1 (4.49)

apaBHO, IIWJb je 3aMeHuTnu B, Kao oIleH g). Kas 6u Baxkuiio jia je pacuoneiia ox Uy,

H , B vy (B48). Kan 6 U +(1+
m)Bs 3ampaBo acrogziesia (ca Ma KOJMKO cTereHu cjioboje), Tajga Ou Ha OCHOBY IMO3HATOT

1/m)B 2 Goze), 6

pesyJitaTa Teopuje BepoBaTHONA pacrozesia ox (Q mpu ycaoBy camo S, buiaa CrymeHToBa t pacro-

nena. HaxkamocT, wak mako (MaJo cKagupano u aaMemTeno”) By, mMa Y2 pacrozery, Kaj My ce

32[JonceTnMO ce TIpIYe 0 KOHTEHM]AIHOCTH KOjy je nedpuHmcao MeHr, [25].

3BPy6un, [29).

34 Anpuopna pacrioziesia 3a In Beo Tpeba sia 6yjie IpoNopIHOnaia KOHCTAHTH, am M ce TumMe nehemo onrepehnsari,
jep Cy HaM alpuopHe PACIOese W OHAKO (POpMAJIHE.
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nona xkoucranra U, (koHcranTa je 360r ycjioBa) OHO He MOpa 3aipzxaru pacnogeny. [rasurie,
MOZKe ce TIoKaszaTh Jia pacnomena of [Q | S,,] uuje Crynentosa, Beh T38. Bexpenc-®umeposa.
Nmnax, oBa pacmojiesia MOXKe ¢e allpOKCUMUPATH t PACTIONEIIOM.

Anpokcumanuja t pacmoaesioMm

Y oBy muckycujy Hehemo npesurie yiaas3uTu, Beh hemMo camMo M3JI02KUTH JI0 dera ce cajia JOILIO.
Hauwme, Py6un je y [28], kopucrehu Hu3 anpokcuMmanuja 3a Koje je HEOIXOIHO Ja BaxKM MHOIITBO
YCJIOBA U3BEO JIa Ce MOXKEe AITPOKCUMUPATH Ja je

[Q [ S ~ t(Qpys Tin), (4.50)

TIe je m3Beo ma je ,,100pa’ anpokcuMariija 6poja cremenn caoboae maTa ca

T'm

2
1
Vold = (m — 1) <1 + > s (451)
rje je T, TAKO3BaHU DeAdMUSHU nopacm ducnepsuje 30602 nocmojarea He0ocmaja%a, Tj.

(1+ ) B

Un
Younmo na je 3a oBako meduHHCAH OpPOj CTEmeHW Ca0007e HAajHM2KA MOryha BPETHOCT jeTHAKA
m — 1, OHZa KaJa Ty, ,,0/1€” y OECKOHAYHOCT U TAJA jé CKOPO CBa AllOCTEPHOPHA JUCIIEP3U]ja OCTIe-
mura HemocTajama. Hajeha Moryha BpeTHOCT je 6ECKOHAMHO U TaJIa je CBa TUCIIEP3Uja TOCTIEINTIA
Y30PKOBabAa.

Nnax, Mu 6uCMO J1a 3aIPKUMO UHTEPIPETaAOUITHOCT Opoja cTereHu cjaobojie, a TO je Ja je OH
jestHak 0BMMY y30pKa yMamkeHOM 3a 6poj olemeHnx napaMerapa. Bapuap u Py6un cy y [19] younan
JIa OBaKO aIlpOKCUMUPaH OpOj cTermenn ca000/e MOXKe y3eTu BpeqHOCT Behy 011 00mMa KOMILIETHOT
Y30pKa, IITO Cy OIMUCAJH KAaO ,,09nuryieHo HeaaekBaTHO . OHU Cy pas3sBUIM MOIUMDUKOBAHY oueHyE
KOja TOYMBa Ha WHTEPIPETaOMITHOM JIOKWUBJbaBaIby Opoja cTemeHu C1o0oje KOje CMO TOMEHYJIN.
Hexka nam je n obum y3opka. Tama hemo ca vy, 03HaUYUTH OpOj cTemeHu cyi0bo/e HA TEOPUjCKU
KOMILJIETHOM y30DKy. TO ce MOXKe alpoOKCHUMUPATH THME IITO ce 0Jf obuMa y30pKa oiy3me 6poj
mapamMerapa Koje MOJEN UMa. ¥YKOJUKO NeUHHUIIEMO ydeo ducnepauje Koja ce ModHce NPunucamu
nedocmagaroy:

(4.52)

Tm =

(1+ ) Bm
Ap = —— 24— 4.53
= (453)
oHa neduHueMo 6poj crenenn caoboze 3a docmynme nodamie Kao
VCOIH + 1
obs = ————Veom (1 — A). 4.54
Yob Veom + 3 " ( ) ( )

Haxkon mro cy yBenu cse oBe mojmose, bapuapa u Pybun npemjioxkumm cy MoaudUKOBaHy OIEHY
6poja cremenu caoboze ATy ca
U= VoldVobs . (455)
Vold + Vobs
MHuore mocajalime ampoKCUMAIIIje IeJI0oBaje Cy MOTIYHO HACYMUYHO, T4 je pen maa 00jacHuMO
oTkyn oue. Hawmme, oBako meduHmCAHO V' yBEK je Maibe WU JeTHAKO O Veom, IITO je CBaKaKO
MOKEJBHO. 3aTUM, aKO je Veom = +00 (y JuMecy), OHZa je ¥ = Vyq. Ao je A = 0, Tj. ako HeMa
HEJIOCTajarba, OHJIA Ce CBOIU 1A je IV = Ve, & aKO je A = 1, cBa qucnepsuja je ycJjiel HelIocTajama,
nanazumo v = 0. Pacmogene ca Hysa cremenu cjobojie HHUCY JedUHUCAHE, IIITO OBIE TYMAaIUMO
Kao J1a HaM JIOCTYITHH TOJAId He Jajy HUKAKBY WH(MOPMAIA]Y O TapaMeTpy, Ia HeMa CMUCIa HHI
CIIPOBOUTH HUKAKBY CTATUCTUYIKY AHAINA3Y.

B5Buneru [2§], crpana 90.

3030pe ce Tako jep npecTaBiba KOIMYHUK OLEHE QUCIEP3uje OleHe 10 HeA0CTajamy IpH (hUKCHIM JOCTYIIHEM HOJAIIMA,
TO jecT omene on Boo u omene ,,00mune” qucmnepsuje, 6e3 HenocTajama, U so.

370ryna n osmaxa ,0ld” (cTapa) y TIPETXOHOj ANPUKCHMAIA]H.
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ITocroje pamoBu Koju IpeaIaXKy Apyre oreHe Opoja cTereHu cyi000/1e, Ka0 U PAIOBU KOjU ITOPEIe
CBE Te OIEHE, a 0 BUMa ce MOXKe pounTaTh y [[], crpana 48.H

3a ckasapuu mapamerap () ce cajla Ha OCHOBY OBaKO alpPOKCHMHUpaHe pacrojese hopMupa-
jy MHTEepBaJu HOBepera, TecTupajy xunorede u candxo. llrasuime, 30or pyasHocTu 6ajecoBCKOr
7 (DPEKBEHIIMOHUCTUIKOr MPUCTYIA PACIOJENa Ce& MOXKe 3aJPXKATH U 32 (PPEHKBEHIIMOHUCTUYIKY
npupony Q u U, amu mu y Te cnemudmranoctn nelieMo yrasuTy.

4.8.2 BwummecTpyKo-uMnyTallMOHE P-BPEIHOCTU 3a KOHAYHO M U BUIIIE-
JVMEH3UOHU IapaMeTap

VY moonesbKy BHJIEJT CMO KaKO Ce U3BOJIU allOCTEPUOPHA PACIIONEA IPHU YCIOBY Sy U Boo
y cllydajy CKaJapHOT mapamMeTrpa. 3a k-JMMEeH3HOHAJIHO () TpOoIeaypa je NCTOBETHA CBe JI0 jeJTHOT
TPEHyTKa, a Taj TPEHyTaK jecre Kaja Tpeba oneHuTu B, nomohy B,,. Oxe hemo moxyrmraru To
JIa PErnMo.

JacHo, BuITeIMMEH3NOHATHOCT TapamMeTpa Hehe ,[IOKBApUTH PE3YITAT

[Q | S, Boo] ~ N(Q,,,, Upn + (1 +1/m)By). (4.56)

Vrommko 6ucMo 3HAIN By, U YKOJUKO OMCMO XTEJIH Ja TeCTUPAMO 11a Ju je Q) = g, Moryiz Oucmo
ce TOCIY KUTH jeHAKOIINY y PaCIIojIesH

Te 100UTH P-BPEIHOCT HyATE BpeaHocTn (Jy Kao

p-val(Qo | S, B) = P{X% > (Qo — @m)[ﬁm +(1+ l/m)Boo]il(QO - Qm)T} (4.57)

Nnak, ako He 3HAMO By, OHJIa je KOpEeKTHa 6ajecOBCKa p-BPEIHOCT HyJITe BpeIHOCTH (Q JaTa Ha
OCHOBY (opMyJie TIOTIIYHE BepOBATHONE:

(4.58)
OBze ce jaBipajy aBa mpobisieMa: MpBHU, KAaKO Hahu pacnojieny on By, mpu yciaoBy S, U Apyr,
KaKO CpadyHaTu ropimu wHTerpa. [Ipsu mpobiieM ce perraBa Jakime: mpuMeHoM bajecoBe dpopMmye
JobujeMo Jla je XKeJbeHy paclojiesly Moryhe 3ammcaTy Kao IIPOW3BOJ pacrojene B, mpu ycaoBy
B, 3a Kojy 3HaMO Jia je Bucxaprosa (MMasu CMO Y OJI€TbKY @), ¥ alpuopHe pacro/iese 3a Beo.
Unak, padyHame ropmer HHTerpaia HUuje HA HAjMaIbe jeIHOCTABHO.
Ad hoc pememe koje je mpemitokuo Pyoun 1987. jecre sia ce y TeCT CTATUCTUIN

By, mpocTo 3amenu ca B,,, 1 1a ce KOPUCTH TECT CTATUCTHUKA,

Dy = (Qo = Q) [Unm + (14 1/m)By] Qo — @,,)" (4.59)

qmja he ce pacnozgena anmpokcuvupaTu Pumeposom Fj ., .. OBa orena je, mpema camoMm Py6umy,
jako Jrolrra W KOpHUIheHna pacrojena je caado OmpaBIaHa.

Iloctoje pasne uHMje arpoKCcUMaInje: TP CKAJAPHOCTH MapaMeTpa, IPU allPUOPHOj Cpa3Mep-
HocTu mapamerapa Be, u Ty uta. Mu ce muma mehemo 6aBuTu jeTa/bHO, a cBe ce mory Hahwm y
[28], nornasise 3.4.

38TIparehn, HAPABHO, TAMOIIHE pedepeHIe.
39Ipobje ce Kpo3 CAMUHY ANCKYCH]y KAO y MOIOIEIBKY .
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4.8.3 KombOuHOBaHe p-BpeIHOCTH

Y npakcu, unak, BeluHa CTATUCTUYKUX ajiaTa Hehe BpaTUTH OIEHY KOBApHUjallMOHE MAaTPHIIE,
Beli fie mpocTo, Ha OCHOBY KOMIIETHUX /KOMILIETUPAHUX [IOJATAKA BPATUTH PEATU30OBAHY BPETHOCT
TecT crarucTuke u oiarosapajyhy p-Bpegsoct. CTora OmINTY p-BPETHOCT HAKOH M JOIMYHaBaiba
mojiaTaka Tpeba TPAXKUTU CaMO HA OCHOBY BPEIHOCTU

d; = (Qo — QU™ (Qo — Q)7 (4.60)
¥ oIroBapajyhux p-BpegHOCTH
p-val, = P{x} > d,}. (4.61)

3a k-mumensuonastno (Q PyOuH je mpeiiosKuo a ce peaim30BaHa BPEIHOCT TECT CTATUCTHKE allPOK-
CHUMEDA Ca

d’::n _ mflr
~ m+1" ™M
D,, = R p— 7~+ (4.62)

u Jla ce Kopuctu pedepentHa F (x11),,,/2 Pactnogena. Onpapiama cy jejiba U XeypUCTUIKA, U TO
3a CJIy4aj MOMEHYTe AllpUOPHE CPA3MEPHOCTH.

Y awmreparypu HECMO ycnenn ja Hahemo ommta 1mobospinamba Py6uHOBEX pemiemba, ocuM y [26
rze cam PybuH 0BakBY allpOKCHMAIIN]Y OIHCYj€ PEINMA. ,,JAJIEKO O OHOT 4eMy Ce MOK/JIa HaaaMo’ .

OBo nurame, JaKje, YMHOIOME OCTaje OTBOPEH IIPOOJIEM.

4.9 Heku npumMepu MeTO/Ia BUINECTPYKE UMITyTaIrlje

HakoH mTo ¢MO TeOpHjCcKH 06pa3ioKum Kopulnliembe BUIIECTPYKE UMIyTarnyje (OHOJIUKO KO-
JIIKO j€ TO JIAHAIIbA CTATUCTUKA Y CTAlby ), BPEME je U JIa HABEIEMO HEKOJIMKO KOHKPETHUX METOIA
¥ ajropurama Kojuma ce oHa Bpim. Hehemo ce 6aBuTu qaBameM KOHKPETHUX aJTOPUTAMA, ¥ CTPO-
TOM CMUCJTY ,,KOPaK 10 KOpak’, OBUX METO/a, aal 3aWHTEPECOBAHU WX, CKOPO CBE, MOTY mpoHahm y

6.

4.9.1 Hepocrajamwe camMo y jeaHOj KOJIOHU

YV oBOM TO0/1E/bKY HABENTNEMO HEKOJIMKO ITPUMEpa BUITIECTPYKE UMITy TAIIHje OHA KaJla je camo
jemua kosona 3axahena Hemoctajyhum momarmma. OBakBa IOjaBa decTa je y HCTPAKUBAILIMA
y KOjuMa ce TpUMembyje JIMHeapHa perpecuja, a HeJ0CcTajarba YIJIABHOM IIOCTOje CaMO y IIMJHHO]
IIPOMEHJBUBO].

IIpumep 4.3 (predictive Mean Matching). Ca oBEUM aJIropuTMOM CyCpEJU CMO C€ y KOHTEKCTY
jeaHOCTpYKE MMIyTalyje u To y npumepy B.6. Tamo cMo omucasm Kako ajJroputaM paju u Koje cy
My IIPEIHOCTH, & OBJie NeMo onucaTu Kako ce OH MOJU(MUKY]je 3a PaJi ca BUIIECTPYKOM HMITY TAIIHjOM.

Sampaso, To he 6uTH J1ak MOCA0, jep CMO MU UMILYy THPAJIA TAKO IIITO CMO U3 CKYyTa OJUCKUX KOM-
IUIETHUX WHCTAHIMN CIIyYajHUM 01abupoM bupasu jeiHy, anje Mo oaroapajyhe mobe KOpucTuaIn
3a ,JI0HOpA” ¥ uMe uMmiryTupasu. Kop BumecTpyke MMIIyTaIije, MpocTo, Taj ogabup BpruhemMo
m IyTa.

[IpeaHocTu cy cBe OHe KOje CMO HaBEJIH Y IIPUMEPY @, JIOK je y KOHTEKCTY BUIIECTPYKE HMILY-
TaIyje OYUIJICIHA MAHA YECTO MOHABJHAE BPEIHOCTH KOJUMA UMITYTHPAMO.

Cinmano ce 3a norpebe BHIIECTPYKE MMITyTalldje IPHIarohaBajy n ocTajid METOIU U3 XOT JeK
damuinmje.

IIpumep 4.4 (CART). Asropurmu u3s rpyne KJIacu(PUKAIMOHAX U PETPECUOHUX JIPBETA OJJLYIu-
Bamatd yecra Cy aJTePHATHBA JIMHEAPHO] U JIOTUCTUYKO] PErpecHju, 300T CBOje HEOCET/BUBOCTH HA
MIPETIIOCTABKE MOJIEJIa, Wid, 00/be PeYEHO, 300T TOra MITO Ce He TPAXKM /13 Ce MKAKAB MOJEJI YOIIIIITe

OFur. far from what might be hoped for-.
41y cmueny y kojem cmo siedbunucam GIIHCKOCT Y TIPEMEpPY @
LEur. classification and regression trees - CART.
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u cuenudukyje. 3a moderak onucahemo kako CART 6uBa mMiiemenTHpaH 3a moTpebe KracuaHe
perpecuje n knacudukanuje, ma hemo mocie y mpudy yYK/BYIUTH U HeJgocTajyhe momarke.

JpBeTa oryunBama QyHKIIMOHUIITY TaKO IITO Ce KPEeHe O] KOPEeHa IPBETA, Y KOjeM Ce IIOCTaBIba
[UTake BE3AHO 3a HEKU aTpubyT y nojamnuma. Perumo, 3a HyMepudKe aTpudyTe YecTo je IMUTatbe
& JIM je BPEIHOCT arpubyTa Ha WHCTAHIM Mama Wiu Beha Of HeKe 3ajare BPEIHOCTHU! ; TUM
MMUTakbEM Ce CKYTl WHCTAHIM pa3/iBaja Ha JBe KaTeropuje, oJ1 KOjuX ce CBaka pa3jiBaja Ha HOBE JIBE,
HOBHUM muTameM. JlpBera omiyduBama jecy aaropuraM hadzaedanoz yaema, TO jeCTe 3aXTeBa Ce
JTabeIMPAHOCT MOJIATaKa U OHO IITO AJITOPUTAM YU jECTe ONMUMAAIHO IP6O.

V3mumo, Ha npuMep,t npobsiem buHapHE KiaacuduKalyje, y KOjeM je /b HAyYUTH OINTUMAJIHO
JIPBO KOje pasjiBaja momopanie o MaHgapuHa. Heka cy Ham arpubyTu cienehu:

e [Ipeuynuk y meHTHMETPUMA, KOjU je KOPUCHO MOCMATPATH jep Cy MOMOpaHIe y MpoceKy Behe
0]l MaHIAPUHA.

e Boja, na ckanu koja mounibe of 0, rae Behu 6poj mpeacTaB/ba TAMHU]Y HUjAHCY HapPAHIIACTE
6oje. IIpermocraBuMo Tako z1a Cy IOMOpPAaHIle Ha OBO] cKaJju jare bpojeM b mim mame. OBo je
KOPHCHO ITIOCMATPATH jep Cy IOMOpPAHIIe y IIPOCEKY CBETJIHje OJ MaHIapUHA.

Mu, makie, Ha OCHOBY CKyIla KOjU HaM je JaT, 3HaMO IITa Cy IOMOPAHIIe, a IITa MaHIapuHe.
Jenmo moryhe mpBo mMa OOJTUK Kao Ha, CJIUITH .

bpoj: 50 nom, 50 mMaH.
Iurame:
NpeYHKK < 7cm

“7 ﬁ

Bpoj: 8 nom, 38 maH. bpoj: 42 oM, 12 maH.

IMurame: IMuramse:

60ja <5 60ja <6

na l/ \He Aa/ \He
Bpoj: 1 mom, 36 maH. bpoj: 7 rom, 2 MaH. Bpoj: 5 mom, 10 maH. bpoj: 37 oM, 2 MaH.
Kareropuja: Kareropuja: Kareropuja: Karteropuja:
MangaprHa TTomopaHia MangaprHa ITomopaHya

Cauxka 4.1: Ilpumep apBera ofjtydnBama 3a OMHAPHY KJIACHMDUKAIIN]Y

IMocaensu (0B1M) IBOPOBU y APBETY 30BY Ce JIMCTOBW, M YKOJUKO HEKA HOBA MHCTAHIA TIPO-
[IABIIK KPO3 CKYIl IUTalba U3 JIPBETa 3aBPINU y HEKOM JIUCTY, KJIaCU(MUKYje ce y OHY KaTeropujy
KOja je y TOM JINCTY OuJia 3acTyIUbEeHUja IIPU M3TPAJIEhU APBETA Ha TECT CKyIly. ¥ CiIydajy perpe-
cuje, MHCTAHIA Ce JI0JIe/byje BPEIHOCT MUJbHE TPOMEHJ/bUBE jeHAKA IMPOCEKY IM/bHE MPOMEHJbUBE
JEJIMHKYM U3 TECT CKYIIa KOje ce HaJja3e y TOM JIUCTY.

Memajyhu murarma, Kao 1 (bUXOB PACIIOPET, IPBO ce onTtuMusyje. Mepe KBamuTeTa Cy CTaHIap/I-
He: CPEeJIbeKBAIPATHA TPEIIKA 33 PErPECUjy W IPEIU3HOCT (TAYHOCT U Of3WB) 3a KIacUbUKAIH]Y.
JacHo je 5na y KopeH apBera Tpeba CTaBUTH NUTAaHE Koje 100po pasasaja uHcTanie. VHcranie hie
6uTn 100pO Pa3mBOjeHEe HEKUM IUTAHEM YKOJIMKO je XOMOT'eHOCT YHYTap CBaKe MOJIIPYIE BEJIMKA,
IIITO Ce MOYXKe KBaHTHdUKOBaTH enmponujom mm Hunujesum undexcom. Mu ux nehemo nerasbauje
OIMCHWBATH, & O BUMA Ce JIETAJbHUjE MOKE TpOInuTaTH y [2].

IIpumaromda 3a uMmmyTamujy, 6apeMm jeTHOCTPYKY, je oduryieqHa. Ha KOMILIETHUM WHCTAHIIAMA,
dopmupa ce IpBo, KPO3 KOje ce OHJIA ,[IPOILyCTe” MPEIUKTOPH 32 JAaTy HEKOMILIETHY WHCTAHILY, Te
ce npeaBuljeHa BPEIHOCT IUJbHE TPOMEH/bUBE KOPUCTH KA0 UMILY TAIMOHA. 3a MOoTpebe BUIIECTPYKE
WMITyTaIuje mporemaypa je ciaegeha: HaKOH IITO WHCTAHIA ,CTUTHE y OfroBapajynu JiucT, CiIydajHo
ce Ompa TecTHA jeIMHKA W3 TOI' JINCTA, T€ C€ HEeHa BPEIHOCT IUJbHE ITPOMEH/bUBE KOPHUCTU Kao
nmmyTaruona. OBume ce ypadyHasa HeojpeljeHocT o megocrajyhoj BpegHOCTH.

Hapasno, xkao u xox PMM ajropurma, HEPENpE3eHTATUBHOCT Y30PKa MOXKE J[a C€ KOMIIEH3Yje
TaKO IIITO Ce IIPU CBAKO] HAPeJIHOj UMITy Taluju (POPMUpa HOBO JIPBO, U TO HA OCHOBY HOBOT OyTCTpert

BTIpumep cMo npeysemn us [34].
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y30pKa U3 CKyIa KOMIIeTHHX nHCTaHIH. O pa3HUM JPYTUM MOINMUKAIINjaMa, Ka0 U PATyHAPCKO]
UMILIEMEHTAITA) A MOXKe ce mpounTarn y [(].

HarmomennMo 1 Jja ce JpBeTa OJIy IMBaha Y MAIIMHCKOM Y€y YIVIABHOM He KOPHUCTE CAMOCTAJI-
Ho, Beh ce rpanu Behu 6poj npBeTa yuja ce npejBuhama KOMOMHY]Y Y jeIaH MOJEN, T3B. aHCamO.A.
O oBome ce moxe nrdopmucaru u3 [2].

4.9.2 Hepocrajama y BuUIllle KOJIOHA

YV IpeTxXoHOM MOTIOIVIABI/EY AU CMO Iap TPUMEPA aJrOpUTaMa 33 UMITYTaIjy HemaocTajyhnx
[IO/IATAKA OHJIA KaJIa HEJIOCTajarha IMOCTOje CAMO Y jeIHOj KOJIOHHU y IofaruMa. JOIn y npuMepy
BUJIEJII CMO KaKO ce jenaH KoHkperaH ajroputaM (PMM) moxke momudukoBaTn ja uMiyTupa u
BUIIIEIMMEH3UOHO HEJIOCTajarhe; CJIUYHO ce MoxKe mcrpudaru 3a Behuny meroma. mak, mu hemo
caJla, UCIPUYATH MAJIO OIIITH]Y MPUIy, Koja Helie 3aBUCUTH O KOHKPETHE MMILJIEMEHTAII]e KOH-
KpeTHOT MeToza uian anropuTt™a. Kopucrnhemo o3naky Y_; 3a mojaTKe n3 KOjuX je m3badeHa j-Ta
KOJIOHA.

[IpumeTnmo, y o33 iHI CBAKOT METO/Ia MMITyTalnje, OUJIo jeJHOCTPYKE UJIN BHUIIECTPYKE, CTO-
ju mckopuinTaBame Bese Mely KOJIOHAMa: IITO 00Jbe MCKOPUCTHMO Be3y KOJIOHE y KOjy YIHCYjeMO
BPEJIHOCT M OCTaJIMX KOJIOHA, TO he ynucaHa BpeIHOCT Outu KBasmreTrHuja. Mehyrum, kaga cy He-
JI0CTajarba HACyMHUYHO ,pasdarnana’ 1o MoJaluMa, HCKOPHUIITABahe OBE Be3e I0CTaje 3HATHO TEXKe.
Bypen y [0] uaentudukyje ocHoBHe mpobsieMe KOju HACTA]Y DU BUIIEIUMEH3UOHOM HEOCTAjambY:

e Came kojioHe Y_; Mory na calpzke Hezocrajyhe nomarke, mro oHemoryhaBa HHXOBO KOPH-
mtheme 3a mpeaBuhaibe;

e Moxe j1ohu 110 ,,Kpy2KHE” 3aBUCHOCTY - HEIOCTA]YNU MTOMAIM Y jeIHO] KOJIOHH MOTY Ja 3aBUCE
o1, HefocTajyhux mojataka y JIpyroj KOJOHU, U OOPHYTO;

e ITomanu y kosioHaMa Cy yIVIABHOM Da3jMyYUTOr THNA (HyMEPUYKU, KATETOPUYKHM WTJ) IITO
onemoryhaBa yKJianame 1MojlaTaka y HeKy KJACHIHY PACIoJIely BepOBATHONA, PEIMMO BUIIe-
JUMEH3MOHY HOPMAJIHY WUT]I.

JlyrorogumimoM MPUMEHOM Pa3HUX METOJA, BDEMEHOM Cy Ce MCKPUCTAJINCAIa TPHU TeHEepPaTHA
MIPHUCTYTIa 38 UMIIYTAIlA]y IIPU BUIIEIUMEH3NOHOM HEJIOCTajalby, a TO CY:

1. ImoyTanmja MOHOTOHOI HeZOCTajara. 3a MOHOTOHE obpacie Hejocrajama (Koje cMo
nedUHUCATN HAa CAMOM TOYETKY ), UMILyTHPA Ceé Y3aCTOIHOM IMPUMEHOM METOMA MMILY TAIIH]e
3a jeJHONUMEH3MOHO HEJIOCTA]arhbe.

2. BajeqHNYKO MOJeJIOBaIbe. 3a HecTaH apaHe 00paciie HeJ0CTajarmba MPETIOCTABIbA CE PAC-
roziesia 3a MOJATKe U MMILYyTAIIIOHE BPETHOCTH Ce Y30DPKY]y U3 Ibe.

3. Ilyna ycisioBHa cneund)nKaunjaE, MTO3HATH]a Kao yJIaHYIaHe jeJHAYNHE U CEKBEHI-
janmna perpecuja. Moges 3a BUIlleIMMEH3MOHO HEIOCTAjarbe je CIenudUKOBaH IPEKO HU3a
YCJIOBHUX MOJIEJIa 32 jeJHOMIUMEH3MOHO U UMILY TAIIMOHE BPEJIHOCTH Ce Y30PKYjy U3 UTepUpa-
HUX YCJOBHUX MOJIEJIA.

MoHoTOHO HegOoCTajame

IIpernocraBumMo f1a cy MpOMEHJbUBE y MOJaIuMa jare ca Yi,...,Yx W ma cy mopehaHe Tako
Ia HEIOCTajarbe y MOJAIMMa YMHU MOHOTOH 00pa3all, Ka0 HA CJIAIN @ WNynyTupa ce na ciese-
hu mauun. [lorenmujanmne HemocTajyhe BpeaHocTH y KOJOHU Y] HUMITyTHpaHe Cy OWJIO HA OCHOBY
IPETXOIHUX Ca3HAMba, OUJI0 HA HEKM JPYTU HAaUYWH. JecTo Mehy KoJioHAMa mocToju 6ap jeaHa KoM-
IUIETHA, T1a Cé OHA MOXKE YIOTPEOUTHU KAao MPEIUKTOp 3a MMIyTanujy y Yi. 3arum, Hemocrajyhe
BpeaHocTy y Ys OuBajy uMmiyTupane KopumliemeM (caja KOMIUIETHE) KOJIOHE Y] M Tako, J0 Kpaja,
Kaja Yy OuBa mMIyTHPAHO KOpuInmhemeM KOJIOHA Y7, ..., Y1 KAO MPEIUKTOPA.

Buro xoju MeTos Koju ce KOPUCTH 38 UMITYTAIIN]y jeTHOANMEH3UOHOT HeJ0CTajarba MoXKe OuTu
ucKoOpuITheH Kao ,PAJIMBHU €JIEMEHT' 33 MMITYTAIA]y MOHOTOHOI HEJOCTajarha. 3a BUIIECTPYKY

UEnr. fully conditional specification.
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UMILyTAIUjy 110 IPOIEC Ce IIOHABbA M IyTa (HApaBHO, MaKap MOYETHH KOPAK MOPa yKJbYIMBATH
HekH cirydajuu ogabup). Buine o oBoM HemocTajamby U BEroBOj UMILYTAIMU MOXKE Ce IPOYUTATH Y

6] = [29].

3ajeIHUIKO MO/IeJIOBAhe

Koz oBor mpuctya 1moyia3nMo o/1 IpeTIocTaBKe Ja ce HOJAIU MOI'Y OIUCATH BUIIEIUMEH3NOHOM
PACIIOJIEsIOM, T1a Ce, UI'HOPHIY 11 HeI0CTajarbe, IMITY TAIIMOHE BPEJIHOCTH Y30PKYjy U3 T€ PAcIoeie.
YV mnpakcu, HEKa WHCTAHIIA MOYKE UMATH jeIHO HemocTajyhe mosbe, HEKA [IBa U CJIMYHO, Ta CE OHIA
pacmoziesia HemocTajyhux mojgaraka, MPU yCJIOBY JOCTYITHUX, Mema o1 BpcTe 10 Bpcte. Hajuermhe
KopuiiheHa PacIoJiesa je, HapaBHO, BUINEINMEH3NOHATIHA HOPMAJIHA.

JacHo je ma he mapamerpu MozeIa KOjUM UMILYy THPAMO, HA30BUMO HX ¢, 3ABUCUTH OJ] TapaMeTapa
pacmojiesie ojiataka @, Koje Takohe He 3HAMO, a yIJIABHOM UX HE MOYKEMO OIEHUTH JIMPEKTHO U3
JIOCTYITHUX I10JIATaKA.

Kana cy momamu HyMepHYKY, a IIPETIIOCTAB/bEHA PACIOEIa [0/IATaKa HOPMAJIHA, KOPUCTH Ce
T3B. ayemenmayuja nodamakxa= Koja, HadesHO roBopelin, cMemyje Kopake MMITyTalldje U OIeHhU-
Bama napaMerapa 60, no kouseprernuje. Jlerasban onuc ajropurma Hasasu ce y [6], crpana 116.
3a kareropuuke ImoJaTKe HEMa YHUBEP3AJHOr IPUCTYIIA, & U O muMa Moxke ce yurarud y [6]. Bu-
MIECTPYKA MMITyTaIlja ce, HAPABHO, JO00OMja BUIIECTPYKUM Y30PKOBAHEM.

ITyna ycaoBHa cnenudukanuja

[Tyna ycnoBua crierudukanuja, Kojy hemo Hajiaibe ocaoB/baBaTu eHrsieckom ckpahernmnom FCS,
BPIIH MMITYTAI[Ajy TaKo IITO 3a CBaKy KOJIOHY Y; dopmupa pacnogery seposaraolia f(Y,R) kpo3
ckyn yenosuux pacnogena f(Y; | Y_;, R). Iloune ce o HACYMUYHOr IOIYHAaBamba, TE CE KPO3 CBE
MehycobHe ycaoBHe mozese urepupa M myTa 10 KejbeHe rpaHure. PyOuH je@ y mpomecy FCS
MU3JIBOJUO TPU KOpaKa: KOPakK M00es06arsa, TIe OBUpaAMO MAJIONPE MOMEHYTH MOJEN, 3aTUM KOPaK
OUerUBaALa, TJIe ce IPU TOM Mojesy hOPMUPA]y allOCTEPHOPHE PACIojesie/OleHe napaMeTapa, Te
Ha Kpajy KOpakK uMnymayuje Koju y3opkyje u3 dopmupanux pacrogeia. FCS npobiem creru-
drKoBarba BHUIEIUMEH3UOHE PACIOEIIE 33 O/IaTKE CBOM Ha CHenuUKOBALE jeTHOIMMEH3UOHUX
YCJIOBHUX.

IIpumep 4.5 (MICE). Jenan on najkopumhenujux anroputama jecte T38. MICE asropuram, mro
npejacraBiba ckpahenuity ox enrseckor Multivariate Imputation by Chained Fquations, omHOCHO
BUUWECTNPYKA UMNYMAULIA NYMEM YAGHYAHUT jeonawuna. OBaj aJlropuTaM KOHCTpyuUcasu cy Bypen
u I'poruyc-Oyncxopn y [17]. Jorosopmmo ce ga ca R; 03HATMHMO j-Ty KOJOHY peaTn30BaHOT 06pacia
HemocTajama (oBIe ra ruegamo Kao marpuiy). Tazga je anropuram MICE nar kopamuma:

1. Crnenuduxrosaru mozen f(o(Y;, R;) | o(Y;, R;),Y_;,R) 3a cako j =1,..., K.

2. 3a cBako j, HAIPABUTY WHUIMjaTHE WMITYTAII]e on cayuajuo y3opkyjyhu us o(Yj, R;).
3. Iloyern urepupame 3at =1,..., M.

4. Tloyetn utepupame 3a j = 1,..., K.

5. Hedbunucaru Y ;j K&0 TPEeHYTHO KOMILJIETUPAaHe 1oJaTKe 0e3 j-Te KOJIoHe.

ot
6. IIpu ycioBy Y* ;ju O(Yj, Rj) Y30PKOBaTHU ITapaMeTpe MoJiejia U3 Tadke 1. U3 BUXOBE allocTe-
puopHEe pacioaere.

7. U3 pacnoziesie y 1, mpu y30pKOBAHUM TapaMeTPUMa U3 IMPETXOJHOI KOPaKa, Y30PKOBATH th.
8. 3aBpUINTH UTEPUPAHE TIO j.

9. 3aBpuuTH UTEPUpAHE IO t.

BEur. data augmentation.
46Py6un, [29).
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YounMmo J1a Ipr OBAKBOM AJTOPUTMY MMAaMO 3aJaTe CAMO YCJIOBHE PACIIOee, a He U 3ajeli-
HYYKY pacrojieny. YKoJuko youunmo ja je mporec kKoju MICE renepumre jenan janarn Mapkosa,
ca CKYIIOM CTaba jeHAKOM CKYIly CBUX MOTYNHX UMIIYyTAIMOHIX BPEIHOCTH, MOXKEMO C€ 3allUTATH
o KoHBepreHnuju. 11o 0BOM IUTaksy jOII YBEK Ce BpIIE HCTpaxkupama (Kaja fie mporec nckoHsep-
rupaTH IIpaBoj PACHOJEH), a O TOMe JIOKJIE Ce CTHIVIO MOXKe ce IpoduraTd y [6] m tamonrmum

pedepenama.



I'imaBa 5

TecTupame Builre sMMeH3UOHE
HOPMAaJIHOCTH

5.1 IlocraBka mpobJsiema

[IpernocraBuMo qa UMaMO TPOCT CJIydajaH y30paK Xi, ..., Xy d-IUMEH3UOHUX CIYIajHUX BEK-
TOpA, OJ] KOjUX CBAKM MMa pacioery seposarnoha PX. Vkomuko o3maunMo ga HaMm je

Ny = {Nd(lh X)|pe ]Rd, 3’ [IO3UTUBHO ge(l)HHI/ITHa}

CKYII CBUX HEJEreHEPUCAHUX d-IMMEH3NOHUX HOPMAJIHAX PACIIO/eJsa, MU 3aIIPABO KEJINMO 1A Te-
CTUPaMO JIa JIu je

PX S Nd,

TO jeCT Jia JIU je HAIll y30paK U3 BUIIEINMEH3UOHE HOPMAJTHE PACIIOJIesie, IIPOTUB YOIIIIITEHNX AJITeP-
HaTuBa (JaK/e He IPOTHUB jel[He KOHKPETHE aJlTePHATUBHE pacioese). Mu KejmMo 1a HapaBuMO
TECT ca TeCT cTaTucTuKoM 1, Koja he maTw ajekBaTaH OATOBOP Ha OBO IUTAILE.

Hanomerna. YKOJIUKO HE HAIIACAMO CYIIpDOTHO, CBaKH BEKTOD CManaheMO KOJIOHa-BEKTOPOM.

Tecr craructuka T, 6u, HapaBHO, Tpebaso Ja 3aa0BosbaBa ofapehere ocobumne. [lopem Kmacua-
HUX OCOOMHA KOjé Ce 0Jf KBAJIMTETHOT CTATHCTHYKOL TECTa OYEKY]y, Kao IMITO Cy HEeIPUCTPACHOCT,
HOCTOjaHOCT UTH, KO/ TeCTupakmkha BUIICIUMEH3NOHE HOPMAJIHOCTH Pa3yMHO je OYeKHuBaTH Jia BarKM1
7 T3B. Auna uH8aPUjaHmMHOCm, TO jecT Ja je

To(AX; +b,...,AX, +b) = T,(X1,...,X,),

KaJ Toj1 je A d-muMen3nona nHBepTubHIHA MaTpuna, u b € R? mpoussossro. 3amucra, 0BO ©Ma CMU-
CJIa TPAXKWUTHU: YKOJIUKO MOJATKE KOJU CY HOPMAJIHO PACIIONE/HEeHN MAJIO POTUPAMO U TPAHCIAPAMO,
onu he ocraTy HOPMAJHO PACIOJE/bEHU, 118 HEMa CMUCA Ja [IPe POTAINje, PEIUMO, TPUXBATIMO
Hy, a nakon poTtarfije o0aImmo.

VKOJIMKO IIPETIIOCTABUMO JI& je HaIll y30PaK U3 allCOJLyTHO HEIIPEKUIHE PACIIOJIesIe BEPOBATHONA

(y omnocy na JleGeroBy mepy), Tajga he y3opadka KOBapUjallMOHA varpunad S, = i E?:1(Xj —
X,,)(X; —X,,)T, ckopo curypro 6utn perynapua ([4]), ma uma unseps S, 1. Kaxo je oba marpua
CUMeTPHUYHA U PeryjapHa, OHA MMa jeJIMHCTBEH KOPeH Sy, 172, Cana 3a cBako j = 1,...,n MOXKeMO
nocMaTpaTu

Y, ;=82(X; - X,).

Wneja oBakBe TpaHchopMalidje jecTe Jia OJ MOJATaKa HAIPABUMO IOJATKE CA HYJITOM CPEIEOM
BpeHOIINY W jeIMHUYHOM KOBepujarmoHoM marpurioM. OBakBu TpaHCHOPMUCAHH TOIAIN CBOJ
IyHU CMHUCA0 Jo0uhe y HAPETHOM OJIE/bKY.

1Koja ce mexama neduumme mexehu ca n — 1, a He ca n, Kako 6u ce n06mIa HempucTpacHa oreHa. Mmak, oBaksa
Mo uKaNMja He yTHde Ha aCHMIITOTCKE OJJINKE OIeHa, Te ce oMe Hehemo mpesuime ontepehnBarn.

(0]
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IToxke/bHE 0COOMHE TECT CTATUCTUKE

Harsacuhemo jomn u na je 3a aduHy MHBAPUJAHTHOCT JIOBOJBHO /4 TECT CTATUCTUKA 1), 3aBU-
CH WCKJBYIHBO O Yy 1,..., Yy U JIa 32 CBaKy opToroHanny marpuny O pera d Baxkn ga je
T.(0OYn1,...,0Y00) = Tn(Yni,---; Yon). Takobe, moBomHo 3a aduny mHBapHjaHTHOCT je u
na T, 3aBucum camMo Of u3pasa ij;iYn,j’ 1 o osome ce moxke mponahu y |4, mparehu tamontme
pedepetirie.

VYkosmKo je craructuka T, adpuHO MHBApUjaHTHA, OHJA BeHA PACIIOEIA [0/ HYJITOM XUITOTE30M
HE 3aBUCH OJT [t ¥ 3, 1Ia ce 6e3 yMarberha OIIITOCTA MOKe IIPETIOCTABUTH J1a je HyJITa paciojesa d-
IUMEH3MOHA CTaHaapaaa nopmasaa. [ltasuire, yKoIuKo je craructuka 1, aduHO MHBApUjaHTHA,
“aK M MO GUI0 KOjOM anTepHATHBOM 3a Kojy je B||X||? < +o00, Hema cMeTHe MpeTrnocTaBuTh 1
je EX =0 u EXX” =1d.

Hanomena. T'ne rom me HAracumMo Ha KOjy Ce HOPMY MHUCJIU, MUCJIHU Ce HA €YKJIAJCKY HOPMY.

Ucnurusame ocobuna (IOILyT, PEIUMO, IIOCTOJAHOCTH) BEJUKOI OpOja CTATUCTUYKUX TECTOBA
Hajuenrhe ce BpIM eMIUPHUjCKH, CUMyaamrjama. Mmak, To CKopo HUKaIa HUje KPajibu b UCTPa-
JKMBAYA: CHMYJIAIMOHA CTY/Mja YIVIABHOM IIPEJ/ICTaBIba 100ap BOAWY Ka TOMe IITa Tpeda T0Ka3aTu
Teopujcku. 360r Tora, TecT crarucTuka 1, Tpeba jaa 6yie ,cmuciena’. To suauu na 6u T),, eBeHTyaI-
HO HAKO HeKe Tpacdopmanuje, TpebaIo Jla NpeJICTaB/ba OleHy HEKOI MHBAPUjAHTHOT PyHKIMOHATA
T (PX), rae mox muBapujanTHOmhy MOApasyMeBaMo TO Jla YKOIHMKO je X peryaapna adbuma cmka
on X, onna je n T(PX) = T(PX). Cnemmjammo, T Tpeba ma Gyae KoHcTanTaH Ha Kiaach Ny.

Jla 6u ce MOrJIa OYEKUBATH TIOCTOjAHOCT TECTA 3ACHOBAHOT HA CTATUCTHUIN T},, 38 KOjy OUEKyjeMO
1a 6apeMm y BepoBaTHONM TexXM Ka MPaBO] BpeaHOCTH (DYHKIMOHAJA KOT OIlemyje, (pyHKIMOHA
MOpa KapaKTepUCATH HYJITY XuIoTesy. lIpenusnuje, YKOIUKO je pacrozena Bepoaraoha PX1 u3
mysTe xumozere, a PX2 muje, omma Mopa BaxuTn 12 je

T(PX1) # T(P*2).

5.2 CraTucTuke 3acCHOBaHe Ha TEXKMHCKUM [° pacTojamuma

CraTucTuke 3acHoBane Ha TexkuuckuMm L2 pacrojamuma (enr. Weighted L? Statistics) 3a TecTu-
pame H( jecy cBe OHe Koje cy o6kl

To(Xy,...,X,) = /Zﬁ(t)w(t)dt,

rae mHaM je Z,(t) = z,(X1,..., X,,t) peanna mepsbuBa dbynkmuja gedunncana ma (R a
w : R = R je HeHeraTuBHA TEXKMHCKa (DYHKIIH]a KOja 3370B0HABA

(V(x1,...,%,) € (RH)") /zg(xl, s X, t)w(t)dt < 4o0. (5.1)

Camo Z,, yryiaBHOM je 00JinKa

Zo(t) = % zn:l(tTYw»), t e RY, (5.2)

rie je | Hexa MepsbuBa dyHKIMja Koja 3aoosbasa 1a je [ EI2(t7X)w(t)dt < oo, El(tTX) = 0,
IIPU HYJITO] XUIIOTE3N.

Hanomena. Oyuxnmja 2, MOXKe OUTH W BEKTOPCKA, a Taga y U3pasy (@) IO/ UHTETPAJIOM CTOjU
KBaJIpaT HEHE HOPME.

OBa kJjaca TeCT CTATUCTUKA J00WIIA je WMe IO TOME IIITO je MPUPOIHO OKPYKEIHe 33 M3BODerhe
bUXOBUX aCUMIITOTCKUX CBOjCTaBa jeJaH XHUI0EPTOB IIPOCTOP

H = L*(R?, B, w(t)dt).

2V6ymyhe mogpasymMeBaMo ja Cy CBH HEO3HAMEHH WHTErpasi mpeko RY.
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YKoJKO ca || - ||g 03HAYMMO HOPMY y OBOM IIPOCTOPY, Taja je, 3a (pUKCcaH y30pak, 3alpaBo

T, = ||Zn||1%1

Yoummvo 12 Y, j-0BU y ONIITEM CIIydajy HUCY HE3aBHUCHH, I1a CyMa Koja (hurypHIe y (@) HUje CyMa
IID Besmumua, a 3a TakKBe CyMe aCUMITOTCKa CBOjcTBa rapantyje LleHTpana rpaHMIHA TEOPEMA.
Crora je KJjlaCMYHa TEXHUKA 38 UCIUTUBAHE aCUMIITOTCKUX CBOjcTaBa 1), Ta na ce Z, JedUHUCAHO
Kao y (@) aIrpokcuMupa oArosapajyhum exemenTom Z, o u3 H xoju je obimka

Zno(t) = % Z lo(tTX;), (5.3)

. P .
e Iy 3a10BOsbaBa ucte ocobuie Kao ! u jou || Z, — Z,, o|lm — 0. OBuMe ce cyMa BeJIHTIHHA KOje HUCY
IID ampokcrMmpa cyMOM BesMdnHA KOj€ TO jecy, a 3a TaKBe MHOrO 00Jbe MO3HAJEMO ACUMIITOTHKY .

5.3 BHEP Tect

Tecr Baringhaus-Henze-Epps-Pulley-ja npeacraB/ba jegaH TIpuMep TeCTa KOJU je IPUIIAIHUK
KJIACE TECTOBA BUIIEIUMEH3UOHE HOPMAJTHOCTU O KOjO] CMO TOBOPHJIM y TIPETXOIHOM TOTJIABJIBY .
Hberosa Tect craTucTuka gaTa je ca

BHEP, 5 — n / D, (£) — Wo(t)|Pws(t)dt, (5.4)
rIe je
1 n
U, (t) = - Z exp(it’ Y, ;)
Jj=1
eMIMpPUjCcKa KapakTepucTudHa GyKHIMja O Yo, 1,. .., Yy n, & TesKuHCKa yHKIHja wg(t) narta je
ca

2
_ (o g2y—d/2 [l
wp(t) = (215%) "2 exp o2y |-
2
Cwmarpamo ga je § > 0 dukcupana koucranra. Takole, npernocrasmpamo aa je Uo(t) = exp (thH2 / 2)
kapakTepucruuna dbynkiuja nopmaaue N(0,Id) pacrogede.
Hanomena. Y macraBky hemo ce pedeprcatn Ha MHOIITBO MO3HATHX pe3dyirara y Besu ca BHEP
TectoM. Kako ne 6rcMmo onrepehuBam 3ammnc MHOIITBOM pPedEpeHIid, nMa Ce CMaTPaTH 1A MTO3UBa~
e Ha CBAKM MO3HAT PE3yJITaT MoxKe 6utn onpasmano pagoum [4]. Taj pax npeacrapba cBojeBpcTan
IIperJie ] TeCTOBA 3aCHOBAHUX Ha L? Te:KUHCKUM PACTOjamyuMa, 3aK/bydHO ca 2020. FOJMHOM, Te Cy
pesyiTaTu Koje heMo n3HeTH JIOKa3aHu y pajoBUMa Ha Koje ce TaMo pedepwuie.
Hanwme, jacno je ja maje speguoctu Tect craructuke BHEP, 3 ykasyjy Ha TadgnocT HymTe
xunoreze. Kajmurer oBor Tecra orvesa ce, u3Mely ocTajor, y TOMe IITO je JIOKa3aHO Jia CKOPO
CUTYPHO BasKH Ja je

1
liminf ~BHEP,, 5 > C(PX,3) > 0,

n—+oco N
rae je C(PX, ) mexka xomcranTa, 3a 6uiao xoje PX koje muje ms myntor ckyma, To ject me
npunaga kiracu Ny. Kao mociaenuna, TecT je OCTOjaH MPOTUB CBAKE aJTEpHATHBE.
IpernocraBumMo, 6€3 yMambema OHH_ITOCTI/I,E naje E[|X||? < 400 m ga je EXXT = Id. ITokazano
j€ J1a Tajia BayKu

1

n

BHEP,; ~% Ag ::/|\I/(t)—\1/0(t)|2wﬂ(t)dt,

rze je U(t) = Eexp(it”X), t € R?, npasa” kapaxkrepucrudma dbyukimja o X, a o3HaKa ,c.c.”
03HAYaBa CKOPO CUTYPHY KOHBEPI€HIIH]Y.

3VImamn cMo IECKyCH]Y.
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Hanomena. Moxkemo youuTu a je Koj, 0BOr Tecta hyHKIMOHAT T, 0 KOjeM CMO TOBOPUJIA Y TIPBOM
IIOIJIaBIbY , 3a1paBo Ag.

I[Tokazano je ja 3a cBaky anrepHatuBy 3a kojy je E[X||* < 400 Baxu

vn (iBHEPnﬁ - Aﬁ) L5 N(0,03), (5.5)

rje 0[23 zapucHo o1 . Habena je m mocrojana oreHa 3a ag, HA OCHOBY KOje Ce MOYKe I'DaJIUTh
ACHUMIITOTCKH HHTEPBaJI IIOBEPECHaA 3a Aﬂ

Iokazano je n 1a BHEP,, 3 3ancta jecte crarucruka 3acHOBaHa Ha TexKMHCKOM L? pacrojamy,
n TO

BHEP,, 5 = / Z2(t)ws(t)dt,

rIe je

1 < .
Zn(t) = NG Z (cos(t" Y, ;) +sin(t”Y, ;) — Uo(t)).
j=1
Ilokazano je, mrasuite, 6e3 yeaosa E||X]||* < 400, na

BHEP,, 4 i>/22(t)wﬁ(t)dt,

rje je Z Heku neHTpupanu ['aycos mporec. 3Ha ce u Jia je TecT y cramy Ja geTekryje (onbann)
HU3 OJIMCKUX aJITEPHATUBA KOje Ce HYJITOM CKYyIly NpUOJuKaBajy Op3uHOM MarmoM of 1/4/n.

Ha ocuoBy mperxomuux pe3yJTara ompaBianHo ctudeMo ytucak na je BHEP tect kBamureran
110 BelWHYN KITACMYIHUX MEPUJIA, T€ T'a je 3aHUMJBUBO [1aJb€ NCIIUTUBATH.

5.4 CumysanuoHa CTyauja: IMocTaBKa

us wame cumynannone cryzuje Ouhe 18 eMINPUjCKHA UCIIATAMO KAKO Ce PE3YJITATH TECTUPAIHA
BHEP Tecrom Memajy y 3aBUCHOCTH OJ TOTa KOjU MMITYTAIIMOHU MOJIEJI/aJIrOpUTaM je KOpUInheH.
V 1y cBxpy mMu hemo remepucaru (KOMILIETHE) IIOJATKE, KAKO M3 HOPMAJIHE PACIOZE/E, TaKo U
W3 Pa3/MIuTUX AJITEPHATHBA, & 3aTUM T'€HEPUCATH HeJI0CTajara y TUM mojaruMma. HakoH Tora,
nMiyTupaheMo pasjImauTUM METOIUMA ¥ YHOPEIUTH PE3YJITATE TECTa.

YV IpeTXOHO]j IJIABU BUIEM CMO /13 jOII YBEK HUCY HMO3HATHU jACHA U TEOPUjCKH ITOTKPEI/BEHU
HAYMHU 33 KOMOWHOBAE P-BPEIHOCTH JOOWMjEHUX W3 m IyTa ,JIomyibennx’ mojgaraka. Crora cMo
ce y HaIlo] CTYAMJU OJUYyUMIA 38 IPUMEHY UCKJBYUUBO jEJHOCTPYKE MMILyTaIuje.

5.4.1 Mepa u moh TecTa

CmarpaMo 51a je pa3yMHO TPETTIOCTABUTH Ja je YUTAJAIl YIIO3HAT Ca OCHOBHUM KOHIIEIITHMA
CTaTUCTHUIKOI' TECTHUPAaIbA. HO,HCGTPIMO Ce, CTaATUCTUYIKHN TECT BPIIN C€ TaKO IITO C€ IIocMaTpa TeCT
crarucTuka T ¥ KpuTudHa 00sacT YV, Te YKOJIMKO Peajn30BaHa BPEIHOCT TECT CTATHCTUKE (EheHa
BPEJIHOCT ¥ PEAIM30BAHOM Y30DKY) IPHUNAJa KPUTUIHO] 06IaCTH - 00aIlyjeMO HYJITY XUIIOTE3Y, &
nHade je mpuxBaramo. ['panurie kputuare obactu oxapelyjy ce Tako ja npu tadnoj Hg 103Boba-
BaMO M3BECHY TOJIEPAHIIN]Y Ja Ce NOTOJIH 2peulka npsee epcme, TO JecT Jia TaTHy HYJITY XUIOTE3Y
MIPOTJIACKMO HeTadHOM. MaTreMaTudku, oBa TOJEpaHIfja 3ajaje ce BEepOBATHONOM TpEIKe IpBe
BpCTE:

PHO{T S W}

Hyura xumnoresa yecto Moxke 6utu Buillewiana; Ha npumep Hy : @ € O, rie je @ Heku napamerap
o1 mHTEpeca, a @) HEKW BUIIEUIAH MOJCKYIl CKyla CcBUX Moryhux BpeaHoctu napamerpa. Crora
ce TIOCMAaTpa U Mepa Mecma, 1aTa Kao

4V emmcry ma je 3a myary pacrogeny N u dbukcny anrepnaruay M nu3 arreprarmsa 3agar ca N 4 ﬁ/\/(
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sup Py, {T € W}.
Hop

YecTo ce 0be BpegHOCTH O3HAYABA]Y Ca (v, MITO NEMO W MU KOPUCTHUTU, & U3 KOHTEKCTa he OuTum
jacHO Ha IITa Ce MUCJIH.

VKOIIKO je Hy/ITa XUIIOTe3a TadHa, 09eKyjeMO Ja IPemKy npse Bpere npasumo y 100a% ciry4ga-
jesa. Inak, yKOJIMKO U3 ITOATAKA KOJU Cy 3aMCTa HOPMAJIHO PACIIOIE/beHN YKIOHUMO HEKE ITOTATKE,
[a [10CJIe UMILyTHPAMO, Ta MMITyTAIllje MOYKE Yy BEJIUKOj MEPH ,IOKBAPUTH PACIIOJEy [O/IaTaKa,
Te fie Tect mpujaBuTu Jraxkay”’ Mepy. O oome hiemo y HacraBky pehiu masio Kacuuje, Te matu ad
hoc pereme koje zaje cosmmgHe pesynaTare.

JacHo je 7a KeJMMO TeCT KOju TadHe HyJITe XUIoTe3e Iporjamasa tadnnM. Vmak, moxe ce
TOCMATPaTH U CPOIHO CBOjCTBO, & TO je CIIOCOOHOCT TecTa Ja ,JIeTeKTyje’ aJTepHaThBe, TO jecT
Jla [IPOIVIaCH HETAYHOM HYJTY XHIIOTE3y OHJIa KaJla OHA 3aKhCTa jecTe HeTadHa. Y NUJbY IIPOydUa-
Baba OBOI' CBOjCTBa HOCMaTpa ce dynkyuja mohu mecma, Koja 3a naTy aarepuatuBy Hi padyna
BEpOBaTHONY & je, IPU TOj AJITEPHATUBH, HYJITa XUIIOTE3a OI0aYeHA;

M(6) = Po{T € W},

rme je @ mapamerap Koju oarosapa ajgrepHaTwuBu Hi.
Y mpaxcu, Moh TecTa ce paduyHa eMINPUjCKH, U TO Kao
1— F,(e),
rje je F,, emmnupujcka yHKIMja paclojese y30pKa, a ¢ KPUTHIHA BPEIHOCT TECTAa, TO jeCT OHA
BPEJIHOCT KOja JIeJIM KPUTHYHY 00JIACT O CBOI' KOMILJIEMEHTA. ¥ Hade/y, KPUTUIHA 00JIACT MOXKe
buTn passmauTux 06JMKa, ma 6u ce Moh eMmupHjcKuM padyHasa Jpyraduje, aju je HaMma jaCcHO Ia
TECT KOju CMO 0JIabpaJiy J1a MOCMATPaMO 0/10allyje HyJITY XUIOTe3y 3a BeJIMKE BPEIHOCTH TECT CTa-
tucruke (jep BHEP crarncrnka nmpescTaBba M3BECHO PACTOjambe ), T1a je OBAKBa TIOCTABKA PA3yMHA.

5.5 CumyJsalmoHa cTy/Jauja

Hanomerna. Ceu pesysraru cumy/ianmja Koje 6y1eMo Jiaju y HACTaBKy CpadyHaTd Cy 3a 00UM I10-
jemuuadHOT y30pKa jemuak 50 m 3a 10000 cumysamuja, jep 6u y CyIpOTHOM, KaJia OMCMO JIaBajin
pesyJiraTe 3a pazjaudnre obuMe u OpojeBe MOHAB/bAaMA, CYNITHHA Onjia n3ryb/beHa W TEKCT Ou 1o-
crao Hemoryh 3a mpaheme. Vmak, HATOMUEEMO [1a CMO, HAPABHO, CBE MOCTYIKE ITOHAB/HAJIU 34
pas3JjinIuTe BPEIHOCTU OBA JBA MAPAMETPA, T€ J1a Cy Pe3yJITaTh OUIN CKOPO Ia MOTIyHO UcTH. Ta-
kobe, mpejictaBuheMo pe3ysaTare 3a JIBOAMMEH3UOHAJIHY HOPMAJIHY DACIOJENY, NAKO CBe BaXKW W
3a Buie jguMensuja. Ciauvno je u ca § = 1 y recr craructuiy. TpaHCIapeHTHOCTH PAJIM, KO, KOju
CMO KODHUCTHUJIM 3a CHMYyJIallfje jaBHO je JOCTyIaH Ha HaJory github.com/cika-boske u ciaoboman
je 3a ymoTpedy m MOTUPUKAIIA]Y.

Harmra crynmja cacroju ce o7 1Ba Jiejta: y TPBOM JIeNTY, 38 CBAKH OJ] METOJIa MMITy TaIlije TPOoJIa3n
ce Kpo3 ciaemehn ajaropuram:

1. Tenepummemo y3opak us ,ZLBO,HI/IMQH3I/IOHa.HHeE HOPMAJIHE PACIOJIeIe.

2. Usspmmmo renepucame MCAR megocTajama y y30pKy, 3a yuese og 3% no 15%, ca kopakom
01 TIO TI0JIa MIPOIEHTA, OJHOCHO jeTHOT MPOIEHTA, Y CKJIAILY Ca PAYyHAPCKUM CIIOCOOHOCTUMA.

3. 3a cBaku o yiesa, y omrrelieHoM y30pKy MMILyTUpaMo Hejocrajyhie BpemgHocT ojabpaHuM
METOJIOM.

4. CupoBoIuMO TeCT, ajii 3a OHAj HUBO 3HAYAJHOCTH 3a KOjU I'PEIKY IIPBE BPCTE IIPABUMO ¥
100a% cny4aajepa. Takas nusot 30BeMo xaaubpuwyhe .

53a cama, 360r TEXHIYKAX OrpaHmdueHa. Y Hauery Tpeba HCIpOOATH MHOMITBO PA3JIMYHTHX IHMEH3H]A.
6Hapasmo, no6mje ce 0UeKIBAHO: TECTHPAE KOPUIIEeHeM OPUTHHAIHOT HIBOA IPEII MHOTO BUIIIE HErO IITO CE OUeKyje.
SanHTepecoBann ce 0Xpabpyjy Ja caMu MOKPEHY KOJ.
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Hanomena. N3 came npupone BHEP Tecra jacHo je ma mapamerap mosioxkaja He urpa OUTHY yJIOTy
3a yHUMOJATHE pacnozese. nak, mocToju 6eCKOHATHO MHOTO KOBAPH)AITMOHIX MATPHUIIA 38, KOje ce
Mory renepucartu nojaru. CpomHu Cy pe3yITaTu 3a CBaKy OJf X, & MU NeMO [PeJICTABUTH CJIyUaj]
1 0.5}

jeIMHIYIHE KOBapUjallMOHEe MATPHUIE U MATPUIE D1 = [0 5 1

AsrrepHaTuBa MMIyTAIMju jecTe OpUcabe CBUX HEKOMIUIETHUX WHCTAHIU, W Ca HHUME YKEeJIMMO
Jia opeuMo Harr Kajaubparmonu meros. Crora, nmposrasuMo Kpo3 ciegehu ajaropuram:

1. T'enepuiieMo y30pak u3 HeKe ajTEPHATUBHE PACIOJIETIE.

2. Usepmmmo renepucame MCAR menocTajama y y30pKy, 3a yaemre og 3% no 15%, ca kopakom
OJ1, TIO TI0JIA, TIPOIEHTA, OJHOCHO jeITHOT IIPOIICHTA.

3. 3a cBakwm of yjesa, y omreheHOM y30pKy UMILyTHpaMo HejocTajyhie BpeaHoCTH ojabpaHuM
METOJTOM.

4. Taxobe, 3a cBaku 0O yze/ia U3BPIINMO YKJIAhakhe HEKOMILIETHUX OIICEPBAIH]a.

5. Iopemumo emmumpujcke mohn 3a momaTKe W3 JIBa MPETXOIHA KOPaKa, IJe 34 WMILyTHPAHE
MoJaTKe KOPUCTUMO Kaaudpwurryhe .

Metrou uMItyTalmje Koje CMO KOPUCTUJIN jecy UMITyTanmja cpeamoM Bpearortiy, SVD mmiy-
tanuja, PMM mmmyramuja, KNN nMmmyTanuja u uMmyTanuja KOPUITNEHeM IpBeTa oIy INBaba.
O anTepHATUBHUX PACIoOjea UMa CMUC/Ia OMPATH OHE KOje je TEIIKO JIETEKTOBATU, a TO CY
OHE KOje Cy Ha M3BEeCTAaH HAYMH ,0ucCKe’ HOPMAJHO] pacmojenu. Mu ¢cMo ce omrydmin 3a CTaH-
mapame ts, t1g, t15 pacromgesne, Kao U IBe MEIIaBUHE HOPMAaJHUX PACIOIEa: IPBY KOja KOMOWHYje
CTAHIAPAHY HOPMAJHY PACIIONENy U HOPMAJHY PACIIOJEy Ca KOBAPHUjAI[MOHOM MAaTPUIOM X1, ¥
onuocy 3 : 7 m Jpyry Koja CTaHIAP/HY HOPMAJHY KOMOWHYje ca HOPMAJIHOM Ca KOBAPHUjAIIMOHOM
1 —-0.5
-0.5 1
jasre OMMOIATHOCTH AUCKyTOBaheMo U mapaMerpe mojoxkaja. KoHKpeTHo, ,HeCTaHIapIHOM ey’
aJTepHATHUBE JIOJIe/bUBAJIN CMO BEeKTOpe odekuBatba jexuaxe (0,0), satum (2,2) u Ha kpajy (5,5).
OBo €MO pajmi Kako OMCMO ITOCMATPaJU KaKO Ce Membajy MONUM 3a pasjinyduTe METOJEe IIPU CBe
YOUJbUBUjOj OMMOIAIHOCTH aJITepHATHBHE pactomesie.d.

MAaTPHUIIOM Yo Y UCTOM OJIHOCY, TJE je o = { } Kox oBux mermmapuna, 360r TOTEHIIN-

5.5.1 PesyaraTu 3a y3opak u3 cTaHJapJAHEe HOPMAaJIHE pacIliojeJie

V oBoj curyaruju HeheMo mocMaTpaTH UMILyTAlUjy KOPUIMINEmeM JIPBETa 0Ty YMBaba / CIry 9aj-
HUX IIIyMa, & €BO 1 3aIITO. Mu He KeJIMMO a Ce OTPAaHUINMO Ha HEJIOCTAjarha y CaMo je/IHOj KOJIOHU
- TO y HalleM cJIydajy Hu Hema cMmucia. Kajna umamo Hepocrajarba y 06e KOJIOHE (CBUM KOJIOHA-
ma), oBa aBa merona kopucre MICE amropuram, onucan y npumepy @7 KOju TIpaBU MOJIEJIE KOjuI
HCKOPHUIITaBajy 3aBUCHOCT MeDhy Kosionama. Ta 3aBHCHOCT KOJI HAC HE ITOCTOjH, 114 HEMa CMUCJIA HU
KODUCTUTHU OBE METOJIE.

Crora, oBze ieMo KopucTuTy UMIyTanujy cpeimoM Bpeadouniy, SVD umnyranujy (myxune 1,
jep To jeIMHO M MMa CMECIIA TIOMITO MMAMO JIBE KOJIOHE) M MMILyTAIlU]y AJIrOpUTMOM k HajOImKux
cycena, u To 3a 3, 6 m 10 cycena. Homunamnn HUBO 3Ha4ajHOCTH KOju cMO KopucTuiau jecre 0.05.

Ha cumm @ BUIM Ce 3aBUCHOCT KaanOpurryher o o1 yaesra HegocTajama. Kako aaropurMu Koju
Cy y OBOM CJiydajy KOpuIllieH! 3a UMILyTalujy HUCy padyHcku 3axreBHn Koiaumko PMM u CART),
[oCMaTpaHa Cy HeJIO0CTajarba ca KOPAaKOM OJf IO IoJia IporeHTa. MakcuMasian yiaeo HelloCTajamba
koju je nocmarpan jecre 15%, jep ce 3a Behe ynene mobujajy HyMepuYKH HeCTAOMJIHE BPETHOCTH
3a Kajaubpurryhu HMBO 3HAYAjHOCTH M OHe HUCY ynorpeb/buBe y npakcu. Takobe, ca cimke
BUINMO Ja UMITYTaIlfja CPEIOM BPETHONINY ,,Tpaku’ HajMaibe arpecuBHY KaJuOpalujy, T0K ce
SVD mnMmmyTaruja nokazana uajiaomuje. HezaBucHo ox 6poja cycena, ceu kNN asropurmu monarmajy
Ce CKOpPO I1a WJIEHTHYHO 110 OBOM KPHUTEPUjyMy M CMEIITEHU cy m3Mely mnperxoHa JiBa.

7JacHo, ITO Ce BUINE PA3JIAKYjy BEKTOPH OYEKHBAHbA, TO je M3PasKEeHM]a GUMOIATHOCT
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0.05-

0.04 -
Meroz
10NN
0.03 -
— 3NN
3
— 6NN
0.02 -
— Mean
SVD
0.01-
0.00 -

1 1 1
0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Cinuka 5.1: Kamubpuriyhe « 3a paziamanre yiesie u MeTOJE TIPU CTAHIAPHOM HOPMAJHOM y30PKY

Ca ciuke @ BUIUMO KAKO Ce IIpH t5, 3a j100ujene Kajmbpurryhe HIBOe 3HAYAJHOCTH, MEHa MON
TecTa y 3aBUCHOCTHU OJI yIeja HeAOCTajarba, IIPYU PA3HUM MMIIY TAIIMOHNM MeToauMa. Hamomernmo
na ckpahennna CC onrosapa 6pucarsy HEKOMILIETHUX olncepBaimja (enr. complete-case). Bujumo
JIa KaJauopalyja uMa HajIOBOJBHU]U YTUIA] HA UMITyTAIA]y CPEIEOM BPEIHOIINY, KOja JaK OesIeKu
¥ [opacT MONM TecTa ca IopacToM yJiesia HeJIocTajamba. Y KJamarbe OlCepBallfja MOHAIIA Ce yIO-
peauBo ca SVD mmmyramujom, mok cBu nocmarpann KNN meroau Gesexxe muoro sehu mas mohu ¢
IOPACTOM yIesa HeJI0CTajarba.

0.55 -
0.50 - Metoz
10NN
— 3NN
g 045+ 6NN
=
— cc
0.40 - __ .
SVD
0.35-

1
0.04 0.08 0.12
Vieo HejocTajama

Cruka 5.2: Paszimanre mohu 3a t5 aarepHATHBY IPU CTAHIAPIHOM HOPMAJIHOM Y30DPKY
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0.21- Meroz

10NN

— 3NN

§ ‘ — 6NN
— CC

— Mean
SVD

0.15-

0.12-

1 1 1
0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Cnuka 5.3: Paznmmanre mohu 3a t19 aJTepHATHBY [MPU CTAHIAPTHOM HOPMAJHOM Y30DPKY

Ha cimmm E BUMMO IIITa Ce JeliaBa ca Molinma y ciydajy t1g agrepraruse. OjHocu Mohu
3a pa3ju4yuTe MeTOJe OCTajy UCTH Kao U 3a ls, aju cy cBe Mohm mame. To je pasymuo, jep je tig
aJITepHATUBA 110 BehWHU MeTpuKa OJ/inKa HOpMAaJIHOj HeroJiu t;. Vcro Baxku u 3a t15 ajaTepHATUBY,
¢ TUM TITO Cy cBe Mohu jomr mame. 1o ce MOXKe BUIETH HA CJIUIA @

Kox anrepraruBe Koja mpejicTaB/ba MEIIABUHY HOPMAJHUX PaCIoesa, CUTyallndja je Jpyra-
guja. 3a anrepHaruBy Koja npejcrasba Memasuny 0.3 - N(0,1d) + 0.7 - N(0,3X;) Ha comnm
pelimaa MeTosa Jaje MO MpuO/IMKHY HOMUHAJIHOM HUBOY 3HadajHocTu o1 0.05, Tj. cBu ocum SVD
AMITyTallFje, Koja jaje 3Hadajno Mamy MohN. OBO je pasyM/bHMBO CXOIHO NPUPOJHU AJITEPHATUBHE
pacrmozee.

M
0.13- CTOA

10NN
—‘\A — 3NN
flw N

Qo S
= 0.11- 6NN

\ — CC
q—/\ — Mean
0.09- SVD

1 1
0.04 0.08 0.12
Vieo HejocTajama

Cruka 5.4: Pazmuanre mohu 3a t15 aJTepHATUBY MIPU CTAHIADIHOM HOPMAJHOM Y30DKY
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Meroz

10NN
— 3NN

— 6NN
0.04 - — CC

0.06 -

Moh

— Mean
SVD

0.02-

1 1 1
0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Cmuka 5.5: Pasmuamre mohu 3a 0.3 - AV(0,Id) + 0.7 - N(0,3X;) anrepHaTUBY IpU CTAHIAPIHOM
HOPMAJIHOM y30DKY

Kama nosehamo pacrojarse CpeibuxX BPEIHOCTH PACIOJIesa y MENIABUHUA U 3a aJITePHATUBY
yamemo memrasuny 0.3 - N(0,Id) + 0.7 - N ((2,2),31), cee Mohu 3HAUAjHO CKady, IMTO MOXKEMO
BUJIETH HA CJIUIA @ SVD wmmmnyramuja n gajse yOema/puBO 3a0CTaje, a 3aHUMJBHBO je J1a JIOIIe
pe3yaTaTe faje n uMIyTanuja cpeamoM BpemHomnthy. To je pazymbuBo 3uajyhm ma he mvmmyTarmja
CPEIIbOM BPEIHOIINY TEXKUTHU J1a HAPYIIW OMMOIATHOCT. Y KJIAIbAIbe OIMCEPBaIlija YIIOPEINBO je
ca ceuM kNN meronmma, a 3a Mame yleie HeJocTajarma 3HadajHO je jommje. OmaBie MOXKeMO
zakspyunTu Ja KNN mMmmyTanuja nuvMa TEHIEHIU]Y /18 09yBa PACIIONEITy IOIaTaKa.

0.20 -
Meron,

10NN
0.15- — 3NN
— 6NN

Moh

0.10- — Mean
SVD

0.05 -

1 1 1
0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Cinuka 5.6: Pasmuante mohin 3a 0.3 - N(0,Id) + 0.7 - N ((2,2), ¥1) anrepHaTuBy Ipu CTAHIAPIHOM
HOPMAJIHOM Y30PKY

Konawno, kana 3a anrepuarusy y3memo 0.3 - N (0,Id) + 0.7 - N((5,5), 1) cee mohu, ocum 3a
SVD ummnyramnujy, mocrajy Osucke jeauHuny dak u 3a Behe yiene Hemocrajama. SVD ummyranmja
Jlaje 3HAYAJHO JIOIIKje pe3yJsitaTe, HApOUNUTO 3a Belia HemocTajama: pasymke uay u jo 0.2. Cse oBo
BU/IJBUBO j€ HA CJIUIU @
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1.00 -

0.95 - Meton,
10NN
— 3NN
c
0.90 - — 6NN
=
— CC
— Mean
0.85 - SVD
0.80 -

1 1 1
0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Cimka 5.7: Pazmnanre mohu 3a 0.3 - NV(0,Id) + 0.7 - MV((5,5), X1) anTepHaTUBy IPH CTAHIAPIHOM
HOPMAJIHOM Y30DKY

0.07-
0.06 - Meroz
10NN
0.057 — 3NN
S
— 6NN
= 004 -
0.04 _ oc
— Mean
0.03 -
SVD
0.02 -

1
0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Comka 5.8: Paznuuaure mohu 3a 0.3 - NV(0,Id) + 0.7 - N(0,3X3) anrepHaTuBy Ipu CTaHIapIHOM
HOPMAJIHOM Y30DPKY

VKOJIMKO y IPYroj Pacrofieiy U3 MeIIaBUHE MATPHILY X1 3aMEHUMO MaTPHIOM Yo (Koja, Iof-
ceTMMo ce, Ha crnopenHoj mujaroHaau uma —0.5, a He 0.5), pesysaraT NOCTAJy HENITO JPYTaduju.
Konkperno, SVD u masbe 3aocTaje, ajin yKJamame olcepBaiuja mobuja TpegHocT y OJHOCY Ha
nmmyTarmjy cpeamom Bpemnorthy u kKNN. Mmak, oBa mpeaHocT, nako 3HadajHa, MHOTO je Maiba
weroau y omurocy Ha SVD. To ce MoXe BUJETH HA CIIMKAMa @, @ u , a HAPOYIUTO HA JIPYTOj
nabpojamoj. Takohe, Ha TTOMEHYTOj CIUIN MOXKEMO BHJETH JIa Cy CBe MOhM 3HatajHO Behe.
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Merton,
10NN
3NN

— 6NN

Mean
0.2- SVD

0.04 0.08 0.12
VYaeo nemocrajama

Cimka 5.9: Pazmmanre mohu 3a 0.3 - NV(0,Id) + 0.7 - NV'((2,2), X9) anTepHaTuBy IPH CTAHIADIHOM
HOPMAJIHOM Y30DKY

1.00 - —

Merton,
10NN
3NN

— 6NN

Moh

Mean
0.90 - SVD

0.04 0.08 0.12
Vneo memocrajama

Cimka 5.10: Pazmmanre mohu 3a 0.3- N (0,1d) +0.7- N((5,5), 1) anrepHaTuBy IIpu CTAHIADIHOM
HOPMAJIHOM Y30PKY

5.5.2 Pe3yaratu 3a y30opak m3 HOpPMAaJIHE pacHofesie ca KOpPeJMCAaHUM
KOJIOHaAMa

VY oBowm cayuajy y3opke hemo remepucarn u3 mHopmasae N (0, X1) pacnonene. Kako y oBom ciry-
9ajy TOCTOjW M3BECHA Kopesaruja Mehy KojgoHama, MOpes JTOCATAIIbIX METOa UMITyTallnje Koje
cMo nocmarpadiu, nocmarpahemo u PMM u CART umnyranujy, cuenujasso kpo3 MICE ajsropu-
TaM, jep He JKeJUMO J[a Ce OI'PAHMYMMO CaMO Ha jeJHOAMMEH3UOHO HepocTajame. U oBie hemo ce
JP2KATH HOMWHAJHOT HUBOA 3HadajHocTu of 0.05.

Haxkasioct, Kako ce BpeMe U3BpIaBamba KOJ0Ba KOjU yKIbydyjy uMmityTanujy aaropurmom MICE
MEpHU JIAHMMA, TPEHYTHO CMO y CTaiby JIa MOHYJIMMO camo pesyarare 3a t5 u 0.3 - A/(0,Id) + 0.7 -
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N((2,2),X,) anteprarusy. Takobe, ymemne HemocTajama n gajbe nocMaTpamMo y pactony 3% — 15%,
aJM OBaj IMyT ca KopakoM 1%, a He moJia mporenTa, Kako GUCMO JIOATHO yOp3au padyHame.

Hanomena. CTyneHTOBa ajaTepHATUBA OBJIE je TEHEPHUCAHA CA MCTOM KOBAPUjAI[MOHOM MaTPHUIIOM
Kao M NOJAIM U3 HyJITe Xunorese (MaTpuuoM ), Kako O ce TecTy JIOJATHO ,,0TeKao 1mocao” To
ject ma 6u asrepHaTuBa Omia MITO OJIMXKA HYJITOj PACIOIEIH.

m/\/ Metox

10NN
— 3NN

0.44 - P
_

= N\ — 6NN

) — CART
= 0.36- % — CC

S — Mean

0.32- P PMM
2 SVD

0.28 -

1 1
0.04 0.08 0.12
VYeo HemocTajama

Comka 5.11: Pazmmuanre mohin 3a t5 antepuarusy npu y3opky u3 N (0, X1) pacmomeme

0.18 -
Meroz,
0.16 - 10NN
— 3NN
o 0.14- — 6NN
§ — CART
0.12- — CC
— Mean
0.10 - PMM
SVD
0.08 -

1 1 1
0.04 0.08 0.12
Vaeo nemocrajama

Comxa 5.12: Pagnmuaure mohu 3a 0.3 - N(0,Id) + 0.7 - N ((2,2), X1) anrepHaTuBy UpHu y30pKy U3
N(0,X,) pacnonene

3a CryjeHToBy ts; ajarepHaTuUBy J100Hjajy ce Beoma 3aHuMsbuBU pedyiararn.Ca cimke HA
MIPBOM MECTY IO YCIIEITHOCTH jeCTe UMITyTallija CPEIHOM BPEIHOIINY, KA0 W KOJ CTAHIADP/IHOT
HOPMAJIHOT' y30PKa, HAKO Ca HEITO MamOoM MoOhu Hero tamo. ¥ omHocy Ha my, KNN meromu mona-
majy ce ucrTo kao panuje. Mehyrum, KopeanucaHOCT KOJIOHA HoBesa je 1o Tora ga SVD ummyranmja
IpOAyKYyje 3HadajHO 00/by MON HEro 3a cTaHjapjaH HopMaJaH y3opak. Mzuemabyjyhe, PMM u
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CART wmmnyranuja ynopenuse cy ca KNN u ykjiamameM oncepBalyja, nako 61 ce MOXKJa O]l X
odeKknBas HOJbY PE3YJITATH CXOJTHO EHUXOBOj MIPUPOIH.

3a 0.3-N(0,Id) + 0.7-N((2,2), ¥1) anreprarusy, remepajno ropopelin cee Mohiu ¢y HE3HATHO
Marbe HEro 3a y30pak U3 CTaHIap/He HOpMaJiHe PacIojelie, ajld UM Ce OJHOC 3HAYajHO Pa3JIMKYyje,
0 YeMy CBEJOYU CJIUKA . SVD umnyranuja oBme ce npobuja Ha caM BpxX o Mohu, a Kako ce
CJIMYHO TIOHAINAJIA U 34 t5 AJTEPHATUBY MOXKEMO 3aKJ/bYy4UTHU A je 0Baj METOIH y CTamy Ia J100po
HUCKOPHUCTY KOPEJIAINjy KOJIOHA KOjy OBJie UMa Ha pacrojaramy. VMiyTanija cpeamboM BpeHohy
ce OBJie, pPa3yMHO, HEje J0OPO MMOKa3aJa, a OCTAIN MEeTO/M yrnopeausu cy ca SVD.

5.6 OmnmmTu 3aK/by4dak

Hamma cumystammona cryauja je mokasasia jga je, [ojI MPeTIIOCTABKOM HEeIOCTOjama Be3e Mehy Ko-
JIOHAMA, ¥ TIPETIIOCTABKOM YHUMOJIAJHOCTHY, Hajpa3yMHUje€ KOPUCTUTH UCKAJTMOPUCAHY UMITY TAIIH]Y
CpeJIIOM BpEIHOINY, KOja ce ToKa3aja Kao yoembuBo Hajbosse peremse. Cienehn mo kBasmreTy
jecy SVD yknamame HEKOMILUIETHHX OICepBaIyja, KOju Cy ce Hajjomuje mokazaju. [lpu mper-
[IOCTaBIIA HE3ABUCHOCTU KOJIOHA W IPU AJTEPHATHBU KOja je MeIlaBUHa HOPMAJHUX PaCIOJIEa,
UMITyTaIja CpeamhoM BpeaHOIy Huje mo0po peleme, jep joj KBAJUTEeT HAIJIO Haja YKOJUKO je
BGUMOIAJIHOCT ajJTepHATHBE CBe u3paxkenuja. Ciuano, jomte (HeynoTpebpuBo, Mok je mamba 011, 0.05)
ce nmokazasa u SVD mmmyrammja. Crora, oze ce npenopyuyje kNN wmin, eBenTyasHo, ykiamame
HEKOMILJIETHUX OTcepBaruja. My cBakKako Mpernopy<IyjeMo UMITYyTAIHjy, jep IyBa KOMILIeTHe hemnje
3a HEKy Jlajby aHaJu3y.

VKOJIMKO ce IOJAIl TeHEPUIly M3 PACIIOZeIe Ile IMaMO M3BECHY KOPEJIMCAHOCT KOJIOHA (M3pa-
JKEHY KOBAPHUJaIlMOHOM MATPHUIIOM 1), MOI'Y Ce IIOCMAaTpaTH U JBa JojarHa ajaropurma: PMM u
CART. 3a CryznenToBy ajTepHATHBY ca b CTeneHH ca060Jie OHU Cy y WCTOj KjIach 1Mo Mohu Kao u
ykJamambe orncepparuja u kNN, 10k ce nmmyTanuja cpeamoM BpeHOIINY TOHOBO I0jaBjbyje HA BP-
Xy, a y cromy je nparu SVD mmmyraruja. [Ipeliemo sm y oBom ciydajy Ha GuMOAIHY pacioiery,
UMITyTaIfja CPEEbOM BPEIHOIINY MOHOBO MOCTaje HEyHmoTpeO/bUBa, AJIM Cy OBaj IyT CBU OCTAJIH
METOH YIIOPE/IUBH.

Konauno, na cymupamo: Ipu HE3ABUCHOCTU KOJIOHA ¥ yHUMO/IATHOCTH IIPEIOPYIyjeMO HCKAJIM-
GpucaHy UMILyTAIUjy CPEIEHOM BpeaHomly (T0O jecT NCKaJInbpucaHo TeCTuparmbe HAKOH UMILY TAll]je
bOME), a PH OZCYCTBY YHUMOJAJIHOCTH ulak je Hajbosse kopuctutu kKNN. IIpu mocrojamy 3aBu-
CHOCTH KOJIOHA, 328 YHUMOJAJHE PACIIOJIesIe OeT je MPernopyKa MMITyTallja CPEIEhOM BpeIHOIINY,
MaJa ce Moxke KopuctuTu u SVD, ako 360r Jpyrux cTBapy BUIIIE OJroBapa. 3a OUMOJIajIHe PACIIo-
JieJie MOXKe Ce KOPUCTUTH OUJIO [T OCUM UMILYTallfje CPEIEOM BPeIHOIINY.

Hanomena. Kako nam ce ucnocrapmwio ga cy PMM u CART ummyTanuja y HamreM KOHTEKCTY Ka-
Jmbparnuje HEBOA 3HaYajHOCTH ynopeause ca KNN meTomom, Mu ux He MPEnopydyjeMo 3a yrnoTpedy
jep cy padyHCKH HeymopeanBo 3axTeBHuje. [Ipummepa panu, kox koju padyra mohu 3a 3NN merTon
u3BpmiaBa ce Hekux 20 MUHyTa, JOK ce KoM Koju pauayna mohu 3a PMM wusspmmasa on Hekosu-
KO CaTH JIO0 HEKOJIUKO JIaHa, Y 3aBUCHOCTHU Of mpocJeheHor obuma y3opka, Opoja IOHAB/baba W
[IOCMAaTPAHUX yJIesia HeJ0CTajarba.

5.7 assm mpaBOu MCTpa>knBamba

Kako je yTunaj mmmoyTanmuoHUX MeTO/[a HA TECTOBE CAIVIACHOCTH, a HAPOYUTO HOPMAJIHOCTH,
HEOBOJHHO MPOydaBaHa 00JIacT, MPOCTOP 3a HAIIPEIAK je BeJIMKU. Y HAIlleM CIydajy, IPBU HAPE-
HU KOPaK IPEeJCTaB/hao OU MPOIIUPUBAE CUMYJIAIMOHE CTYAMje, Koja OU YKJbYJujia BUIIE HYJITHX
¥ BUIE aJTEPHATUBHUX pacroneia. Takohe, Heonxomuo 6w 6ma0 mpoHahu HAYWH 714 Ce ITOCMa-
Tpajy Hemocrajama Beha om 15%, Tj. ma ce pemm npobiem Hymepwdake HectabmanocTw. JlomaTHo,
HEOITXOJIHO je MCIUTATH IIITa Ce JIeaBa YKOJIUKO HeJoCTajame Hije MOTIyHO ciydajuo. CBe TakBe
CUMyJIAIlje Cy PAYyHCKU BEOMa 3aXTEBHE U M3WUCKY]y MHOI'O BPEMEHAa, TaKO /1a je 3a OYeKHBaTU

8360r OrpaHIYeHIX PECYPCa MU CMO 32 YHIMOJAHY AJITePHATHBY Y3UMATH caMo CTYIEeHTOBY PACIONEITY Ca PA3IMIHTAM
CcTeleHnMa cJI0boJie, Tako Ja 6u MoxKJa Ouilo OOJbe CaBeTOBATH Jia Ce MMIIyTalldja CPEJEhOM BpeJHONINY KOPUCTH KO/
YVHUMOJIAJIHAX aJITEPHATUBA Ca PEIIOBUMA TEXKMM OJI PEIIOBa HOpMaJiHe pactojese. To je, HApaBHO, jeJIaH OJ] IPaBaIla JIa/ber
HCTPayKNBarba.
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MIOCTENeH TPUJINB HOBUX pe3yiarara. HapaBHO, HEONXOIHO je Y CTYIAUjy YKJbYUUTH BHUIIE TECTOBA,
Te MOPEJIUTHU PE3yJITaTe.

SaTuMm, jesaH oJ] IpaBala NCTPAXKUBAA jeCTe IPOBEPUTH KOJUKO CY HA OBE HAUMHE UMILY THPa-
HU TIOJIAIN YIIOTPeO/bUBY 32 Jipyre HaMeHe. KOHKpeTHO, HapyIIIeHOCT PACIIOEsIE MU CMO KOMIIEH30-
BaJIX TecTUpajynu ,BenTadyku’ CMambeHIM HIBOOM 3HadYajHOCTHU. 10 je 4ecTo, IMITaBuille CKOPO YBeEK,
IaJI0 100pe pe3yJirare, ajau CaMO y KOHTEKCTY TeCTUPAHha HOPMAJIHOCTH, U TO jeJHUM KOHKDPETHUM
tecrom. Ocraje Kao murame TO IITa OMBA ca pe3yJITaTUMa HEKe Jpyre aHaju3e MPUMEheHe HaJl
HUMITy TUPAHUM OJAINMA.

VYiuorpeba BuIlleCTpYKe MMILyTaIldje U KOMOMHOBAKE P-BPEJIHOCTU JOOUjEHUX TECTUPAFHEM HAJL
m JIONYI€HUX CKYIIOBa MOJATAKa U JlaJbe CY HEJOBOJPHO pazjallibeHe mporeype. Joir yBek Huje
HaheH TeOpHjCKU MOTKPEIJheH HAYWH 38 KOMOWHOBam€ p-BpeIHOCTH, a HU 3a mocrojeha ad hoc
peliema HUje JTOBOJbHO ucnuTuBaH KBaaureT. CXOmMHO TOMe, U TO je jeqaH ox Moryhnx mpasara.

Konaumno, octaje Haga U 3a TEOPUjCKO MOTKPEIJbUBAHE EMIIUPU)CKUX pe3yJiTara, mTo 6u 6mo
pe3y/aTaT Koju Ou 3a0KPYyKUO HAIPEIaK y 00JIacTH.
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