UNIVERZITET U BEOGRADU
MATEMATICKI FAKULTET
DIPLOMSKE AKADEMSKE STUDIJE-MASTER

MASTER RAD

Algoritmi za pronalaZzenje maksimalnih klika u grafu

Mentor: Prof.dr Miodrag Zivkovi¢ Student: Snjezana Jovi¢
1026/2008

Beograd, Januar 2012.g.



SADRZA)J

L. UVOD c.cuiiieiiiinireeiieeeerennerencteesesnsesenseressssnsesassssssesssssssssssssesssssesssssssssnsesassssssesassesnssssssesnsesassesnsesassesnsssansesnnssnnne 1
2. OSNOVNI POJIMOV ... .cteuuerrenneereenseereenseessnnseessassesssnssesssnssesssnssesssnssesssnssssssnssesssnsssssansssssanssesssnssesssnssessanssssanns 3
3. ALGORITMI ZA PRONALAZENJE MAKSIMALNIH KLIKA......coetreuererersserssesssesssesssesssesssesssesssesssesssesssesssesssssssessns 6
3.1, ALGORITAM BRONA | KERBOSA .. .vuvuvururerururesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnne 6
3.2. ALGORITAM KARAGANA | PARDALOSA. .. .cetttttutiiereeereeetsnieseeeressrsniaesesssessrsnaesessssssrsnaesessssssssnneesessesssnaneeessssssssnnns 10
3.3. ALGORITAM ESTERGARDA.......eevvvvrvrnrennns
3.4. ALGORITAM 1Z PROGRAMA CLIQUER
3.5, POREDENJE ALGORITAMA ..uuuieieeerttiieeeeeresesssiieseeesssssssnesesssessssnnesessssssssnnaesessssssssnnsesessssssssnneesessessssnneeesesssssnnnns
3.6. HEURISTIKE ZA IZBOR REDOSLIJEDA CVOROVA ..vvuvuvvrererereresssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns 19

3.7. PARALELIZACIJA ALGORITAMA

4. PROGRAMSKA REALIZACIHA ALGORITAMA ......oveereieeereereieeseesseesessssssessessesssessessessssssessessessssssessessssssessassess 22
4.1, STRUKTURA PODATAKA «euttuteuttu et eteensensensenstnsessssenssnssnsensssssssnssnssnssnsenssssssssnsensenstnsenssssssessnstnsenssnsesesssssesensen 22
.2 DATOTEKA POMOCNI CPP. . etutittete et eeaetue et eeuesesnsetnetsnesanssensesesesssesssstsnstsnsssnsennsesnsesnstssssnsesnesenesernserneernns 22
4.3, ALGORITAM BRONA | KERBOSA . ... tetuteteeeeeeeeeee et eeeee e et eetes e s eaeesaesensesasetnsssanssansesnesensennsennsstnnssnnsennesenesennsennsennns 25
4.4, ALGORITAM KKARAGANA | PARDALOSA. ...cetuettettteettetetsetneetsetaneetnsenesesnsetsstansssnsssnsensesnsernsetssessnsssnessnssersserneeenns 25
4. S, ALGORITAM ESTERGARDA .. teuttut et ettt ettt tenetaseneasansensensenssasnsenssnsenstnsenssssesnsensensenstnsensssnsnessnstnsenssnseseesnssnsensen
4.6. ALGORITAM 1Z PROGRAMA CLIQUER
4. 7. PROGRAMI ZA KONVERZIIU . eueeuteueunensunstnsensensenessenssnsensenssssssssnssnssnssnsenssssssssnsensenssssenssssssessnssnsenssnsesessnssnsenees

5. EKSPERIMENTALNI REZULTATI cuveveeueireeereeseiseessessessessssssessessessssssessesssessessessssssessessssssessessesssssessessesnsessessesns 28
5.1, OPIS BENCIMARK GRAFOVA. ...uuuttttuneettuereteneesttneeesunesessnseessnessssnesetsnsesssnessssnsessnesessssesersssessneseesmnneesrnesersnns 28
D2 REZULT AT ittt ittt e ettt ettt ettt et e ta et e s et ee s bt eeaaaeses et essaasssssaanessbasesssasssssaseesssnsesssansssssnseesstnserssnsesssnneesssnnns 29

6. ZAKLIUCAK c..vcvereeerereereenteeeeseestessessessesssessessessessssssessessssssessessesstessessessesstsnsessessesssessessessesnsessessesstsnsessessesns 35

LITERATURA ...ttt eesiiss s sasssss s s aas s s s s s s s s s s s aaa s s e s s s s s s s aa s s e e e s s e s s aan s e e e s sessssssnnnanaensssssssnnnnnns 36



1. Uvod

Termin ,klika“ i problem algoritamskog ispisivanja klika poticu iz drustvenih nauka. Problem
klike je problem pronalazenja, unutar druStvene mreze, najvece grupe ljudi, u kojoj se svi
medusobno poznaju.

U vezi sa klikama u grafu moguce je razmatrati vise problema:

e PronalaZenje maksimalne klike

e Ispisivanje svih maksimalnih klika

e PronalaZenje maksimalne teZinske klike u tezinskom grafu
e Ispitivanje da li graf sadrzi kliku date veli¢ine

U ovom radu se razmatraju prva dva problema tj. rad se bavi pronalazenjem i ispisivanjem
svih maksimalnih klika u datom neusmjerenom grafu.

Termin , klika* u vezi sa grafovima uveli su Lus (Luce) i Peri (Perry). Autori prvog algoritma
za pronalazenje svih maksimalnih klika u grafu su Harari (Harary) i Ros (Ross) (1957).
Otada, pronadeno je mnogo algoritama za razliite verzije problema klike. Pocevsi od rada
Kuka (Cook) i Karpa (Karp) iz 1972. godine dokazano je da je problem klika NP kompletan.
Mun (Moon) i Mozer (Moser) 1965. godine su dokazali da u grafu sa n ¢vorova ima najvise

3§ maksimalnih klika. Najstariji algoritam za ispisivanje svih maksimalnih klika u grafu je
algoritam Brona (Bron) i Kerbosa (Kerbosh) (1973) [3,6] koji koristi pretragu sa vracanjem
(backtracking). Za neke varijante Bron-Kerbo$ algoritma pokazano je da im je slozenost u

najgorem slucaju 0(32). Algoritam Karagana (Carraghan) i Pardalosa (Pardalos) (1990) [2]

koristi metodu grananja i ograni¢avanja (branch and bound), kao i algoritam Estergarda
(Ostergird) (2002) [9], odnosno algoritam Cliquer (2003) [8].

Cukijama (Tsukiyama) je pokazao da je moguce ispisati sve maksimalne klike u grafu tako da
je prosjecno vrijeme po jednoj ispisanoj kliki polinomijalno. Ako se zna da u grafu nema
eksponencijalan broj klika, tada se problem klike moZe rijesiti u polinomijalnom vremenu.
Najbrzi poznati algoritam za rjeSavanje problema Klike je algoritam Robsona. Njogova
slozenost je 0(2°276™) = 0(1.2108™).

Pored primjene u druStvenim naukama, problem klike takode ima znaajne primjene u
bioinformatici i racunarskoj hemiji.

Rad se sastoji od Sest poglavlja. Prvo poglavlje predstavlja uvod. Drugo poglavlje sadrzi
definicije neophodnih pojmova. U treCem poglavlju su opisana Ccetiri algoritma za
pronalaZenje maksimalnih klika u neusmjerenom grafu. To su algoritam Brona i Kerbosa,
algoritam Karagana i Pardalosa, algoritam Estergarda i algoritam iz programa Cliquer.
Opisane su dvije heuristike za izbor redoslijeda ¢vorova u grafu. Takode je izvrSeno
uporedivanje pomenutih algoritama. U ¢etvrtom poglavlju opisana je programska realizacija
prethodno pomenutih algoritama. Peto poglavlje sadrzi opis benémark grafova i rezultate


http://en.wikipedia.org/wiki/Clique_problem#CITEREFTsukiyamaIdeAriyoshiShirakawa1977

izvrSavanja programa za te grafove sa i bez primjenjenih heuristika za redoslijed ¢vorova.
Sesto poglavlje sadrzi zakljuéak i moguée pravce daljeg rada.



2. Osnovni pojmovi
U ovom poglavlju su opisani osnovni pojmovi koji ¢e biti koris¢eni u radu.

Definicija 1: Graf je uredeni par G = (V,E), gde je V konacan skup ¢vorova,aE c V XV
je skup grana. Neka je V = {vy,v,,..,v,} tada je E = {(v;, v;)|i # j,v;,v; € V}. Cvorovi
v;, vj su povezani ako (v;,v;) € E.

U grafovima koji ¢e biti razmatrani u ovom radu vazi (v;, v;) € E, v; # vj, v;,v; €V.

Definicija 2 : ¢ = (V,E) je neusmjeren graf ako i samo ako je za svako v;,v; € V , iz
(vi, vj) € E slijedi (v;,v;) € E. Grane (v;, v) i (v, v;) predstavljaju istu granu.

Definicija 3: Neka je G = (V, E) proizvoljan neusmjereni graf, gdje je V = {vy, vy, ..., v}
skup ¢vorova grafa G i E € VxV skup njegovih grana. Broj ¢vorova sa kojima je povezan
¢vor v € V naziva se stepen ¢vora v i oznacava se sa d(v) . Vazi da je d(v) < n.

Definicija 4: Komplement grafa G je graf G = (V,E), gdje je E = {(v;,v; )|vi,v; €V,
(vi,vj) € E}\ {(vl-, v)|i € {1 ...n}}

Definicija 5: Graf G = (V, E) je potpuni graf ako je svaki ¢vor iz V povezan sa svim ostalim
¢vorovima iz V.

Definicija 6: Graf ¢' = (V',E") je podgraf grafaG = (V,E) ako i samo ako je V' S V i
E' € Etako daiz (v;, v;) € E' slijedi v, v; € V.

Definicija 7: Graf G' = (V', E') je indukovani podgraf grafa G = (V,E) ako je V' S Vi E’
sadrzi sve grane iz E kojima su oba kraja u V'. PoSto skup V' jednozna¢no odreduje
indukovani podgraf, moze se re¢i da je V' indukovani podgraf.

Definicija 8: Klika u G je indukovani podgraf S €V, ¢ija su svaka dva ¢vora susjedna
(odnosno indukovani potpuni podgraf). Veli¢ina klike je broj ¢vorova koje klika sadrzi. Za
kliku kazemo da je neproSiriva ako ona nije podskup bilo koje vece klike, te da je
maksimalna ako ne postoji veca klika u grafu.

Definicija 9: Bojenje grafa G je preslikavanje 8:V — B ¢vorova u skup boja B, tako da iz
(i,j) € E slijedi (i) # f(j).Drugim rije¢ima svakom ¢voru pridruzena je neka boja, a
susjednim ¢vorovima uvijek su pridruzene razlicite boje.

Neka je dat graf G = (V,E) i broj k. Poznato je da je problem utvrdivanja da li u G postoji
klika velicine k (problem klika) NP kompletan [13]. Zbog toga je problem pronalazenja svih
maksimalnih klika u datom grafu tezak.

Definicija 10: Nezavisan skup je skup ¢vorova V' < V grafa G koji nisu povezani ni sa
jednim drugim ¢&vorom iz V'. Problem maksimalnog nezavisnog skupa je pronalaZenje
nezavisnog skupa maksimalne kardinalnosti.

Definicija 11: Pokrivaé grana grafa G je skup V' c V takav da za svaku granu (i,j) € E
vazi da je bar jedan od ¢vorova i,j u skupu V'. Problem minimalnog pokriva¢a grana je
problem pronalaZenja pokrivaca minimalne kardinalnosti.



Lako je vidjeti da su sljedeca tvrdenja ekvivalentna:
skup S je klika u grafu G

S je nezavisan skup u grafu G

skup V\S je pokriva¢ grana u grafu G.

Zbog toga bilo koji rezultat koji se odnosi na jedan od ovih pojmova ima svoj ekvivalentni
oblik za ostala dva pojma.

Definicija 12: Graf se moze predstaviti pomo¢u matrice povezanosti. To je simetriéna nxn

matrica A; = (aij)(v-v~)ev ,» 9dje je a;; = 1 ako je (v;,v;) € E jednagranaod G, i a;; =0
Vj X

ako (v;,vj) € E.
Primjer 1.
Na Slici 1. je prikazan primer graf sa 7 ¢vorova i 11 grana. U ovom grafu su klike na primjer

skupovi {5,6,7}, {1,2,5,6}. Skup {2,3,4,5} nije klika zato §to ¢vorovi 2 i 4 nisu povezani.
Skup {1,2,5,6} je maksimalna klika.

Slika 1. Primjer grafa sa sedam ¢vorova i maksimalnom klikom veli¢ine 4.

Matrica povezanosti ovog grafa je:



S R Pk O O Rk O
S R Pk O Kk O Kk
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3. Algoritmi za pronalaZenje maksimalnih klika

U ovom poglavlju razmatra se algoritam Brona i KerbosSa za pronalazenje svih neprosirivih
klika, kao i tri algoritma za pronalazenje maksimalnih klika u datom neusmjerenom grafu. To
su algoritam Brona i Kerbosa, algoritam Karagana i Pardalosa, algoritam Estergarda i
algoritam iz programa Cliquer. U tacki 3.5. su izvrSena uporedivanja ovih algoritama i uo¢ene
su njihove sli¢nosti i1 razlike.

Izdvajamo pojmove koji su koris¢eni u svim pomenutim algoritmima.
Neka je dat neusmjereni graf G = (V, E).

Nekajen = V|,V = {wy,w,, ..., w, } skup ¢vorova grafa,

N (w)- skup ¢vorova koji su susjedni sa cvorom w.

U daljem tekstu kada se kaze da je ¢vor w; veci od ¢vora w; to znaci da je indeks Cvora w;

veci od indeksa ¢vora w;.

3.1. Algoritam Brona i Kerbosa

Ovaj algoritam [2,3] je jedan od najstarijih algoritama koji pronalaze i ispisuju sve
neprosirive klike. Osnovna verzija algoritma Brona i Kerbosa, koja je opisana u ovom radu, je
rekurzivni algoritam pretrage, koji pronalazi sve neprosirive klike u neusmjerenom grafu
G = (V,E). Algoritam se lako moze prepraviti tako da ispisuje sve maksimalne klike u
neusmjerenom grafu.

Algoritam BKklika(K, U, S)/Isvi ¢vorovi u skupu U su veéi od svih ¢vorova u skupu K
I/ svi €évorovi iz skupa S su manji od najveceg ¢vora u skupu K

1 if U==0and S == @ then

2 Stampati K;

3 else

4 U={W1,W2,...,Wp}//W1<W2<"'<Wp

5: fori=1topdo

6: U = U\{w;};

7 BKklika(K U {w;},UNn N(w;),SN N(wy));

8: S=5uU{w};

Program glavni;

9:  BKklika(®,V,0);

10: return;

Slika2. Algoritam Brona i Kerbosa

Neka je fiksiran redoslijed ¢vorova {w;, w,, ..., w, } U zadatom grafu G i neka za ¢vorove vazi
wy < w, < --- < wy. Nekaklika K sadrzi j (j = 0) ¢vorova sa indeksima iy <ip < <
neka je U skup ¢vorova iz G sa indeksima ve¢im od i; koji su granama povezani sa svim
¢vorovima iz K (za j = 0,U sadrzi svih n ¢vorova). Neka je S skup svih ¢vorova koji ne
mogu dalje biti koris¢eni za dopunjavanje skupa K (jer su svi ¢vorovi iz S manji od najveceg



¢vora iz K, pa su maksimalne klike koje sadrze ¢vorove iz S ve¢ pronadene), a povezani su sa
svim ¢vorovima iz K. Za svaki izabrani ¢vor w; € U, u petlji se prosiruje skup K i dobija se
K U{w;}, a onda se vr$i rekurzivni poziv ¢vorovima iz skupa U’, koji se od U dobija
izbacivanjem ¢vora w; i ¢vorova koji nisu susedni sa w;, kao i svih ¢vorova sa indeksima
manjim od i. Takode, u rekurzivnom pozivu se umjesto S koristi skup S’, koji se dobija od S
izbacivanjem svih ¢vorova koji nisu susjedni sa w;. Kada su skupovi U i S prazni, dobijena
klika je neprosiriva i ispisuje se. Izlozeni algoritam je opisan kodom na slici 2.

Na pocetku skupovi K i S su prazni, a skup U sadrzi sve ¢vorove grafa G. Vazna Cinjenica je
da se svi ¢vorovi koji su povezani sa svim ¢vorovima u K nalaze ili u skupu U ili u skupu S.
Cvorovi iz skupa U se koriste za progirivanje skupa K. Cvor koji se jednom iskoristi za
prosirivanje skupa K, premjesta se u skup S, zato §to u skup K ulazi ¢vor sa ve¢im indeksom
od njegovog. Skup S sadrzi ¢vorove koji su prethodno bili u U i ¢iji su indeksi svi manji od
najveceg indeksa u K, pa su sve neproSirive klike koje ih sadrze ve¢ ispisane. Svrha
odrzavanja skupa S je da se izbjegne ispisivanje istih neprosirivih klika vise puta. Da bi se
izbjeglo ispisivanje klika koje su manje od do sada nadene maksimalne klike, algoritam
provjerava da li je skup S prazan. Ako S nije prazan, ¢vorovi iz skupa S bi mogli biti dodati
skupu K, ali ovo bi dalo prethodno pronadenu maksimalnu kliku. Zbog nac¢ina na koji nastaje
skup K, o€igledno je da njegovi elementi predstavljaju kliku. Zbog pretpostavke da su polazni
¢vorovi uredeni u rastu¢em poretku prema indeksima cEvorova, klike se generiSu U
leksikografskom poretku.

Dokaz korektnosti zasniva se na sljede¢em tvrdenju.

Teorema 1. U toku izvrSavanja algoritma BKklika(K, U, S)

(1) Svi ¢vorovi u skupu U su veci od svih ¢vorova u skupu K.

(i) Svi ¢vorovi iz skupa S su manji od najveéeg ¢vora u skupu K.
Dokaz:
Dokaz se izvodi principom matemati¢ke indukcije.

Baza indukcije: Na pocetku algoritma skupovi K i S su prazni, a skup U sadrzi sve ¢vorove
grafa G. Prema tome vazi (i) jer je Skup K prazan, a vazi i (ii) jer je skup S prazan.

Indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da tvrdenja (i) i (ii) vaze za poziv BKklika(K, U, S).

Korak indukcije: Dokazimo da tvrdenje vazi za poziv BKklika(K U {w;},U N N(w;),S N
N(wy)).

Po pretpostavci vazi da su svi ¢vorovi u skupu U veci od svih ¢vorova u skupu K. U liniji 6
bira se ¢vor w; sa najmanjim indeksom u skupu U. Taj ¢vor se izbacuje iz skupa U i dodaje se
skupu K. Time su i dalje svi ¢vorovi iz skupa U veéi od svih ¢vorova iz skupa K. Zatim se iz
skupa U izbace svi ¢vorovi koji nisu povezani sa w; , ali i dalje svi ¢vorovi iz skupa U su veci

od svih ¢vorova iz skupa K. Time je dokazano da tvrdenje (i) vazi za svaki poziv
BKklika(K,U,S).

Po pretpostavci za poziv BKklika(K,U,S) vazi da su svi ¢vorovi iz skupa S manji od
najveceg ¢vora u skupu K. Skup K U {w;} predstavlja skup u kome je w; ¢vor sa najve¢im
indeksom, a S N N(w;) se dobija od skupa S kada se iz njega izbace svi ¢vorovi koji nisu
povezani sa w; tako da na osnovu pretpostavke vazi da su svi ¢vorovi iz skupa S N N(w;)



manji od najve¢eg ¢vora u K U {w;}. Time je dokazano da tvrdenje (ii) vazi za svaki poziv
BKklika(K U {w;},U N N(w;),S N N(w;)).

Slika 3.Graf za ilustraciju algoritama za pronalaZenje maksimalnih klika.

Primjer 1. Razmotrimo graf G sa skupom ¢vorova {1,2, ...,8} prikazan na Slici 3. Primjena
na ovaj graf algoritma BKklika, koji je prilagoden da ispisuje samo maksimalne klike,
opisuje se nizom koraka u nastavku. Pri tome je dubina rekurzivnog poziva predstavljena
dubinom uvlacenja odgovarajuceg reda.

1: K = {}; U = {1r213r4)5)617’8}; S = {};

2: K={1}U ={3,568}%5={};
S

3: K={13LU ={68}:xS={}
4: K ={1,3,6};U ={};S = { }; max = 3 Pronadena je klika {1,3,6};
5: §={6};
6: K=1{1,3,8}U ={};S ={}; max = 3 Nova klika je {1,3,8};
7: S ={6,8};
= {3}



12: S = {3,5};
13: K={1,65U={}S={3}
14: S ={3,5,6};
15: K ={18LU ={};S = {3,5}
16: S ={3,5,6,8};

17: § ={1};

18: K ={2}U ={56,7}S={}
19: K ={2,54U ={7}S

20: K ={257}U
21: S={7}

22: S={5}
23: K= {2,650 ={}S={}
24: S ={5,6};
25: K ={2,75U ={};S ={5}
26: S =1{56,7};

27: S ={1,2};

28: K ={3}U =1{6,7,8};S ={1};
29: K={3,65U ={}S={1}
30: S ={1,6};
31: K=387hU={}S={}
32: $={1,6,7};
33: K={38LU={}%kS={1}
34: S ={1,6,7,8};

35: §=1{1,2,3};

36: K={4}U ={6,78:5S={};
37: K={46}U={};S={}
38: S ={6};
39: K={47L5U={}:xS={}
40: S ={6,7};
41: K={485U={}S={}
42: S ={6,7,8};

43: S = {1,2,3,4};

44: K ={5}U ={7,8}; S = {1,2};
45: K ={57}U ={};S ={2};
46: S = {1,2,7};
47: K={58LkU ={}S ={1}
48: S =1{1,2,7,8};

49: S ={1,2,3,4,5}

)

{}
{};S ={}; max = 3 Nova klika je {2,5,7};

50: K ={6};U={}S =1{123,4}
51: §=1{1,2,3,4,56};

52: K={7L5U={}S=1{234,5}
53: §={1,2,3,4,56,7};

54: K ={8LU={}S =1{134,5}
55: § ={1,2,3,4,56,7,8};

Pokazalo se da ova verzija Bron Kerbo§ algoritma nije efikasna za grafove sa mnogo
neprosirivih klika koje nisu maksimalne, jer pravi rekurzivni poziv za svaku kliku bilo da je
ona maksimalna ili ne.



3.2. Algoritam Karagana i Pardalosa

U svom radu [9] Estergard kao predstavnika starih algoritama za pronalazenje svih
maksimalnih klika navodi algoritam Karagana i Pardalosa [2]. Ovaj algoritam je sli¢an
rekurzivnom algoritmu za generisanje leksikografskim redosledom svih podskupova veli¢ine
k (kombinacija) skupa N = {1,2, ..., n}. Familija traZenih podskupova koji sadrze j fiksiranih
elemenata i; < i, < -+ <i; skupa N moze se rekurzivno prosiriti do familija iy, i, ...,i;,7 koje
sadrze j+ 1 elemenata dodavanjem elementa r, r = I+ 1, I+ 2,.,n—k+j+1, j=
0,1, ..,k (naravno, za j = k ne ulazi se u rekurziju). Kada se generisu klike, dodaje se
provjera povezanosti ¢vorova u podskupu.

Izlozeni algoritam je prikazan na slici 4.

Algoritam KPklika(K, U)/l svi ¢vorovi u skupu U su veéi od svih ¢vorova u skupu K
1. ifU== @then

2: if |[K| = max then
3: max = |K|;
4: Stampati K
5! return
6: whileU # @do /I €vorovi iz K ¢ine kliku povezanu sa svim ¢vorovima iz U
7 if [ K UU| < max then /lodsijecanje
8: return
9: i = najmanji redni broj nekog ¢vora iz skupa U,
10: U = U\{w;}; /lsmanjivanje skupa U
11: KPklika(K U {w;},UNnN(w)); Ilrekurzivni poziv za K U {w;}

12: return;
Program glavni;

13: max = 0;
14:  KPklika(®,V);
15: return;

Slika 4. Algorita Karagana i Pardalosa

Neka je fiksiran redoslijed ¢vorova {w;, w,, ..., w, } U zadatom grafu G i neka za ¢vorove vazi
w; < w, < - < w,. Neka je max globalna promjenljiva ¢ija je vrednost veli¢ina najvece
trenutno pronadene klike u G. Neka klika K sadrzi j (j = 0) ¢vorova sa indeksima i; < i, <
-+ < I; i neka je U skup ¢vorova iz G sa indeksima ve¢im od i; Koji su granama povezani sa
svim ¢vorovima iz K (za j = 0 U sadrzi svih n ¢vorova). Naredni ¢vor u kliki koja sadrzi K
moze biti bilo koji ¢vor w; € U. Za svaki izabrani ¢vor w; € U, se u petlji klika K' = K U
{w;} rekurzivno prosiruje ¢vorovima iz skupa U’ =U N N(w;), koji se od U dobija
izbacivanjem svih ¢vorova sa indeksima manjim od i i ¢vorova koji nisu susedni sa w;.
Naravno, ako je U = @, ne ulazi se u rekurziju; ako je u tom trenutku j > max, to znaci da je
pronadena klika veéa od prethodno najveée, pa se max zamjenjuje sa j. Cinjenica da je
veli¢ina klike koja sadrzi Kograni¢ena sa |K U U| omogucuje odsijecanje (tj. postaje
nepotrebno pregledanje klika koje sadrze K kao svoj podskup) ako je |K U U| < max. Posle
zavrsetka pretrage max je jednako veli¢ini maksimalne klike u G.

Dokaz korektnosti zasniva se na sljede¢em tvrdenju.
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Teorema 2. U toku izvrSavanja algoritma KPklika(K,U) svi ¢vorovi u skupu U su veéi od
svih ¢vorova u skupu K. Svi ¢vorovi iz U povezani su sa svim ¢vorovima iz K.
Dokaz se izvodi principom matematicke indukcije.

Baza indukcije: Na pocetku algoritma skup K je prazan, a skup U sadrzi sve ¢vorove grafa G.
Prema tome tvrdenje vazi jer je skup K prazan.

Indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da tvrdenje vazi za poziv KPklika(K, U).

Korak indukcije: Dokazimo da tvrdenje vazi za poziv KPklika(K u{w;}, UnN (Wi)). Po
pretpostavci vazi da su svi ¢vorovi u skupu U veci od svih ¢vorova u skupu K. U liniji 9 bira
se ¢vor w; sa najmanjim indeksom u skupu U. Taj ¢vor se izbacuje iz skupa U i dodaje se
skupu K. Time su i dalje svi ¢vorovi iz skupa U veéi od svih ¢vorova iz skupa K. Zatim se iz
skupa U izbace svi ¢vorovi koji nisu povezani sa w;, ali i dalje svi ¢vorovi iz skupa U su veci
od svih ¢vorova iz skupa K. Jasno je da su svi ¢vorovi iz U povezani sa svim ¢vorovima iz K,
zbog nacina na koji nastaje skup K, §to znaci da ¢vorovi skupa K ¢ine kliku. Time je
dokazano da tvrdenje vazi za svaki poziv K Pklika(K u{w;}L,UNN (Wi)).

Algoritam KPklika se razlikuje od algoritma BKklika po tome $to koristi odsjecanje, koje je
prikazano u liniji 7. Ako vazi da je |K U U| < max, tada je pronalazenje klike veli¢ine max u
skupu K U U nemoguce, pa se izvrSava odsijecanje. Skup U je skup ¢vorova kojima se moze
prosiriti trenutna klika. Ako je zbir broja ¢vorova koji Cine trenutnu kliku i1 ¢vorova koji se
mogu dodati na tu kliku manji od veli¢ine trenutne pronadene maksimalne klike, tada dalje
pretrazivanje skupa U nema smisla, jer se ne moze prona¢i nova maksimalna klika i vrsi se
odsijecanje pretrage.

Efikasnost algoritma zavisi od izabranog redoslijeda ¢vorova. Pitanje heuristika za izbor
redoslijeda ¢vorova razmatracemo u tacki 3.6.

Bez odsijecanja u liniji 7, algoritam bi pregledao svaku Kkliku u grafu. Ako se traze klike
unaprijed zadate veli¢ine, ovo odsijecanje postaje aktivno od samog pocetka pretrage.

lako je ovaj algoritam jednostavan, prema [6] on je trenutno najbolji algoritam za rijetke
grafove (grafove sa malim brojem grana).

Vecina poboljSanja ovog algoritma zasnivaju se na metodima za ocjenu gornje granice
veli¢ine ocekivane klike (preciznijim od |K U U]). Ocjena se obi¢no zasniva na nekom
bojenju ¢vorova grafa, takvom da susjedni ¢vorovi moraju biti obojeni razli¢itim bojama. Ako
se neki graf (ili indukovani podgraf ) moze obojiti sa s boja, onda on ne moze da sadrzi kliku
vecu od s + 1. Prilikom izbora strategija koriS¢enja gornjih granica potrebno je napraviti
kompromis: bojenje moze da znatno smanji broj ¢vorova u stablu pretrage, ali moze da trosi
MNOogo vremena.

Primjer 2. Razmotrimo graf G sa skupom ¢vorova {1,2, ...,8} prikazan na Slici 3. Primjena
algoritma KPklika na ovaj graf opisuje se nizom koraka u nastavku. Pri tome je dubina
rekurzivnog poziva predstavljena dubinom uvlacenja odgovarajuéeg reda, kao u Primjeru 1.
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1:K ={}; U={12345,6,78}; |K U U|=8;
2: K ={1} U=1{356,8}; [K UU| =5;
3: K ={1,3}; U=1{68}; |[K U U| =4;
4:U = {}; max = 3 Pronadjena je klika {1,3,6};
5. K ={1,3}; U=1{8}; |[K U U| = 3;
6: U = {}; max = 3 Nova klika je {1,3,8};
7:0dsijecanje (|JK U U] < max)|K U U| = 2;
8: K ={1}; U=1{5,6,8}; |[K uU| =4;
9: K ={1,5} U={8}; |K uU| =3;
10: U = {}; max = 3 Nova klika je {1,5,8};
11:Odsijecanje (|JK U U| < max)|K U U| = 2;
12: K ={1} U=1{68} |[K U U| =3;
13:U = {}; K < max;
14:0dsijecanje (|JK U U| < max)|K U U| = 2;
15: K ={};U ={2,3,45,6,7,8}; |[K U U|=7;
16: K ={2}; U=1{56,7}; |[K U U| = 4;
17:K ={2,5}; U={7}; |[K U U| = 3;
18: U = {}; max = 3 Nova klika je {2,5,7};
19:Odsijecanje (|JK U U| < max)|K U U| = 2;
20:K ={2}; U={67}; [IK UU| =3;
21:U = {}; K < max;
22:Odsijecanje (|JK U U| < max) |K UU| =2
23:K ={}; U={3,45,6,78}; |[K U U|=6;
24:K ={3}; U=1{6,78}; |[KUU| =4;
25:U ={}; K <max
260K =3, U={78}; |IKUU| =3;
27:U = {}; K < max;
28:0dsijecanje (|K U U| < max)|K U U| = 2;
29:K ={}; U={456,7.8}; |[KUU|=5;
30: K ={4}; U=1{6,7,8}; |[K U U| = 4;
31: U = {}; K < max;
32:K ={4 U={78} |[K uU| =3;
33:U = {}; K < max;
34:0dsijecanje (|K U U| < max)|K U U| = 2;
35:K ={}; U=1{5,6,78}; |K UU|=4;
36: K ={5}; U={7,8}; |[KUU| = 3;
37:U = {}; K < max
38:0dsijecanje (|K U U| < max)|K U U| = 2;
39:K ={}; U={6,78}; |[K U U|=3;
40:U = {}; K < max;
41:Odsijecanje (|[K U U| < max)|K U U| = 2;

3.3. Algoritam Estergarda

U ovom potpoglavlju predstavljen je algoritam baziran na ideji koris¢enja nezavisnih skupova
ili klasa boja. On takode koristi pretragu sa vra¢anjem [9]. Novi algoritam je baziran na ideji
grananja i ogranic¢avanja [19] i predstavlja razvijeniju verziju algoritma Karagana i Pardalosa
[2], koji je pokazao svoju efikasnost u mnogim testovima.
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Neka je fiksiran redoslijed ¢vorova{wy,w,,...,w,} U zadatom grafu G i neka je S; =
{fwi, Witq, .., wr}, i =1,..,n. Algoritam Estergarda trazi klike koje sadrze ¢vor w; U
skupovima S; redom za i =n,n —1,...,1. Svako od tih trazenja odvija se kao u algoritmu
Karagana i Pardalosa. Ovakva organizacija algoritma omogucuje skradivanje pretrage.
Algoritam Estergarda je prikazan na slici 5.

Algoritam Eklika( K, U)// svi &vorovi u skupu U su veéi od svih ¢vorova u skupu K
if U == ¢ then
if |[K| = max then
max = |K|;
Stampati K
return
while U # @ do
if |[K UU| < max then /l odsijecanje 1
return
i = najmanyji redni broj nekog ¢vora iz skupa U;
10: if |K| + c[i] < max then // odsijecanje 2
11: return
12: U = U\{w;};
13: Eklika(K U {w;}, U n N(wy)) Il &vor w; ukljucen je u kliku
14: return
Program glavni;

15: max = 0;

16:  fori =ndownto 1do

17: Eklika({w;},S; n N(w;));

18: c[i] = max; I/l veli¢éina maksimalne klike u S;

19: return;

Slika 5. Estergardov algoritam

Ovde je max globalna promjenljiva ¢ija je vrednost veli¢ina najvece trenutno pronadene klike
u G. Veli¢ina maksimalne pronadene klike u S; registruje se u promenljivoj c[i], ¢lanu niza ¢
duzine n. Veli¢ina c[i] pronadene klike za neko i je za 1 veca od prethodne (odnosno
c[i] = c[i + 1] + 1) ako i samo ako u S; postoji klika veli¢ine c[i + 1] + 1, koja sadrzi ¢vor
w;.

Argumenti za poziv Eklika (linije 1-13) su tekuca klika K i skup U ¢vorova za koje se zna da
su povezani sa svim ¢vorovima iz K. U pozivu u liniji 17 je K = {w;} iU = S; n N(w;), pasu
ove pretpostavke trivijalno ispunjene. Ocigledno je da je c[n] =1, jer u S, postoji klika
velicine 1.

Neka je u pozivu Eklika K = {w; ,w;,, coWpt i <ip <o <y, p21, i neka je U =
{le,sz, ...,qu}, ip <j1 <j2 < .- <jq, q > 0.
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1) U slucaju kad je g = 0 (linije 2-4) klika Kse ne moze viSe povecavati ¢vorovima iz Q,
pa se provjerava da li je p > max, odnosno da li je K nova najveca klika, i ako jeste,
to se registruje povecavanjem max = p.

2) U slucaju kad je g > 0 (linije 7-14) za | = 1,2, ..., p rekurzivno se trazi proSirenje
klike K" = K U {w;,} ¢vorovima iz skupa U' = {w;,__,wj, ., o Wi 3 N N(wy) (koji su
svi povezani sa svim ¢vorovima iz skupa K'), pozivom Eklika(K',U"), sa izuzetkom
u dva slucaja — kada se vrsi odsijecanje, jer nema izgleda da se pronade klika veca od
max:

A) Ako je p + q < max (odsijecanje 1: ¢ak i ako se svi elementi skupa Q ukljuce u
kliku, veli¢ina klike bi¢e manja od max),odnosno
B) Ako je p + c[j;] < max(odsijecanje 2: ¢ak i ako se klika proS$iri najve¢om

mogucom klikom u skupu S;

,» veliCina klike bi¢e manja od max).

Posle i-tog prolaska kroz petlju u linijjama 18-19 vrijednost max jednaka je veli¢ini
maksimalne klike u S; koja sadrzi ¢vor w;, a c[i] dobija vrijednost max. Po zavrSetku te
petlje veli¢ina maksimalne klike u G je c[1].

Zapaza se da se algoritam Eklika razlikuje od algoritma funkcije KPklika u tome §to
Eklika ima jo$ jednu mogucnost odsijecanja zahvaljujuci postojanju niza c[i]. Posto niz c[i]
¢uva informaciju o tome kolika je maksimalna klika u skupu S; moguce je prekinuti pretragu
u momentu kada je veli¢ina trenutne klike toliko mala da i ako je pros$irimo maksimalnom
klikom iz skupa S;, gdje je i najmanji indeks ¢vora iz skupa U, veli¢ina klike nece biti veca od
do sada pronadene maksimalne klike.

Dokaz korektnosti algoritma Eklikazasniva se na sljedecem tvrdenju.

Teorema 3. U toku izvrSavanja algoritma Eklika(K, U) svi ¢vorovi iz K manji su od svih
¢vorova iz U. Svi ¢vorovi iz U povezani su sa svim ¢vorovima iz K.

Dokaz teoreme 3 slijedi iz dokaza teoreme 2 uz narednu dopunu.

Ako u trenutku prelaska na potfamiliju ne vazi da je |K U U| < max, tada ako je c[i] + |K| <
max (|K; U K| < max), pronalazenje klike veli¢ine max u skupuK U U je nemoguce (jer bi
iz skupa U bilo dodato jo§ maksimalno c[i] — 1 &vorova), pa se izvrSava odsijecanje. Kako
vazi teorema 2, u toku izvrSavanja algoritma Eklika(K,U) Stampaju se sve klike veli¢ine
max za svaki od skupova S;, i =n,n—1,...,1.

Primjer 3. Razmotrimo graf G sa skupom ¢vorova {1,2, ...,8} prikazan na Slici 2. Primjena
algoritma Eklika na ovaj graf opisuje se nizom koraka u nastavku. Pri tome je dubina
rekurzivnog poziva predstavljena dubinom uvlac¢enja odgovarajuéeg reda, kao u Primjeru 1.

1: S[8] = {8}; K = {8} U = {}; max = 1 Pronadena je klika {8}; ¢[8] = 1;
2:S[7]1 ={7,8}; K = {7} U = {}; max = 1 Novaklika je {7}; c[7] = 1;
3:5[6] = {6,7,8}; K = {6} U = {}; max = 1 Nova klika je {6}; c[6] = 1;
4:S5[5] ={5,6,7,8}; K ={5}U ={7,8};

5: K = {57} U = {}; max = 2 Pronadena je klika {7,5};

6: K = {5,8} U = {}; max = 2 Nova klika je {8,5};
7. Odsijecanje (|[K U U| <max) |K U U|=1;c[5] =2;
8:5[4] = {4,5,6,7,8}; K ={4}U = {6,7,8};
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9: K ={4,6} U = {}; max = 2 Nova klika je {6,4};
10: K = {4,7} U = {}; max = 2 Nova klika je {7,4};
11: K = {4,8} U = {}; max = 2 Nova klika je {8,4};
12: Odsijecanje (|JK U U| <max) |K U U| =1; c[4] = 2;
13: S[3] = {3,4,5,6,7,8}; K = {3} U = {6,7,8};
14: K = {3,6} U = {}; max = 2 Nova klika je {6,3};
15: K = {3,7} U = {}; max = 2 Nova klika je {7,3};
16: K = {3,8} U = {}; max = 2 Nova klika je {8,3};
17: Odsijecanje (|[K U U| <max) |K U U|=1; c[3] = 2;
18: S[2] = {2,3,4,5,6,7,8}; K = {2} U = {5,6,7};
19:K = {2,5} U = {7};
20: K ={2,5,7} U = {}; max = 3 Pronadjena je klika {7,5,2};
21: Odsijecanje (|[K U U] <max) |K U U| =2;
22: Odsijecanje2 (|K|+ c[i] < max) |K|+ c[6] = 2; c[2] = 3;
23: S[1] = {1,2,3,4,5,6,7,8}; K = {1} U = {3,5,6,8};
24: K = {1,3} U = {6,8};
25: K ={1,3,6} U = {}; max = 3 Novaklika je {6,3,1};
26: K ={1,3,8} U = {}; max = 3 NovaKklika je {8,3,1};
27: Odsijecanje (JK U U| <max) |[K U U| =2
28: K = {1,5} U = {8};
29: K ={1,5,8} U = {}; max = 3 NovaKklika je {8,5,1};
30: Odsijecanje (|[K U U] <max) |K U U| =2
31: Odsijecanje2 (|K| + c[i] < max) |K|+c[6] =2; c[1] =3;

3.4. Algoritam iz programa Cliquer

Cliquer je skup C rutina za nalaZenje klika u proizvoljnom teZinskom grafu. Omogucuje
trazenje maksimalne klike, maksimalne tezinske klike ili klike ¢ija veli¢ina ili tezina je unutar
datog opsega, opcionalno ograni¢avajuéi trazenje maksimalne klike. Cliquer koristi tacan
algoritam grananja i ograni¢avanja (branch-and-bound) [17] zasnovan na algoritmu Karagana
I Pardalosa, za pronalazenje maksimalne klike i maksimalne tezinske klike. Dodaje efikasniju
metodu odsijecanja ¢uvaju¢i veli¢inu maksimalne klike podgrafova koje je pretrazio. U
mnogim slucajevima, ovaj algoritam je brZi od ostalih poznatih algoritama.

Algoritam iz programa Cliquer (u nastavku Cklika) pronalazi sve maksimalne klike u
proizvoljnom neusmjernom grafu. Neka je fiksiran redoslijed ¢vorova {wy,wy,...,w,} U
zadatom grafu G i neka je S; ={w;,w,, ..,w;}, i=1,..,n. Neka je max globalna
promjenljiva ¢ija je vrijednost veli¢ina najvece trenutno pronadene klike u G. Algoritam trazi
klike koje sadrze ¢vor w; u skupovima S; redom za i = 1,2, ...n—1,n. Svako od tih trazenja
odvija se kao u algoritmu Estergarda. U programskoj realizaciji algoritam Cklika se prvo
iskoristi da odredi veli¢inu maksimalne klike, zatim pomo¢u modifikacije istog algoritma
program nastavlja od mjesta gdje je prvi put pronasao maksimalnu kliku i redom Stampa sve
maksimalne klike. Algoritam Cklika je prikazan na slici 7.
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Algoritam Cklika(K, U)// svi &vorovi u skupu K su ve¢i od svih ¢vorova u skupu U

1: if U == @ then

2: if |[K| = max then

3: max = |K|;

4: Stampati K ;

5: nasao: =true;

6: return

7 while U # @ do

8: if |K UU| < max then /[ odsijecanje 1
9: return

10: i =najveci redni broj nekog ¢vora iz skupa U;

11: if |[K| + c[i] < max then // odsijecanje 2
12: return

13: U= U\{w;};

14: Cklika(K u{w;},Un N(Wi)) Il &vor w; ukljucen je u kliku
15: if nasao == true then

16: return

17: return

Program glavni;

18: max = 0;

19: fori=1tondo

20: nasao =false;
21 Cklika({w;},S; n N(wy));
22: c[i] = max; // veli¢ina maksimalne klike u S;

23: return;

Slika7. Algoritam iz programa Cliquer

Veli¢ina maksimalne pronadene klike u S; registruje se u promenljivoj c[i], ¢lanu niza ¢
duzine n. Veli¢ina c[i] pronadene klike za neko i je za 1veca od prethodne (odnosno c[i] =
c[i — 1] + 1) ako i samo ako u S; postoji klika veli¢ine c[i — 1] + 1, koja sadrzi ¢vor w;.

Argumenti za poziv Cklika (linije 1-14) su U i K, gde je K tekuca klika, a U skup ¢vorova za
koje se zna da su povezani sa svim ¢vorovima iz K. U pozivu u liniji 17 je K = {w;} i
U = S; n N(w;), pa su ove pretpostavke trivijalno ispunjene. O¢igledno je da je c[1] = 1, jer
u S; postoji klika veli¢ine 1.

Neka je u pozivu CklikaK = {w; ,w;,, ...,wl-p}, 1 >0, >>ip, p=1,inekaje U=
{w;,wj,, ...,qu}, Iy >J1>J, > >j5.q20.

1) U slucaju kad je g = 0 (linije 2-4) klika K ne mozZe se viSe povecavati ¢vorovima iz Q,
pa se provjerava da li je p > max, odnosno da li je K nova najveca klika, i ako jeste,
to se registruje povecavanjem max = p.

2) U slucaju kad je g > 0 (linije 7-13) za [ = 1,2, ..., p rekurzivno se trazi proSirenje
klike K = K U {w;,} ¢vorovima iz skupa U’ = {w; ,wj,,...,wj,_ } N N(w;,) (koji su
svi povezani sa svim ¢vorovima iz skupa K'), pozivom Cklika(K',U"), sa izuzetkom
u dva slucaja — kada se vrsi odsijecanje, jer nema izgleda da se pronade klika veca od
max:
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A) Ako je p + q < max (odsijecanje 1: ¢ak i ako se svi elementi skupa Q ukljuce u
kliku, veli¢ina klike bi¢e manja od max), odnosno
B) Ako je p + c[j;] < max(odsijecanje 2: ¢ak i ako se klika proSiri najve¢om

moguc¢om klikom u skupu S;

,» veliCina klike bi¢e manja od max).

Poslije i-tog prolaska kroz petlju u linijama 17-18 vrijednost max jednaka je veli¢ini
maksimalne klike u S; koja sadrzi ¢vor w;, a c[i] dobija vrijednost max. Po zavrSetku te
petlje veli¢ina maksimalne klike u G je c[n].

Zapaza se da se algoritam funkcije Cklika razlikuje od algoritma funkcije Eklika u tome §to
Cklika vrsi pretrazivanje skupova redom {w;,}, {wy,w,}, {wy,w,, ws},..., {wy, wy, ...,w,,}, @
Eklika {Wn}1 {Wn; Wn—l}, {wy, Whn-1, Wn—z},---, {Wn' Wn—1) ) wy}.

Dokaz korektnosti zasniva se na sljede¢em tvrdenju.

Teorema 4. U toku izvrSavanja algoritma Cklika(K,U) svi ¢vorovi iz K veéi su od svih
¢vorova iz U. Svi ¢vorovi iz U povezani su sa svim ¢vorovima iz K.

Dokaz se izvodi principom matematicke indukcije.

Baza indukcije: Na pocetku algoritma skup K je {w,}, a skup U je prazan skup. Prema tome
tvrdenje vazi jer je skup U prazan.

Indukcijska hipoteza: Pretpostavimo da tvrdenje vazi za poziv Cklika(K, U).

Korak indukcije: Dokazimo da tvrdenje vazi za poziv Cklika(K U {w;},U n N(w;)). Po
pretpostavci vazi da su svi ¢vorovi u skupu K veéi od svih ¢vorova u skupu U. Ako je
|K U U| < max, onda je pronalazenje klike veli¢ine max u K U U nemoguce, pa se izvrSava
odsijecanje. U liniji 10 bira se ¢vor w; sa najve¢im indeksom u skupu U. Ukoliko vazi da je
cli] + |K| < max (|K; U K| < max), pronalaZenje klike veli¢ine max u skupu KU U je
takode nemoguce (jer bi iz skupa U bilo dodato jo§ maksimalno c[i] — 1 &vorova), pa se
izvrSava odsijecanje. U protivnom, ako nije ispunjen ni jedan od uslova koji vode ka
odsijecanju, tada se ¢vor w; izbacuje iz skupa U i dodaje se skupu K. Time su i dalje svi
¢vorovi iz skupa K vecéi od svih ¢vorova iz skupa U. Takode svi ¢vorovi iz skupa K U {w;}
vedi od svih ¢vorova iz skupa U N N(w;). Time je dokazano da tvrdenje (i) vazi za svaki
poziv Cklika(K U {w;},U n N(w;)).

Niz c[i] ¢uva vrijednost najvece klike skupa S;. Za sve i = 2, ...,n vazi da je c[i] = c[i — 1]
ili c[i] =c[i — 1]+ 1. Takode vazi da je c[i] = c[i — 1] + 1 ako i samo ako postoji klika u
S; veli¢ine c[i — 1] + 1 koja sadrzi ¢vor w;. Polazeéi od c[1] = 1, traZe se takve klike. Ako je
klika pronadena, c[i] = c[i — 1] + 1, inae c[i] = c[i — 1].

Koriste¢i ovaj algoritam Cliquer prvo odreduje veli¢inu klike, a onda pocinje sa pretragom
ponovo od odgovarajuéeg indeksa i da bi pronasao i ispisao sve maksimalne klike. Prilikom
odredivanja veli¢ine maksimalne klike u uslovima odsijecanja koristi se znak <.

Primjer 4. Razmotrimo graf G sa skupom ¢vorova {1,2, ...,8} prikazan na Slici 2. Primjena
algoritma Cklika na ovaj graf opisuje se nizom koraka u nastavku. Pri tome je dubina
rekurzivnog poziva predstavljena dubinom uvlac¢enja odgovarajuceg reda, kao u Primjeru 1.

1: S[6] = {1,2,3,4,5,6}; K = {6} U = {1,2,3,4};
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(643U = {};
{63} U = {1}
4: K = {6,3,1} U = {}; max = 3 Pronadena je klika {1,3,6};
5:|K U U| = 2 Odsijecanjel;
6: |K| + |c[2]| = 2 Odsijecanje2; c[6] = 3;
7:8[7] = {1,2,3,4,5,6,7}; K = {7} U = {2,3,4,5};
8: K ={7,5}U ={2};
9: K ={7,52} U = {}; max = 3 Novaklika je {2,5,7};
10: |K U U| = 2 Odsijecanjel;
11: K = {7,4} U = {};
12:K ={7,3}U = {};
13: |[K U U] = 2 Odsijecanjel; c[7] = 3;
14: S[8]={1,2,3,4,5,6,7,8}; K={8} U={1,3,4,5};
15: K = {8,5} U = {1};
16: K = {8,5,1} U = {}; max = 3 Nova klika je{1,5,8};
17:|K U U| = 2 Odsijecanjel;
18: K ={8,4} U = {};
19:K = {8,3} U = {1};
20: K ={8,3,1} U = {}; max = 3 Nova klika je {1,3,8};
21: |[K U U| = 2 Odsijecanjel;
22: |[K U U| = 2 Odsijecanjel; c[8] = 3;

2: K
3:K

3.5. Poredenje algoritama

Algoritmi Estergarda i Cliquer su nastali od algoritma Karagana i Pardalosa pa su veoma
sli¢ni. Algoritam Estergarda se razlikuje od algoritma Karagana i Pardalosa po tome §to je u
algritmu Estergarda uveden niz ¢ u kome se c¢uvaju veli¢ine maksimalnih klika za
odgovarajuce skupove ¢vorova. Zahvaljujuéi tom nizu uveden je novi uslov |K|+ c[i] <
max koji omogucava skracivanje pretrage. Iz tog razloga program za algoritam Estergarda je
brzi od programa za algoritam Karagana i Pardalosa, za veliki broj testiranih grafova.
Algoritam Cliquer je nastao od algortitma Estergarda i1 razlikuje se od njega po tome Sto
najprije odredi veli¢inu maksimalne klike, a zatim od mjesta gdje je prvi put pronadena
maksimalna klika ponavlja pretragu da bi ispisao sve maksimalne klike zadatog grafa. Takode
se razlikuje od algoritma Estergarda po tome §to pretragu poc€inje od prvog ¢vora. Algoritam
Cliquer je najbrzi od svih algoritama koji su opisani u ovom radu.

Algoritmi Karagana i Pardalosa, Estergarda i Cliquer koriste dva skupa u pozivu funkcije koja
pronalazi sve maksimalne klike i to su skupovi K i U (K je skup ¢vorova klike koja se
trenutno formira, a U je skup ¢vorova koji su potencijalni kandidati da postanu clanovi
trenutne klike). Algoritam Brona i Kerbosa koristi pored ovih skupova i skup S. Skup S
obezbjeduje da se ista klika ne ispiSe dva puta, pa ovaj algoritam omogucuje ispisivanje svih
nepro$irivih klika. Kod ostalih algoritama to se rjeSava na drugaciji nacin. Algoritmi
Karagana i Pardalosa, Estergarda i Cliquer su zasnovani na poznatom algoritmu grananja i
ogranicavanja (branch and bound) [14] te nikada u pretrazi ne naidu dva puta na istu kliku.
Svaki skup ¢vorova se razmatra tacno jednom u algortimu. Algoritam Brona i KerboSa
pronalazi sve neprosirive klike i zbog toga odogvaraju¢i program pokazuje mnogo loSije
rezultate od ostalih programa pri testiranju grafova koji sadrze mnogo neprosirljivih klika.
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3.6. Heuristike za izbor redoslijeda ¢vorova

Termin ,,heuristika® poti¢e od starogrcke rijeci ,,heuriskein® — §to znaci ,,naéi“ ili ,,otkriti.
Heuristika je tehnika koja pokusava da nade neka ,,dobra“ rjeSenja problema u okviru
razumnog vremena, pri ¢emu se ne garantuje da ¢e nadena rjeSenja biti optimalna, niti se
moze odrediti njihova bliskost optimalnom rjesenju.

Redoslijed ¢vorova u pretrazi ima uticaj na brzinu pretrage. Heuristika bojenja ¢vorova moze
biti koris¢ena da se dobije dobar pocetni poredak ¢vorova.

Mnogi pokuSaji poboljsanja algoritma Karagana i Pardalosa baziraju se na metodi
izraunavanja gornje granice tokom pretrazivanja. Takve granice se dobijaju bojenjem
¢vorova. U bojenju ¢vorova susjednim ¢vorovima moraju biti pridruzene razli¢ite boje. Ako
graf, ili indukovani podgraf, mogu biti obojeni sa, na primjer, s boja, tada graf, ili podgraf, ne
moze sadrzati kliku veli¢ine s + 1.

Heuristika koris¢ena u [2] za algoritam Karagana i Pardalosa sortira ¢vorove po stepenima
¢vorova tako da ¢vor v; ima najmanji stepen. Zatim vrsi bojenje svih ¢vorova za koje je to
moguce pocevsi od prvog u nizu sortiranih neobojenih ¢vorova teku¢om bojom. Uzima novu
boju i postupak ponavlja sve dok ima neobojenih ¢vorova. Pomenuta heuristika se primjenjuje
na sva Cetiri algoritma.

Opis prve heuristike

Neka je dat graf G = (V, E). Algoritam prve heuristike vrsi bojenje svih ¢vorova datog grafa
tako da svi susjedni ¢vorovi budu obojeni razli¢itim bojama. Prvo se sortiraju ¢vorovi iz V po
stepenima u opadajuc¢em redoslijedu. Zatim se vrsi bojenje svih ¢vorova za koje je to moguce
pocevsi od prvog u nizu sortiranih neobojenih ¢vorova teku¢om bojom. Provjeri se da li ima
neobojenih ¢vorova. Ako ima, uzima se nova boja i ponavlja se isti postupak. Ako su svi
¢vorovi obojeni, bojenje se zavrSava. Redoslijed biranja ¢vorova je redoslijed koji se koristi
za traZenje maksimalne klike.

Neka je N skup neobojenih ¢vorova sortiranih po stepenu ¢vorova u opadaju¢em redoslijedu,
M pomoc¢ni skup i Ob skup obojenih ¢vorova. Algoritam je opisan pseudo kodom na slici 8.

Primjer 5. Razmotrimo graf G sa skupom ¢vorova {1,2, ...,8} prikazan na Slici 2.
Matri¢ni zapis grafa G je sljedeci:

8
00101101
00001110
10000111
00000111
11000011
11110000
01111000
10111000

Stepeni ¢vorova grafa redomsu 434344 4 4.
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Redoslijed sortiranih ¢vorovaje 1356 7 8 2 4.

Redoslijed bojenja &vorova je 1735682 4. Cvorovi su obojeni pomo¢u &etiri boje, §to
predstavlja gornju granicu veli¢ine maksimalne klike datog grafa.

Redoslijed ¢vorova za trazenje klike je obrnut redoslijedu bojenja ¢vorova 428653 7 1.

Algoritam bojenje

1: boja = 0;

2: while N = @ do

3: boja + +;

4: i = indeks prvog neobojenog ¢vora iz skupa N;

(najmanyji redni broj neobojenog ¢vora trenutno najveceg stepena )
5: N = N\{v;};

6: Ob = 0b U {v;};

7: M = N\ N(v,);

8: while M # @ do

9: j:= indeks prvog neobojenog ¢vora iz skupa M;

10: M = M\{v;};
11: N = N\{v;};
12: Ob = 0b u {v;};
13: M = M\ N(v;);

Slika 8. Algoritam prve heuristike
Opis druge heuristike

Druga heuristika se razlikuje od prve heuristike po tome $to se primjenjuje na komplement
polaznog grafa. Prvo se napravi komplement polaznog grafa, zatim se na njega primijeni
algoritam prve heuristike, odredi se redoslijed ¢vorova, a zatim se taj redoslijed ¢vorova
primijeni na polazni graf.

Heuristika moze imati razliCite efekte za razlicite tipove grafova. Eksperimenti su pokazali da

ova heuristika za redoslijed ¢vorova je efikasna za neke algoritme i neke klase grafova.
Narocito se pokazala efikasnom u slucaju algoritma Brona i Kerbosa.

3.7. Paralelizacija algoritama

Paralelni algoritam je algoritam koji moZe da se izvrSava dio po dio u isto vrijeme na vise
razli¢itih uredaja za obradu, zatim se ti dijelovi na kraju sastavljaju ponovo zajedno da bi se
dobio tacan rezultat.Efekat paralelizacije moze se mjeriti ubrzanjem algoritma. Neka je T;
vrijeme izvrSavanja programa na jednom procesoru, a T,, vrijeme izvrSavanja programa na p

. " Ty
procesora. Tada se ubrzanje definiSe sa p
P

U radu [10] prikazani su rezultati dobijeni paralelizacijom algoritma Karagana i Pardalosa.
Program Kkoristi jedan (glavni) procesor za rasporedivanje poslova ostalim (pomoc¢nim)
procesorima. Glavni procesor rasporeduje potprobleme sporednim procesorima, koji odraduju
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zadati posao. Kada pomo¢éni procesor zavrsi svoj posao, on $alje rezultat glavnom procesoru, i
od njega dobija novi potproblem.

U algoritmu Karagana i Pardalosa pomoénim procesorima se proslijeduje ¢vor ¥; za
prosirivanje tj. za trazenje maksimalne klike u skupu S; = {v;, v;;1, ..., v} koja sadrzi ¢vor
v;. Kad pomo¢ni procesor zavrsi sa datim ¢vorom, Salje rezultat glavnom procesoru, koji mu
proslijeduje novi ¢vor za obradu, ukoliko jo§ ima ¢vorova za koje nisu pronadene maksimalne

Klike.

Algoritam je u [10] testiran na grafovima od 64 ¢vorova i 1824 grana, do 500 ¢vorova i 62130
grana. IzvrSeno je uporedivanje brzine izvrSavanja paralelnog algoritma sa dva i1 Cetiri
procesora. Idealno ubrzanje bi bilo 3. Dobijeno je ubrzanje izmedu 1.82 1 2.66 1 poboljsava se
za vece probleme. Ubrzanje za Hemingove grafove je bilo 1.27 i 2.52, a za Keller4 ubrzanje
je bilo 2.41.
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4. Programska realizacija algoritama

Svi programi koji se pominju u ovom poglavlju su realizovani na programskom jeziku C/C++
I nalaze se u prilogu, kao i primjeri benémark grafova na kojima su izvrSena testiranja.
Funkcije koje su zajednicke za bar dva programa izdvojene su u program Pomocni. Svaki od
programa u komandnoj liniji ima tri obavezna argumenta. Prvi argument je naziv datoteke iz
koje se ucitava polazni graf. Ta datoteka mora biti u DIMACS ascii ili DIMACS binarnom
formatu (vidjeti tatku 4.7.). Drugi argument omogucuje izbor heuristike: 0-bez heuristike, 1-
primjenjuje se prva heuristika, 2-primjenjuje se druga heuristika. Treéi argument je znak 'p'
ako treba ispisati samo prvu maksimalnu kliku ili znak 's' ako treba ispisati sve maksimalne
Klike.

4.1. Struktura podataka

Graf je predstavljen tipom podataka char * pokgraf sto predstavlja pokaziva¢ na matricu
povezanosti u koju je upisan graf. Cvorovi grafa su numerisani sa {0,1, ...,n — 1} , gdje je n
broj ¢vorova. Matrica povezanosti je simetricna i antirefleksivna, a i-ta vrsta matrice
povezanosti nosi informaciju o tome koji su évorovi susjedni ¢voru v;, i = {0,1, ...,n — 1}

Skupovi K,U i S su predstavljeni pomocu nizova koji imaju broj elemenata jednak broju
¢vorova grafa. Ako je K[i] = 1, tada ¢vor v; pripada skupu K, i € {0,1, ..., n — 1}. Isto vazi i
za ostala dva skupa.

Promjenljive koje se pominju u svim programima su
int dim —dimenzija grafa tj. broj ¢vorova grafa.

int heuristika -Cuva informaciju o tome da li ¢e se primjenjivati heuristika i to koja od
dvije moguce

short sveklike -promjenljiva od koje zavisi da li ¢e se ispisivati sve maksimalne klike(1)
ili jedna(0)

FILE *pUlaz -pokazivac na ulaznu datoteku

FILE *plIzlazl —pokaziva¢ na izlaznu datoteku koja ¢e biti iskoriStena za upis DIMACS
ascii formata grafa ili matrice povezanosti, u zavisnosti od toga da li je ulazna datoteka bila u
binarnom ili ascii formatu

FILE *pIzlaz -pokaziva€ na izlaznu datoteku u kojoj ¢e biti upisana jedna ili sve
maksimalne klike

int * stepen -niz stepen sluzi za Cuvanje stepena svih ¢vorova grafa

int * sortirani -u nizu sortirani ¢uvaju se indeksi ¢vorova po stepenima u opadaju¢em
redoslijedu

int * redoslijed -ovaj niz ¢uva redoslijed bojenja ¢vorova

4.2. Datoteka Pomocni.cpp

U datoteci Pomocni.cpp izdvojene su sve funkcije koje koriste bar dva razlicita programa za
pronalazenje maksimalne klike. Najprije se opisuju funkcije koje se koriste u sva Cetiri
programa. To su funkcije koje se koriste za konverziju, funkcije za primjenu jedne od
heuristika, te funkcija koja odreduje broj elemenata skupa, kao i neke od funkcija za
upisivanje u izlaznu datoteku izlaz.txt.
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int konverzija(FILE * pUlaz,FILE * pIzlaz,char* pokgraf)

U slucaju da je ulazna datoteka bila u DIMACS ascii formatu tada se koristi ova
funkcija koja ¢ita ulaznu datoteku sa pokazivaem FILE * pUlaz, I U memoriji se formira
matrica grafa sa pokazivaem char* pokgraf. Zatim se u izlaznu datoteku sa pokazivatem
FILE * pIzlaz upisuje najprije broj ¢vorova grafa, a zatim i odgovaraju¢a matrica
povezanosti.

void bintoascii (FILE * fp,FILE * fpl, char * name, char *namel)

Cita graf u DIMACS binarnom formatu iz datoteke sa imenom name i upisuje ga u
novu datoteku sa imenom namel u DIMACS ascii formatu. Ova funkcija koristi funkcije
read graph DIMACS bin i write graph DIMACS bin

void read graph DIMACS bin(FILE * fp,char *file)
Cita ulaznu datoteku u kojoj je zapisan graf u DIMACS binarnom formatu, fp je
pokazivac€ na datoteku, a *file je pokaziva¢ na ime datoteke koja se €ita. Ova funkcija koristi

funkCUUget_params.

void write graph DIMACS ascii(FILE * fpl, char *file)
Upisuje graf u datoteku sa imenom file u DIMACS ascii formatu tako $to pomocu

funkcije get edge iz DIMACS binarnog formata ¢ita grane grafa. U granama grafa uvijek je
j > i jer su zapisane samo grane donje trougaone matrice. fpl je pokaziva¢ na datoteku, a
*file je pokaziva¢ na ime datoteke u koju se upisuje.

int get params ()

Uzima broj ¢vorova i broj grana iz tekstualnog zaglavlja koje sadrzi DIMACS ascii
format. Vraca vrijednost 1 ako su broj ¢vorova i broj grana razliciti od nule, inace vraca 0.

BOOL get edge(int i, int jJj)
Ispituje da li grana (i,j) pripada grafu.
Slijede funkcije koje se koriste ako se primjenjuje jedna od heuristika.
int nadjiStepen (char * pokgraf,int * stepen,int dim)
Pronalazi stepene Cvorova polaznog grafa i upisuje ih u niz stepen. Ako je
stepen[1i]=m, to znali da je stepen ¢vora v; jednak m.

void sortirajPoStepenuCvorova (int maxl, int * stepen, int * sortirani,int
dim)

Sortira ¢vorove po njihovim stepenima u opadaju¢em redoslijedu, a njihove indekse
upisuje redom u niz sortirani. Promjenljiva max1 je maksimalni stepen ¢vorova grafa.

void komplementGrafa (char * pokgraf, int dim)

Ova funkcija pravi komplement polaznog grafa tako da na glavnoj dijagonali ostanu ‘0’
asve ostale elemente mijenjaiz '1'u'0' odnosno iz '0'u 'l".

int najmanjiindeks (int *niz)

Ova funkcija vra¢a indeks prvog u nizu elementa koji je razli¢it od nula. Koristi se
unutar funkcije oboji da bi se dobio indeks prvog po redu neobojenog ¢vora iz niza sortirani.

void oboji(char * pokgraf, int * sortirani,int * redoslijed,int dim)
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Ova funkcija vrsi bojenje ¢vorova tako $to koristi niz sortirani u kome se Cuvaju
indeksi &vorova sortirani u opadajué¢em redoslijedu po stepenu &vorova. Cvorovi se boje tako
da svaka dva ¢vora koja su povezana moraju biti obojena razlicitim bojama. Redoslijed
bojenja ¢vorova se upisuje u niz redoslijed, a zatim se taj redoslijed invertuje. Da bi prilikom
pretrazivanja maksimalne klike mogao biti koriSten ovaj redoslijed ¢vorova, izvrSi se
odgovarajuca transformacija vrsta matrice polaznog grafa.

int broji(int *pok, int dim)
Broji elemente niza sa pokazivatem * pok koji imaju vrijednost 1. Posto se ova

funkcija uvijek koristi za nizove kojima su elementi O ili 1, saberu se svi elementi ovog niza i
taj zbir se vrati kao rezultat.

Slijede funkcije koje se koriste za upisivanje u izlaznu datoteku izlaz.txt sa pokazivacem
plzlaz.

void BrojlLinije(int pomak,int &redni broj,FILE * pIzlaz)
Upisuje redni broj linije u izlaznu datoteku izlaz.txt. kada treba da se ispisu sve
maksimalne klike. Pomak je stepen uvlacenja u desno tj. predstavlja dubinu pretrage.

void KojaKlika (short g, int VelicinaKlike,FILE * pIzlaz)
Ispisuje u izlaznu datoteku o kakvoj se kliki radi i kolika je duzine te klike.

Promjenljiva q pokazuje da li je pronadena klika nove maksimalne duzine ili je to nova klika
iste duzine.

void IspisiElSkupa (int skup[],char sk,int dim,int h,int * redoslijed,FILE *
plzlaz)

Ispisuje elemente skupa koji je predstavljen nizom skup. Ime skupa ¢iji ¢e elementi
biti ispisani se cuva u promjenljivoj sk. Promjenljliva h ¢uva informaciju o heuristikama. Ako
se heuristika primjenjuje tada se prilikom ispisa elemenata skupa koristi niz redoslijed da bi se
dobili stvarni indeksi ¢vorova polaznog grafa.

Sljedecu funkciju koriste svi programi osim Bron Kerbo§ programa.
void stampajKunijaU(int brojElemenataK,int brojElemenataU,FILE * pIzlaz)
U datoteku sa pokaziva¢em plzlaz upiSe koliki je broj elemenata unije skupova K 1 U.
Slijede funkcije koje pozivaju programi Estergard i Cliquerprogram.
void stampajS(int i,int dim,FILE * pIzlaz,char ch)
U datoteku sa pokazivacem plzlaz upiSe elemente trenutnog skupa S;.
void stampajC(int i,int * pokc,FILE * pIzlaz)

U datoteku sa pokazivacem plzlaz upise vrijednost od c[i] tj. veli¢inu maksimalne klike
tenutnog skupa S;.

void stampajKplusC(int brojElemenatakK, int i,FILE * pIzlaz,int * pokc)

U datoteku sa pokazivac¢em plzlaz upiSe koliki je zbir broja elemenata skupa K 1 duzine
maksimalne klike skupa S; za razmatrani ¢vor i. pokc je pokaziva¢ na niz ¢ u kome se ¢uva
duzina maksimalne klike skupa S;.
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Sljedecu funkciju koriste svi programi osim Cliquerprograma.
int minimalni (int * pok, int dim)

Vraca indeks prvog pronadenog ¢lana u nizu koji ima vrijednost 1. pok je pokaziva¢ na
niz koji se pretrazuje.

Sva Cetiri programa sastoje se od glavne funkcije main i funkcije maxklike za ispisivanje
maksimalnih klika.

4.3. Algoritam Brona i Kerbosa

Program BKprogram je realizacija algoritma Brona i Kerbosa i nalazi se u projektu pod
nazivom BronKerbos. Sastoji se od glavnog programa (glavne funkcije main) i funkcije
maxklike.

void maxklike (int *K,int *Ul,int *S1,int * redoslijed,short size,char *
pokgraf)

Pronalazi sve maksimalne klike polaznog grafa. Pokaziva¢i na nizove k¥, Ul 1 s1
predstavljaju skupove x,u i s koji su argumenti funkcije BKklika algoritma Brona i
Kerbos$a. size Cuva veli¢inu trenutne klike koja se trazi, @ pokgraf je pokaziva¢ na matricu u
kojoj je zapisan polazni graf. Niz redos1ijed Se koristi samo u sluc¢aju jedne od heuristika.
Klike se ispisuju redom kojim se pronalaze sve dok se ne pronade maksimalna klika, zatim se
ispisuju sve maksimalne klike, ako ih sve treba ispisati. Da bi program ispisivao samo klike
maksimalne veli€ine prvo treba odrediti veli¢inu maksimalne klike.

4.4. Algoritam Karagana i Pardalosa

Program KPprogram je realizacija algoritma Karagana i Pardalosa i nalazi se u projektu pod
nazivom KaraganPardalos. Takode se sastoji od glavne funkcije main i funkcije maxklike.

void maxklike (int U[], short size, char * pokgraf,int * redoslijed)

Niz u predstavlja skup ¢vorova koji se mogu dodati u skup x tj. mogu postati elementi
trenutne klike koja se trazi. size Cuva veli¢inu trenutne klike koja se trazi, a pokgraf je
pokaziva¢ na matricu u kojoj je zapisan polazni graf. Niz redoslijed se Koristi samo u
slu¢aju jedne od heuristika zbog ispisa elemenata klike. Klike se ispisuju redom kojim se
pronalaze sve dok se ne pronade maksimalna klika, zatim se ispisuju sve maksimalne klike,
ako ih sve treba ispisati. Da bi program ispisivao samo klike maksimalne veli¢ine prvo treba
odrediti veli¢inu maksimalne klike.

4.5. Algoritam Estergarda

Program Eprogram je realizacija algoritma Estergarda i nalazi se u projektu pod nazivom
Estergard. Takode se sastoji od glavne funkcije main i funkcije maxklike.

void maxklike(int U[], short size, char * pokgraf,int * redoslijed,int
*pokc)

Ispisuje sve maksimalne klike. Argumenti ove funkcije imaju isto znacenje kao 1 kod
funkcije maxklike u KPprogramu. Ovdje se joS pojavljuje argument pokc Koji predstavlja
pokaziva¢ na niz c koji ¢uva duzine maksimalnih klika za sve skupove S; , i € {0,1,...,n —

1.
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4.6. Algoritam iz programa Cliquer

Program Cliquer predstavlja programsku realizaciju algoritma iz programa Cliquer. Sastoji se
iz glavne funkcije main i funkcija izdvojiNajveci, dmaxklike i maxklike.

int izdvojiNajveci (int U[m])

Vraca indeks posljednjeg ¢lana u nizu koji ima vrijednost 1. Koristi se u funkcijama
dmaxklike i maxklike da bi se odredio ¢vor sa maksimalnim indeksom u skupu U . Taj ¢vor
¢e biti dodat u trenutnu kliku.

void dmaxklike (int U[m],short size, short nadji,int pocni, char * pokgraf)

Odreduje duzinu maksimalne klike. U, size | pokgraf Iimaju isto znacenje kao i u
prethodnom programu. Promjenljiva nadji prikazuje da li je nova maksimalna klika nadena
(TRUE=1) ili nije (FALSE=0). Promjenljiva pocni je indeks skupa Si u kojem je prvi put
pronadena maksimalna klika. Program Cliquer prvo odredi duzinu maksimalne klike pomocu
funkcije dmaxklike, a zatim ako treba ispisati samo jednu kliku, jednim prolazom kroz skup
S; u kojem je prvi put pronadena maksimalna klika pronalazi maksimalnu kliku i ispisuje je.

4.7. Programi za konverziju
Ben¢mark grafovi

DIMACS fajl format je uobiCajeni format za opisivanje benémark grafova. Grafovi mogu
takode biti u Citljivom ASCII formatu [4,18] ili u binarnom formatu [4,16]. Binarni oblik
zauzima manje prostora za grafove sa gustinom vecom od 1.2%.
ASCII format
ASCII fajl se sastoji od linija teksta sa poljima koja su razdvojena najmanje jednom
prazninom. Prvo polje svake linije sadrzi jedan karakter i opisuje tip linije. Postoje tri
vrste linija teksta:
¢ Comment line
Linije koje pocinju sa ‘c’ su komentari 1 one se ignorisu.
p FORMAT NODES EDGES
Linija koja pocinje sa ‘p’ opisuje dimenziju grafa. Polje FORMAT sadrzi rije¢ “edge”.
U polju NODES je zapisan broj ¢vorova grafa, a u polju EDGES broj linija grafa.
eWV
Linija koja poc¢inje sa ‘e’ zadaje granu (W, V) (W > V).
Binarni format

Fajl u binarnom formatu sastoji se od tri dijela: prve linije, tekstualnog zaglavlja i
binarnog bloka. U prvoj liniji je zapisana duZina tekstualnog zaglavlja, u karakterima.
Zaglavlje sadrzi iste linije kao 1 ASCII format, osim linija koje po€inju sa ‘e’. Binarni
blok sadrzi donji trougaoni dio matrice povezanosti datog grafa u binarnom formatu.
Pomocu funkcije bintoascii ben¢mark grafovi se iz binarnog prevode u ASCII
format.

Grafovi

Graf moze biti predstavljen i u formatu simetri¢éne matrice povezanosti. Ovaj fajl se sastoji od
dva dijela. U prvoj liniji je zapisan broj ¢vorova grafa. U linijama koje slijede zapisuju se
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redom vrste simetricne matrice povezanosti grafa. Elementi na glavnoj dijagonali su jednaki
nuli, a za ostale elemente vaZzi da je a; ; = 1,ako (i,j) € E, inaCe a; ; = 0.

Bin2asc[15] je program koji prevodi ben¢mark grafove date u binarnom zapisu u ASCII
zapis. Program uz manje izmjene dobro radi i na Windows platformi. lzmijenjeni program
koji se koristi kao funkcija u ovom radu se zove bintoascii.Funkcija konverzija prevodi
graf zapisan u ASCII formatu u matricu povezanosti. Programi za pronalazenje maksimalniih
klika koriste grafove zapisane u formatu simetri¢ne matrice povezanosti.
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5. Eksperimentalni rezultati

Algoritmi za pronalazenje maksimalne klike u grafu koji su opisani u poglavlju 2 su testirani
na ben¢mark grafovima koji su opisani u 5.1.

5.1. Opis ben¢mark grafova

Kao testni primjeri koris¢ene su sljedece familije grafova:

o Brock grafovi [14,18] nastaju ,,sakrivanjem* klike u grafu, pri ¢emu je veli¢ina klike
mnogo manja od ocekivane. Brokington (Brockington) i Kalberson (Culberson) su autori
generatora za formiranje ovih grafova .
o CFat su grafovi [14,16] za problem klike nastali iz teorije o problemu otkrivanja
greske (fault diagnosis problems). Za dati parameter c, " krug debljine ¢ " (c_fat ring) je graf
G = (V,E) definisan na sljede¢i nacin:

Neka je

14
k =
clog|V|

i neka su Wy, Wy, ..., Wj,_, particije V takve da vazi
cloglV| < |W;| <1+ [clog|V]],i=0,1,.., k—1
Zau € W;iv € Wjvazida (u,v) € E akoisamoakou # vi|i —j| € {0,1,k — 1} [1].

o DSJC grafovi [17] su standardni (n,p) slucajni grafovi, gdje je n-broj ¢vorova, p-
vjerovatnoca da dva ¢vora u grafu budu povezana. Koriséeni su u radu [5].

o Frb grafovi [20] imaju n disjunktnih klika, od kojih svaka klika ima n* ¢vorova («
> 0 je konstanta). Slucajno se biraju dvije razli¢ite klike i zatim se generiSe bez ponavljanja
pn?“ slucajnih grana izmedu tih dviju klika (p je konstanta, 0 < p < 1). Prethodni korak se
ponavlja za ostale parove klika rnlnn — 1 puta (r > 0 je konstanta).

o Hamming je familija grafova [14,16] zasnovana na problemu u vezi sa kodovima za
ispravljanje gresaka [4]. Hemingova udaljenost izmedu binarnih vektora u = (uy, uy, ..., Uy)
i v=(vq,Vy..,1,) je broj indeksa i takvog da je 1<i<n i u; # v;. Hemingova
udaljenost se oznacava sa dist(u,v). Maksimalan broj binarnih vektora veli¢ine n Koji
imaju hemingovu udaljenost d oznacava se sa A(n, d). Hemingov graf [14,16] H(n, d), sa
parametrima n i d, definiSe se kao graf sa skupom ¢vorova binarnih vektora duzine n, u
kojem su dva ¢vora susjedna ako je njihova Hemingova udaljenost najmanje d. Veli¢ina
maksimalne klike u H(n,d) je A(n,d). Graf H(n,d) ima 2™ &vorova, 2™ 1 Z?:d(?) grana i
stepen svakog Cvora je Z?zd(?) . Moze se primjetiti da grafovi H(n,n —2) imaju
maksimalnu kliku veli¢ine 2", Autor ovih grafova je Pardalos.

o Johnson grafovi [14,16] su takode bazirani na problemu u vezi sa kodovima za
ispravljanje gresaka. Johnson graf j(n,w,d) sa parametriman,w,d je graf sa skupom
¢vorova binarnih vektora duZzine n i tezine w, gdje su dva ¢vora susjedna ako je njihova
nahemingova udaljenost najmanje d.Maksimalan broj binarnih vektora veli¢ine n koji imaju
tacno w jedinica i takvih da je hemingova udaljenost bilo koja dva od ovih vektora jednaka

28



d se oznafavasa A(n,w,d). Veli¢ina maksimalne klike u grafu J(n,w,d) je jednaka
: y 1 -
A(n,w,d).Graf J(n,w,d)ima () &vorova, = (;}) ZLE](V,(”)(" . )arana, a stepen svakog

&vora je Z;;E] (¥)(™."). Autor ovih grafova je Pardalos [4].

o Keller grafovi [14,16] su bazirani na Kelerovoj hipotezi o pokrivanju hiperkockama
Euklidskog prostora R™ [4]. Kelerov graf 7" je graf sa skupom ¢&vorova
V, ={(dy,d,,...,d,):d; € {0,1,2,3},i = 1,2, ...,n} gdje su dva ¢vora u = (d,,d, ..., dy) i

V= (di, d2/, . dn) u V,, susjedna ako i samo ako vazi da

Ji,1<i<nid;—d;=2mod4 i3j#i1<j<nd;#d;. Kelerov graf ima 4"
¢vorova, %4“ (4™ — 3™ — n)grana i stepen svakog ¢vora je (4" — 3™ — n). Moze se dokazati
da je veli¢ina maksimalne klike u 7" manja ili jednaka 2™. Autor ovih grafova je Sor (Shor)
[71.

J MANN grafovi [14,16] dobijaju se preformulisanjem Stajnerovog problema trojke u
problem klike. Autor ovih grafova je Manino(Mannino).

o Phat su slucajni grafovi [14,16] generisani sa phat generatorom Kkoji predstavlja
generalizaciju klasi¢nog ravnomjernog generatora slucajnih grafova. Koriste tri parametra n
broj ¢vorova, i a i b dva parametra koji se odnose na gustinu i za koje mora da vazi 0 <
a < b < 1. GeneriSe instance problema koji imaju veci raspon stepena ¢vorova i vece
klike. Autori ovih grafova su Soriano(Soriano) i Gendrou(Gendreau) [12].

o San primjeri [14,16] su bazirani na radu Sanciz (Sanchis) [11]. Generator generiSe
primjere sa poznatom veli¢inom klike.

o SanR grafovi [14,16] su slu¢ajni primjeri sli¢ne veli¢ine kao u San.

5.2. Rezultati

Programi su testirani na racunaru sa procesorom Core 2 Duo T5670 (2M Cache, 1.80 GHz,
800 MHz FSB), i memorijom RAM 2048MB DDR2 667MHz.

Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli 1. Svaka vrsta u tabeli sadrzi rezultate za jedan od
benémark grafova opisanih u tacki 5.1. Za svaki graf najprije se navode osnhovne
karakteristike: broj ¢vorova, broj grana, gustina, veli¢ina maksimalne klike i broj
maksimalnih klika. Svaki graf obraden je 12 puta — sa cetiri programa (BKprogram,
KPprogram, Eprogram, Clprogram), a za svaki program na tri na¢ina (bez primjene
heuristike, sa prvom, odnosno drugom heuristikom). U odgovaraju¢em polju navodi se
vrijeme za koje su pronadene sve maksimalne klike. Ukoliko je polje prazno, to znaci da je
program prekinut, jer nije zavrsio sa radom za jedan sat. U tabeli je svijetlo plavom bojom za
svaki algoritam oznacen najbolji rezultat dobijen nekom od heuristika (ili bez heuristike).
Ljubi¢astom bojom je oznacen najbolji rezultat u vrsti, odnosno za konkretan benémark graf.
Slovo H u tabeli oznacava heuristiku. U posljednjoj koloni tabele je upisano vrijeme za koje
program Cliquer pronade sve maksimalne klike za odogovarajuci ben¢mark graf.

NajviSe najboljih rezultata ima algoritam iz programa Cliquer, tj. odgovaraju¢i program
Clprogram je u vecini sluCajeva najbrze pronalazio maksimalne klike. Eprogram ima
rezultate bliske najboljim, pa ¢ak u nekoliko primjera i najbolje. Kada posmatramo rezultate
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KPprograma, oni nisu tako dobri kao rezultati Eprograma i Clprograma, ali su mnogo bolji od
BKprograma, $to je razumljivo, jer BKprogram trazi sve neprosirive klike. Eprogram,
Clprogram, KPprogram ne zaostaju mnogo u rezultatima od programa Cliquer na primjeru
familija benémark grafova c_fat, dsjc, kao i na primjeru hamming grafova sa malim brojem
cvorova.

Rezultati su pokazali da redoslijed ¢vorova utiCe na brzinu izvrSavanja algoritma, te su
programi testirani za dvije heuristike.

Prva heuristika izvrsi sortiranje ¢vorova po njihovim stepenima u opadaju¢em redoslijedu,
zatim vrsi bojenje svih ¢vorova za koje je to moguce pocevsi od prvog u nizu sortiranih
neobojenih ¢vorova teku¢om bojom, uz uslov da dva susjedna ¢vora ne mogu biti obojena
istom bojom. Za redoslijed ¢vorova grafa se uzima inverzan redoslijed u odnosu na onaj koji
je dobijen bojenjem grafa. Ova heuristika se pokazala efikasnom u sluc¢aju Eprograma i
Clprograma, programa koji su bili najbolji i bez heuristike, naro¢ito kod grafova sa malim
brojem ¢vorova. KPprogram je takode imao bolje rezultate kada je koriS¢ena prva heuristika
za veliki broj testiranih ben¢mark grafova.

Druga heuristika se razlikuje od prve po tome §to isti postupak primjeni na komplement
polaznog grafa. Zanimljivo je da ova heuristika dobro radi za BKprogram, koji je imao
najlosije rezultate.

Ako Zelimo koristiti jednostavan program za trazenje svih maksimalnih klika rezultati
sugeriSu da je najbolje  koristiti  Clprogram  sa  prvom  heuristikom.
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g BKprogram KPprogram Eprogram Clproram
= . =
©
S S| o =
)g ® % g g Cliquer
- S 3 |2 g Bez H H1 H2 BezH H1 H2 Bez H H1 H2 H2
o o (G] f“
S| w E
Graf °
o
brock200_1 | 200 | 14834 | 075 | 21 2 119233 | 861.95 | 1300.28 | 898.20 | 43261 | 1058.54 44767 | 39.28
brock200_2 | 200 | 9876 | 050 | 12 1 7.44 7.57 7.41 131 0.94 130 0.64 0.76 0.97 033 0.02
brock200 3 | 200 | 12048 | 061 | 15 1 21260 | 21116 | 21198 | 11.13 7.92 14.09 9.19 7.85 9.79 4.41 0.24
brock200_4 | 200 | 13089 | 0.66 | 17 1 1642.00 | 1647.38 | 1664.09 | 5222 | 41.02 | 52.80 3657 | 1579 26.44 12.05 0.88
brockd00_2 | 400 | 59786 | 0.75 | 29 1 9987.32
cfat200-1 200 | 1534 | 0.08 | 12 14 0.14 0.11 0.11 0.04 0.04 0.04 ! 0.02 0.03 0.04 0.00
cfat200-2 200 | 3235 | 0.16 | 24 1 11350 | 11169 | 10078 0.02 0.02 0.05 0.03 0.03 0.05 0.03 0.00
cfat500-1 500 | 4459 | 0.04 | 14 | 19 1.55 1.46 136 0.10 0.10 0.13 0.09 0.10 0.13 0.13 0.00
cfat500-2 500 | 9139 | 0.07 | 26 19 0.11 0.17 0.13 0.13 0.18 0.16 0.00
dsjc125 125 | 736 | 0.09 | 4 19 0.06 0.02 0.02 0.06 0.02 0.03 0.01 0.01 0.01 0.02 0.00
frb30-1 450 | 17827 | 018 | 15 | 30 5.07 5.24 5.03 0.28 0.23 0.26 0.22 0.25 0.19 0.04
frb30-2 450 | 17874 | 018 | 15 | 33 563 6.00 573 0.21 0.23 0.26 0.22 0.25 0.20 0.03
frb30-3 450 | 17809 | 018 | 15 | 32 528 5.49 521 0.21 0.22 0.28 0.20 0.14 0.26 0.18 0.03
frb30-4 450 | 17831 | 0.18 | 16 4 6.18 6.64 6.37 0.20 0.20 0.26 0.21 0.16 0.25 0.18 0.02
frb30-5 450 | 17794 | 018 | 15 | 34 5.87 6.21 582 0.23 0.23 0.26 0.21 0.15 030 0.20 0.02
frb35-1 595 | 27856 | 0.16 | 17 | 35 25.62 27.39 25.01 0.42 0.43 0.53 0.40 0.26 051 0.46 0.04
frb40-1 760 | 41314 | 0.14 | 19 | 41 12080 | 12829 | 11873 0.71 0.86 113 0.70 0.51 1.14 0.73 0.08
frb45-1 945 | 59186 | 013 | 21 | 45 44254 | 485.89 | 447.13 117 1.16 167 1.19 0.67 154 1.19 0.11
frb50-1 1150 | 80072 | 012 | 23 | 50 | 2405.79 | 2657.80 | 2436.57 | 2.24 2.07 3.01 234 143 2.98 2.03 0.17
hamming6-2 | 64 | 1824 | 0.90 | 32 2 037 0.30 0.11 0.01 0.11 0.07 0.00
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hamming6-4 64 704 0.35 4 240 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 g 0.02 0.01 0.01 0.04 0.00
hamming8-4 256 20864 0.64 16 480 1502.46 | 1525.75 | 1518.28 152.51 152.29 51.57 0.60 0.60 51.28 40.68 0.00
johnson16-2-4 | 120 5460 0.76 8 |2027025 38.95 37.97 39.19 27.82 25.36 23.16 4.92 13.36 21.59 12.75 11.30
johnson32-2-4 | 496 | 107880 | 0.88 16
johnson8-2-4 28 210 0.56 4 105 0.06 0.01 0.01 0.01 ! 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.00
johnson8-4-4 70 1855 0.77 14 30 2.35 2.27 2.34 0.13 0.14 0.06 0.02 0.02 0.06 0.03 0.00
keller4 171 9435 0.65 11 2304 68.84 68.78 70.30 18.61 15.19 14.50 6.47 3.00 13.84 6.76 0.69
MANN_a27 378 70551 0.99 | 126
MANN_a9% 45 918 0.93 16 9540 68.02 68.16 69.92 2.76 2.82 0.68 0.48 0.51 0.60 0.27 0.09
p_hat300-1 300 10933 0.24 8 13 0.63 0.64 0.65 0.30 0.30 0.25 0.22 0.20 0.28 0.14 0.01
p_hat300-2 300 21928 0.49 25 52 363.93 187.56 264.45 173.12 ! 79.83 63.79 47.64 76.23 1.63
p_hat300-3 300 33390 0.74 36 10 2055.95
p_hat500-1 500 31569 0.25 9 78 10.70 10.65 10.69 3.40 3.20 3.56 2.95 2.65 3.29
p_hat700-1 700 60999 0.25 11 2 65.84 66.86 65.52 16.35 15.21 15.02 10.98 7.18 18.31
san200_0.7_1 200 13930 0.70 30 1
san200_0.7_2 200 13930 0.70 18 2 0.00
san200_0.9_1 200 17910 0.90 70 1 0.19
san200_0.9_2 200 17910 0.90 60 1 26.05
sanr200_0.7 200 13868 0.70 18 13 176.05 143.27 183.23 113.82 83.13 159.26 47.06 51.40 11.63
sanr400_0.5 400 39984 0.50 13 4 1020.69 | 1026.06 | 1008.75 120.71 132.76 135.77 107.39 93.08 169.65 48.24 51.18 4.48

Tabelal. Rezultati testiranja programa za pronalaZenje maksimalnih klika u grafu.
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Slika 9. Grafi¢ki prikaz tabelel.
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Slika 10. Graficki prikaz tabelel, bez rezultata BKprograma
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6. Zakljucak

U radu su opisana i programski realizovana cetiri algoritma za pronalazenje maksimalnih
klika (algoritam Brona i Kerbosa, Karagana i Pardalosa, Estergarda i algoritam iz programa
Kliker). Izvrseno je poredenje pomenutih programa na odredenim ben¢mark grafovima Koji
su opisani u tacki 5.1.

Poredenjem rezultata rada Cetiri pomenuta programa na primjerima ben¢mark grafova moze

se vidjeti da je najbrzi program za algoritam iz programa Cliquer. Za njim ne zaostaje mnogo
program za algoritam Estergarda. Nesto slabije rezultate je pokazao program za algoritam
Karagana i1 Pardalosa, a najloSije program za algoritam Brona i Kerbosa koji je i najstariji od
pomenutih algoritama. Program za algoritam Brona i Kerbosa pronalazi sve neprosirive klike
u grafu i nema mogucénost odsijecanja kao ostali algoritmi, te je zbog toga pokazao najlosije
rezultate. Svaki od algoritama je testiran bez promjene ulaza, kao i sa dvije heuristike za
izbor redoslijeda ¢vorova koje se baziraju na pohlepnom algoritmu za bojenje ¢vorova. Za
redoslijed ¢vorova grafa se uzima inverzan redoslijed u odnosu na onaj koji je dobijen
bojenjem grafa. Druga heuristika se razlikuje od prve po tome $to se bojenje grafa primjenjuje
na komplement testiranog grafa. Kod programa koji su imali bolje rezultate (KPprogram,
Eprogram i Clprogram) efikasna se pokazala prva heuristika, dok je za BKprogram efikasna
bila druga heuristika.

Ako zelimo koristiti jednostavan program za trazenje svih maksimalnih klika rezultati su
pokazali da je od pomenuta cetiri algoritma najbolje koristiti Clprogram sa prvom
heuristikom.

Program KPprogram bi se mogao paralelizovati, jer kod njega nema zavisnosti preko c[i].
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