
из 

TBDDИjCK~ Мат~матик~ 
~ >\ 

~·::~ .. ··(:~т~ . 

. ... / __ .. ) ·.!. 

БЕОГРАД 

'·; ·5". 
д 

'· 

УдРУЖЕЊЕ СТУДЕНАТА МАТЕМАТИЧАРА 

1930 

1 • 

. :оји 

f>и

rод. 
! 
rну, 

iод . . 
i 

има 

· .:Сам · 
ако ; 

1. 

lc 
' ма. 

1 се 

71, 

-;57 

су 

· ще. 



' ! 1 1 i 1 : 1 ' 1 

f ~ - . ·~ GГ : Ј i f ! ' i !<; · =1 . с 

. . ~ . .; , 1 ) 

' . 

1 - '~- • • • 

;, 

. ' 
~ · 

· .. 

..... 
...... · . .,. .. 

,! I_A (';''JO '·I r1 

1 

.1 

. 
-t--

~ 
'! ., 

. l( 
1 

•: . 

У МЕСТО ПРЕДГОВОРА. 

У овој збирци, која садржи· 78 '~задатака, налазе се' задаци који 
су падалИ на дИЈlЈЮмском испиту из ТеорИјске Математике · на Фи- ' 

. лософском факултету Београдског Универзитета од октобра 1921 год. : 
·. ДО закљуЧио јуна 1930 годин~. изузимајуhи ·целу 1922 годину, 
два рока 1923 године и дна задатка из фебруарског рока 1930 год. · 
ДО КОјИХ нисам НИКаКО моrао доhи. 

Задаци су распоређени хронолошким реДом. Често пута има . 
више сш1чних задатака. Т аца је један између њих, за који сам 1 

мислио да је ·најкарактеристичнији, нарочито опширно израђен како . 

би могао служити као образац са сличне з<щатке. · · 
Веhина задатЈка ове збирке односи се на више одељака Т 

Математике тако, да би их тешко. било тачно поделити по одељцима. 

v1пак, према ономе ШЋЈ је у ·коме задатку најпретежније, они би се / 
. r 

могли овако поделити: ,....- ·) . . .-· 1 

(Ниша алгебра: /:д:~:-:~Q,; , 1 'f. 18,} ~29, 33~ 3?·- 9, 61, ~~ 71, I 
'[\налитична геометрија:~~ ;~б. 53) 63 '-. ' а .. : 

t.~'Диф~ренЦијални рачун/З, ~""7, ,_ 13: _14, ~r ... · О, 41, 4 , 50r 57 
5~~· 7~, 76 . / . --- ----- - . . 

~
нтегрални рачун: 2~ 1 Ч, 5tl~.~f?2 ; 
иференцијалне једначине: 11, 12, 15, 22, 27, 35, ~9, 42 47 . 

55, 7, 74. 
.. (Парцијалне једна Чине: 24, 28, 31, 43, Б 1, 60, 77. 

~Георија функција: ~. 8, 1 б, 20, 23, 26, .32, 36, 40, 44, 48, 52, 1 

56, 59, 64{. 68, 72, . 78. . 
1 

Ова збирка садржи и неколико теоријск,их напомена. Оне су \ 

све из 1:еор_ије функција . а односе се . на задатак коме · претходе. i 

Јуна 1930 год. 
у . Београду. 

'~ 

Б. П. Ъерасимовиh 

ст~илtђйф~Е 
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1 
! 
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TEOPИCitE МА ТЕМА ТИЕСЕ ~ . : 

. . L.~~ . · .·· · 
-;.;.,w.· ._ • . _ Кој е ,ј ~\д~rачине петог ст~пепа · · -~-, . 

· - r5 ~ 5~· + n = 6 . · · · ( 1) l 
.. . 

ииа ју три' · ре8Јiиа И ,ц,в~i . шrаrииарпа ЕОреиа? nо-
раэ;tвајатИ у тоие d;ryч&' jy ·та трИ : рев.Јша корена~ 

. . . . . 

(- а<:тобs.р 1921. ro.zt ~:) ___ __.."..;.:;.",...--.-.~ .. --~~· 

1 • • • . \ . . • • • • 

Из:воАиа je.ztR .. ?t.чmJ.ft има два рее.ЈШа :сорена: 
i ' . 

х = ~·~ 1·'/ Rolle-o~ rт;~з ћс-.1 изr.1tе,21;ати: 
l: _:_ i 1' + .i ' + Ос.::> ' 

.. l. .. 1· ) " ч - ~ - t) • 

, ~ . ~ ) • / i;Y\ ~ it. ·1···'\1·-:- ч/ + с:.о .;r ~,'t:: Ј~~ 
. . ' - + ... ј +- 't).::.1:.1-

- lJ,a 6И јеiпачив:е. ( l f ·nщЈ!а тРI( pea..ma корена tto-

~e. . битИ ~ ~ ··-- _. / 
'; 

n + .4 > ( i 1· . . n 

' .. ~ 

тt,\.;"1 -t ~~ . .· ... · , . . 
'' - - ·~ '<· ·n ·< + 4. ' · .. 

ј ~- ~-1а три роаЈ.t·па: lt(' J ~·:H:;t · 6'Иће у ивтервtиrИlfs: _ 
1 

. (,.i "'1/ ' .;..1\ :;. ':< -l,+l) ., ( +1,+ ~· ) ' . 



· а iCopeii Ео ји се ив..жазИ у V:ri:i'eiJBMY ( -1,+1) 6~·1ће 

позитиван ихи i.tera'J:'ИBЩ:I птюма томе да ЈЈ:Ј!! је n 
'i\ - . • 

озwrивно ш. и иегатив,По ~К ах о х~)ва отре.иа ~ 9ЈtИ8.-
, _ 

чине ( 1) за х == - 2 има ·:нре.цПо~~т : n -- 22, а no-
. . ~ . ф . 

. о n кора бити - иање O.lt + 4.. то 'ј .& n - 22 <.о;~ ·:~ 

хщ зиачи )Џ\. се први 1t0pe1.r С'1!Јsарио · па:irази ~· и:и-
. ' ~ 

. EtPI3UY ( -2, -1) . Исто таR'с' се треhи в:орвп 118.~ 

азИ у · ~ор:важу (+1,+2). _ · ·· 

. · • ·~\A"д!a.ll':'- Иэрачупати новршииу ОЈ.':раи!t'!е!Џ . ~ 
оовииои ах: • Јtу-~_ом крио е ·;l 1i!IO'!je ~фeher · 6 те пена. :i' . . i 

· '1' .::: х8 ~ 9х2 + 15х + 30 . · · .: · • ж 

ИЭ.!tСИМ8Ј!И6 И :ИИЯШНl.ЖИе вpe,ltИOOTil: ~· 
'. 

s.__:.~~~-!~....!92 !': .. r.o-1 : ) 
. ~/ . 

Максииукt о;trоварь аnоциса: х = 1:~ а ~-

. ~пиуиу аnоци1а ~ х = 5 -~Ђа4DО :;е тра.жеиа пов:рпnmзg 

~е р ,q. r, s, t икају - ~озиата . значеља .у нашем . 

о~учају је: р· =- Ys. _q = - х, r = t = o;s ~ - 1, 

лаФеревцијахиа је~чиИа пос~аје: 

( 1 + у2) а·х2 = С 1 + х2) ау2 

зшо1о Прво зиа.Е +. ИитеrраЈI је:· . 

(.х + Ч+."(\: ) ( ~ + fi+ i ~- } = с 
о · ставимо : 

~= ~ ~i+J~ + d (t.+.r' 

а се претх:оЮtа јеЈtвачииаЈз6оr идев:тичиоо~..ти · 

( .'({i+J~ + d Vl+t1(1. )1.+ :i = [Је)+ V<~+.r1.)(.i+ (11.) ) . 

itаписати у o6.Jиrty: 

' . р = .. ( ( rS · - 9х'2 т 15r. + 5'0) · dx ::' 9'1 ~ 
\ ~ .. Ј .,....,"'""u .... чи .lt8. вам је;tв:ачииа (1),. r.це је m '~-произвољиа 
V~ •эВЈt .:.~ О;tредити ЈIИ.П'!!ј:е !~рИБииа в:а пара.-: 

ХУ + Z = Ov~ 
... ,. ~~!~ ..fЧ;~""~Ј-1_.. 

·дифереицијuиа је.21;ив.ч~s пројеЕција ЈЈ:И- · 
t ·W~-. · · 

., ..... ---.. а . ttривиие иа рава:в: х ау :Је: 

·. (l+p2 )dx + pq dy . pq d:x + ( 1 ·i ' q2} dy 
rdx + . sdy = -----в'flx -;-·тау · · 

·вл· . · .. . 

oнotraи~ai претстав~ · je.lt8.B сИстем ЈtИНИј.а -~риви-

на па.ра6ОЈtОиду: X"f + ~ =_ o ·~t'i JI~je . Е~+е 
' ' ' ' ' , о$ .. • ' ' •о )t 

pyi'or система биЬ.е· преrотављеие је.џm:~1ииок: .. 

< .х 'fЈ.ч;: ~ Ј Гiн• = 'VI · · .. .\· .. . 

је n произвољиа константа ~· 



( ~ем-~- О,а:рмwrи: Реа.mи: . . ~ 

и и:мarmm рни део 1 . 

§ . 
. Ј фуикциј & ~ .... 11 

~ (~) ==- . Ћ_ g.v ;l: 
.ј :., 

о 

. · при Еретаљу та~е z по периферији ttpyra описа

вог а<:О почетка са пОЈiупре~оv 1·•! 
-~). 

( сжто6ар 1921. rо.ц·е ' ) 

Дуж Epyra опиоаноr око почет1еа са поЈ!у-_ 

1 пр~меиљива z _има вредност: 
ei. ? ' ,, rpr' 

Z=e 1_ -:: С 

· па фуюс;ција f( z) поста ј е : 
· - ,е• - (~ )18-+ i. _4iм · -vo) 

~(~) = ~ (}.у .t == ? о,." 
... 

/ з·ато су реа.mи ·и имаrииарви .део Р и Q : 
~ ~ . . 

f(e) =- ~ц.., ~»е · . , Q (е)= -~ а.~~ .~ .vв 

•?JVs.зa;J/;- Наhи асmmтоте Ериве ЈIИВИје и 
о:вЈiаш в:овструиl)ати хриву 

х8 - sx.y2 + 7 = u .. 

. Кри:ва 1inm три асимпто-

те : . 
~==-т_ {f .Jt ., .:~=о] -~ 

. '• 

... 

ј е.21:ан w:u<:ctmYU: 

(~;Yf ' .·(1=-+Vf.), . i . ј 

) •:Ери:ва 

је симетрична према х - оси> op;tmtaтa је имаrи- · 

иарш\ · за -'Vf · L.~ z о ~ 06JI~ криве је r:a~ иа · 
ОЈ[~~ 1 ~' . . 

· ~1'! .- Ш~а се може ре!;_и о реuним кор'"е ј 
:В:И1fа 8.J!re6apcEe ј еднач:ине : : 

х5 + ах + Ъ = о ( l)_ 

Ea.zta се тачitа l!( а ј'Ъ) ~рећ е. 

( а<:тобар 1923 rc~ · ~ ) 
-.~ ... ~ "' ' ~::<""'~~~ --/~~ ,Фi<;;-• • ,,~<ћ.;.;..~-,:,~~1 

Ј е.Џmчипу (1) uo~:r:eмo -це.писе.ти у о~~лиr~У 

·,Р = mx + n 

rде је: i1 = :- а, n = -:- Ъ. 31iачи да. ће ре·мви 

Еорепи је;tшiчи:в:е (1) бити апоцисе заједпи-rr:~их 

тачаха. стаЈLие iCP~ .e: 

У= х5 

и пОF.ретве nраве: . . 

у = mx + n • ( 5 ) 
Крива · (2) · .. ~ · оолв к"fбие · napa60Jie ( о:а: ~· 2)'·~· 

УзМимо .2ta је n> о (Ъ<О) и Иm<:а је почетпи no~ 

о~оЖај · праве: (3) mipмeJiaи х-оси ·~i тада је: 

1D. ~ - а :::: () • У , 'l' ~-- ПОЈ! ОЖ8. ју zipaвa· .. ( 3) ИМа 
сано ј~ди1 пресечпу · тачttу 1tt са кривои ( 2) Ј . · 



~-

па зна. tЩ .ца - ·ј е~на.чипа (1 >. има с a1-ro ј _едап реаЈЈ:ап . · 

~()!)ен: 1 

1 р7 
_;х=::--(? >О 

НеКа о е · oa.l(S. 

-- · права (3) сжре

·ће 0~0 свога 

пресе~а В са у

ооо:и у смио.ху 

супротном r:pe~a 

. - // 
љу ~а ~-~------<А'-
оату.За :ереме 

т ог а кретаља 

раhемо и .даље 

.. -само јеЈ.tиу пре

- о е~ тачzсу м1 ) 

'Ј 

с..' 

Сл-~ -

.,.,_, -са апсциоом х1 ( јасно ј е Jta .. he OD~ 1r.орен х1 

- -т 
:~ 
\ 

бити веhи ОА х•, 'l':'j х1 > - ь'), све А о uоиепта ··r 
'( ~) nocrraиe таигеl!та не. :ttриву r2) ). 14 Е ад Il1' а ва 
. . . . . . 

. . - " 
-, т ,. ј ·';~: :ttaдa зауз~-е по.пожај _ 1f0Шl r-' Т ВЈ( а. и.1rаыо Аве 

· ~аједНИЧЕе таЧЕе праве (3) и криве (2): је,~;пу . 
-

·д~.l!:ИРRУ тач~у Мо~ t<:Ojoj одговара један двојни 

ttopeн х: 0 · јодвачи:ttе ( 1)) и ј е,в;иу пресечну rщtnt_Y' 
6 ~::; 

о 1 

.1 

-·! 
. ј ' . . 

'/) ~ ' •• о • 

М ,кој_ ој О)tговара jt;;;taи ·,:rрост ~орен х• једпачи-

не ( 1) ~ У овом шуч.э.ју, д8.uе , једиаqина ,( 1) 1ma 

. 11ри рва..лна. :r:opeв-rt ~ је.!;ав. .zt:ВOj1m : и један прост. 

F..aEQ ~~е х = х 0 ;СЈ_;,о~ни !{С· рен јед:в:ачине ( 1) то he 

он 6v.:;си прост :tt·J_peи изr~r)дне једначине 

( 1 · ~ • F..a та. ј се на чии Јt~х5ија : 
t 

'• ( et. ) :v 
.хо~ ~- - ·т . 

rде ј е· m0 ( о.цнссu:о в.-0 == - m0 ) . вре.п;нос т пэ.ра~-д --

тре. m ~оји одгоr .. ;tра пoJio:r.ajy Мовм"----. праве (3) ~: 

В:оордшrаrr э тэ.t~Е'; - М0 ( х 0.1 У о ::: х8 ) бtпtгЈrе_цпо . 

ИО}1ају ЗЦ2!;0В0ЉО.] .fi.TИ једна.чив:у ( S) ,.. па је: 

'3о = m0 1\@ + rt 

5 
:ко ::: - ао:хо - Ъ 

- !L' ~"j ':,"\ Еад о е :х: 0 о ме 3 i! сР. о .i ом вредноl!!'ћ~r ( ~) -~ 
-~· ~ 

( -· ~о) Уу- Но (- ~) 'f + fJ ~ О 

. (5) 

Ј еднаЧина (5) прете;таl': З!)а на.и усzов'' да би ј одн а-· 

Ч:ИВа ( 1) И'l!Ма један ;1 - :RОјНИ ЕОре.н. 

АЕ.о се · rrpa:вa i 3) r:pehe и даЉе у- ·'ИСтом 
. ' 

с:мисЈiу он.ца ће, -с:ве до : ; се права (з) . и~ rroit.i.torrn 
'/ -. 



оа у - ооои~ т " ј. ,l(cr~ Љ. Н(1 добttјв вредПщ,т : 

а = - m =· - C>Q , постојатИ:' трИ пресечие ФаЧ".Ltе: 

.х;,, Mi и Иi' па ' ће једне.чи:ю~ '(1) имати т~и ре~ 

.. _ аЈiиа iореиа : xi, 
·-~- . 

. 111· .ца је: . 
- оо ..:::. Ј(~ <.х, 

. 11 ·. . , . ", 

~о < .x.i <о ~ < .X;t_ <+ оо 
1 . ,' . . 

Све ове резу~та~о можемо оЕ~rи у с~е~е 

' . ~, . 
1 . /,r 

i Гt - 0 i. he,n ..... • • IC .U.џ,с ·:· ,Х = -- ·fj 
. 1 '""'- • •• ; . rv -...--.. ~.. . . ?:. 1 

ћу шему: ·· 

1 . g • 
1 o-:>Q,> Q.o ••. .L • " :' ~ј_> - ' . . 1 
' Qo 4 ' " . -- ~ ·. 
; Q.=Q..o ••. . i~jн.ч ·. (~: ~=:.-(-.-) 1 -i~rct~-ч : ~>· ·, 1

_ . . . -

C4>Q.>--- ... j +~IЦ..u.Щ~ /ре~~ О~->· . . "- . . . . . [ . l. ц_. )4 Ј , 
...-. • •· , • .n.· ~ - с:О - - -

: . -.. ) . ' . Ј . 

[-(- ~)~ о] [- ~t +. ~Ј ·· . 
5 Ј 1 · ) . • 

Ако : у једпачииу (5) у место а0 ставимо каr<::ву 
. . . 

:вреАИо_ст а <. а0 :.. оца с.; .1еве. ст:r»на те ј е,2tв:ачИ 

.. ив повеhавај јар се повећавв. љен позитивни 

чжаи 4 (- с;:о )~., па . је з~ чи . за све вре.џости 
. а < а0 зцовољеиа иеје,2tиачив:а: 

· ·. · . (, .+-_'i (- ~) ~ > О · 
т&Ео исто је . за све иеrа.ти:вне вредности . а.> а0 ~ 

•.• • 1) 

1 

. '' 

f 
1 

. ~ . 

. -& + ·Li (- ~) 'f < о · 
значИ ,zta у место ·rорье шеме) можЕ»l О саставити 

с;;! ед ({ау- : .~ · · · 

~<ot~~::~~<: :::: . ~~;:::;:;:~ш. Щ<А 
~~ . 

<t.<..~)e) >-о ...... 3-м~ .. ?~· · !'}~ ~. ; 

г .це с:мо. ста.вИЈ!.и: 

<e(ct)~) 

. на и:сти начин, ar..o ЈТЗМемо. де. је n< о ; 

т .i j ~ь . > о т ';Ј•~:,~..wsмемо за почет;ии пОЈiожаЈ. npwe 

(3)Ј по:а:ожај A''D~C', :можемо доhи до СЈ!едеhе ше-

ме: 
. ... ·;· :_ 

rде· ј е : 

Нека ·се сма права ( 5) ttpehe из истих 

. почетиих: . na:n:o..-,:aja, аЈiи · у сии:сЈrу супротном . ;toca- ! 

На тај he . начин параъrетар m уз~~и нera'l'mнre 
вредност1~) - е.. па.ра:метар а = _, m. поэитивн:е f .. · йз 

,. • ' '!!) 

1 

1 

1 

g ·~· .. ' 



· oo~ - ~ s. је јасно .2t8. ћемо у ово1r с;rучају за n>o 

т.ј ._ Ъ< о имати један позитиваа: ре~ав в:орев: 
1.. 

у иитерва.жу ( · О,- 1{), а за n< с т .ј !•· Ъ > о 
инати јем.и неГативан реалан :t~орен у иНтерва.х,. 

f 

( -- & 7 
, о ) - ~~ кэ. та ј начин: иие.ио: 

Је.цначшсе: 

'f(.a.., С>) .=- о ) 

пр.едстављају у равни аоЪ 

Ј!ИНИје: . 

_,!;ве : :-ране исте криве 

(G) 

·та крива ииа . је.щ повратну те.чЕу: I<;Ор.ztи:в:атии 

почетаЕ;, а изrЈЈ:еда Еао на С.!. 3 .Једначииа 'e(Q.,~)"'o 

. представља rрапу криве (6) у тpeheu квадрsпту, 

а једВа.чииа 'f-<:q,е.)=:::опре)Ј;ставља rрв.ну rvpИDe (8) 

у друг он ква.црапту. Ерива ( 6) ;tели ПОЈЈ:Ј'...;.раван · 

негативних. аnсциса на три дэЈiе с Зпа:к.dви фуШ{ЦИ 
ја 'е и · .. <r у тим .l(еЈrов_име. обо;rежеи:и су па с.л. 3 

10. 

На основу ма~опређашиих шема И СЈ!о3 каже 

110 · саставити ,21;ефиВ:итивну шему ~ретставl!-епу па 

cz ~~. ажика 4. је 

ОЧИГЈ!е,2tН8 \) РЈ!:,О се 

. па пр·· тач:r<;а :М( а,Ъ) 

.I·ocJ ... ~ 
се>-о · · 
Ч'">О т. ~/2~ 

. :в:а.хаз и у пр в о:м It:вa- _-..:::ct.-н--fochta~:r--:::~-лt----~ 
о 

;tре.нту оща ј едпа. чи-

на (1) има свега je

Jt8.1I реа.хаи ~орен у 
~ 

, Ш:I~.~P»lPlY (- for' О) • 
' ~.· . ' . 

~' 

. -~ 

- ~~>ц_ 

±~~~~~ 

Сл. 4. 
једап двојпи · и један прост реални ~ореп~ 

· A:r:o се тачка М(а,Ъ) н:мази: на коордmтт-

11~ - --



·. нии ooaua. онда имамо следећу me14Y : 
4 . . 7 

а = о. Ъ >~ о •.. ~ 1 прост реа.и:аи :корен: :z:= - (ј, . 

а > о" · ъ= о • о . • .1 прост . реман ЕОреи: х= ·о . 

а..( 01 ћ - о .•••. 3 проста :peama т.-;орене.: 
..L 

х - о, :х: =.:!:. (-С\.)7' 

а= ој · ъ · =: о •••• 1 nетостру-~ реаЈiа.н корен:: х~о • . · 

На~оиева.- . :исту о:ву . .ztиc:ttyoиjy ио_rЈiи би -

·· ctro Извршити И чио·то рачунсЕ~ путем поиоhу 

?.olle:-oвe · ·теореие;; Нftпо:меiцtмо .ца . ј е у нашем о~у~ · 
. р 

. ... ~~ју о~а~ rеометријс~и ·цzт · П]_)ецизнији-~" cL.t.•'t.~~o~ ~ 
Ј.· · · vf~ЗЦi- Наhи ворщu:У . Ј! 1'8ltl'enтy ход хри-
. . ве: · 2:х: 

". = ' 3 х . 
tf . Ј-: 1 

. ' 
(1) 

.. 
а .· у та чt<:аиа ма:r~СШ.fУМа и -ъmнmiylfa лОЈЈ:упре~ 

' Еривине.~ 

· )-~~aP~l~~ ro&:i1 
. , ~оrарv.:тмоваље:м, па затиы .цш})ереiЩирsљеи 

ј е.ЦиаЧИНе · ( 1) добија ое: 
; 6 - х~х ( 1os 1) у' = х + 

'У'' =12 х 2х ( log х + 1)2' + ~ · ·?.х-1 
.х ·· 

Је;в;начииа У' = о има саио ·Ј·е~ан :в;орев ·: х0- = !:~ · · . . 9 
. . 

."" ~· за х = х0 . д~уrи изво..ц mra вреДност . : ., · 

1' 

-L ' -:.ј 
. .t е - i _ Ј. е. +1... 

~= ~ 1 "( ~) =- G ( e.-.t.) · =- ~ е · >о 

)! ~.хе таЧitа :И0 . Схо ~ f ' · d0 = 3 е;-ё ) је · Jiшtm!Y1f ~
~ОЈ[упречиМЕ ':крив·tте има вре;iност: • 

't ' 3L 
(:L + (1-' ') ~1. 

R = -СЈ----:-,1 

У тачци :М:0 биЬ.е , : 
. ~ . 

. i ' i.. 
R = -;; :::. -с-. 

. СЈо v 

"t, 
--:L 

е е 

Је.zr;Иачииа · танrев:те ј е: ·· 

у - у = 6 х2х ( log х + 1) ( Х . - % ) , 

.. · иор1m.Ј!е 

1 ,, 
; 

ХЗх ( log х + 1 ) ( У - у ) = О ~ ; ' 
~--

.. чину: 

Иm&I'р<).ЈrИ'Ј.'И ~ифе:ре!Щи. ja.my ј едваl, 1 

dw . . . . 
х · log х -4 - у ·log у = О . · · 

· dx 

-

· и ивћи с и:нrуЈiари.тете · Љепих партиr<:уЈiарИИХ: · ин:те-

rpa.xa. 

.. · . dy ах , 
·= -·---

· у log у . х log х 



1 . 

r Omlr.rИ ИВТ61'Р!IЈ! ОВ 6 ј 6)!Ш1ЧИF16 ј 6 : 'У = Х С ';i 

. . . . Хад је ~ · цео позитиван број интеrраЈЈ: не-
·-ма оипгу.харwrета .. Ea,2t је Q цео пеге.'rивап број, .. .. 

·~ . . 

. о . = р, ицтегра.х иые. само ПОЈ! р - тоr реда: х=о. 

; ltaд је Q. позщтиван uи негативан рациоmuаи 

_ број, О ::: g ~ ИПТеrра.Ј! И1Ш. . aJrre6apcEy Ер'И'l'И'q-. q . . 
-q тачЕу q_ - . тоr ре.г;а .:z: = . о ~· Км је :!! ирациопа.-· · 
Јtап број оща интеrрд.ЈI има тра.поцещептв:у- хри -

ти~ тач-,:у х = о. .. 

· . ···.• ~За;џ- Нimи n 

F( х) = xll-1 
- ти изво)t фуБЕције: 

,log ( 1 - х ) 

и поrtазати Jta ј е ои позИтиван за св е. вре.џtости 

:z: < + 1; паhи вредиоот тоr·а иэ.во.zса эа х· • о~ 

. ( фубруар 1924· ro,2t·~) .. 

Ставuо : . 

.ц. · · ~"'1-.t.. , У= e.css (:t.-.x) -~ ~с~>== и v , 

ощ_а је: . '11-~-1 ''n-f.) r - (.") . \ . ' с ) . ..ц. ~ (.on-J.)(~t)····· (tn- Р) .Х , Ц :=; tn-.t. . 
1 

· 

t'"> с~.> cta-:.t.>.! 
..ц. = о > v - (i ~.х) .. 

, па је ·по Ј!ај6пицо.вок обрасцу: .. 
· (.-t~> <."'> , t"'-') r"") <."--'Jr .... r111) . t'"' 
: , ~ (..1;)= ·Ц.у +(~.)\tV -t·· .. -t \1\'1-Ј. \(. У \f\1 ~У. 
:-;-• 

. 141 

• 

г • 

~ -·· · · 

а тај ј в иэр:1з већи ~.ц о за о~ е ~зрrэ;tиости х<. +1 · 

. За х = о 6Иh.е: 

сл: (";о) =- ')'\ ~. 

' ~. З8Јt ~;-О){:ре;rити сво ztopeнe ј eJttre. чине : 
' ' 

Н: 

е -==- :L 

. ИЗЈ.\еђу · 2 И 9 6~ Iчији се :иoJtr.tи нв..и:а.зе .- _ . ) 

(фебрув._р 1924 rо.ц;~, -~ · 
. ·.t~toi:\. . - ~ ·=· - ... ~ . 

Е~О је €. . =-i ( lt је цео ПОЭИ'!'ИВаR...,ИЖИ 

ИеrативаЕ( број_ . )> то иэ.mв. једsаЧР.tна постаје ~ 

.и: .t "'"--: 
е.. - е 

Ј 
:~ 

. · ·' 
. -..-·: :· .~~.\ .-:. 

·. ~·-: 

• 



Нејед~чitну; 

» 

?.. <. } 1:.\ ..(_ 'i 

~ -<':.. ~-1~1 ~ < 9 

. <0<_~\1<:\ ~<a.t 

з~овољавају само вре,ltности 1t: 

Е - + 1 + о + '% + л_ ;.· 
-- ј - U ) -~Ј - •• . ( 1) 

наша једн:~ч ·,. пт.а. има ~ -:.~ орена · чИји се lfО.2QТ

налэ.зо у пнтерваЈLу (2,9) ; 'ћ"! корени су: · 
~ = г..~~- ..{, 

. : . 3 . 

Где ~ ТЈ!Э6е. CMOlbl'!IЧЭ.'l'И l"l.редНОСТИМа ( 1) • 

. . у'11 А з~::.:. .. _·,тнтсгра .. tити Ј.tинеарRу д;ифе~ренци- се : 
јэ . .!ну ј едн~чmtу : . 

. ~1.1 ~ 3 ct~ · -+ а.~ ~ ё:~ С-~ . ~~ 
olt'- (Ц . (1) 

· -'""'-.~. 

· Ormrти mr•rэi,pa.1! 1 је_,~начипе · ( 1) без неза- .. 

висноr ЧЈ!Э,на ј е : . 
. l.,;;;,;. ~ 

. . (1 =- ci е. + c.-t е . "1• 

i . ., .·• 1 ! 

Парт~уЈiе.рm~ интегра .~ једпачиге · r 1) се. . не;3авис-

ним: чЈЈ:ВIЈ~Ы наћи.Ће-...!о на с.ледеhи начин . Hr.t основу ·-
. . -х . 

а незе.висноrа ч.Ј!Э:на : е · cos ?:х.; · иохемо - . 
' • . . . 

закључити да је Партиt-суларни . Imтегрэ.Ј! · ј ~диа"~ине. 
1) . са пеза:висииы ти. аном ј o6J.t~Ei ; 

· Ea.zt ·иађ ем о из в од е ] ' и Ј " na их с~еиим:о у . ј ед -· 

JJ.SЧIQIИ (1) ,;tо6ићеио да т. и n морају имати 
. . -~ 't,/ 

:s:Р,~.диоо т :к : . 
. i. . -· ј- . .. 

Fh1= s-~ ~ - 1\'t=--:- · j- ~ . ~ . 

· na ;ta _из ~е.з . ( 2) эа.д o:so:r.:a.~a . ј ед начиНу (1) ·. Ra та ј. · 

иачии општЈЈ. иnтегрм ј~А.начю:rе ~1) .са. -незевис-

· : иn ч.и:ав:ои ше o6Jrmt : 
:··· ' ·1 . ·. . . ·. , ·-~:-·. -. -·-· · ... 0-~ . ,-""\ 

~ - С Ј.. е ~.;,.-r Ct е .х +. f~\К. <. ~ '-х - . .f ~ ~ ~ ) . 
v"·эаА ,- Дат је аис~~м IЩЈ!абща i:oje 

ју: теме у Е.Оордv.не.тпо:м. поче'-t'Еу$. а ооовииу ох · . 
. . 

за . своју · оо~в~; (Џt.редиn . сиотек ttри::вих: ЈЈ:шtи:ја 

о.а: ·· Е·~јш: · ке · (;Вд.Еа c&h~ \~~·аЕ.; O)t лати . nарэ.бОЈН~- : 
·. . .. 

( фебруар . t9-24 ' rо.в; 'е ' ) ' 

. :~ - .· ~ .· , . · ~- . • = .~ ..... ~.-t - ф .. ll~ i-~~~ ---
1 

~"""'~ .' 

· .. . · Је.в;иQч~а .цатоr · ·сnстеџа napa_бoJie.· riacи :. 
·.· . . . ' .. ··. :• ~ '• : . . ' у2 . = 2рк .· . 



ција: 
Ј~. 

-/-. D i. ":::.. . m'\ - ·сп: (.~ "ј :::: 
i +l)r\ ~~ 

dy .• _, 1. .·- ·· . . dx . m + 1 . 

Ea.2t ае. m смеииио вре,1tиост (1) 6иhе: .. 

·dy 'У - 2х 

dx ~ у + 2:х 

· ' .• . . 

(2) .. 

. Ово је :z:oкoreli8. је,2tиачиИа првога ~Jta ~оја сме-

пом: 

у= ux dy · du ' ах - u + z . ·n 
по~таје: 

\.l -+ l. ol ц. -=- с;Сх_ 
ц!· + ч + г.. . . "' 

На тај вачив се .zr;о.иази ;to. општеr иптеrрSЈrа j'e)t-

{3 ~) 

r)Je је С ПроИs~ољиа Интег~циоиа конотаита'~Ј-ед- · 

иачива ( 3) преЈtотавља иах 'l'рв.zепи систем ЕРИВП \ . 

Ј~ИВИ~~рrе . И прев1ф'rе' 'rаЧЕе • .. · · ј 
. . . { јуЈЩ ~ 1'~- '•1 ... , 

;;;--·-... CioJ 

ао иађtмо прэа ·-rри · •звола oQa :вqимо 

. .- .зSЈtата фувција 7 3 

ИВ'l'ер:вur (0»2п) . шщ ~ · . . . . . . . ~· ~"{5) 

З е.а:а11 квЕо'IDфС: ( 6 Ј · ""l- ј 
· . · · ·. · s- 6'15) · :1 ц аи КИВfQ1111 '( ;. '·- т ; --+--:Ј-~.;..._..;:-_.-:.......,~____..~7'-.,. 

~ . 

~~,. r . . 

1 

, 1 • r• 
0 

Нn OORO.В:V тоrа ЫОЖОЬ!О 1tОИО'l'РЈЦО8~· !eP.~Jg'J . · ' 

као иа о~и:ци 5.. rtОЈичииа 0< има .вро;tноот :. · .. ?~ ·l 
".,. .... r_· 1 .. .-.. :• 

С( -= -~~ nw\ 7ј • . . ~·~ ,:< .~;о;~--~: . ..} .. 

.. . ~"tЏ(·~·- . 0Jt~.2t~TИ ПОiупре-q~~ :s:p~lf~l.~:·~: · 
'l'аЧЦи и ( х = 1, у = 2 ) ~ие ttpи~e ·:в:оја ·эцо

:вољав~ дифереm.Ј;ијв.!Иу ... ј е,2tиа.ЧИ!iу : 

. (1) . 
· iииија .. _. · 

· ~Sr•->sм •'-Еоиотруиоа'l'И .tt:P,DY: 
· · и про.жази в:роз пои~вуту тачху. 

Ј . .......,Ј 
·обЈI , . · 

7 = sin Sx + . 2 cos х 
__ LJ.lJQ'~924 ~~-~~ : 

. . 

ПмуПречв~Е :rtривиие · mta вредност :· 
R . (1.+~,t>% ·_ 

(Ј" 

'.· 
. '. 

.. .. ' 

1·-n·· . . . va 

' ' ' 

. ,-· . 



АЕо .ц ·иферев:цирако no ~ ~·· ј ~дпачи,нr. .. ,::t!.~,~ .. :.~ .И:~:'ј~~~о :r:::: 
d.ж.(f d. L ·. . . , . v 

:· .· ·щl, - - · ~ :f .ct:x· . -+ ~ -~ . Q . . . (~) 

· Ј еД начив:е (.1) и _( 2) .2ta .. j у - : 
.. • -~ · • ..,-t..-.: . : {'_· . . 

~r ~ · d.""(J ·· .. 3 -. 
. - ::::. (Ј - -;л . ) т- -:::=_ l.. '1 - ~ ~- ·lf . - :1 . -

c;{,)t - Q\.Xz. . . (} (} 
,,, . :~ - ." :~.-. · . . : 

за ..... -- 1 .. у . = . .-2 6~е •• ·: .·· А ." .w1, . ·• . . . ~~· " -- "1:1. ~ ~ 
~ . 

.. (.,d.'&) ~ _ ,-(сР~ ·') · -1-i ' . . ··::;·; ·. 
--- .. '" ·: · ~ JC-::L-;---- v _1 __ ·•• а~1. ::~ -~ . . l ""' l.. . . а 

. . . ·, ~ '· 

'-•· ·.-."/.1 ' •· ~ •• • r· ·' 
.•. · 

,. <V .. 

је у тачци и: . ~-.·. R _ · -1_~_ V1o ~ , 
-:- --i 1. ~ . 

1 . . . .... 
1. Напоиениыо да ј е диФереиција..жиа , ј,е;21;вачив:а ( 1}. · · 
1 :. . •' 

С Rioontf.:_eвa ј~дначИна Й ~ .се,. пре!lа тохе •. ие џ-6- . 
[ :geri~т~r!>a.ЖИrii~::: . .- · !т:._ , ,.,. ·::. _ _. ·. "· - ~:.-. · ::, . ~ -

, .. к5 ~-·з1iд ~ • ОДРед.Ј!ти.Ј·" ОЈ:!Ш .ТИ ~ иите~рвЈЈ: ;~иф·ереи:l 
'· цијыне јед::вачине другоГ ре.ц"а: · · ·. 7

. 

_. ,,_ ~::·,~-fr t~~~;,;(~ )~:.. ~(~) ·(~)Ј . о .•··- -(t) . 
~.; .~-; . ~ -· ~-· ·•· . ·. ·•. . . ·- ~ . . ~.. ~ . .~ . ,. 

f ~'if) и <е с~) .lt&тe фуНЕције • . . · .. -. . . -t .. 
-' ~ · . . - . . . . . . '· . . . . _, -~ _, ...... ' ':. .· 

( ју-Ни 1924 · ro.J;~;~ ) · . 
, { ~ !;. • ~ . . • ,.... .. ... . . ,....",."!...._~-

.АЕо у j.e.:vraчmm :·с i> Иэврши:м&i'сиепу. : 
d.:t i. 

;. ·: ,-,.. ёG::: т 
.она ·· · riос'тајв' : f. · 

'· , ... 

{ \ . 

. ' 

· . i 1: .:· ·,.< )~~ ··-t<:~) · "'2fi·"' 't' CiJ ": . ' : о \ ~,·~ _; . · · ·· 
d. 'd ~- . -_ . - .. ..; 

20~ . · 

', . .- '' 
., 

~ - ... ' ' . 

· а ~о jQ _ жииеар:ва· ·~;tiфe'peinl;иjмиa . јёдв:ачюrе.· : прво~·;-

1'~- pe,2ta чиј'ft З е општи 'И!:rl'erpa.ж : · 
. .. . · S f{:#) ,a~ ( ; \ · _ - ffc11oll. _ ) · . · .. · ~ ~=-. ~ -- · \ С1.. - ·Ј <et~) е ёА-у , (2~ , -···" 

. ... :iJ,; j ·"· '.&;. • • 
' . " } ' · .. ~ . ~t . 

·(3.) 

r~e · је : F(y, с1 ) поэйата фу1пtција жата,:· <;tеов.оv ' . .. 
·• • • ' . • . - • ~ ~~-l ~ 

о ТЈ) аном ј е,Јt:на чиие · ( 2) t;' Ј ед;ИО.чйftа ·ч 3 Ј п:оста·ј е : : ~ 
• ~ ;)<.. • • 

. . >:"~ ~.,::~ . : ··: ~} =- ''c_f (_ Ь, tL Ј - : •-: ·- ~ .' . :· ··- -/ 
01\.~ . • ' 

:ИЈПеГраЈ! 911 е ј е.циа чине ј е . : '~. .· . :,:;:_ 

'~· . "< -= ); _t~9' ~.t.;)_~~ ~:+ с." .. .. :: , 
'· ; . . 

· ·то ј~~ ~трrаеии оn.пrти интегре:~ је.цвач~~ . (~) . 

... __ _ ·. '· -~·•зЦ •·~кЦа - се , тач:е=а · · :t: ~f - e.8~.~P~-~ по .. 

) ::~;~:е;~-:;=р:е~::~:ч;~к:~;~~!е :.~ 
. · ~ 'IАЧ!:а t( И ) =: 1 -' + , z'2? .·;...,:'. . _~ · .. _' .~: , . ~ 

. ":·.,' 

( ј:уии · 1924 год~~~) . ~!"«-· . '*~~~ · 

. •' 

. , _, •• ~ :~ · ;<> '"" 

.. ": .·• - ~- : .-. 

па оу р~SЈЈ:ии и пarmre.pmt део фув;t(_Циј_е f ( z )= 
'.- . ~- ~ ·-: . . : < ': . . :-~-- . ;_:_ :;; _.} :.·?Ј-~:...- ..... 

= 1 + z2 . =? . Р + iQ,: · · 
.,.• , ·~. - , ._. · . ~ ::.:. ~. t ._." . ., ~: ., :. ·.~а;\.;;~ .. . ~._.· :· . ·"' ' , , '- .~ , - ~ 

Yl~,e) = .. - ~+ ft. ~-~;~~. ) .· :. Q __ ~~-!e)~~:;:·:_f.~,.;~ -~-~~·~ (1.) 
-.r .•·- -. ·-; ... '-:.· . s. · ····>· -- . · .· .: .·.~Ј-~ :. · _. • : . . · · ... rr .. , .. .. . _.;. ;: 

f .•. 



_ э · о:виz:· је_.~::вачииа ·- и. иа јежиачиие ПЈ'1'8Ље 'l'ачв:е. · 

(2) . . . 
. · .· 

. . --""""' . 

1 

троба eJtmntiЦ~oaти ка~ичmrе f и в па ће о е .-~ . rJI.e · је е nр.оws:вољв:в парв.кетар •· _ 

ЈеЈ _ б•._ти je,ltиa~: _, . . - v1'l:~·эм'~~~ ~ешити по х јеЈtка~ИВЈ": . _ 
·t v оо • ·)Је. _ а · · · ( 1.) 

1 • F (Р, · Q) =о. V'- Ћ_ (.Xt.) . - wt . - -

! в: о ја иах пре,11от а:вља Цv!l'аљ ;r тачв:е t ( 11) 7 овој ој ј е л • ;1 ~и .11ати број·•• ИОtiИ.Та ти; рва;iиоо т Р е- . 
1\ . з~ . l . РВВИИt r.~to · ј& Р апоциоа, а О. ор.-ииата: У Ивек -~· ·.· 
1

\ .• -/,· о.жrчају -резу.жте:т е.zишmације ~ и: в иэ јеж:в:~ - ~ 

1 

~ · qи;иа ( 1 ) И ( 2) бић е : . ·. ~-

\ Ј ~ ~ (1'~~)~+ о:~ = QA.~ :tт ." ~ i 

(' фебРf!Р!._~Г •1_ 
,.-- .' 

С'fав ико 1 З в.џm. ЧШМ. ( 1 ) 

(.Xi)'"= l 

\ . i ~о п0110риио ;r :равии POQ, и:оор.џПrатии поч8'lu: •... ' па ова по~аз;; = Ј1 
\, ~ Jt'Y* оо е оР . 7 'пози'l'ИВ_:в:ом правцу. аа. 1, т ~ -.с-: иэвр- .: · · 4:;;: · · · ·_ · ри\1· 
\ Ј аи~ :ge:s:o ··~aк _ .Је~а отх-.~а прежот.авља rеоЋrет -'\-
;1 • аКо о~иу = .. Р • р• + 1, па эатп пређ.е~о ва _ or:.'1· проrреоију_, ~ој~ ~е и:оивергептив. јер _јој је 

. цожарие ttоо~ииате R и 'f ~обвь..еко за је.-вчи- . . . ··· 
l . . збир раваи ,~tа~.ом: броју А? 
: } '.V П7'1'8ЈЬ~ '1'flЧJC8, t( z) : 

L . 

·R = ~- -. ' . 4.( 

. пос.~е.юьа јежвачниа ваu арежставЗ;а je.(·Ry cttиpuy · 

· . .. . 
О.~; ат .и е ј е : . 

~ . ,- i:oja ое врЈIО брао развија ·: 
~ . . 

ао вреж:в:ос!' эа_ s> из jeJttraчиile rв) 

оilеиимо 1 је,4Иа.ЧИИаха ;:_~:·{!Ј добијамо паракетар..:. 
' ' 

i . ох е . ј~.циа чиие · иаmе птrвље : 

. ('2} 

. ('· ~ . ' 
С, L 'fft+J.)"'. С. 

ЈС е , .= 

\ ' · . 
. ~ · . 

. ' .. .. . 



је: 

2Rnx == 10 log х , 
: · ~ 

-: ·. 

1 . Rn '• .. 
og .х - т- х .. о ··. . (2~ , , .• 
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г ~og х = !W х 

! it· l Значи Jta СУ. љепи реа.!ЈЩ L(Opep апоциое за'је.-иич· 
1 1 ~ 

Ј е1 ~ [ ~п . т..ача;gа ЕрЩЈ_е : 
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1 и праве: 
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~ ~ t 1 Из 0.11:ИЕ& 7 • :1 е 
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RЧ :i ·< -т- . s.· ~ 

\ 1 • ~·Т. 
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\.--~-j t l ј&ЈЈ:вачипа (2) в:ема реli.ЈЈ:иих решеља јер тщ;а :в:ри- : 

1 
. :ва (3) · И ·пра:ва-~(4 .) · кемају заједниt!Еtщ тачв~• ·: ·-. 
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. . - (<>) има .и;востР'Уlt peaJiaB _ р;;орев: .-х о~ е . 
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. \ 

х.""· . \ .. - .--

\ 
. ..е - ol1; =- ~ u: '- R-~ .· 
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(l) . в (2) .преотављаћ~ .. тре.жепу o6DOjmrц~~·"~X.и-

кииацИја , иак ;tS.je: 

С! ~ .е !.~ ..х. ~· ' (3) . 

r~e је! позвати Неперов брсз, 

·т.~еке ООвОЈНКЦе фаМИЛИЈе (1) :.. . . . 
Да би еко псжа3ми :коляхо крп:.а~ (1) 

1 ' 

про.иаэи хроэ _в:~ у тач~у ( аг- Ъ) .. r.Ao ЈО а > 0,=: т.rа-

~омевимо пр:во 1 · што ouo воћ ре:кЈlи ., да ~а.4год је 

:х. · > О уво1~ је п у . > О, :tO!!fi' о Је .Л. yвcrlt п13и · 
Ј 

IИDBOr. 'l' ~ј ·~· Ероз Че'!'~рти к.вадрапт 110 !!pOJlaЭl'! 

, . 

Ј~дна. од kpИD'IQ'. : 1) ... Знатiи .ца треба посматра~ . 

1' ачr.е (а~ Ъ) . само у · пр :вом Itв8.,4раиту ":·. 

Ако :вро.цпости :&. = ai у • Ъ окепи:ио 1 ~ . · 
. . . 

је,ю~ач~ (1) t Ао6ићвыо је.г;иу је.џtачш::у по .А ~ 

(Лl. _;_ -& .л. ::i: о • ( 4 )·· .• 

i ' 

i~.O ~ptmиz: (1) .t iCOJI~~O р91ЈЛНИ:Х. И. ПО-3}.1'7'ИВН1а КО,Ре- . 

па. · ао .Л · има Ј eA1idqиaa ( 1) ~· 

Пошто јежиач:и:ну (4) ~.~()а.е~о иаписа'l'и 1 

'fO . заачи да апоцис е ;:;э. ј 9ARИ41t щ rачака. tc: ривих . 

( .Х аnсциса, 7 opл.RRa.'l't~. ) 
·. ~ 
. . (Ј ::; ~ •.• ( .r ) ;Ц:.. d . =. -& л -:· . ·-...... <. ~) 

пре.дсrав.л..аз:v рео.н-1е . :rcopen е транс цещентке itЭA н:и.- . 
'{ft·Tl ') ; 4 ) ~ · . 

· Ar..o је· а ( 1 ., он~а скспGнонци;јалnа tt'Pl!.В8 
. -

(5) t:ща оо.нn~ Еа о на 

c.:n: •1 1 '/ , U:r;ar:a ( G):; 
·,:.!,. 

аоШто , је. Ъ> о зro<:Jia-
.. 

. . , 
t!a са ~!!ОЦИСЈIОМ ·· ОССМ 

ys811: om1'o.p уrао.·иа 

·тај Bt:lЧИR nое·то_ј~~ . 

. ма. Е~вр q·и.Јо а < 1,Ј 



: ., 

у nojaoy између· правих ~ = О 1t G\. = 1, а И311а.А r: · 

~~·- cl> -уЋеЕ је.џm.чииа (4) ·. ~ . само јелq 'Р~~ 
. . ,•. .. · . . . 

а.иан позитиван в;орев:. }{вЕЈrе кроа сваiеу тачNу 
• · : • · _, . • •• • • • • • •• • • : "t, • • , :: · •• :_ ', :,~ • • : · ~-:.: • 

1 nокенут~м: п·ојаоу пра:![ази само је.диа Ерива 

· ф8МИЈLије ( 1) & ( d.t ,; 1 19) ~ , .. _ . 
t-- .,~ .. 

· .. i . .. . ~о d -~ '"'{ ~ -::::. · О · · · · -. .: .. ~ · .. ·. 
Аж.о је а ·> 11 рЈЦа експоиевцИја:iв:а Ёра_а~·< 

( 5) им8. 06.ntic Еа-0 D ОЈ!~ 18· ~ lte.:-tO iоеф 

ј eвati · Правца тапrеи-. 
. . . 

те т ом1 има вре.ztиоQт ~ 

€-lqg ... ,~~- то he в:ри:ва 
· ·-· - ~ ~ \. . . 

( Б) и црава ( 6 )~ , Dф.'1'rl .. · .. :~ ~ 

цреоеч~ тачаха са- __________ _.'-~~----~-+ 

. ко a.tt о ј е IG о;ефи:ц'fi ј e

RB'l' ttp!~цa праве (в) . 

.веhи о.. : .е 1og а, .- · т ј 

.',·'!"· · 

·:--- · ~ .. 

. 56 ~ 
; ' . ·· ... 

,'. ';· 

\ 

· ... ~~ . 
1: : .. .. ~А· ~~ ~- · ·_, .. · -~. 

. ' · ' · " "' /..~·ј+'·· ..., . . • -::· · 

•;.•/ •.' .· ... 

. . .·. ' » 
И то ће бити .цве преоочв:е тачв:е М и М , . т . З .~ 

јеЈ(начив:а (4) џаhе _.цва ремиа в:ореиа Х и Ј\.'~ 
·. Ови he со Eope·i..~ имазити у интерва.1ике.: · 

о<~·< -i ' 
·' . ~~ 

јер је: · · 

i. . . ' ,, . ) <~<+оо, 
е.,_ Q. '· 

· .. J.i -~ i 
-е.,_ Q. 

З .не. чи Аа he :. роз ова1tу тач:Itу (а, 'h) која зв..цов 

љава у ш ове : . ,. , . 
. -~ - . . . 

tt > 1. Ъ ·- е log а ~ О Ci) 

Пр OJ.r азити .ц в е · криве фа.ми.хиј е . ( 1) : 

t' 

... __ , - · Доыен;. 7 равии fiJ.1Щ ·.и:ефииисан неједtщ.чи-

:а:а:Шi ( 7) . ј ео. те ' Jt6 о . ~ 
. ' 

првога :асв.цравта из .... 

· ке}Ју прав d ; _ а __ :: _1 

И· ~иво.:Ъ = · е · log а , 
. . ,· .. ~ 

. -· --~~ - - - ." СВИ 'А:о6Иј_еа . . · 

р езr.хжати в~е о е 

јасио о~ 0.1 .' 19·: .:· , 

о 
: ~ ...... 

:1 \w \.. \) 

еу· 
~-

ц.-111. 
~ .... ~ . 

. · .~ · · -nсЮuат~ајио оца само в:риве факitхкје (1) 



1 
1 ' 

l 
1 

1 ' 

1 
! 

~ -

.... 
· • ... 

~······Н' 

· , ' • t; 

1_ 
1. има вреАв:сот : .if - Т . Значи· да att о Иацрта-

ЈIО праву х = 1, оща одсечаЕ иа тој цравој од 

љепоr цр оо mta. оа из в ео в: ом ЕР ив оъr ( 1) .4 о а.nсди-

,, о:в:е осе пре.ltотавља роципрочв:у вредност вреЈtИС-
·.·•·· 

· с'l'И параметра Л Е Ој а о,3;rо:вара тој Еривој (1 ) 'k~ 

.. ИЗ ОЈ!ВО 20. се nщи ;ta се у домечу дефинисан ох 

~еје.цначИнама ( '/), '!'."' ј. у свrосој њеt·овој тачки 

· o8Icy по )(ве криве с!ВЫИХИје ( 1) и то је;tпа.јко - . · 

. З ој <U;roвapa 11<$3. :релиоот napa:м:errpa .Л> i " и 

~pyra Еојој одrовара неЕа вре,ltиост параыетра 

-~ ~-i ' ,, 

. . _ >r{.~в·~м · .'- . Не~:а ј _о А ј одап прОИ;):зољан ;, 
·;1 ,. 

. . ~L 
брОЈ 06.1и:r:а Л == .R t ( R и <е су c'l'D..дHi!); одре- Ј 

' . 1 

ити сiЗ е 1<: opc>!te rrре.нсцещентnе ЈСДР.аttР!Пе е "f =Ј) . 
. . Ј 

rде Је z = :х ·+, iy.-;, Паtе.зати ){а они с:еп .t:сз.е но. 

чи ;Је. ЈС је.цпач:пнn ~ .. · · . 
. n. n . .:z: · 
Ј:."' + ~,~ - = u ., log .R 

(1 )' 

има 6еоttоиачво :u:вoro у 6.хиэини почетiа~· 

1 оzсазати да Јо ТS:ЧЕа z = О еооЈЩиј8Ј!НИ omrryJta~ 
. 1 1 . 

ri'II'•I'AI'II . фупЕЦИј8 · .fz: е ~ ! 

(фебруара: 1926r ~ .. > \ 
~ . -t&. 

59~' 

i 
ј 



~ 
l 
! : 

:'' .··. ' -ctJ<ii. 
KSE о ј • е . ::: ..Ј. ~ г~е ј е !. цео поэi!!'И:вав 

, wrи веr·атв:ваИ број ,. п.iИ , и,:.:rа, то се · број А К(8е ~ .·· 
в:апИсати у o6Jl'II1Cy : 

Јј ::: R е (ce.,..ii(Ц)L 
па за;tата 'l'рi:в:сце~Цев~а је.-:вач1Df8 ПОО!'аје: 

:t 

. .е ~::; R е. t~+ ~ ~t·i&>i. · ' 
(«) ... 

Ј!оз;tаритковmьек се АО6ија ~ . · · 
' •. 

1 1 R. . ( r. n } i ;:: og · + ~ + о kп t. 

ICSJt океmrко .z = :х + iy, раз~ојико ре8.ЈIИИ и иuq · 

rииарни ,2teo иа ЈЈ:е.вој отЈ8ии, · па изјеЈ(паЧИifо 

реВЈiв:е одвоов:о имaririrapиe ,zte.toвe .-rеве и ·Јtесие 

стране ~о6ија:мо : 

·~.· - .Р AD n - :~ · - се + ~ IC и 
~ ... +(lc., - -т ' . . '!Х~+~ . .,_ , -

Р·ошеље ових: је;tиачИиа по х и 7 .-аје · : 

(2) 

~- . ~R . ~(<е+~~) (3) 
~~ 'E4'R)~+t-ce+t~li:)--. . Ј (Јк 1::. (;.,IY+tCe+Z.ICii)t. .· 

Звачи .2ta је :в:епозиата z .~;а та изр·аэо~: 
,< i = .w, f( :... ь { Ч? + ~ IЩ") - :Щ ~. ' 

k <.~R)1..+-(Ce.+ie:IC.4..L't: -· l~л · 1с. ; .. 
I'Jte · сио оа .. log А означИЈrи :в:оијуrовав7 вреЈtвоот 
60~ 

...: •' .. . 

ОЈ( log i~(Поо.zеАЉИ . израз за · непоевату .z кажемо 
жобirtИ и ;tире~тио, .жоrари'l'Мов·аљое: . эы;ат~ · '1'раво

цеџ_~В'1'в:е ј е.-иачџе па за т ии . из б ациааље• ~аrи-

.иариости ие имеииеља) . . 
·~· .·~· . 

.Је.-иачпе (2) преЈtств.вn,ају . иак Јt:ве Ери:ве 

1 јЈавви- . иепоэимtе z = ~- + iy• · т·: чtjiDi . с -е:цр~. ·· ~ .. 

оецика иuазе в:ореии је)tваЧИ!Iе (е( ('i~;·~~· ЈЈ.а . 

о в . т• хорев.:и ИSЈiазе · с:ви ва..: с:ваЕој o;t itривп 

(2) па ~вачи: ла ое ови · иuа~$ ~~~!1· .. :ЦР~-Q.,ј ._, q;t·. :в:р,и~ .... 
. .. ~ . 

:вих . (2), а ~Рс - је 1 ат:вари ttрива (1) 1 само . што 

ј~е!'!''~е..џа_чииа .цруrачије :иаписаиа " 

да ,;орева ~'С има tiаиста бес:в:оп~чно МВЩ'О 

у 6.'1ИЗ1DDI почетка уверићемо о· .е из јеЈ;пачииа 

(S) , · јер Jt&jJhR цроизвољи01f це.~ои броју ~ разие 

l'p.zO .Jte.3:B8 :вре,.~tКОС!'И.t ЕОЈ:ИЧИП8 . .X.I( И ~ tt he би

ТИ врЈiо б.жио~е цу.хи. т • ј~: .2tо6ићем:о 6ес:r:рајио 

. 10101'~- парова . ( .~.~, ;Ј ч ) :вр.хо · 6.жиокш: :ау.:rи mo 

· а~ачи ;tоб~ек·о бесЕрајио J~Roro :вреЈtиости i'< :у 

бо~иэиии поч&.1'Ј:а " 
1 

' .·.1 - Ф . е. i" . Да је .вpeJt!JOC'l' . ув:i(ције веоЈ.tређе~ 

~а у· 6.1Ј.IЗЈШИ :в:оор.џmатиоr пoчe'l'lta, . што пред - · · 

61:~.' . . ' 

,· 



-ro-o!!l!ll....-::.~,...._....".......,..".,..",..,.---~~~~,..........""';""':"'.....,..~~~-~ ·---. -- -·__..,_--~--"""""""'.....,...~~.......-:--.""".._--~~~-_,--.,......."..";""'~; ~-'ј 

1 

" --ст9ља oo'o6'imt-ео~ициј~~9r синr;.жаритет~·:.јао:- YэiПDio за иеэависно nроuешьиву ~а:аичииу х·; · <Р.- .\ 
i . . . . . . . 1 

· Ј ··· во је из је;Ј;вачива (3). :goje ва:к. показују ;ж-~-- ~ · ;ta вам je,lPiaчиita ~1) ,~;аје: 

; 1\ и се моrу узимати бескрајио woro . z:хроиэв.Ољ- · . ;' d~ - ol 
! . . . .. ' ' 15. d~ - -::L +ј' ~ .. ·. 

11 иих разШi'!Х вре;ж:в:ост~ • па he \X't , ~·1( бИТи вео~а ~""' 
(2) 

. : 1 ЈIВЈ!И• за разие вр.и:о ве.и:пе ~редвости броја !. ·~ Звако .а;а је: 
~ 'Ш'Ј'О эпачи ,~;а је фувв;ција ei" • у :<5~изИВ:и пО-

четка, ра~в:а кмвок. 6wro nроиэвољиоu броју . 

~ ..А::: R е ое.: .. • Очиr.и:е.а;во ј& ,ца Ј~ то с.х;vчај и се. 
1 :њaitC»L. иввыир о:и вре~В:ошhу е' :r ~; па зна qи ~а ;. . . • 

је . z~ О есеицијазrии сииrуж&РЈW&~ за фуmtцију :.:.: 
. . ~ ' 

\ : . :В~ -е . .;. 
~'lозад. ,~rдредти ва парабсuсџу; ·• 

1 
i . 

. 1 : . 

~ .У~ ј ' i 
"У.; :::, Је + ~ . ' - - Ј '< ' • ( 1 )' ; 

све Ериве; чије ће дир~е эа:в:.хапа.ти са z - осок 

с т8Јiак yra о о,~; 30 ° •· 
Ј~ ~!'~U~~gp -~ј)~:~.· ) . .-.• .. 

1· Сиотек тражеиих Еривих: ЈIИВИја биhе np·e-r• 1 

стављен ;tвема је;tначпаыа и 'fio једпачииоv ( 1') -·. 
. ' . 

и Иа пр ·; је.~;:itаЧиво:м nрQ.јеЕције. тих Jtшm:je. в:а 

· . раъаа r.or~ т ·~ ј ~ је.цн.ачииом об.Ј:ив:а ; 

f ( х, ·у ~Ј - О 

щ \{ ~ t. /dt)'l. . 
. ~ ::: ·~ ·i ·+ (а;)+ (~х 

сА,)!: 
uи Ita)J; ое эаt· ~ с:м:еии вре.-иоот · (2} : 

,i 
:! ,, 
1 

· i 

··~· ::: [L-~.c~~.t+rrt+;rг . 
Kror.~:- Ј~ oosinus уr.иа~који тапrеита sauana са - ~Ј 

z - ooouj ревав:: 

то ј е nрека за.-атЕу ~ 

~=~=ен (4) ' .\ 
·' ,1 

.АЕо је,4иачииу (2) п~е.!ИМО је,щrачинои (3) · tпа ,\ 

7 , резу.хтату :в:ОЈ!ИЧину ~ . cкeНIDio, преыа је./tва- 1\11\1 · чишi (4), оа '1l t ;tобићемо: 
~ 

i. - .:i+ ~(Ј' . \ 
. -:r: -'i:t.+~l ... +~ ·(.-1-+~'1')~ .• 1\ 

Пом е редуцираља добија ое дифереtщија.хва ј е;tиа-.1 
ЧИН8 ·. . 1 

.·· (33 '; i \ 

.1,. . i 
~ 1 .. ' 



~; . 

i ' 

i· 
~- . . 
1 < 

1 1 • • ,,., 

:,< •. ,. 
·. ·~ . \ . ~; ;;: 

чfi1a ј е оnшти иктегра.х ~ ~ 
~Х+ · 

d = с е (. (s> 
Је~вачQе (1) • (8) пре.цстатюјЈ"., ~ахеик ~·~· 
отвк кризих ~ИКИја ~ 

. ;~ . ··. :· .. 

, ~8 З&Ј! ·~ ; да~а је феЈпuије".,об:рt!fО~ NIIII'l'I!Ч, 
: вог пара6охо~а : 

· ·' ·· · · %2 ·+ -~2 · =;_ ,2 kz · .. ., . , . . 

(1) 
rде је !. пара.кетар! Цah1I . ~их ове ортоговаЈiие 

трајеЕториј е о 

Коефицијеит.и правца 'l'ав:rеицијиuе р~:з:s:и . . 

.-ат е поро.цице поврппmа јесу: 

~l:-- ~ ~~ := l ·--i 
~- 1( ' ) '1)· d- ~ :). ' 

uи, !CSJta ое вре-Џ~оот за паракетар ! ие је)tка.- . 

:ч:иие ( 1) . океви 7 rо~вк изра.зика; ови пост.ај7 :. 

.--, 

. ~ ~ . ~ ~ -х . . . ~ t ~ ~ сУ ·. <. ,-~) • -:::; )-== :t J--i. ~ со~ . .xl+(J 'l. r'() ~ . \:( · +;, 1 ... ·,;; · 

Та.иrеиција.хиа. раван ортоrона.жии:z: т~ajelt'l'opиja 

мора бити ЈПРавиа на ТS.ВI'еицишиој равии ,.~;атих · . 

.64 

--_,;~-..;;,. ~--·~ .~ -.~-~ . - ;;---- -........... ~ ......... ~-~ 
' ., .. 

.~ ·' 

rroвpLrrинa ... ~iз · ус.Јiова нормаЈ!НОС'l;и две равни ·(~о· 
:,· 

су коефицијен'rи rrра:вца .тангенци~је.Ј!но ре.:Dни тра- . 

. 11 &eRIIX тра јЕй<:ТОрИја ; 1', 'lo - 1) ИМЕМО : . 1 

~ ~~ - + Q_·~ + :i. .. . 'Ь 
. .~-х ... ..... ~д . _; 

ИЈIИ ПРОМ:fl ( 2) ; 

у2 d_-
'Р х · + ч l' 1 ----;;- - 0 -

• Г 1 Z 
('З) 

( . ,., 

пос.Јiедњn једна.чи:-1::'. ·представља нем nt~орциза,.иу · 

једпачину т:ре.:·кених. трајеr.:торt!је . .. · То је JtЙiteapпn 

, , парцијв~пта ЈедiН\Ч1ШD ~ rr!l - је одгоюарsјуnи систем 

интегра:r: 

'. ; ' 

2. i z ·az + ( :tZ -r- ~~ 2 ~ · а ·~ :::- . О; 

· Е:~о 1..1I1y· једне.чину nодо:лriмо са · Х 1 J.!'oЖe-t.fo Је на·-

nисати: ,У o6Jt~y : 

. ~ J:d~ +[ i + <!-)':1 J< ·d.i ~о. 
Према .. nрвом m-r·r·ei~ pй.7ry ј'е : 

. ··i + ( {-) l. :::: :L + rit :=::. ~ 
... r ' . • . • "- ' (4) 

'! · 

85 ,.· . 
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ј e;t и~ тrиИэ. n ос т А ј о : 

2 z dz + ~ .. v: а ·:: 
i ,l= ·.i- ·. '": ·. . 

1 Ии'n!г)>ација ла ј е : 

t 
2 z2 

1- . :А~ 

- о • 

= с" . ... 
1 Кад иэбаци~rо ~ (. r 1 ) · nрема •. ·. ) , -добиЈени · ИНтсгра.Ј! 

!_ПОСТОјО : 
•f 

~ 2 ~ 
1 1'2 ~; 2z ... + х "' + у2 :::;; c("' 

' . 

i . ~ 

· / nрема _, ;оме је оnшти интеrрад nАрци,ј& .. 'lнс је,цнач~
/ие ( 3) ; 

'1 ~ --.~- - ~ 

. t 2 . :r F (f
1

) 

·Ь nрnиз&ољиа фуш:.циЈв. · свога ергуме~те.; 

~ . , . 2z2 -· - (: _ х~ ~ . у2) 1- F (~ Ј 
II'Ae је S: nро~~вољяа. фуикцнЈа • . послема . једна.чи- · 
rва пре,4ставља НАМ тражени СИGТОМ ОЈ71.' 0ГОН8ЈIНИХ - - . 

p-jettтo~Ja .а:ате фамЈU и је noвpunma ( 1) . 

! · ~~9 ~ эад. ~ -- У је.цяа.чини: 
1 ' . . -

1 · -
:.t

4 
+ t'.X 

2 + Ь Х + . 1 =· 0 

. /о;wодити ](Оефицкјенте а и ~ тако да .te:qRa чю.tа 
:.....,i 

/има .: 
• ј . . 

~ 1~6 ~ 
fl 1 

f; 1 
1: - 1,.· r ~ 

/ 

. о ( -
1 • .цnа .1t R'o јна корена~ . 
'-" : ' -' 

.. ·' 

2<? један r:.·ројпи: ~орен . 

. РеlПИт'И је.zџючинf у оба случаја. _,. _ 
'lf\ ·:,-.< ,- - . ;:_ ( 9"6 } 
. ~-~ -- -- ~ / ~-.J~V!и".l.,~O"~·>« r...oл....._.,. 

1? да: б'~w ·· 'једиачина · { 1) - 1~МЭ}(а .авn лво:т• 

· Н @. RОренв. > њона .ЛеRа c'rpaнl\ iю~q· о цти· nотnун 
.. -·- ----. __ ... . - . . _.,. . 

_. -
хnадрат je.JЏiOI, nОЈiипомо. л;руrог ..Ртсnен~ : а А4 -

би то 6ило oч1trJie.zttlO је .4а t!Opa .бит# .- · · 

ъ =-~ о, . 8. = ~ 2 
•. • . 

' KQ ·јЕ)~ -

Ј.е _g =: - 2 

() 

" . ощз су корени ~ х 
+ • . = _ ~ а ltaдa 

о~Џtа ·су ~оре'НИ .- х = :t 1. ·. .· ... 
' · ~о 

'•,· ~ ' 
~ - . 

,Ца би Јо,цначинn( 1} нсr.ца ИltO.'l'И Је-

.ц;..я · :~poJtiИ tcopett. њепа Jle:ea cтpaul\ мо:ра dити .се

љива ·~~ ~ '(~ ~- -~) 3 i·~e те: ~Ј.':; а( та Ј Т})О JHl{ .корен. 
·кe . .-Q. :pes~'JITC\'1' · т(:{ j\eolSe )(Od'Иjt1 С6 : "(-t-3o( . ШТО 
' =···- ' • \,,' • , •ч • •," 

,3пачи1 Да · j.~- ~\, <vit = ~-t~ · nрост .t( ор_ен rорье . Јед начи-

не·.: 'ICao OCTc'\T 81t ове .-ео4е ,цооиј~ ~~: 

. (С\;+~ 0(1.) .х ~ + ( ~ -:- 8 О( ~) .х + (. 3 О( "+ i) 

Како авај oc'rB'J'AK ъtора 6иr'и · 1-центи~~и равац пу

ли 38. C.RC :n-pe.JtHOCTИ Х - са $ ТО I<'. ОСфИ1\Иј8'НТ1f 'НО- . 

рају 6пти · раnни uуо~п, '1',.ј ,. : 

67 . 

1 
1 

1 
1 

! 
ј 

1 

1 

1 



·' 
П с CJI 8Дite 'Ј' ГИ Ј oд!Itl ifl~!Њ с-др,. >!ј .Ј .v ';.\,ј' Ј~; с( : ~ ~ и ·~ др у гп лэв O!f. 1111а Ј у В!ЩI\ Не> с ти ; . ;,; . '; .. . _ ~~, , '· , , 
Ј!оби,;а се : '':t-:c: > •, • 'с '· , . _,. , ' , .. . ..: \· а·· .X-lt (['' -11 •• . , ,, с 

i . ; ~. t + '~ )~"-' ~r ~.t ~e-+t) ~ ..i · 
6 

(.!.) t (~'t-нJr i - ,., ~ "'t: (.х~,)~ · :, · :; ~ , .:. '· ·-~~.-«;:~ ·(\X-i sy'"~~ • \ · -~ 
., , t': , ,;~-~"}~и .',! . . ; i ., ~ , ' :• .~. ,,~ - ~ . е. . ; . \А!_.,;ц!Ј!!..:: • ~.!>Је .rt!\ rtв у . n оерmину ,. А а раСт о .tll"' 

од nро.,екци.јЕ:! ма 1tOJ<i·~:ftitнt:('3;·· · тJPmr, '1( 'i': _.,.v,z ' 
"~ ' . . .. : .- •; ... 

~ . • : . t, .._!· ··:"· 

1i8 ра. ~~'-Н . .Х Оу ДО f!p$ . .Ge - DJH'IO бlt~. J)F.;.iH!И Х оу С8. 
· .. 

~-... 

· .. -· 

· по че'l'ири имаrи:нарне врелност~r . 

,;: : с: : ' "~ • ~М.,.:_. ~е.~~~И .~~ II~.ПT or,11 , 

ииа сrz-алП}~. д~Ину ·. а ~ 
> .. .. ('.: • . " -· - · · .. ·• · 1 

. _;, ~:~ ;·: ,,~ ~: -.:' ·( ЈУ~ И 1926 1'0.11; ' ) 

• ~ 1' . , . • • • • : • 

.. ~~... .,.:·. *~-- . --~~ >А'·~ 
Jeдnat:fИ::tro. таiп·ен'IЋе. ра}').Т-rи' 'Ј' тачiс:и И{ х_. у~ '~~к с н м уме: и 

·.,: .. .t ._. ' 

Z) ' ТРАЖЭН~ .. ЧQJ?.J)UH~MQ _J!{'I1Cr~, , . :: -. . .; .· ... . · .. . 

х - z ~/ r> + '<- у Ј .Q . · ~ ·,z ~ -:: z : -,.,_ .. :С1 ) .. ···:::· 

• И Е ОН~Т ~а ~;r, >:р,~У:,; ,, ' i : ' ; ·;. . ' . ' . · • r,l( С СУ р И q ПОПО;Ј Шl'I'И П~ f)!Щј~~ ~~:t 0,11! <Ъ;i Ј~ 1f ' . 
.,,, . ; 
i!. ".' ~ 1_ .: 1 ' ._-

_, .( . ~~ 'Ol:-

( јухи 1926 roA'") ,. ··· · П1'ес~:r; танг~н·r·н.о . IЈv.Рии ( 1.; r.c~ ра.Dни i оу им~Јiе . ~.\01!.·~~.- .. :~.-.;;"..·.;~,' . . .. ,• . . , ·. .. . ~-

. Кр.Ива ~·"-(i) ·'inrac·: јед ·-' ' .--·-·---:-"1~~:;..._-___,Ј--_~ ·. за ''Једна;~f"'Ј' .: 
~7 ас~·т;~;У :~ - 2; . ·· r> i( • ' С! V ::. 'Рј ' - Q,l' + z ., о 
један мипm~~ (~ ' ~ 4; . ···. со дооија 11;: :1м~'i..нС (џ _ ~а z = ~ Ј; про~ 

. . : ·-· .. _ ; ~- .:~ 

(2) 

у: = - 2 'W\ jo:ir~ '· .> .·о .' ·';,· '· · i. ' tекциЈа тачхе м у равиlf Х оу l!!i'.>t' а а kоЬмипа'.!'е 
. . , .-f-t·i.~: .... . .. . · . .. .. . . ' . ,·, ::·/ : '< ,~'·, ·.::... · .. : · ... : ~·~ .. :.<; " 

·. ЈТn ~Ђ ОЈ' Н. у та Ч.Ј:.:u- . : /..х:,. ·.·,_ . -:: 6·~·-· __ · ... у (~Ј· ) 'У' о . . . . . .--;:,.. , М' ( х" у· · " ) ; :оп сто']" ање T4'fK8 м; . Qlr np· . S.P о ( (). \ '·-.. ..; 
..... ~ Ј . , r :·::" , : • Чli омпнатпи rrdt:ie:-· "' '"' .. ~ ,, r. Ј ........ 0 

та, к 

[··. вс.: 

' . 

. ·. .. .· \ • · : .:. •• • j t , ' 

за вреДност : · · ·.1!: · · · · 

. . ' . .,(, ""- ~;.А+ '!!' . : 
... 

'•. . '· 

~ . .· 
.. · . ·-~~: 

....... ·: . 
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1 

1 
r 

i· 
! 
' 
f 
f 
i 
! 
r ... 
~ 

1· 
1 

1· 

Ј 

Премв . . зaJ[ATitf :норt\ 6 ит и у&(~<; : 
~-

-;;:::::===::::;:- = Q v·t-- .. + ч,"' 
Једпаqиttв (3) 

(,3) 

ЧИЈiу тражеце· nовршине . Љен no·rrr~rmt <· интeгJ1!.Jt је :· 
.. о)(.+С.(( -

:с == C:t. . е Q..V:J.+C~ -

[ .r.-e .. су с. и С1 nрои:з:r.tољне ~1нтеграц1tоно к опста и- ·. 

1 '1'8 Ф С KI:H' YJJ арии ИIIТCl'PEU ј ОДНОЛ11Ие (З) 1е ~ . 
·1 
! ..L " ..... .,.~, 

i=Ct€..a. u 

. \4~.::.~~~- . ~~ :)рr;.чунати помоћу :rючуiЈО. оста-
· : так а ОА рс }ј ени иитеi'раЈr .. 

Ј(~"-"';.) .. сl..;ж. Ј 
ГАО је Х р08ЈtПО .· . , 

. •·)0 ( јуни 1926 . rод_ .· ) 

70 ·~ . . .. 
.Ј '· ::i· '·. . "!;.~ 

.. -r. 

... ..,. 

rорњи :крив оЈiипи]оr:и · ннтсгрм · мохе m>'иblf:'mir'!'и' ' · 

форt.tула (7) nонепуте теоријс~е в:апо~а,tеие .. На 
· ·: 

тај . се нв.чин дооиЈа .: 
( .... ао е. tki. . _. • , 1:) · .; . . 1. 

. ~ {_:f.+Jt")~ ~--::: ~(t" '''" ц,: · . :_ .. : 
-ео . ··. ·. ··. . · ~':. ·: __ :.·. ·:: . . .· ·. ···· ·· ' . ....-

Oc'l-8~81< R~ има РР!1дчост ( itщ. §..\"' r;t.,;~: ~ -=,,J:.i. Ј "" .. . 

~7-ЦЈ~4"- ~ (1-~~ С. Ј .... ~ ·10.):_: ·- . . . _ . . ! 
1 

R~ = ti-t. : - 1 

мо ту nродпост за ОС'l'r~твх 'R~ - сме~о у noc~'te;(-
1 

.њој једначини ... . na на лсЋ· оЈ и десnој ст~·ПИ р~э·:. 

д.еојимо pen.:'I:HИ и имагиl~арпt-t доо ;. иэједначsrмо их 1 

"1 
· 1 

f.' 

о .. 
1 

·. · .•. 

Подии.теrрад-.it,а фуnхц~tјА у np E' C:r-1 "Ј'fнтегрР .... ЈЈУ " Је .. . , 
·.; 



Ја~ paэlie , в'rедпос1•:r •~оеф1щијен;а !t\• 

( щ~~.О(i ~д .. Ј.Я?Ј} . ~.lt, ~· \ 
-~ ·.· .. 

. Яэлодна. Ј~.:т.:нэ.чиниt гор.:ьs 'едначиnе .)е 
-s·c.~);:::: Ј ~-'·f + 'ћ'\ ::: о .,. . i . · · ... ·. ! . U?. :• 

. ј . · AEQ је · (~>О JO.lO!f.PIИHe. (?.) . неi.1а реалних. кор·с- . 
· · · на,. па ј е ~·к()1 't ~··_pn:·· _!fyrЭ :.. з.а ·: Је-дна чи~ у · ( 1) :. 

- .оо о. ;,. +~ 

·i рециа 
. . . -.. _ ... . 

}(Ор ена: ~ ··- , . .. ·, . 
. -v~ 
~ . . ::::-. .± . (- """" ) 7 . .:L,.t . ·'· .. т . ), ,, 

. :,. .. : ' . . - ~ . . . 

na _ je _ Иolle- OD НП3: 
. . ; ·.:;. ; 

~;. -,,. ~ ,,•. . ~- .s. . 

~:L -t оо 

'· 
.. -.-; -• 

~-
. /" 

Ка~ц ј с ~ >-.f о нд(\' с у и. ft.XL) п 5-tx~} лr.1 зитивнif It~ ·- . 

Јодноачина. (1 )· ttмa само један реалан r;opon . и ·i'o. 

у интерво.лу:[- са).~ ( .... ~ )'1~] , 'ЕА . .д је rw. <-t онда 
ј е t C.~t) <..О ) а f ( ЈС~о) >О пв. J6ДU8t!VrH~ ( 1) :. има ' . 

·гри реа.tна ;:,орона и то у и:нтср!н~,ЈОРf~ : 

[-(Х)_,-(-~ )~~t)) [ 4 )-.._ (~ -*) vJ, [ (~ -~ј''ч) + _ оо Ј . 
/11." о ј с r.n ~ - -5 он.да .) о х 1 F 1 .ц :војни 

.. . . ~ . ..... 

~Оре н . ј ОД аа ЧПf!е . ( Ј. ) • . Т!Јt'ћ И . :pG (J."J.L) П · . ј~ оре_ н С е Ј у 

'1' сме с~учај;'}' Ј лша ~и .У интср~5.."Ј .У ( - 2., -1) : 

( Вд«ети зnда~·ак в .. ) . 
. ~~-II!ih.и · .!!Щii<\lt~иpe ~И!IИ.Је ; · .. 

; . ·.' 2 х.2 ... . 5 х у 1' 8 YG ~ r;; х . ·t- у ~ ' о .''1 · 
' · Ј.) '• . 

у темени:ыа, npeчi·Iиxa ,{· кoJ.ii: npOJttl3I.f :а:рdз R'. оо ми-· 
. .. 
•\ ' · . 

.( O!<:Tt)68.p 192() ;· r<'д') . : 
~~~~~Ч<~. -'~~;~ 

Т,<:•ог.~.Та Е]Нi_iГИХ .Ј.ИНИЈа другоr cтcneua 

.. нао ·:vчи -~~~~>је · јоД-ца•,нна::: .. т~чнйк~, . ~QjR .-од'rQ:вара 
тот·ива~ . nравца т : · . . .. 

' . . . . ~ f(.x<:~) . . . ·· ·~ 5- _(~;,1) -- .' 
· . · - r0 ~ -t-'W\ 'О :Ј -=:..О \.f (2) 

где емо са . f' f•Y) об~леж~и; .:~еву стмну_ .зедиа-

.·. ~ 

....... __;~-.......... ....................... : 



1 

чине {1) ~ У нашем сЈrучају једначина (2) поста- ~ ·· 

је ~ 
4х + 5у - 7 + т . ( 5х.' + 16у + 1 ) = О 

lj щи: \l)m ... 4) х + (t6m + ~)у + т - 7 = О 
Одредимоs . пр.еыа уСЈiову эо.датr~а~ m тако да 

(5) 

НИК .( 3ј ЈТРОАй. З~ ЕрО~ F-00p~ИН8THII! . почетак~ Т~~.,. 

a·nyJ11fpajиo аnсОЈrутни ч:.хан у једна чини ( 3) •. Ода.::. 

к.пс је: m ~ ? ... На т·ај начин трtiжени nреч~ 

има за ј од на. чин у :~ 

х .. Зу == О · (4) . 

Р ещење•r једпачина ( 1) и ( 4) по х и у доt'iи:јо. ју 
f 1 

... 
1 

!. 

', 

се npece:ч:ne та~с пр~чпmtа (4-) и: криrн~. ( 1) : 

$6 . ' . 108 
'---~~i= О Ј (1-:1.-=. О ј '\_~ = -11. :Ј (Је.,::::.- 1.1. • 

• 1 

Ј е.цначине · танrената на крив у ( 1) 'Ј ОБИМ та ч-~ а- · 

иа 6tme.: · 

· ј ор о6е тангенте m.{a ју nра·вац тer;-t-rne. t<,ојяма OJt- ' 

го:uара mнэчrпvt ( -1.) • ·т i' Ј А иЬlа.Ју Ј<оефицијепат 

·· ТГ"авца : m ~ 7. 
1 • .."".t' 
1 

! . 

' .· ·. -·· .. . 

' l·: 
\hs • зэ.• ; - Решит~ · .-ифереtщиј~~}' . ј\lдначину-; ' 

. 2 х2 -~i . -4х у - .у2 = О . ( 1) 
. ··. . ... 1 

й о~ пнт.еrралнил кривих. нвћи ону ~риnу Itoja. прол~ 

зи кроэ '1'8~Ј<у х== 1$ у~ 1,;: , . irh:ь.и асимпто'rе те r<ри ! · . 
' 

и 1еонструисnти ј е;;; _./ 

. .. , " (ОК'?-~.!, · Ј.926_ј:_О!;! } 11

1 
1 1 Сменом~ у = z се једна{tине. ( 1.) доводи t 

на линеариу а оту,ца .Јtо6и,јнмо оl"!шти интсгра.л . је.п.нС\ 1 

1 

(1) : чин~ 

• 
(2) 1 

Kt\Jt· у Ontm9eM интегралу (2.) . · С'1'8 . .ВИМО Х ::: .1.> ' · у - 1/ ј 
~ i 

-- ~ с -· -
2 

./ 
~ 1 ' 

И ··то · је вредност коно·rанте С. 
. ,.1,, 

i~o,ja о,цго.варв пар ', 

хуларпои 

.. \ 

. "~ 

RРИ$4 ·, (3) има · д.IН) . ·асимnт оте .. · 

. .х: ~- з ~ . у . ;:: - . 2 х в; 
~ . • "'"'!' . , · ~ . 

. • . 1 

то. чк~r ( 1.; 1) .; 1· ј. ' 

(3 >_ \' ' 

.!' : 
1' 
1 

1 

има • зa'.l'tiМ је.цан мкнкнум. ( х = О~ 1r · = О Ј и један 
макс иНуы (х ~ 6 t у == - 24 _ ) • Х.рива ·- ~ (З) ј о !.!!!!~~~~ · 
~- Чији центар мма .коорд~!ате , (~~ = 3; . Ј = - . 1~) f 1 , 

. ' ·:_ ., . . -,5. ј. : 

._, ,' . v' ~ .. 

f 
' 1 ' 

~ ! 



. М!!К JHl~фO}IШU~ фy.IO(~I,H.fA n~pO)IOH ... Jfl.'tC Z ·: 

. ( р1:т ОбЕ\,Ј~ 

те с~ ин ~сгрЈ".Тf '" ,' ['{ 11. • .re.дatt _ с~ с.п. .. ·r.JI[I( !f.H ~:;: 

моw.е наt.и у _ (~онаtrно.н. офлму,, · nећ . с~-- но·~ 
: . .' . 

nодинtег~Ј'UЈ:t cf!~Пlk:ItИ_jA r..о.~:Р::~~и . у ,L~\lrA~;t ·• · ое 
·-,...' 

n~ он.ца и-.Iтеrрћл1а'1-r ј' • . Jtf.f&h~l-~Q·- уqџште . ·. 
. . . . ' ,.. . »-1 

t( Ј: к-а... . &(Ц Ё к.,~,,( 1: -~) 
е _ е ' /+е v ,. У' 

l-0- - !-~ . . ј _ _ , . . . .. · _;;; · : . · _;--, 
. ~~:- ' .' . . ··\ 

на д~сџој страии ,( друr,и. члан 'деске· · 

ј)а:не) · конверrентан у :целоЈ равни -~ т '~ј ~ nредст8:в- _:· 

., 
\' '.. 

-~ 1 

\ ''-'>.; 
-: ?:" 1 

зыЈ . је~н.v . ~,~ЈЈ.у _фу ·~ци, ј.у, , ,. ..f ~ -.. мс.~ ем о . .:m . .,._er р8~ти .. и ' 

· Ј88 Има мс; 
·:· : :- ',·' : , 

np стС'!' а:вп.а н~м !· 
6ес~о1љчан р0д i~~онr-. ергеttтан у це~ 

.noj рэ:riни_. докЈI.е х оломоЈУ .. ~Н~"~ однос!-rо· Ј7нш;оrмн:r 

, q)ункцitју променљиве z АУ.. о формуЈЈ у ( ;1) nримеиm..,-о 

на ~Ц,С'-Ј(-И од . шоо~ 9a~иr)f;o ~е. ~~€ено . rтране једна.-' 
• .., .. •. · -<. . ' .. .. ..· . ' 1 

чrrне (~;) · онда !1емо дcфнJП-!'l'~'fr.·rro ,.,,,.,С'и~·и · '1 , 

( \ ~+--- ~! 5~ .· . ' . ~ . 't '-.Р.;. .. . · 
. -~ - -"е .· ) ... _!- · -t- е · d:f:.::: (Л+ЈЧ ~ +е )е. -э-: (:С-~)- . 
. \ ·1 " .! l.- ~ !; + tt. ,,,, . . . ' . . . • . . . . 1 . 

. ' . '· (А+ ЈЧ.Н.г.) е~ 0:-:t.) + 'ec.i!:) 1 

1 

.1' 

_Ј 
1 

.. :ч , 

({ 



pe.nonи са .Јtееие ет ране . посЈI.еЈ(њ.с · ј'едFrВ.-';; · 

' -ине - Јt'Онве:рrен~тни у цfinoj равни iтрс-менљиnе z) то . 
' 

сn и остацi-х nOJI ова фуюtциЈе ·r( z) буд! pa~Jr~ 

иуЈtи " ,, ._ 
· <е L~) једнв унифорМЈtа фуНitциј~ nромеиљиве z. 

. ,..-. .·' 

да ~и иНтегрэ.л (4) бно униФормпа ФУIЈЕ- ~ t(z) т·а..ца 
Q. 

Јор, а~о је ~ ПОЈ! Е тог реда. фун:rсције 

):f0p:\. дrot.ue нестати ЈЈ огАркт'У:а > т" ј ~ мо-
бити: 

ЦQ..I'··., ... e Ј е : . !•.;, .· 

л'::. · е.~ .) /'А-::: - е. ( ~-+ :L). l~) . ак.11с> ,ца би логарита.м и:шчезf.. о ., N..OJ>a C:SJn<и: 

о Д8Ј(~е Л · и f"'- имај; .:вредности ( 7) оща се -. ипте- RQ..-== О • 

фуН'f(ције ОЈ св. оди :м унифорюrу фуюсцију «et~J .А:к.о су с.nи · ПО.l!ОВИ првог реда ! теда се 
у_ · ·Је.ЦнаrtинЈ'tf{ 5) .· , сте.тэl(. добија из иэраза : 

. \ 

СЈ(8 наnомеив. . 

,Цохаэаћемо cл:e,qehn _ с1ав . : · 

АЈсо Је ф)Ћ!tцк.Ја r ·, ~У .. -~е.4Н8 ·"ероморфяа 
. фу:нхција ~ · оiџ~а: ~ Д8 би фуНкција~· 

~ . .. 

..• . . 'Ј'(!;) = Ј 5(1!) ol :t; 

6Ила унИформне., потребно · је и .цовољио ;ta .. 

. . 

,gu~:U~!!~~--3~7! _ --~Ца!~~- - У о:вом задат-
1' rтолифрt,.лна фущtцИЈВ. ИМЕ\ А Ј? А. no_rra : ~ = 2, z ~ -1 

· .ОЈИ су о~ а nрrнн•а. . реда , пр·о.ма д};уi·ој · теоријсr<:ој не -

01-re ни мора ..цах.Јiе 6ити ~ · ~ 
6 

Rc, -::: е~ Ll-1) h!)::. .Х t. ~ t- f'4- е ~ е :: о 
~:~ . . 



! r 

, , ;~ . R:t. ::: ·-t;.;. < t ~ :t > 5 ~~ > ;" .:.. ·џ .. н f" t. "+ е. :s Ј = ~ : · 
' \'Џ l~~ ' 

yc.no~e треба дv. .~.f:l д о.во;љс кос , 

· : 'lr 1' ~ c~r _~ЈбДПf:tЧ!ШС . ( G:: . . 

· ,Г · V~?..ttl\.:...:.-'f.O jf'! 
·. rrИI\ И ј C:'l'. И ' ;Ј CfH8: ине Ле 'I:QI' ~Т о,По на : .. 

(1) ј\ а .lt +~.х <t+til..t .х 4+ ц.~ Jt ~+ a.'t _. +<tr "' о 
6н се т~ Ј€џtиnчив~ nодсс:ном сменом 'Ј! .• t + h 

t . . ј 

(2) 

·цати један пр1~ер такье jeднe.tf'rne ( 1) ~ r.це he 

.,оефицп.)енти 6Ј1ТИ; .Це.ти у 'l'aчнmt броје :r.и:ма, ~оо 

љено решење : :~ . . :, .. 

(феброар 
~·:. -~----·........,;,.--- · 

-
~о mто 'CJ.fO в~~ релс .. 'f.и: једначипа · (3) ·је · у: ст.rвnрн·" 
р:в. о6F.:тна :]eднai~.mra (1) . Поређељем к-оефицијената . ,

1 

- _:ј~дн_ачипама ( 1) . и (3) · долазино до тра~ених ·ycJio- ' 

- '· 

1 
\, 

ј е и3 nос.л~дљег ј"слоnе . .r.;:a г.псОЈrутяи r-r.zю.п ct.r 1 

· ·,, , ·ин r<;t;t:;:~e.в .(и нула ) _, пошто ј е .д_ пр о- ·· 

. АКо yзl!etJ O lrCI rrp -~ r~ = 1. 1~ .ОПД~ једп.ачина (1-) 
( ' 

Пре~·rтос:ТЈ.'аi>и:~.к) да ено ~.,. _јед:аа.чини ( 1) извр· -
··. · · oCJie снене: х = t + 1. , до011fће се јсдне.чина: 

. и.~ и· ~ мен:,r: х =-= t 1- ћ ~· и l i.O емо n:oc.2!e те смене до- . ,,, · 
. , ... ~. . . 

. . ИЈi и ј е дна \0!1-i:tty ( 2 ) !..ж. о с м у ј е дна чmm 

о · суnро'Ј·н-.·_,., смену . ... т· .. Ј·. сЋ .. оuу , ... t.. · · . ..,. "" , ... or. о ., • , · ::: А. - . п ~- ~~], ~а :м . 

Ј (3) 

. F . . . 
А = ... .i- Qs- . 

:· . . . t' . 
н~ пр .. .~;а је O.s-=::. -Х - .L - , п-а ~о(ијамо: 

-,-. 

се :аратимо на неnознату ·х доо~јамо .; . 
. ' 

' . 

. ,. 



r 
Ј 

1 
1' 

. . 

~ . А + { ·· ... (К: D_.j :t, t_··· ·.i,·· -~)-~ . \. /. . . . . :;: . · . .V l9_ зм:.::. ·-Наћи оnшти интегр8..t једначi'!Ке 

' ~IJahи геm.1ет.rкјско ~есто пр~Ј . . ' у"'- у"-у'. у~ f.·""" ' (J} I 
темеН9 napa~ OJie r у?. ~ 2:х: па љеним 'l'В.!!:гентама,; где је ~ i<онстанта . различита од ;tедан; наl\и р,нај1 1 

.. · , ·"... ( фе~~!~~~ ~--~.ц. ~nартикуЈЈаран . инт егрм . Једнз.чt-t-~;е ._;· _~l ,~ Ј(6~:~ , !loc~~Je : tj' 
Једначи:на ~~пrенте у та,rци (х.~· У_} ~ ,t;a па _в:уЈiа , 1(8.0 и љегов први и АРУ'ГИ и..зво.zt за х -::::-0 · if 

6о:rт·у у2 · = 2.х у 6Иh.е . '( феdруар 1.927 ГОА .. у < 1 

.. . ,,: ·· · Х .dJ-. :у . "У + ·х =· О · 
-- , .. oll "i: ~-- • . ~~~~~-

ПарrикуЈ!арви интегра~ Једначиие·. (1) ·.· tA 
Ако са : ( .~ " ~ - ) dбелеmимо в:оорди:nа'rе npoJei:<r.(ИJe · 

. МОПЭ. пара.б OJie не. OF:y ,tэнrенту Онде се добија (~ ·о 

незавиониъt чЈtаном има о6А'Иi<: .' 
Q(Jt 

У =А е 

,_ деhИ , јО.li;RаЧИ'НУ '('flHГPHTe Н8 HOpM8.J!ti:И 06Jtи:rz; х~, . где 
.. 

~ и уочиnщи 1-.а Је~ ј: 1 щ_ -· У.'' _, •. ~~С( -~ -=о 
,,, 

У na с:ве то сменимо 

. I'VL~ Р ~ ~) да ј е : .. . . 
.х 1 ~ -~ ;rt.-+ -1. 

. - . ' . ' 

Е.л ими:но ци ј а к OJI ич ине. из nос.ледљих дnеју 

начина и из једна чине па:р8б'О.7Ј:,е да је:. 
. . . 

~ ,~ + ~ · ~ 1t'" +. ~·~ 2 о< · ·_ . ~ .. 

. .. 
; 

.А :i . 
:::: (.ас- t) ot (ос+ :t) 

na Је :1ато 
etl(J( 

':Ј= (.~ -!) 'Z.(OI + t) 

t<арm<:териоти~.nа jeднa~rt-nio. јеЈ(на~tине 

ИЈIИ • . 

- Э t . , r - - 1"" ·- r . ... 1 :-=..1 О . 

~ 
(JL--i..) (lt+.:L.) =о 

~ ·. . 

д6~ИЈ 

(1) гЈЈаси 

три .JCI~or иеста . Лако се у:всрити. д~- -~а . . пр~Дс .та~& ·, . _ 
· · · · · , · Зато је ott&'Гn интеrра~ . ._r едначине ( t)deз незавнсн ~,~~-Dtoc:ths - ову цисои')tУ •Ј.И.ја а:с йнпт.о'I"а · има аа · · 

{ :. с• .. . . •. -:1. .... - :ч.иана : 
· Ј z- """'{'" • __ _ (Ј~ (У.+ ~~~)ех +- С~ е-х. " ' ' . . 

• ~ •• м 

-~ •.. 
. -· ·. ., .. _ . 



•: . ~ . 
. . ' ... ~ . ·. ' ~-"': · 

о'сио :ву с:веrа тога оm!!ТИ инт еграл цеЈiе ј е дпа чи~- . 

(1) ииа 'о6.1В : 
• ·. 1( с . -~ e.Q(J( 

(Ј :::: ( CL +е а, Ј() С. + ~~ t + -:-г.--:-1.--. . . . ,«-;1) (.ot+!.) 

парт'ИltfЈiарии иитеrра.Л 1 ко ји, заједно са 

о· · . 
1. Пр :во · -прави.~ о изражено 

1 ~ .t. + l,_f ~ Ј l :t.l + 1 'l. ~ 1 ; 

"r_i.e· оу ZJ. и lt Две EOMIIJie?:QHe кмпчmiе + Ово је cne 

циаЈiаП СЈiучај, .и;О6ро I!ОЗне.те · теореме: да је ~!о,цуо 

"~6ира не;t<;ФIИЕО коип.лексн"Vrх: ко.Јнrчина иањи vio!и на 'јв 
.. ... 

rrp~a _ И:3BO;ta, постаје равав: в:уЈiи за х= О, јес-те: · ·.раван збиру Ji~oдirJia · тиt ~ОЈ!Itчипе:.· -: .. , 

' · --.~ · -.(.~ . r· (~-3)-a.(CIC~~)o)(.J 29 Ово правио изра:;--:ено је једнач:иноu: 
' .• ·-. . · lf (.ОЈ.- :f.)l. . . t !.1 + l1l ~ Ј 1 lt 1 - t lzl( ). ( 2) 

--------------------------------
помоћу Рачуна Остатака~ 
-~------~-----~------- • 

Видежи смо веh да се на оспо~у ћошијеве 

еквиваЈiенцИји ПУ"fВ..Ч>а1 по.хупречн1.щи поједmmх 

дуж tto ј их о е врши шtтerpa.цvrje. пушта ју ,ца теже 'ff _

~и да беоzрајио расту и да тада интеграки уз 

·_ тих ztp:yroвa оо~о теже иуЈIИ .. За .tокази:вэ.њ~ да . 

· ив:теrрЕUи заиста теже нуЈiи моrу нам често ·пута 

пооЈtужити cJieдeha два npaв~rua: 

речиыа: :мo.ztlO збира Две ?~ОмЛЈiе-~е ~01ичине 

ТИХ: ~ OJIИчmia • 

Нека оу Q и (,.. · модуЈIИ .ц:ве-ј'у к oиt!Jtervc'ни:x: t: 

l.t и l(,, и то нет~а ј е ~> t\. ; кeita ј~ · ~ia -
-~ раЗЈЈ:t.~~Еа aprytreиaтa истих ~ОЈ!ичино. ., та.ца . је: 

. '~:1 + :f~,1 = q,~ + it. + z ц е.о-1 О( 
. ' 11,;711~1 \ -= 6- -: ~ . . . 

. . . . . ' ~ 

ове .zt;ee :Вредности оменmtо у неје~Начини: ('2) oн:r.

· '· : пocr:ra ј е ·очевщиа. 

: . . ' · Из иеједиачиие (2) .циреЕтио иЗЈrази и иеј 

. ·, 
. .. · ... 



~- . . .. 
. '_ (3) . ј~ - 1\i.. ' оотатаЕ . фувХциј·е 'f(z) ,:Эa пai. ·.z ·= · + .. i1 ~'Тај 

. , .. , .. ... n ....... -.. " ... ·8!i· ·ч!иа: :.·:вре;циост :·· · · · . .·" . 
Не ј еднl;iчине ( ~) и . ( 3) с е непос:rедно т>~ељу · · [ .е · - . 

. l!:ОUЕРетиим СЈ!уча ·јевииа. То tемо вщети у 40. за- Ri. ==- /-!;:, ~~ . . t!ft~~ Ј ;, ~ . +f.(.. ·. '· 
је,vtачина ·· (-t') . rroc:тa' j· e: ·. '· ' ·' . ; \ '·' · ·.. . 

· ~О ·ЗМ .- Израч~,;ати Ql!Pel;eии интегрtu: .. ·· ,Ј=- ~ + { ._ -i. , . (2) )::! :<);: «..\( .. Ин:Тех;Р!)f . ;Ј можемо ~Ј!~ити: и~~с~;едећа ,чети-
о . . . . инте грма : . ~ ·· ·· 

рачуна ос т а та. ка ~ ~, Ј •••• · ·· • • • • •• ' 

(фе6р3ЋР 192'/ rод,) :Ј ...!:; 3 (. f=, i ~'t" '+ \ј>+ , sd ~ + ') il' 

, . . . tJ =- \ ... ·-· ј(. 
t- / • 

\ 

.... ".. ... .., ..... за> : · s < l) :::. ~. l ОЈ l 
. .. . · . (Ј.+ l"J~ име: логаритамску кри--

тачку z = О; и два поЈiэ. · другога реда: .1 = + i 
.. _ . . )• . . . ._ 

је униФоt»:Ша у: · ·Еонт:v:Р:И с,. · ~оја се ~~стоји из . 

концентрична г.:OJry-ttp~a (:Г} и ( ·;{)· ~- два о.l(сеч
х ~ -оое:.о..'t' .. и n". '" ·· ""' " ~ и у тој контури има- .· са 

. . . 

· псu: дpyrora !'~да : z = + i ~- Зато ј~,. пpeмa:. . .G.~uoh· 

· ј теореми, вредност интегры& ·;у дата 

ј. \ • 

. · Ј> ' 

. .. ј - • . \ , . . . ,, . . " 

· о;цсёч~а Q; fo · 1 z ..:. · ·. ; .. 

.. . . ,~. it ~. 
;;:• . .. , : · . . ::·· , .. . : ... ~ '·\ .~ ,.,.. . .. ' · 

. log z има роб .. mу вредност~ онда после o:t~p~-
"' . 

АУЖ пол~ТЕруrа ·(r5 ~ 1 •гатщП· оЈ- ,~ ~ ЙМ~!1мо де'Ј.•е:р:ми::-
-· . . 

ју~ ~og ~ + . пt· .• Зато t ,e интегра.ж дуж·: .. oдc·et.$f.! 
' .:-' . < .;:.. . · < • 

' ииати· . вре~ноот :· ... .. · <?. >. 

\ - - \ Jt.. е.."""+ Цi,- d..x 
.. ,,,_.. JQ.'~' - -~Ј (.:L'+ xt.)'t. ' ~ • ·. ·' 

.--.. 
~ ~~ ::~i 

... <· .. ~ .... . :. 



,, ··-. '". -;' .. · ,,,' ·. 
иу.жи . ~а.. ~ :.--- ·· . н~ ооиову - иеје)tна:ЧиRе (3) I ·II т·еоријојtе_ .. вапо- __.. 

. . 
ИНТ!3Гр ·ми ЈЈ.У'Ж ~му!:руrа·" (Г) Тii 

. lf't;: 

6~окре. ј н: о · расте, 8: r 'l'ezи иу.жи •. За!'О иитеl'реЈI, _ , ·· · мене ј е : 
. - . . . . -..( . 

постаје: 

(оо ~ - ~ с(.(( + ;zoi, · (оо dJt -
Ј-= ' ) -<.:t.+A«')( . о~ {1.+.x't)~ 

о 

д окажџо ла эаис та _ иите грми ~1' и 
ze иу.ж·И за· R ~с. И Л-+ о ~; Први· ·ож љиz: . -"' { _ • \ _ t..,t R + eL е~ 

Јр -..(..ој (i+R«-e.t•')~ R е. ote Ј 
. . 

R ei.. d 0 • &~ 
. . ПОЈЈIТО ј.е ;tyz rra.жyкpyra (r): ~== е. ) ~· "~- '- · -~ -

На основу правuа : да ј е мо.цуо ив:теrра.жа ( э6itpa) ~· 

љи QJt иптеrре..~а (збира) мо.цуЈrа, щrаио.: 

'. 
1 

. · 1 На oeJiony неје.циачиие (1) ti!. Т~ОрИјОЕе каn~';! . 
. . ' 

'DfaltO : .· 

П9itt'l'O је: · 

1 et\ =в ) - .~ ... 

јер ~о R > 1. (иначе би пОЈЈ: z :с +-'1· ·сsио :вак _lt:' 

ре · О ) ~, 

. вв. 

:1. 

Зато је: 

\-t.& R + &i.\ ~ & + (!f R 
\:L+n-c.et''ll. <.R"..;..:L)"' · 

(.5) 

Не. тај начин иеједвачив:а (4) постаје: 

\ ~t'\ <. )':-~~t\1\) RсЦ ·~ ·· 

~. O\r;_ci)r(f +це11\) ·. 

i 

i . 

. 1 
1 . 
1 • • 

./ .. -- . На исти начин се добија: 

<.ь) 

: ~ .,. 

• ~. .;С • • 

. . 'јер је) t<i ~- неје;Ј;ВВ:.чmtе _(5) и ' (6) rјасио IIO-... ' 

~эrјЈ ·., ,.а ин'!еrра.Ј:и )r и )1' ' теЖе и~т..tи. ' эа 
R ~ оо и .11. ~·о .-"( на 6ројИТ,еЉ ,~;еске · 

страве иеје~чиие (6) треба прИН('вити Jio- . 
'' 

89-~ ··~ 

1 

1 

: 1 

t 
1 

1 . i 
1 
Ј . 

1 

1 
1 

1 

r 

ј 



: ~ . .'• 

је: 

Ј~:~:.)' ~~ = -" -~ .. . : . , i - . . . s (.i : ... ) ~ d.:t = ' ~ '' . ·, 
1. . . ' · ' l ~ ~1· 3,~·- I~оэ }ед~ ~~ч:етпу та'fЕу М( с< , 

) на пара60Ј!и ,'! = ~ пoвyhrt пра13у r. ~ruравну 
nравоЈ· о· · ~ :t<; Ја onn. ja тачi~ М. ( o<. 1(S ) са теменом 

н:вhи обвојницу · rrравкх · · .n. -• 

( ј уни 19:2 7 r ј ) q 
, . .,. oo _ r i"'Jit.o,Q!W'" , } C .tii:.~, ·,;,~ 

Коефицијенат пра:вца Пр'аве, ко.ја спаја теке 

pa6Q1!e _са тачЕом М( ос.,~Ј на nарЕI.болиt је: _!__ ј 
. . . . . . __ , .. . . .·. .-.. . ., о(. 

" то ј е коеф~:ијенат пра~ца np~.:Je ~ :; __ _; ~ ; па је 
диачина · ~r..а.ве ~ : · · · '""· 

. О< .. 

. . . -~-[! _ ::::-т с.~-~). ·"·> ·- " 

. ~'
к_. _о_ ј е_ та ч ка М ( ~ 1 љ ) . .... 1 · не. ттара6 ОЈrи, то 

о~ -· - . · . . 

·,,- ·~ 

једначина rrpa.вe tZ постаје: 

·'4- ~ '"=---- ~ ( ~-ј3 ... ) 

·~ 
'· 1 

' 

=о. -•· .-- :-- . --- . (1} . 

је.п:начину ( 1) rro (& , ј .ер ј' :е . ·~ фомен -

в nара:метар ' Добић~rо: . . ' ·~ . 

~-5?t-:t=O -,. (2) 
'· 

nараметра r ·.. из ј~дНачив:е (!) · и (2 ). 

.·• ·, · , · 

2 '7 у2 = 4 (х ·~- 1 ~) 3 .. 
•• •. • ..... . ;и 

.ЬСЈ!едња једначина предС'I'iiБ1!>а тражену о6војницу 

: ~ а:ви:х Q{) .. То је семи :... ку6на napaбoJLa чија по-
,. 

та-.;..Ј.Еа има кооз;.щхmате = х = 1, у · = о .:. 

И2 · 38.2(~1- Наhи .ди:фереi{џиј~ну- је.цначи~ 
.руrова. који се додирују у ј'едној истој та~IRи 

одредити орrогоналне трајев:торије ових круго:ва ·~ 

( 'јуни 192r/ · год ·~ ~ ) 

·. нека сз сви ови круrови додИру'ј; ё;~~к:~орД~:: 

···.. ' ... 
•• . .. .. . . -+6~'.- . . ' 

1 



. 
oqa;.-! Т~а је љих_ОБа је~иачи:аа: 
/ 

~.)(~+ (!,.__ i.oc.x = о. . 
Дифереицираљеи ј е.џrачине 

:Ј'= - r.X-CI( 

(1) .цо6ија о е: 

. d 
Е.tпииаци ја па pQtreтpa ос 

~аје: 

иs једиачииа r ].). и ( 2 ); 

~ "<. ~ 11 + "С~- (Ј i. = · О 

То је тражена ~ифереицијмиа једвачива.~ : 

Из је;tиачине (5) је ~оеф1Щијена'1' 

ТаtП'еН'l'·е 'Круi'О:ва (1) ,Ј;О.Т ИЗр!ЗОЫ: . 

. ~i.--.xl.. 
()"rt ":=. ----

l..~:t 

ДИфе:ренција.жиа је.циачина орrоиВЈiиих: траје;tторија 

6иће: 
.. i 

- ~~--у;- ) 

. ~ 1._ -х\. - . .:1.. --.----- ) 

. . "L1Cl . d1 

. . 

~·с ~~.::~ . (4} 

ЈtифереВЦИЈ8.1Иа . је.циачииа ~ 4) је :x:cn.roreнa је,4иа 

ва првоrа ре.~; а,: :која се .иитеrрап: сџеиом: у 

92 '~ 

је U ВО:Ва ф'уmtЦИја. ОпшТИ ИИ'1'61'ра.ж 

је : 
< ! 

(5) 
.. 

је р произвољна интеграционе: z.соиqт~ита. ·си

·Ef.f :крут ова (1) ика .zta.EJie за ортоговаЈ!ие трај еz.сто 

~ оп? с ис теы ·ItP yr ова. · ···-. v~ .. зц.- Наhи ОIП!IТИ ИНТ6I'Р8ЈI: парција.жве 
едпачиие : ~ fQ . 

(~-+~) ~~ + {~+~) '()~ -+ :f ~ ~ = -:L. . (1) 

( ју'вИ Џ?27 I'O,lt ~) 
. - .. J!ff'--~~'n~ ~~ 

систе:м си:муЈЈ.'Те.НИХ: ди~)ерен:r:ti"LјаЈпtих је;tпачи-:-

. ЕОјИ o;troвapa rорьој линеариој парције..mој је.zt

чини је: 

-
еренцијажиа јеiиачииа: 

d..'l - · с!~ 
- !. Cf+ 'i. ' 

с е написати у о6ЈЈ:~У. : 

d.ц 

1.. 

~ <i.;r- ~oL:! ..:... d Z: 1 

;!"- - ~ •. • 
93. 

' 1 
1 



·~ ,. 

ot (L).- сl.ё . 
il. - l. 

О.цатЈiе · . - имамо је.цан, , и:z:n,еграЈЈ:: 
. i. - ~- · ·. v1 s -у- ·- е. . = · са1 

Ј едпачииа : 

' 'C:ttJt . - d~ 
.:.(+i . - :Е 

. . 

:м~ е о е . ив.пиоати у · OCS.tqy ~ . 
. -. . . · 

_} ( ~)· - ..!_ d:E . 
_VL l. :-. ~ - ~ ) 

· ~:te · · ј е~·в:ачиие · {S ) ј е : · · 

. L -:::. - ~~ ct ~ ) . 
~ 

па зато једиачинв. ( 4) . . п·оот.аје: . 

d ('~) = f?~ ~1 :t . . ~~ 
~ . ... . ...... 

(3) 

(4) . 

' • . 
(5) 

Иа .Циф~рендиј8.Ј!Н6 једп.аЧЈti:не: 

;.. -~~ .;.-_ ct ч_ . ·; .... '. 

(6) 
_,_ . . • " -~· 

' . 

Па тај смо начин добщи три интеrр'аЈ!а 

·.' сио т оца ( 3) ~ vi,) v~ ,v., 'i• .. 
. -

Теорија _вао ·' учи да he OIIШ'i'И иитеrрм 

· Јiшrеарве ј една.чиџе {1) · бити: .. · 

- ~ · . '-' . .. 

rде је <-е. , произвољ~ ·ф~ција свој~ _ арrуиеиа'l' : 
" \ . . . ' . . - ~ . ' . . , . . . 

,, 

, _ У щше:м сЈLучају је '!'JiS.Жet{f([ опш'l'И щwеrра.ж је.ц~- . 
: ' • , · '- :~ • • • t - ' 

.. чmi~ (1) : 
. ' 

.и.== ~~>! i + У: С± ef, e.~Q.x;,_rt'") • 
·.; .. . . 

~,., 'з ад ~.-Које- · усЈIО.ве треба ,ца задО:ВОЈ!)е • 

аЈiве фуmtције )сЈС,~) и · <е с~;~) - - ~ ..ца фуиЕција: 

4 (.~11 ) .+ ~ - [f (~L~) + te (Х( ~п _ ·(.1) 

: б"у.це ав:митичЕа ?- Ев.ца . је тО ОЈiучај интегра.:rитИ 
' . -;"• 

дифереш\ијаЈiну · је,циачину npвora реда: 

·'f.' 

:-:" '. 

/ 



== !<..х·~) -e-..i. [:fс.ж,:о + <есх•ОЈЈ] . 
~~ОА~~.~~'"~·~; , 

Да бИ израз : 1Ј. ( Х~ 'у) + 1 V ( XI··~J ) npeJt- · ... 

... ~-" .. .Q""~o ана.хитич-q фуЋitцију треба ла су · за,2t~:воље

уоЈIОЈ3Иt . 
~ч. tC) v ro с..с.. . с-ь v 
rfi -::.~:! > ~:! -=-- cnx • 

вашем о.хучају ови пост~ју: 

~t _ '() -s- + <ote ~5-- ~~- · со се 
·~- cod ~ -~ > ~ =-ёi'Х -1)Х . 

·ау · овИ э·адо:вољени ottzta израз (1) претстављ. 

... -,.,.'"т-r':l".,. .. · фуmtЦИЈ7 .. И . мОж~м о иа·пиоатИ : 

~(~t~) +. ~ [5 <~·~) +. <еtЗ(·~>] ~~·~'& t~) ' 
ЈЖе је -z = ~- ·+ · t~~ ДифереRцИја.tиа је,~tкачиИа (2) 

постаје: 

• 
ј е;tиачииу пowozm{o са ~ , па 

i 

2.rJ:.-cl3- -=:. :1. + _(. з:,~, 
•, : 

ах + i . dy = dz , .'1'0 )t06иj.8JIO : 
d~ . . . • . 
а~-~ :t +,.,_ rэ:,l!) 

је: 

: одаF..ЈЈ:е је : 

Пос.ие)tња 

r . d! ·. + С:·== ср (_r;) +е, 
Ј i +.<. ~("'> . 

и · Ш'И'IQ'К8 itpивt : ·. 
·:•·· .• . 

(1) ! - а ·log <,oos ~ ) , ... 
zсоистаита, а .жоrа:ри'l'а~ је ~, ... ,1 

·. родаи ~ Зaт'fDI О,.ltредити асим:П'l'оте, nox~eчmo: 1 . 

:вiШе у ка Еојој та~, Јr.уж, s·. рачунат ' о.. ко~Џ--1 1
1 

. . . ---- . . : 

иатиоr почетка .. до ма Ео је тачttе~· На.nоо.жеткr хои- :: 

· ' · о~уи~ати прИ()ЈIИЖНО ЕРИ:ВУ. 1, 
1 

OJtauo ццептитет : 
ct.x ':. -::1.. 
CG . . . . . , 

обиhемо: 

· .. ~ + ..t.. а~ -=- ~-t-i. ~С:Е> s 
G(~ . QJC 



1 ~ Kaito је Ф1ЮЩија oos ·i · периодичп~ 
Пе:рио.4ои 2an, то јо Ериву (1) .ltО13Ољно посмат.Ј>аfП 
У ИнТервалу _ ( Х = 0" ·Х ~ - 2na ) И.Ш~ i!rrO је ИСТО 1 

интерва.жу · ( х == - ~а, х = + ne.) ;' 

2о.. Ев.:ко је · Јrоr:арита:и негати:впе Eo.ulчmJe 

-
ј е ~- цео позитиван ии неrатива·п б-рој wrи 

И~ ј~~ЧИRе ·. (1) је· Tai<;c) ирто· јасно .zta: he 1 

равно нуЈrи . за х . ~ 2ttan.· 

· Пр:ви и .ztPyrи ив .вод he 6ит11:: 
..,. . ~ .х (} :::- ,-7 Q: 

то he ордината х ~-sити реа."!ИQ. аемо 

ј о cos ! позитиванf! 3а наш tmтep:вaJI (х = - 1та , .· · 
То lie бити за ! у ШiТервВ.Јiу (- -:g,+ 2 Ј 

'~~-- .1:_ :L _...;. !.. .. (i + fot ~-- ) · :: _ i (:1..+ .,,l.). 
о _ n - . ct · Tq, ct · t ~ ~\~ . . . 

na 1ra -
. 1 

'l'O ћемо Ериву 

их те р :Р.э.лу ~ 

изззо;t је раван . нулиза х d.·кпа/ Од ових вр.е.--
( 1) п-осlfа:rрати Cl!l!O . у овои поще . и.ооi-и треба о.диах одбацитИ Вредности li:M c Је' ! Но- ' 

' 

3<? Како је cos -f у:ве:& маљи од јединице , 

с>рдипата. z :rвezc Пеrа'Т'ивна~ Значи Ерива (1) 

тачам · изнад апоцжне - осе .. 
. . 

4~ Из једначине {1) је најзм ,јаоио да h~ 
. 6ИWИ беср;рајно, ir . то . ._ • , км је cos i· ,. . џ, 

·.ј е'' ЕЦ је Х · = ' {2~ + 1 )-Е:: ... , U' ТО само у '!'ОЫе · "' . - . . . . . 2 
· ју~ - Значи да наща Itри:ва и::~!а 6есконачно Imoro 

пармеЈI:юа; оси оу, "Шје оу. је.ztначипе :· . 
па х ~ ( 2it + .1. ) -z- '· ,_ .. \ 

• јер је тада ордината z имагmrариа .• . де:r~~е 
• . 'f • . 

и изБод .. је ра.ваи liули за :t = 2~ап , . То су · све 

~е ыа.ЕсимЏ 1 ј~р ј0 други извод иега'I' И.вв.н_ Ea;t 

је у'= О ~ ( у• = - · ~· ) .. Одго:варај:vl'.а ордиив..t'а. 
УЋек у = 0 ", 

на· основу 

. ~:r.Щ ~Qra јао-

. је Jta ho . ?~ptt

( 1-) 6 ИТИ. О6.zи-

. ' . 
d 
о 

. ' } .. 
,. 
1 

.ц.~3. <. 
r · . 

· R:a;J; Deh нађене зre .. :џ-rocтtr за ys и '9' 3 С!~еЈЦ!мо 
· поЈI~mречnи:К ~гив и:~ е ;џ>6и:h ем о : 
. \;:<·--

- 90 •-;i 
. , С..• е. 

! . 
1 

1 . 
1 
1 . 



то :в:ооминате (х,у-,) зцовољаnају је)l;ва.чицу . 

па икако: 

.· . 
) 

зато је: 

мо а ј елиа чииа С 1) , ( 3 ) и ( 4) · eJr иИиниШемо ! и z 
)t06~e!.!O је.џiачиау ttoja иа_ы ОЈtРеђује 1tоефициј енат 

.. . . . i ' 
nравца корка.ле из тачхе ( ot; ~ ) на &Jimzoy · (i) • .-. Ре 

~:: ~(ЈС с{~~ = -~- ~~ · ~ ( ~ --t- ··~0..) • 
ОЈ Џо1 Q.. -

t!lJA~.·~ Из свав:е тач;в:е ра:вии ксrу се 
.четири иорма.~е иа еЈiипоу. До-~азати ;ta 

o.~r тих нормаЈiа ре а.жие • 

вултат те е..1иыи:иациј е ј е : , . , 

(o.t+-ez.'n\t) (~-ot'WI)i.__ l'ћ'\l.C.Lt =о. (5 

Како је пос.Је;tља једиаЧЈU..а по~ четврrоr степеНа 
. . .. . - ' . . 

· 'lO зва-чи ло6иј~:ио за ':!!!. четири ~редпости •. na ;t8.кte 
·-( сжтобар "192tl rо.ц ~) пост-оје и чеТири · иоръrе.ЈЈ:е· из таЧЕе · {О(, јЈ ) иа е 

. ..,..~...__......,._..~·-!;,...~ ..-~~~- . ". :.'"'~--

-He-.t(a је је.џm~ е.жипое: 

~ + i~ -==- -:i. • ; . · ( 1) Q'5 еЈЈ:еЈr.ИКо ле:в у отрану ј ед начине (5) оа f{ m) 

.· Је.цначииа иор!ые из и&&е !L'aчtte (01 ,~ ) 7 . рав~ · Кав:о 
11 

f(Di) меља з5а11: км ·~· варирб. у интерва.и:у . . 

иа е.и:ипсу {1) ~Иће: (О, 7 ),јер· је: ~- · 

. : ~-~='"'еХ-~)~ ' (2) 5-<.о) = ~ ... J1ot >о ~ '5- (~) ==- ГW~"е."<а : . 
А.Ео ~је основа те иорыаЈiе на е.~ипои тatma (х, у ), .чо зиачи .ца је,!;вачина (5} име. у то:м интерва.иу . 

още. је: 
- Q."t. :Ј 

l'h'\-:;::: "(~ • 
' ;. ~ • • ~ t • 

Itaкo норкма. (2) nр~аэи-· ЈСР оа 

· · је,2tаи р88Ј!аи корев. Пошто је реч о је.цпој је;tиачи-

. ни парнС)I' степена . ( о а реаЈrв:им ЕОефИЦitј еитима ) 

эиа~~~ Jt~ оца кора . уВек имати _ два pea.~ua I(Ореиа 

101.' ., 
ј ~ 
i 

1 ~ 



Значи да ynez rrocтoje (iap две реаЈiие. 
из 1'ачt<;е ( о< ,. р ) на еЈrинсу ( 1 ) .• ! 

--·"'·"'· Ав;о ф~цију log ( 1 + х) развијемо у МаиоЈ)еиов 

у-17 ·!LIЧ\ .-:Интеrра.житк д:zфереЈЩија.жцу 

~t ~·:t + 't.x :1! + ~ ~"" -l"f ( ::Lт ~) . 
:L. . . . 

nапи онај napт~JrJiapird mrтerpaл ~оји је XQ7roмop .... · 
uЈiизипи nочет~а .. 

( о.в.:тоd 1927 
. . "t . Ј ед на 'tntнa ( 1), nосле смене : х =..е , поста је · 

. dl..y . & . -t 

ot tt. + Ј d t + t '1 "== ~ ( -i + е ) (2) 

и-птоrра.ж једиачиие (2) до6иhемо ме!l'ОАОъr :вари
цЈ-:јо iеонстаната::е; ОИ he 6ит·и: 

-t (О -tt Cf:= с~~ +"-te. ! 

. . 

с 3Ј 

се Dрnти:мо иа ! ) д06Иhемо оrппти инте~аЈt ј ед
( 1) 1 . 06J1Иity : . 

- ~ + .с~ --~ - · 1. (~+t)l..l.._ь (i+~) ...._ -L . , (3~ - ~; · ~ т ~~ 6 Jt 

.. ' . 

.2t 06 иh. €ll о : 

(4) : : 

ред Ј е в;онверrентан ~r ~pyry оnпсtнrом or~o ::: с · · 

no.:!yпpeчнmtou 1. Ставимо 98.2ta У. oi.mrти 

( 3') израз ( t1~ ) па Ь ем о пoc.ir е ср е ђ ив ања 

~.Ј.+ t ~ "lf+~ ~)Ј ~-.: ~~ + .Jt + : (-i) » tVH)(•-+if (~) 
је pe,l( ив. .ltf)CHoj отрэ.ЮI Е:ОЮ?.ерге~ан у горь~м 

Да би израз I представљао .х: Q.1!омор(.)пу 

IФ:~rн:rсцију од х у 6ЈЈ:пзини почет:t<:а очигледно ј е да · -
у изразу (5) да отпадну "t:t.:танови са х ·-tом 

. ииениоцу.·: То he бити ltaдa. је~ 

~ с -с.! -== - Т. ' . t- о . 

то тражени партmсуЈЈ:а:рщt .интеrраЈr ХОЈI~морфан у 
..y .. ·~~I'D' почетЕа има 06.1~ : 

. f ( ~+ :1. )l. . 1- . 
d-=.- · vL ~(1.+.х>-тх 

. ~ "' 
з ...._ ............. .. 
4 

10S · 

1 
· 1 

1 

' i' 



оп nостаје у = 0~1 

. - Вапоиена .'i_ ПрИ о.ц:р еђи.вању тра.жепоr па.р~в:[(у...- _ 

арког иитеr,;>ала :м:оrЈiи бисмо и OВaitO постуnитИ~' . 

ивтеi'рu l :може с е написати У' о6~у · с 

(Ј=- ~~ + -~ [ сј_ + ~ - · ~ ~ t-L+"'>J + 
. ~ 3 + t ~ (-i+~) +т~ (i+.X)- 4. 

. .f• . 
·о је израз -у lo.s (-i.+~ >. · :r<:оначаи у 6Јiизиии nочет;_· 

. < ика вре~иоот 1) т о ј е ј а оно .ца ј е . х = о по.1 .. 

pe,2ta за интегР'.Јr :z •· AI~o с е узме с2 = о, ои- . · 

ј е х = О . пОЈЈ: црв_о~ pe.zta •· д~ би смо и те. ј . no.1 

ацаи из И11'1'егЈ)а.Ја z потребно је и .lСОвољио. 

001-атаЕ фуmщије l за тај цсu 6у.це раваи иу.:rи ~ 

се узме ez·· = о .. шiтerpSJ[ l nостаје: 

l'. ..4 (.:l.+:t)l. . 3 
Ч=~ +2:.. i. ~ (1._+.)()--;:;- • 
о ~ - ~ х -~ . ., . 

.... ·, 

за ПОЈЈ: прв ora ре~ а х - О "ИМа в ре~ пос'!' : 
. . 1_ 
·Ro ::: с~ + 1: 

ш'· ~~~~~ ~:lll.- l"t.'J'JI е се ,Јtо6ија већ нађена вредн9с'!': . ... ·. 

. -:1.. . . ч..=-~ .. 
\4 о~ ~ ·џ '"' & u А · .· 

iАВ •·з м .• - Неха ј. е f( z) фуmvција 

цретст ав~еиа 6 еср;ра jtmlt производ ои : 

f <.Х) =: м • .Ц;~. Цt · · · · · (.1.) . 

је: 

·. За :ttoje се вредности: z о:ва Ф3ТЋZдија може развити 

.1 ~онв ерrеnтан ред ур е Ј; он по_ с •ре:rЈ:ениvа . о.ц z · ~ 1 

/. 

· поr..азати да. 1 ма какав б,ио број А невависаи . 

ј една. чииа : · 

f( z) - А = О 

6есr<:оначно миоrо ЕСреиа у 6Јiизини тач:r:е z = 1 · 
( 

(ОЕТО6ар 192У r.) 
---~~~= .. ~~·»::<:\-1'~ .. :-:-~~-.:.. :"~~~-~:-:.-~ћ':·~~ .... јt~ 

. !Ео дк ом:еиимо у 6еоlq)ајком nроиа:в ОЈЈ.1 ( 1) 

!t7~ (:i+ ~ + ~ t.f:- . .. . -) 

.. ·. f' <.~) = ~ 
В eoitl)ajaн ред ~ 

. t. -:t:-иf · ·-· ::1.+:!+ l 4 ..• . . + (!.. 

\ ~ \ < :L и збир му је 1'Э..Јtа 

. (2) 
10&; 

1 

! 



Ав је Jz 1 < 1'·~; Из посЈЈ:еЈtЊо је.п:на,..rине је јасно · 
е фун:в;ција f( z) може разв.И?Јt у род урођен no 

топонииа од z ЕОји ho бити жонверге~тан за 

· ер: 19. '?ам израз (f.) вроди · само за l:ft < i и го ~-
~ -= 1. је осонцијаЈ~:ни с~~.нг;ула.ри1•ет фун~ди:је' 

За рошсље дрЈrГог деЈiв. задатв:а :видети 

хоу, ыењају се и љорон:и јед:начине петоr · 

}; 

t.f + xt + . ј" = о 
Шr:ra се може реhи за ове корев:е, ItSJt 

'l'aч.r~ М(х,у) тaito креhе? 

r фe6p~1flp 1928 

Вццети эада!_~ 6r;~ 

t/.so -';"ay;·.~ _ Дата је :r:рива: 
s ~ 

;}:~~ x 3:ct (1) 

је ! . nромекљив пэ.рам:етар; . иаhи асmттОте ових 

затик I'eoueтpиjc:r~o 1rвото тача.Еа у којима 

.. ј е · 'l'aиre~'l'S. nа·рмеЈЈ:иа х - оси и иа 

r ОИа.Ј!Н:е тра ј 6ЕТ О ри ј е .2t а ТИХ ЕРИВ ИХ • 

( фебруэ.р· 1928 r 

Крива (1) има три ас имnтоте : 

х ~ o;t у Ј:.: +~!"'ј х. ' 

· Дифереnци:раљем једначине (1) по х добија се: 

Ј,= .. i:.i1;:~f!~ • (2 > 

_ . Еоординаtrо trача.:ка у :в;ојима је тангев:та na_pa.жeJIRt'l 

х - оси ·морају змоволавати једначив:у: 

у;. = о 

(3) 

Г ео м ет ри је :tt о м оо т о ().t, mt rrв. ча.:rе.а ЈЈ;о6 Ић ем с IФд еЈЈ: и ми 

иише1~ б па раме т ар !! из ј едаа чmra ( ~ ) и ( 3 ) ~ јер. 

љихове коордшtате морају задовољавати обе те јед

начине v' 1'8. · еЈIИМИ~ЦИја даје: 

у ~+ х · - -· 
-- ·о 

1 ,·. 

'· 

једначина,) · која nредотавз:.а 6иост~тrи:се 

~ угЈiова ~оордин:атни:х: оса, : представзь~ аа:м трэ.т.ено 

. геометриј~~о - место~ 

• " Ј." 

107. 

.. . ·; \ .. \ 

. i 



_ ,, . ltQ_ефициј енат правца танrенте ва 

јеАначин:и (2) дат је изразом: 
. ~x.s+Q." 
'W\"= f!J~l. ~ • 

још оиенимо вредност за !з из је;tиачиве (1) 

nосле~ој једвачипи: до6нјаио: 

1\"У\ '::. ..х ' -:- :Ј ~ • 
, i ~x:r 
· ,· i' начи ..ца је ди<;ереЈЩијална једиачииа ортогоиалmtх: .· 

рај ettт ори ја : 

~ -- t!X';J 
tл.Х. <JI.-.x~ (4) 

· је хо:иоrепа ..цифереицијаЈ!ва једпачипа 

Р:Оја о е и:итегрSЈЈ:и смеио1r: у = ux . .. Њеи oПIItl'и 

је: 

. . у3_ 'd . 
.Х ~ :::. .о---. __ 

jd 
3 . . 

је ~ · иитеrрацио:в:а. ~онстаП'!'а ';t Систем opтoi'Q-

·-·· ... ···-- -r.ра~_еЕ!'орија система (1) је .цаuе исти 

_ иотем: . (1) оа:ио му је п·ОЈrакај обрнут за 90о o:tto 
_, ' ' . "" . 

почетztа ;ј _ 

е;tвачиве : · . . 
' . ~ ~ 
. . -~ ~; + '(),; ::: е. 4И, (~+(() (1) 

· о.ц~..џ.-ти: иите~ра.диу површ~у :в:о ја проЈrаэи Jt])OB 

z 2 

0,21;редити Ј!ИНИје Rривине на тој повртmи• 
i, х + 1 =а, е • cos х . = 1~ ( 2) 

( фебруар 1928 ro,~t.) 
~-~~~-... ~-~....-~. - ,..,__ . 

' . 

Парцијмна АИфере:в:циј.а.mа је.џ~ачина · (1) 
.. ' 

. је .iив:еарна .о.ц:говарајуhи _ сио тек о6ичша: ЈtИферен..; 

цијаzиих једначина r~аси: 
с{~ . ot:~ ~ ~ . . ·. 
Т=- --r- == е Ј!~< .хт~О 

ИУВ!{О два ин те :грала: .. 

01 =Х - УЈ 'Са_=: ~е,-~~ (.Jt+ ~-)Ј 
је опш~и. интеrрах једначипе (1) : 

~ ~ е,-.!_ ~ t ~+ ~) '=::. <е. (.Х-~) (3) . 

r.zte је <е _произваrыr.а фуп-t<:ција • . да би површии.а 

(3) пpo.mзwra ~роз ~ри-ву _ (2) ·, мора. једначина (3) i 

. .1ta постане ще:в:титет кад у љој сменимо иа пР.' z 
. ' . ~ . . . 

и ! . t фув::в:цији о~ !. из · je.ztнaчmia · (2) ··~0ј Би:liе: 
-:t. L 

~ - ::.- Jt ) . е. =:. ~ .х ) 

• 1 

1 

1 ,, 



(3) 
(i, 

По коз'Ој he се ~:Ри;вој !tPeтatrи 
. ,. . ~ t..6o$ с. х _ ;~.. = се с ", ){ ) :> 

СВОјОј равни 'r;~Чlta: 
;·: ..... . 

оо 

:t (~) :::' ~ С\.» ~., ,. 'l' 
о .. i 

. ' . 
. 'l.'aj патmн је.цив.чина (3) пocrra~~; 

t е~)!- с.., . (~+сУ->·~ ~<.~-::.)) 

.. Q ~f3 l«SЖe иаnиоа'l'и у обЈI~у: 

~ ·.·' 
-е~~~~=;; :i t 

дљ~ ј~џн~цчиm ЦР-Фдота.вља нам интеrрмну nовр- ' 
· П~РЦИј~dПО j~Пt;\liWRO ' (1) ~Ој/А пролази: ЕРОЭ 

D.f (2)' (1 

. @. се W~ЧЕа ~ креhе rro својој равни дуж ква..цраи~ 

пОлуnречЈIИУЛ 1 orrиca.пor · ор; о nочетЕ8. •' ,~ , 

( · фебруар 1928 11~ ) 
,----.. - ~-~~- ~~ 

Ј'едначине ( ct ) у 4. задатку 1iреДсте.БЈI8. ју 

. '~ rrараиетв.рске једначине rгражене nу·таље (,t У њииа 

·' ... .. "'Јi~ба да nарира од О до i · '•' . 
Нв.hи тач;ке nресека две криве Ј!И " 

~иачи ,zta фуttхција <е. преАО'l'SВЉ.а . косинуq, ~"' .ј ·: : ! 
.<.е (.Q() = џ;н « . . 

.X.'-+;:r~::::. i) . . 

~~'"-~о.&~~ +n.'-d (~ &to..~ +~'!Ј ~ ~ 
Ј (i) 

јо: 

l'Јројо~ције .mmtja r<.ривине па ра:ван хоу . -~ 
. ' A;i, + ~ј =:; ;i t ' ' (2) . 

... ,• ( јунп 1928 rод .Ј · 
. . . . -~.~-~ ·· ~· 

. , ~о дpif од . ~ма тих · је.»;иачииа noJ.mo.iiOlo 
едиачииом ' (2) Jf. ~()~~~f9 ·; ·_: 

,,, - ~~~& + ~ t:~ ~ t · '~~'+а. ~i! ~; . :Ј... 
'(. . . 

' 111~1 -

. •. · ~ · \ 



~ ' 

()Јtуsмиио ов.ц· од тв.Ео д обивене ј едпачшiб 

зцатих једнатmна, I_Ia hемо .2tо6ИТи: 

што qe :може наnисат_и у oб.xmty · : 

ta-Jt + ~-~ )~.;_ ~ - (~~ .... "~)=о 

што се ра.оnада у две јэд:начине: 

Q.~+ ~d =::о 

0..~ +,d_ ~-=- -~~ -
1 .·· • . .. :· 

Па та~ смо :на-

'IИВ ,ЦО6ИЈIИ .lt!1S. 

, оио~ема {I) и 

(II): 

. .X'L+ dt- i ((ђ 
CL.t-t ~~::: о Ј 

_ о, 1Ш, ~ .. н~._ по:;,.t-.I.; :д - в;-:-"'1 РАГ·· 

Jtpyry . о~ · · • Решаnа јуhи о:ва .2tва ·с~ст et!.a ј е,21;иа ч-ин8. д обиh_а,ц) -ч~ 1' 

тири пара решења сис;е1rа '(.1) - ~/ :t1 то; 
.Х~=- g__ . ~ ~ - . :· - ~L =-. ~ ' . ~с- . •:. -~, .:: ,.,i<-i, : 

· CJt. ·- Q. Ј :· ·. · -_-_-_ dt = ... С( . -\ .. ·_ :·· . .. ,_ · : · .~-·- ~ , .. 

~~ = ft о. t g~ fj - -~ , .Х у;:. ~О;-_/·~ У5" ,

1
-

-- ; · -· 1 {ј . 
(/t-== i. ' - (,\~- УЈ. ·: ; (/'t .. - ~ ~ +--~-"-:-. ј /_ 

':. ... 
nошто m.taмo о:воi'а џ~ napa ·реа.tних peщ.QIIDCOJ.i' 

'l_ . ··, . ' 1 .-. 

то значrr да с е rоръе Р:риве ое--~у. с~ ега у · J;l' ем а. та · 
' Еа:ыа..~·: Прва O)t l\:PИ1'i1'!X · (1) је. Epyr са - - цонтром · - у _ 

чет~у~· Друга ~ри ва је парв.бсuе . чија оо а ~ за 

начину: 

~ ... t,. • . ~ " 

~; у = ~х 
- · а , . : . 

!:.". · ~·· :·. ~ .. 

.•:: 

t ' • • • •• ; ' 

ј . ~ . ~ 
а чи е теuе име. ~оор~ина1•е : х = -~- "Ј У :::: 7. " _ _ i 

. _ - Обе кри1'е - ииај'у nмо.:?:ај мо па СЈ! •·. 24 ~ ., ~ 

-_ ~.зм *;_ , ПО1~о1у· реr.~;репт~е формуЈiе-;: п~.I -

. ' ' 



. 
}" ' . 

. ! 
(4) 

. " 
(5) 

. . 'i-... . • ~. : - ~ ;~'}.=" :~.с ::·. . . .• ~ 

rtl>иыeтtuo де.:оRmчну · trr.тeгpar~иjy 1 
J.t::: .:( ~ ... ~ cAv = . .х 'с.~· - ' 

) "'-ј, -. .х. i. 

: : : :~ '. : ~~ ·. . . 
став"it.,ајуhи ·~ - · 

и · J~+L у је~- . 
вачини (2) она постаје~ 

1. ' · . -
:; 'Vt '::; ::! " - ::; 11+~ ~ 

0ASE.1I6 . Ј е : = ( 11-Ј..) ~'h-a. + ("n-:t) J1t-L - ~ Ј-ь~.t. - 'n 'Ј~ _. 
. ~~ <~-:t)~~'"Ащ -~ = _ './ =l~~c 

. ·.. . , .. ·.; . . ... . . . 
: ,; 

-\ 1 _ • 

г 

. {3) 

'r~~ j '~~ :: 

;1_ Ј 1)\-Ј. ;j')l\-r... ( 6) ~ :Ј~-=- lћ+:t. "_~ + . ~+:1. 

.. 1 . 

Је~иачипа (3) се ·· мож·е написати "! o6Jtay: 

једна-

r.m:Иe ·ра:в е:н .. Н~" Ј! И~ т о мн~еhи ~tt ,2{еЈ!еhп v.итеrраит по-
·_· f:.-\ ct~_. -~ . · -:... .-.· ·. · -~. · \,... . . .-· . .-· 

·t-:1.. . - .. 

.:Ј~= ('М-;f.)' } ~·-;. ·v'J..-.xi .~ . . 
-Ј. 

( 7) i ; 

с:рнџџ?еr. .: щ-rтеграqrа са : 1 + х, до6~јаио: .. , . _ 
·_·.·.-· ·: --~~ "~ ~·(~~~) ·r .. ~-.~t;: (~~") VJ.-.xТL с;Ц =- .-· . 
1 .• • •• • - Ј . - . . . 1.+~ 

. . .. • ~· . .. .1. 

о~ а тЈiе. ј е јасно .21:а ј е : 
. ' . 

J~_'te+J. =. о . {8) 

·"14-·· . . 



" 

_JIOIJiТO , је . ф~ција П0.2t ИВ:ТеrРЭЈIПИЫ ЗВВО~ -}!~~ркв.' =", 

је)tН8.ЧИНИ ( 5) је: . 

'~~tC+i ;=.. lк ( .l.ttC-~ + ~tte.) ~ 0 

:1l f( =.- ::ftl(-1.. .

. · Ј_едвачива ('2}: : . - ~ ... ·. 

::Ј =· ~~ - ~~~L 't\ . . 

. ' 

' 
~ :ии· 'Прека • ј е,2tва чини ( 5) : · · 

't . . =: (2.'G~:L) ~a.te - · (4.~+1..) ~l.~+::t.,. · 
~tк+~ . . · ·. 

т <· Ј . ./('*~~~ (}tJ): 

- ~l(+l. 

. Jl.k-t--J.. =.- l\C.+ ~ 
~~-. : 

. на иоти ПЕ1-чии ое Јtо6ија: 
ч· ,tк-:1 '1 · .. 
".t.tt =- ~ tt Ј tк- t 

.· ... .. ' 

1 ·:· 

.. . ~ - . . . 

:: ~ . 

(9) 

PeitJPeil'.rвa фор,tу.1а (6} · вреди З~ 
парио и.m иепарио~ ФоркуЈI:е {10) и ( 11) вp·e.lte 

~ . ·;_ ~.;... : 

прЋа за n = 2~ + 1, а " .Q>yra за ·n = 2tt ~ ;ё 

. За иэрачуиав~е ; Иитеrра.иа (1) ии ·he!o!O упо-
. - .. . - ... 

'1'Р86дти фop~rJJ:'yi ( i~) - ~ ' Стављајуhи о~цес~ио: Е 
~ 5, ••• имаhемо: ·· · 

' ' ~ 

-~ . ::Ј&-=- Т Ј;! 
,. . ' ' . . . S" .ј . 

Ј s- -:::. -f :1 ~ -=- -r Т :1 :t. 

·, 

...,~ _ = l: . ..L . .! :Ј-~ . v, . с! 6 lt . .&... . . 

. . . . . . . . .. . . . 

. . .. . •. . - .. . " 
. . . 

_ · ·· · (.2.~+i.).t~к-.t.) ...... _,-;, ~ ::JL. 
Jt~+t.. :. <-1-tt+.t). ~1( ••••• ·• б. lt 

i ·. 

•' · . 

(6) нам itaje: 

. . ::ТL ==. - ~ -- ) 
. ;. ~ . 

' 
' 1 

i 

(12) ј'• 

', 117 ~ -

i ,, 



. . . 

Прека позпа~оu о6р,аоцу- из теорије Euler.:.:O:dz: 
тerpaJia : , ~ .> .. ~, · · · (:~ ·. ·-· ~ ':. · .. ~ ·: :.- . · . . ~· 

- -.Ћ(;;,:1 ~ · ·г~:-..r r~.·и~ ~: . 
··~ci-~.lJ:[,.f) . ,._, .. 

~ . t • . • ••• • ... : ...... • ••• • • fi.. ~ . 

. r~e \)~ r (р) .Eule~C)~ив~erp~A.P7i'e fci.,: ·-
.-· · 1м _ ( ~ ( ,;.;~.... ..:. 1:-· . . · . · · -,, · · .. : · ~ 1 ' 

. ·в : ·· "' .. , . . <Р) .. ·~ J>t .-, . е. Д , :·.: .·:.-,, ._, _ .,._ ... __ 
·: ·:ЈЈ~. 'tf. ч........1._ ·~{,/>~<: .. ·:::.:~·Ј.,r;\, ::~~;·;~,.;.: . 

sа.цатм~~, 

;,:;/ "?.,. ... - . . ~ . .. .. -· • 

.. ' AltG i кесто·· ! отаЋИКО- х ..: ··1 лобиј~Q. ~ . ; -,~ . 

~ . = - (t\t-1) ( tte ... 3) •.... 5". 3. i_ .Ц • . ·: ·~.: · ; 
+к-;t. L .с.. (.;tl(-t) .... . ~.lt.l,. 
.. .... - . . • "< 

Зато ј е. прека ј елиа чиии . f ~ .) : · 
. ctк-i>Ctte..:~) . .. ,~: .:·: $3. i _ - . 

Ј ~. ·· ~к -=- .tк .;·=ctк-.t) . ~ .... i .l.f. С!. 

· : О6раоци ( 12) . и (1S) цре.цо~ављају р:ешеље Шlmer 

t -=~ . 

1 

' · 

напокеиа ·:~~ АР:о о е · у uпте rpuy ; 
. ~L -L 

~iк ~ ~ ~~к (:t.-~1) 2-оЦ_ == 
·. ~ 

-~ . 
. . . ;L ~ • 

' : = l. s -~.tt((i~Jt't.)"fok 
• 

иэ:врn:и оuеиа_ : .;_2 = t, 2х dx = dt .цо6ија 

rpaJ.t : Ј. .ttt~1 · ·- i. · · 
Ј' -= Ј t -т- (i.~t) a..olt -.:::: 
l( . t . . о . 

= ~t (lt+t)-l. ( i :..t )t~t. cJ-t. 
о 

ПосЈtе,ztљи интеrра.1 иа . .цесв:ој с'r!)аНП tЈРело'.t'авља · .r· • . · 1· . 
' . . ' ~ 

о :в ии·rегра~ nрэ е· врст е : 
.s. . . 

в \р ;·q) •.. . r ~ ":~· о-:-t) ч,-~ои- у 
је: Бulor -

таЕО да 
), . .. о . '' '- '.· 

ј·е: . .. ,. 

::Јiк -=- :ђ. ( \t+ {->Ј: ) · 
. . 

. ј е npeМS: ј е.ltИS.Ч"ИIП;~· ( 2) : : .. ·~ : 

. ···. · .... . . -'. . \. \.' ... , 

. 118·~: ... ! ' ' 

. ~ '· 

,, .' 



1 ><~· • _ ·., t;tl . · _ 'tt _ ~Ј .· ..:... .· 4.з~r .... (.flt-3) (.t<-l.J :.~ .. 
vц-,t - ~.tlt-.t .Ј~ 1<.- -.Ј t.l( - - - . ~ t< t · '· · ц. Ј . 

. . . )( . . 

·је rrpeмa jeдн.at{Yttmr (9): 
·. / л ~ ~ . 

.4. ~··:'Ј~~- ... (~~-~) (. ~'<-:!) - ;='. 
:;~" tC с:. "' Ц. ·~ . . 

•.t.5t • . ~! 

..•. - . ,•, . 

. •, (' 

је . в~детЙ ·Д'а· с у · ·ов''е(''Ђре1.1tооти' ''щентflчне оа :·.:. 
. . . . . ~ · 

· пађепtn:r-· вpeднocr;rm.itl t ' ~· , :.· ;.'· · . , · , · 

~ ·ЭМ!_- Ir~~;~ та<:эу ~риэ:у Jt\П!1tj; у раВiщ, 
. . •. ' .:'!< ·. . •, . ,; :· / ; . }r,; . _.. . 

пројеr.:ција њe}for лОЈrуrфечиика · кprtвmle на ·Х -
:.-_. 

oвmm. ·t:tМe. · .":~~;ra:tп.y · ~:P~~1ntr· ~1: · QАредtiти једну · инте ! 

.;циону · ~онб,rахtт~r да ~рива nрОЈiази ~роз :ttоорди-

почетаr. .. 
.· ·: ,: 

Нек11 Је ~ I!ОЈ!~mречпи~ кривиие т}8Жеие 

риn е у ~,.a~r.t~И · ·(х , у) •. как о он ииа nраз аЦ иорма.хе" · 
·е;·криnу~ ~. __ .iro _j ·e l?eroвa·· nроје~цџја иа х- оо у рав-

... :·· 

: R ~ te. ~ rде је< ~ . yrao танrенте иа кри:ву: 

х - ос ои; т ·. ј. ~. '; .· ·~, .. . ; .: .. _;. :. ,. . ., ' . 
... ,, . . . ·- ·~г < ... ,~~· -

R ~ te. ::::. R v Ј. + Ј' .. . 
( i. +. 't' ~) -h .. · .. 

R=- '· 
d" . 

. ,. 
·· •1 .~, : ' . 

то је: . · · 

, · 
.' .. :. 

. . -· .. 
задат.;r<ју . тре6о. ;щ. је - уве~: 

. . . :. •' . ! ~ . 

R ~ се =- и-к.;;t. ::.. о.. 

d' (i.+d''"") =. Q.. 

cr~· .. 
... ( 1) 

'Је.а;иачипа (1) предота~ља нам диферейЦијмвУ -·ј .. · 1 

• 1 

't!ИИУ. траЖеие 'Юриве•· С:t.rеном у' = р, Па · затџ )Ј;Вема' 

адрату-р,ама до.ха.зи се до oпlТl'er иНтеграЈ.tа 

. (1) у . o6~t~y: . ~ 

·· d ·= о. ·. 0/Vl. ~ (е · ~ Q:" ) + ~:t ) (2> 
су с и cl шrrеграционе константе а Да би кРива ' 

' 'r• 

. прОЈiази.ха кроз ttо~р.цииатни: почетэ.к uopa · 6ит~: 1' 

cl = - а. arc s1n с . 
ј е э а то љ е ка ј е,21;на чина : 

~= Q.с!Ј<,Ч~ (tt~J~~f.;.. ~Ј, 



~•'эм 01- . Н&Еа ;је f(z) j8i!Щi рацИ6п.а.хпа 
· · ,· фунtсцИја, ·хоЈЈ:оморфиа $.ТZ. . · позитивиоr ,lteJta реаЈiне 

' ' ' 

! осовине и :rtoja _т ·ежи иу.tи ЕМ z бескрајно· расте 1 · 

; : ПОЗИТИЈ3ИОМ nравцу·~i 

НеЕа је ~ ·· један nозитиван број uaљl'( ·oJt· i 

Опишимо о-~о ло-

.2tВ а :кр.·у

rа (У) и (Г). по-

.iупречппа !: и Ri· · .. 
ј rт,аЕва : ,ЈЈ;а се овИ 

ПОЈI:ОВИ фун-~ције · 

f( z) наЈ.tазе ··У 

-v.· 

.. , , 

, ... 

' ..t ' 

Е.. .. 

- , /ЈЛ ~ 

--а-_ .,.....2)_ ~ 
вршиии (ш-;..'25) .. а. ·i..1. .. ·. 
·зматак · је тад~ овај - ~ 

·. · ·. 1°·~ ~ џрииенити CauoJ:ly-eвy теорему в& 

. .хивијсЕи иитеrрм : . 

.Ј.-::=. s lQ.-~ .s (l) oL~ ·, . 
" ·-- ... .. .. 

. ~· 

узет )!;~ . _коВ'1:'уре: А' А В С D Е E'D'C'B' А'. 

. · · 2~ Пустивпm ,2ta пОЈЈ:упречнmt r тежи иу.~:и, а 

цо.хупречииЕ 'Р.. 6есiч>ајио расте иэрачупати из 
~ . 

:вpe_Jt:ti'?C'l' ' о;ltређёиоr иит.еrраЈIВ. =: 
оо . ' 5 . .Х~~~ 5 (.~) ck. . 

о . - ' •.. ·... . 

· · Иитеrрв..z Ј м:~ежо .. раџоz.-rи :па .. четир\1 и;:. 
"'. ~ ' .. ~. . .. . . . ·. .. "' ( 

t.r erpaJU.t : ·_ '" :'. -~ · ~: . 

::Ј _:l· + s ' + s ;.. 
- А 1А . , Г · € t 1 

's ~· · · 
. . 

' .. -, · ' .-, .· 
1" . . . 

- х) dz = dj 

па је зато: R . · . 

\ s. ~Q.~ f(~)o(i. 
Ј А' Ј~ = 11,; 

- е&. . _ , R. • в~ ' _ 
Дуж I(pyra (Г) је: ~ ~ R е -. )' ск,)f; = \-! ~ й.е, 

(3} 

,· 

па је зато: . 
~и е. . &~ 

·., )/:iJ~"-L:et"~ ·:~ке.~) R~ ~· 
Функција z a-l f'Cz) има _a;Xreбppc:~eyttpитtro:)" '!а 

: 
i 

' 

z = о ( јiЭР "··је ц~ < а :·<. 1 · ~~а'!р,_ 8.1to еко из т · 

~ее л~ пОШЈ!и са_ арrумов:~ок _ ол ~ 'рави~иуЈiи, oQa . 
• ~~ .. ,k ~ 

та~~~ Е, · збоr о:&Рёт-Вља жуж ItPira (Г), тај 
·иат ~ . вр;д~оdт: · ~- ц. -~- Збоr ~ тоrа · фуЈ.tЕцију п 

. . . . 

ин~т~rралпИм --.~и~ ок у ИВтеrра.1:у ;: Ј треба ·сВЈt 
., . :·- . . . . . . ' ., . .· . 

'Ьl{'!'И оа _: _ е~- (~~~)- ~==- .. ·е, t.ii:~.-L . . ~ 

.. .•. ·. •. 

12~ 



~а ј. · иа~ии · ~тerpe.z .. Stt! има -в·ре~~о~т :· .. 

·r . -:: r ~Q,~-,1. taiQ.~ .r: с.~) d.ai. -~ . .(5) .. 
Jtt' Ј · е. ;;r 

D .. "' " . , . . ·. 8с. ' 
е~раж,/Ј.'УZ круrа (i") имаће :Зре;tиоот ( .t:.lle · $ ' 

: ~~:::. -ti.e. ец); ' ~ 
. &...- ' · : . . . 

( ' [ q.·L (Q.~L)в~ _{'_ h ~~} h '~ 1"' 
Ј -::. - -(.. Ј Jt ,-е "Ј" с::с. е -\. ~ QЧ:t . < 6 ) 

l . . о . • . . . 

о пусrrиио ;ta. ! бесв:ра јио расте"· . ~ .!: теzи иу.жи 
. . . ; . . 

I'IIШ OНJJ[a.· иитеrраЈiи .и;уж кругова теже . иу.tи. па преъtа . 

је;Ј;иачииама (3) и r·s), 

оо 

. ::Ј-;:. (i..- e.'~iiQ.~) ) ~4-t. -5 t~) ~ ,· - " - . ... . ( 7} 
о 

.ztoEazииo оца ЈЈ;а интеграЈiи (4) и (6) 

· е ·иу.хИ за Н ~ CIO и Л-+ о 
. ..: ... ~ · . .,:- ': . . ·. ·:: ·.; . . . 

( 4) АиР еЕТ В:О· 0,п 8.2t7 ј е · : . 
l4r . . . 

· t Sit t .~.' · s RQ. .. \ i (.Re.~"J \ ote. 
. о . . 

aiCo је ' Фiшtциј8. f(z) рациоиа.жаи рамоиаЁ Еоји те-
иу.хИ з·а · 1 ~~ ~- -~ ··, · ть · је Зиачи сirепеи љеговог 

D"I8II:I.U'IJ. - · еља' бар За ·Је.~:аи :већИ O,Jt степена 6ројитеља~· 
· ~m. да се увеi · ·· ·иож.~ иаhи векИ позитиван број !t . 

' · . . 

. ољво ве.хви • . Т$ав ЈЈ;а ј е за: , · ~ово.љИ~ ве.хn~ .·· Р. •• ' . ~-
• ' : • • о - ·~· ~ 

. . ·. ' . . . ЈЧ.. 

1 5-c.R Q.'"~ f-< ·. R 
и то за о:в е :вре.џtооти е у инт ер:в аЈЈ.У. : 

o~t~~u;. 

На тај начии посЈiедљи интеr~ nостаје _; 

Пошто је а < 1; то је . из пос.tе.џье ·неје~иачипе i: 

јао во ,ца ј е : 

. ~~ Sтt .. :;=.о . · · 
. . "~._ . . '-" . . . . . . . -

·. ЈеА~чипа (6) иаи _.џје: 
. .t.;" . 

\ ~ -rl· ~ ~ ~.. Ј -s ~Ј!. _ е."') 1 й.t , (. 
ft) 

. ~ ·.. . . . . 

пошwо ј о- фуЈ.mциЈ& f( 1) ~мсжо.;рфиа '1 ~оо:мииат 

пdчtr.t'~y, '1'0 ј е f( о) равно иettou · ЕОztачиои , број-у 

. 0(, . ; . IЈiаЧИ А' ()0t . 'а .ЦОВ О,Т.ЈIО 1!8Ј!О . Жј :М<>&е 
. .\ .. :_ . ' . ·-: . •. ~ - : ~- . . . .. •'. . . . ·. •. .. 

.: ·· 

. . . 

l"')te t (Jt)' _. теsи JQ"JIИ вајо~ко са . r~ . Вате.; nocxe.ztЉи · 
. ·· . . ' · , . .. -.. ::· .·.·'·:.· 

··• '1.: "i-

· иuтerpaJ.t ttOO'l' а ј е : w 
. .. : ., ,_. 1 s~ 1 ~< · . '11.(). (q« + е ,.i) 1 5 d8 - ~ ·.:· · ·,·, ~:· . 
.. . . . .. : ' 

,, . 

... ' • .· .:,. 



. ·. 
а > о, ·то ј е из поше.џье пе ј едначи:ке 

"[~ Sт ==-. 0 • . 

JL~o 

Пре:иа познатој Саuоћу-евој 

теорије'Еу напоменУ )ИВТеrраЈЕ 

. ·. 

теореми ( виде- . 

~ има· вредност:. 

111'ml~! i'l'lwe смо са Z: R.'( 06eJteauи збир остатака за све до. 

ове ф~цпје . · . za~1 - f( z) . ( Прем.а 'за.ца_хitу пОЈLуnреч .. _ за. то једпачmrа (о) даје; 
·Ь: . и R су те.Iс:ви ,.Jta се сmи ти паtови наЈfазе · 

прстенаотој површшiи1 СЈ! ~· 25 ~ · ) ;· А~ о ту вредност . ' . . . . 

а --интегра.х :Ј сисниио у једна:чиии· (7) о:н:а иаu 
·. 

··_ . .~ 

. 

1 

1' 

1 
. ! 

<:· ' . ' 
раЗло:м:ttа · на · ttec,нoj cтpaim 

; -~-.;. . 

ciu:i. .Е Rк .··~ · посљедље једначине помножимо са е 2.i. добијаuо ~ · 
ј_ _ ·е L~At . (8) : . 

аља с~а још,_ :в:Ц вам је дато f( z), · Изра-ч;1,11ати 
-~ Rк Ј ·па је траzеиа вредност и:нтеrраЈrа (~) да-

• e&&.l\ 
~~ ~ 

- АсЩ\. 
е . ;._,-:1.. 

поаЈЈ:едњои је;џtв;:mном'~' зато 

ffa..rioиeиa~- Веома је . важ~н за те6рију .. Eulo.r-

Ф~xtИa~ ОЈЈ:учај _ ropьer ин:теrрма ка,п;а је: . 
. \ ' ~~ 

-u.. 
:::::. --~"::"":·~---.,..-.-:-~ 

е - ~ 
. Ј..ё.. 

-Lv _ _,.,....--·· . 
~~a.n 

.. 

. . 

; , . 

. . (9) 



- ,· 

!Uler- ов ии~е~раж ~ве вроте може ·се ' 

· ОМ'И Ј qQJ10.1: 
. • 

( .t ч--~ i ~....t ;и; 
.. ;6 С.Рс~) ·"=- .) t . (:i- ) . . · 

q 

1. - о иэвр .......... о О"'е~ •. 't=. i.. о· и"' поста· је · IVw IU'NIII llf1o ••t7 .1. + .х. . . • , 
ео 'P .. t. . 

_в C-Pt~) ~ ~ (~+~)f-+~ о~..(. 
. . о . . 

пosвa'l'ou обраоцу ~ 

· rt~) rt") 
. .13 ( PL ч.-Ј = r lp+t,) 

ка.- ое В(р, q) омепи вредношhу (10)Ј · је-: 
·~ . :. ·., . 

р = а' q = 1 - а, р + q = 1 .. 

Г)tе ј е: 0 <.а < 1; ПОС.!6.ЏЬ8. једначmtа постаје: 

·. . . r (Ц.). r (:!.-~) :::= Ј ~ - x"-.t . "dJi . · · 
' . ' . . . ' > 0.} :L +Ј( . . ~-

nошто је: . r (о) ·n · :;. . = 1. рема томе је на оонову : 

ј ед:на. чине { 9 )· ~ : 

Г(а) -~ .r(t - а) = 
п 

sin ап .. 
осЈЈ:едња једначmr.9. је р.рло корисна у теорr-I"ЈИ . 

er·- ових: интег:rв.:11а о . . 

· ~ 7. зц.- НВ.li к иm~ с: имуне, юппшуие и: пр е в ој-
е та~е Е:риве : ~-~ ,. ___ _ 

_v 
у :: е ..... sin х (1) 

конотруисати криву ~ Развити ф~цију 

' -х f(x, = е sin х 

у Maolaurin-oв :ред ; 

I~ри:ва ('1) юtа 6ec:t<:pe. ј но много ма.Ltсиму:ма .6 

,~је оу влсцисе ~ Х= 2ш ·t- - ~ ; б~сЕрајио 1moro Ии
-пииуиа, чије c~r апоцисе ,: х = (2Е + 1) п + ~ ; и 

,·iескра јно_ ьщоrо превој.шп тачаж.а ч;ије су а.псци~е · 
~ 



х · :::; ( 2~t · + 1 ) 2 • Крива ( 1) с ече х,_ .- · ос~, у 

х = ·юz·о'· оПа. с е с'l'ажво вэ..zа зи . између :s:PJIВ~· . '1 · => 

и ,11о,џфује ш: у 'l'ачМ:ма х ~ 1( ~ t-Jf; . ·. 
Јасво је из саме једначине (1) ·жа'је 

ииа о6.ж п и о .ва о.х ~; 26 ". 

развrоrи у 

да бисмо ф~ију: 

-х f(x) =·е · sin х 
-1'!Ь 

::Maelaurin- o~oђm.ro 
· -(1-i)x 

g( х) = е 

од ф~ције . 

na љу разви:мо у 1·fv.c1v\J_ rin-oв ре,!;~ ~ Јасно је А:а 

бити~ 

( 

р~а (5) Ој' r.;онверrентна у цео~ .. ој ра:вии) јер 

. пред ст nв r..a ј Jr ц ОЈ! е с;-.уRЕцп ј е .. 

~8 ~352:.&.2.= iтаhи та.:.~ву _везу и:э~trеђу nара:м:етара. . 

и 2::_ да ~~ptme ·· 
"{7' • oq ..,.·2 •'- , ј • 

. ~ -- А. ' ~. X1f = а.х ~ Ьу . . 
_ имају додир nрвог реда у једној тачци; затим од

гео:метријсr-.;о r.t~cтo . срQ.цИШ'l'а х.иnорбаЈiа :: 

ху:::: ах+ Ъу : (1) 

rде а и "ь зад ов ОЈ::.~.ва-ју горе иађе11у везу!~ · - _,. 

( <Жт обра 1 92Н ,. Ј 
~~,....,.,.,...•'<'·~""'~~А~~'И-·С~ ·~.:». "'. ~\.:;-~-- ;.~~.>;;; • • 

Две :.:~риве h.e т.rати до.n;ир првоr :Pe.2ta У: јед

ној тачци itM су им nоред· апоциса и ор.п:ипа'l'е. У 

1:31- ·: 



~· o:k тачци је,l(иеЕи и први · изво,2tи~ Зато rо:Рье 
-~· • _;Ј 

..... 
~ •• ; ... 1 • : : : . : ' -.: ... ~ • 

(l) 

' \&,'~~~' -~~) '1/ '.i i ' : ,.. , ..... 

r,21;e . је х. a~cцFic.a ·1tо~1Ње. ~:~·таЧI.~3 ~: "_ .из ;: ових je.ztпa 

треба e~~~ИНiicaтil _, Т;f апсциоу х~ ,: ла he се ~о6ити · 
, •i :~~ -- ~ >t~~~~:~.if-:,~, r~ -~- ·"' . • ;\.·;_: , .,;:. ' .• : :> 

тiВже:в:а везn., Еа:ко ·:··зе · та . ~~~t.пmЭ.Ција . ка .2ta и 

. дocrra коЪШЈЈ:~оваиа~ то је н:еhем:о вршитиэr веh мео 

ње· peшmto је.и;иачиве (2) по а и 'Ь; ]{0'.5ија се: - -
(Xel+::f.) .. ) ~ = _!"'-i_x. __ .' __ 

~ .... - :t. 
(5) 

на тај начин тра~~ену везу нам представљају посЈЈ: 

ље две је)Ј;Шlчиие, .r.2te је х. један ио:в произвољан 

пара метар~·.- · · · •, 

· Је.2tиачииа ( 1) се може написати у о6ЈЈ:ИЕУ~ · 

5 (Jr,~) = .х~- Q..X- ~~ -=. о. 
i . 

Теорија: :нас y'tD,/1 ;ta he се · ЕОордивате цент~ 

ти> решаъе:м по х и у ј ј е.џ~ачиие. : 
'05-
--::. () 
съх 

> ) ~ ... о\ 

rеоие'Ј!ријсЕо ыесто центара лобиhе се еЈr~йИацИ

цр.оиэ.вољиоr п_араиетЈ8 иэ тих је..цвачина ·~ У · ка·~ 

о·.жучај;у ј е : ~' . t: . # 

'.·, '' ;• . . " . ' 

~i ~f- ' . ' i'i-;· ' 

~ = d-Q,;:: о . ). G '7 ~- ~- ~ ~ 

:;вЕО оа ј 

·;tooиjauo: 

.. \1 .. "';· 1 •• 

• 1 .. . 

и nz. 06е.хежимо rtоо:минате 

ј--~ Ј : ~~ -~ 
између параметара .а и Ъ . постоји једна г. еs а 

.- - . . 
- - ~ .=f.J: .: ,? . 

о сеЈ пом~у те везе· , једаи о.ц љих ·ио:..:се ~з6t".~ u;и:ти 
. . , . 

једначина (4) ;~~ Тада у љима остаје са:мо један · 

раметар; .. па се ље~_овом е.ж~инац·ијом: дщази до 

е.цначине ; 
: ј;; \ 
... t ... ) i 

ја би пак претотавЉЗЈtа тр:Ј.жепо reo~.reт:r;и ј СЕо 

....... ~·- Значи, .zta ми· у иашем с.:tучају треба из ј ед·

(3) и ( 4) ~а мимиаишемо !t е_ ·и !.о. ~ па да _ 

Зt.ХТа~ ОЈЈ:ИИИИSЦИје 6y;te . је,ltИачина ( 5) "· E.iHtlorЩ::ta!~И 
• 1 ' • ' 

~охичипn а иЪ ~аје: 



-~~ .. а еЈI'ИN:инмемо паге.метар Хо <·\ А..tи _ · L'o'l'a ј е ·, иаи оЈ .... 
. \ . ·~·. 

ми то иеhемо чинити. као што с~о горе · веh реЕЈЈ:и·} 

на . та ј ва-qии јели~ ttИпе . (6) :gредста:в:r.:.а.ју . нам пара

кетарс~о зедиачине тражоног геомет~јског м~ота 

,, оре.циштЭ.·,ХИПfЭр6 .0ii~ (1) , rде је х.0 I!РОИэвољап пара-

~!' ~ за.; -У Ec.tt<;aD се ре.д мо& е развити 
erpaJI дифереицијмне једне;чине 

ttJt ~'cf -::: (Ј 'L._ d (1) ' 
. ""'.х. 

за дату Dредност х = а ,1IО6ија д.ату :вредност 
. . 

у = f) ~· · ОЈ{ре.ztити nрироду тач~о х = U;,; ово ((; 

реда и о6Јiе.ст његоr~о 3rn.?тр~6љи:в ооти ~ 

( о:r.т о6ар . l~~~ '~:~~д) 
~j;k; '~~.~~ofo.A;:. ~~з-+. .Z), ...,. __ ::~~-. • . . 

Интеrр3.л ,цИфереiЩијаЈtне једна.чине (1) j :r:o 

= а посте. је у = Ъ ;. ~а облив: :: 
. . -!. ""= ) СЈ ~~~v.x 

• 
. ' .. .. 

= о ј е af. ro6 apct~a r:. ptt':L'И~ а та чка · .цруr ora 
. . 

интеr:рз.Јt (2) :, Эато . се оп ttrato . развити У 

' <р,ед ypelj ен по стелеmtиа о.д v:i · ':Тај · ред he 
r~~ : 

Ј34. 

06w'J.1fi'., .· ~ ~-' 

. . . ~- ~ 1. " . t . 
d-::.: .1+е\х +. ~"xL+ ~х+·····+ С.~ +····· (3) 

. ми : 

(Ј= (:1.+e:liJ (:1.:+ ~.,_х+- G"x1.+···· ~с~ .. ., ..... ) (.s~ 
. . . ~ 

F..ако ~теrр.~ (2) име. један пш .: х . = ~" .) 
је :ред (5) оДRссно (3') ~онвергеПтан у · кругу · 

1 • . • 

санон ОЕО Еоордипатиог почетка св. лОЈЈ:~ечпm:оlf 

ј-:=~ . 

.. . ~~1. .-интеrраЈtити nаiЈцијмну је;щачину: 

~i. + .у L ~ + Х-а. Ps = о . . . ~ . ( 1) 

( ь~~~то6ар 1.{}28 ,. год '1: 

Р:..-.•.. .."Ј;,'. t)..· ,.,,.,",;~t~-.:,r ..... ~. o;•·>.;..,..;:or:;'··.,;~J~ ':."'-'1.."":'.{\o.i ·~ .- :.~~·, ·< 

. Lagrange-ChF1.:r-py -- е:ва не'I'ода даје пat-f од

rо:варајуhи сиоте1t обичнИх дифорсriЈ.i.~ Ја~'I!НИХ ј еднаm: .1 

. ct.r .. ~ Q{.v1. 
,.- . ~ ~.:ч ~l. 

=.-
. otp.,_ 

--Р Ј 

-- -
-- ·- • 

.21;иреr::тно имамо један tmrrorrю~JI : 

-5;~. = +~ ~ ~ 
Из о.џtоса " 

d.~L --

( <) 
\ ,..> 

l '.t. r;: . '· 
•. Ј~ .. 



т't'ј~ј ~ у веэи са интегра..л:ом ( 2) ~ 

. ' ~~1. clftt . 
~'t. .· ~ ;) 

,одатле ,2Ј;О6ијам:о други интеграл: 

-5,-=: 3 --P:t. P.s - -Р .,..3 =- 3 t.z.. (3) 

Jia:tto се у:верйти .ца су ови интех'рали у и:в:вОЈtуL,'IИјИ~' 

т ::ј .. да задовољава ју Poi sson - ове заrр:џ;е ; 

Ј е.џiачџе ( 1 ) t ( "2 ) и ( 3 ) .да ј у на11 ~ 

. t. 
~ ::. - Q. х1. - ~ с t:t x.t. - e.t} , 

+L. =: - 4. Xt. + (!.2. ) 
( 4) 

. ~ ~ 3 ( . ). 't 

~~. -~~~-t~~-t~~~+!~~~ 
+ C..t.Xi. + ~ х5 + ~~. 

· ~~ад-: ·:-: Пост ој е .ли •га:кви логаритаiюв:и си
' теми у ?;Оји:нв. 1wa броје ва. х· . јв~наz:ш: · своме дво ... 

rrpy-~oм лоrари:тму? :Који су 'I'O си:стеыи и бројеви х 

(фебруа-р 19'29 rо.ц~· Ј 
-"" ~· -.·:;.;;;.·" ~.~~~.)"'...,.~,. .. ;·,;·:·:-:.,..."~~· ·'·'~ ·s . .. ;·· ., 

· He~ta · је ~ основа лоз:э.рЈ'i.тамског система~ 

!. тражени број" Тада rорьи rrроб~'!!ем рачЈтнсЕ:и 

да : 

.х =- ~ eog .х. 
(.q.) 

што се може написати у облиЕу : 

i ..-1ч,= ~ ... . 1 

На тај вэ.чин добијамо .одrоварајуhу је,ltначину са. 

тотадни11: диференцијалом у о6л~у =. 

одаие је:. 

(1) 

израз са д~оне стране једна~Ћне (1) ре-

of~=- ~J..t:!:i.J. + f3a.oLx.,. + Р3 ct.x3) • алан за све позитивне вредности!. ( изузима.:мо CJfY · 
. . 

р1~ р2 ~ р3 имају вредности (4) ~! О.цат.:zе се до...:- : чај х = 1, јер је тада. а = "1) то значи да свв.Еом · 

6ија потп~rни интегра.л једнач·ине ( 1) у dбЈiи~у: rrозитиDно:и броју х одговара једэ.н .zоге.рита:мски си 

оси,аве ,!!, дате једкачином ( 1), у коме , 
13G, 13'1.!. 

>- . 



број :i. имэ. за логаритам ~ 
· u 

посi!ат рај мо сада функциЈу. · 

. t d::--aX_x: 
а фун:ЕЦИја има један маЕсИмум :х. = 

1, за. х = v-

има 

у =Oi1 

за. х = оо 

- . 
ед ин ици ;.; ( ~ ~-2 ј- } 

·· · ~ -~ · 

.. С> 

е~ У 

.. 
Одат.пе ма.Р:емо Зtl наш :uро6лем извести след~·~ 

зa.Eљyirt<;e : · 

i~ С:ваЕој в:ре.п;пQсти о-снове а: 
. ~ . -
u<.a<l 

по ~Јtан .. број :х: ~ 

u ·< х < 1 

за.дf?вољаве. змЭ.ти rrpo6JJ:e:м.., 

·2° СваЕо3 . оспови а: 
. -.. 

1 < а<е· "Е" = ·2,087 •• ~. -.. 

rоварају два броја ! : 

А(•ји :,јаД(!:еољ~itЭ ју . задати юро6лем·:-

3~ "!" · Ј!ОГарита:ьrо:к:о:м: сtютему чија ј е 
основа 

на ти збир· 
' 3 
~+с:<~+ ·----· 

Кад rт.омнапrnо са dx обе стране nоследње 

и mtтerpaлm:ю » д'обИЋ0м о општи интеграл 

( 1) : 

. -



је ~интограциона r:онст·е.нта';! Општи интеrрм {'2) 

IIIIIШ,J;!;t':JMQ FдПИСВ. ТИ У 06JIИICy : 

~~х)= е-х\хще.хоf.х +~е-~ (3) . 

ј едначине (3) ви:дi•rмо да фушсција Р(х) ~ :r:oja 

о:в ољ~ша д исЈ. еренцијы:ну једначину ( 1) $ ~mтeu 
' ·· 

НИје ПОЈПШОМ: :већ збир јеДНОГ I!ОЛИНОМе : 

~-)< S х~ е:~ ol~ 
.ексnоненци ј а.:нrе ф~ције ~ 

с -х 
~. 

једна-qипе (3) је јасно де. је, де. би израз Р(х) 

по.ztино1r по х )' дово::-:.но узети С :::: о ·'} На тај на.:..: 

тражени поЈiино:м Р (х) дат ј о једначШiОК : 

~ос) ':::.. · е- х ) х u.c. Е,)( ol.x. . ( 4) 

са деав:е стране последње једна 1:m:в:е o6eJie

ca :Stц. и прим:ени:мо нэ. љега деЈiниичну интег ра

стављајуnи:. 

..ц.~ ~~~ ) otv = е.)( ol" 
i \ 

е се : 

. ч 'Ч х ( . 'Ч-! . х -• 
V'h\ = Х е. - ~ ) Х . ~ й..Х · . . 

(5) 
'· . ..... . ·. - . \ 

Је~иачина ( 5) нам rrредста.взьа р'Sitурентну фОРЈ!УЈЈ:У 

эа иитегра.ж ::lm ·~1 Ста:вЉајУ'ћсс. у тој једпа'ЧlШИ 

m = 1, 2J3$·· · ~ '") (m- 1),''m . .zto6и:he се : 

1Ч Је Х 
U:1 = Х е; - е,. ) 

;:$~ • .''= Х "t.e,X- .t ~е.)(+ ~ ·i· е, 'С..) 

ј~::::. .х~ е.~- .3 ·х ~ех+ d. ~ ~ е, х- з . /l_. d. . е х) 

~ . . . . . . . . . .. .. . . . . . . . .. . . . . . . 
Радеhи Та?;О nоотеnено, ,цобиi-:. е се yomtiТe .: 

'r [ - :')lt-.t . IЧ- ~ -.Ј~-=.. Х -'т Х + 'ћ'l('m-;t) Х - ••·•• 

. . . . . + -<- =t) ~ 1')")1 ~ Ј е х. 

А.Ео ту вре)tиоот ставmrо у јед:в:э. чину ( -4) .доо:иr, ом о 

Ј>(.Х) '= Х-- ?11 )( -m-.L + ~ (I)Jo)-:t..) Ј( IЧ-.t -
. . 111-.S 

- 'h1 (~-~)(-ж-.1.) х + :: .... + 
. + (-1_) ~ (~ ... 4.) .• ~ ... ·. (IWI- ~+-:i) )('Ч-~ 

i. ·- -·+ (-1..)""'/Yr\ ·' 

Виша аЈIГе6:ре .. -нас учи да ls.e симетрична 

ција Еореиа : 
141 . 



- . 
~-~--· 

су ~.') ot·~>or'3. , ......... ЕОрепи нer~or ПОЈШНома ~· ·. 

,._, • tl\ -Ј. А --t -
х + "''t х + 1. х + · · · · · + А~-~ х + .+~ 

бити дата Newton- oвml обрасцима~ 

~:t. +А~ ~о 
Ј~ +JJ.,S:L + 3w A.t,::::. о (N) 

,S~ + A:r.. ~t. + At Sj. + Э А3 ::::о 

:нащен с.;1учају . је ~ 

А"1::. -'1Тt ) Al.-=:.. 'h1 (111-:t.) Ј А5~ ... 'h1 (kc.-LJ (W.C:-.t.) о 

е.д с:мониио ове вредности у јСДН[''t_шнама (N) доби-

~1. = 'W\ ) ~~-::: - ~ (. fWi;,... а.) 

$ ~ -==. "W\ '-""" 1.- б 'W\ ...... ') • 

. / ~.'з М!_- ОдредиТи крmзу лrmију ,21;ругог 
:r,:oJa прОЈiази :t<:роз ·га'(.m;у (1"1) и има два napa 

СХ:Ь)''I'ОБа:иих дија.1'fо та.ра ". · 
1 ~-

2 х -- 51 ::: о". · 

3х - 5'1 = 

НеЕЭ. . је једна ЧИRа тражене кри:ве ~ 

. - )(.",.+ 1-ct. х~ -t р.~'&..+ ~,!х + - ~ ~ 4 + -~--о . . . ( l) ~: 1 

Теорија ~Ј,Ж:вих .mпија дpyrora pe;t;a. учи нас да о 

тада :в;оефицијев:ти пре.:вца :р;оњуrо:Баних - ~ја.метара 1· 

· :везани једнач.и:в:ом : . · 

1 + о< ( ·m + m1 ) + (3 m m1 = О · ( t} 
где су ~ и (& коефицијенти из једне~чине (1) .. · У 

шом схучају . је ~ 
' 
t. 

'W\. -::. ~ t t.t 

~"1 • ."=·- i ј 
Сuеиивши о:ве :вреднос•rи 1 једпа.чшm: (2) ;tо6ија.:мо 

~- -~~+():::.о 

s ~ -+· а f5 + 5 :::; о а 
.. - - . са Ј 

Пошто сви ,21;ати пречmщи пр<>лаэе :а:роэ :a:ocd , 

динатни почетеЕ , то знаЧИ да је :а:ооминатi!И ttoч{' 

1 (4) · 1 

143';! 1 

'!' а~ центар- тражоне ~ри:ве.t э. ода.тЈЈ:е , 

•=- о 
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(5)) :решен е По Cf( · и (3 · 

. ~г - . ~з 
ос=- -:;-q ' (3 ....._ 1'1 

тај начин једпачипа (1) rrocтaje: 

A'lxt.-S6xd+ir30 '1.. +1'i €. =о 

ефици ј енат ! hе:мо одрэдити из yo.Jiona да крива 

1' ) - nро .. ;~ази кроз та ч1<:.у ( 1 Ј 1) ·~одатЈ.rе се до~ и ја 

ё. 6 ----- ~. - :..,q 
дефинити:впо доС! и ја).{(), . Jta .. је јеnачииа 

рв:,r, ене i~риве др3тгог р еда: 

. . 19· х2 - 56 ху + 4:3 .;з- 6 '=о~ ;.'··
~ ЈеДна :о:рива другога Ј?еда п:Роха-

и т~роз д~ тачЕу (1 .ј1.) и до.п;ируј .е :х: - осу у _тач . 
(4:,. О > . а . У -ос у ·у таци (о, З ) .. ' . Саста:вити . је.цна~ : 

IY~Yrt;r'a' тражено р;риве и .редЈ7Ео:вати је на најnростији ·· 

JIIO: {rr.:аноRични о6~1! ИI-с) " 

(јулИ 1929 год ·~ ·) 
"-·--"t- -. ~ '. -~ ... ~ ..... ~ -~:-f.><k:;";'.i 

нв~а је једначина тртzене ~риве; 

~ ... + ~ ~ )( ~ +р, а 2.. +- ~ т х. + t 4 ~ · -t- е == 8 _ < 1 >. 

ОефицијеR'l'е .0( 1 ~ "1 ТЈ ~ .Ч. Е_ ОдредИћемо ИЗ - - -

('2) 

ива (1) . мор·а. за.тиыпр().1:азити_ ~роз тач:ке (4,0) 

( 0,.3 ) '; O.ztaтJio yOJ!oвi<r: -

А~ + 8 W" + ~ =:=- ()Ј - ... - .... . . ~ . ~-~ . . ,.( .3) . 

q fd + 6 Ј + ? ::: о. _ .. _ _ _ _ _ _ • .< 4--) 

ифереш~ирањем једнаqиве (1) добија се да. ttоефици

прв.вца тв.нген'l•е не. хриву (1) има :вreJtнOc'r ~ 

~+O(.:t+~ . 
-· ctx +[fd 1- о (5) 

6и :х: - оса 6wra тангента. на криву \1) (У~_,..~~и 

('4 . О) ,. :мора очиrЈiедаrо израз (5) у тој · таЈ~ 6wrи 
О.цатле усЈ! ов ~ 

(8) 
-.' · 

би у ~ оса б ИЈ! а. ,~анrенте . . на Ери:вј;. · ( 1) у тачци 

мора ОТдГЈ!едно· израз ( 5) . у ~Ој тачци бити. 

есiqЈэ.јан) т ·~· ј . његов 

т.-ж е yCJI ов : 

. (';) 
, , 

тај начин омо до6и..уи эв. непознате коефицијев..rе 

( 2 ), ( ",. ) ( 11 ) ( в ) и · ( ·, ) 1 ;·;Ј Т о с у ·пет . . от yc.:rr. о.в а ~ ·"' ~ · Ј . , _ ..: , 

орьm: усЈiова'; '! да би 1~ри: .в а (1) nрОЈЈ:а.зИЈ.[а Ероз та ч-
еарних ј e.ztнe. чииа по ~ , f :> ! ) ! ц: t. 

f,ljll )» мора очигљ:едно једна~~а (1) 6ИФи за.цо:ео- во perreњe 
·'" Њихо-

в:реднсст~tЭ- ~ ·.~ 1 . . ~ у ==' 1 ~ ОдатЈrе је nр:ви . 14-5 .. 



-;1. . 1 с, 
ot =-- ..-,а- > f.t~ Т ) . о::.- .lt/ 

је: 
· А 

--.т-=-- • 
(10) 

. 16 
~~- 3) ~-:.--16. сад ОI<:ренемо :rr.оордШiатпи систем за. известан: у-

се, ~ na тај угао .. одреЈЈ;имо на тај начин што ·he 
Зато једиачипа (1) 

ртпасти tpraп сэ. -x1.Y:r. 'ј <:.'!Нда hемо једначпну паше 

· ( 8} e.д.,\Imce свести на. o6 .. "'~ ·.-

А?..о једначину ~риве (8.) . упо3ЈедmЈЈ:о са ormrтoY јед-

начином :К})I'Il3ИX другога рода ~ 

А x'l + ~ Bxd + C.d.~ + :t ~х+ l. t.,d + Ј=~ о 
!3ИДИ.tЮ )1Д ј С : 

А q ~ - --!.. "::::. _.lf'!.. . =. ) .....!..> - ~ ) '- -, ~ ) 

~:::- ~~ ) € -:::. - lt в ) !=.:::: .., lt lf. 
Rai;;o је : . 

_- " · 1.. s-rs- < 
СсЈ :::.Ћ- А~ :::. Т- 1 't'f =- lt о 

т о к р ива ( 8) n pvm а дэ. Е }.Х} 'I":1 е:·ш nc е • Azo . :r;o ордиi-1а. 

( 6) ' 

,једначина ло-:: тЕl ,Ј О : 

о 1. ' ' ' "Ј ~· - )( ':!' + -16 Ј' ~ =.о 

где је : 

л _ , -=_·:· ·1 :. : : ,... -:; : ; = - U .. 5"МЈ ј 

=о • 

Теорија Еривих: ЈIИНИја другога реда _учи нас да су 

тада r:оефици:јен•.rи _ А1 !! с 1 ~ор ени F-!~е.дrе, тне једна-

чине: 

t 2 
-· St - G -· О 

rде је ~ 
о 

s А + с _;• G = l3'"' - АС , -· 
у нашем СЈtучају је : 

s 25 G 57fi 
= - - --' 4· 

з_~то једначина, (11) 1'З.-tа о6ЈiИ?~: 
') 

А tu - 100 t + ~75 - Q. 

Одатле је -

--t-.1.,~ -= 
Зато је ; 

'{ 11) 

't&.~· i ~~ ... ~f' 1 

.1 



За'!'() · је ~ефшm:вца,. ред~овав:а је.дхечиsа ttри:ве 

s-.- 'li. "' s-+ а "':z.. :::.. ~ ~ о . 
·-. ... ... . t ~ + f... ot. . -t.s· 

То · ј е ' реы:в:а e.xmca: чи i е 
•• 1Ј 

n~yooe IШВ.ју 

··· · ~-==- .111 . о ) f>=-
~'(5'- \'t) . . 

·· 4lflto . 

~~ (.~+ УЕ) 

~ о·зм· ;'-' 'Rahи на .nа.чч.аи!!Ци : 

. е.•+ е.-1( . р · ''~) . ~{::=. :: е. .... х·-- ~ 
. l. . . 

та.чку :И, rде је (ОЈ! . ~1) 
- --.:... Г\ 

~ + Ј>м.~ ()-р+~ АЈЧ ... (~) 
и одредити границе 

изнеt;у ~о јп се на.ЈЈ:в.-
о 

· . з~ апсциоа таЧЕе ·И .. 
. , 

( ј ун и 1929 ;rо.ц ~) 
~1,-, _~ ..... -. -~~~1-~ .. ,~-.~::э:~~~~~:~.'" 

Елеменат JI~rEa ле.ичаниЦе ( 1) mta :вредност :· 

щ ~ V!. +..J'"t. ~ = \.Гf.;- -6Ji'":;- ol.~ ~ Ј.. Ј( ol)( 
Јер је : 

(ј,::. ~ { х > . .:1 + ~ ~ t х- ==- ~ t .х . 
'. Аж,о са х о6еЈIЕЬЕ-Иl!О аподису · тачке М :: он){а. JIYE - -

""' s ~ АУ rn-1a вреднсут ; 
,;. 
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._· .. . 

э 

ь:А ос: i ' "Р м 0::::. (Ј ~ ~Ј() ~ :::: '·~ .'~ ._ 
.: .:· .. ~. 

. ·_ =,i . · ••• 1, •• •• 

... - ... "!' ... .. . . 

Из ·т~еорије :Х:iшорбмИчних фуm;ција ав:э. с 'е- ,ца је : 

c.Jt~- ~Х-= ~-х 

na зато п~Ј!едња једначина.· дОби ј а ' об .. ~ик ~ 
-~ . __, 

.е, -..х+ :L _-;:;o • . 

Тражеm мсциса !. је корен т:r;в.нсцетr.дентн~ ј едн.э.~ 
•• • 1.' · 

чине (3) •; ItaEo or.y једначину ни: је мoryl1e реш~и.·и , . __ . 
.. .. ' . ..,~ 

ТО h€140 О)tредИТИ СSЫО границе између z<;ОјИХ: v'l! e :.~~И 

Х' •, Једв:ачину (3) је могуће написати у 06J.I}i!Ћ:y : - . 

-·х 

е. = ~- i. 

Зпачи да а е ! нмази у. -пpeceity :3:рt!вш: : 

, .· 

Ј.-



-.х 

~=. е. ) 

Иэ cJI 29 , Ј6 

јасно да nост()-

ЈИ само Један 

со налази у 

:Ј.<"'< е.. • ..ц. ~ч. 

· ~~. ощ ':.. Дата је .ЈIКВеарна ди~;;~епц;јВЈ!ва 
Ј ед на. чина .цруr ora ре.ца ~ 

d 
,, 1. -м.- . . =tW\e.. : ~ . 

. , " .. 
те вролности за У.· у и у сменимо У· Је.2tиэ. чи-

о:mэ. мора .,. да 6 и фунr:ци Ј а. у = -е~к 6Rx.a . ~ар-
Једначине (1) . постат ·й щентич

ост '~ ' На тај начин се Доои:ја да константе В ,~ С ' И D 
:. . ~ 

ју вредности · . 

.ат о јодв:а.чина (1) посто.:) е . 

<.х ... + А) c!t~ - itx d.~ - 'd (tn\t.x"- ~mx +Aml.) =-О. (lJ 
d.x\ d.x · 

(х~А)ј:"- ~х~~- d (..ВЈ(l;+ С.х+ ~)=о_. · (1 з теср!је АИФеж;енqиј(!Јti-ШУ. .Је,tiна~:и:н~ знамо да. (Ј~з 

Одредити коофицИЈОНТе В .. С и D тако ,!;а .ц ат а јщ- . у- (Ј' 
~т 

начина има :r:ao парТИЕУЈ!арпи · иптегр8Ј! фу~цију ~ је)tпачи:ву (2) свести па Рвати ј еву-·· Парт и-

За те· :вредности F.ОНстаната наhи опiПТи 1'~:/1 арви Иlf.l'erpэ.J! те Ри:к.э.тиЈеве је)(Пачине Ltojи од-. 

једнэ.чине ( 1) . 

Из је.цн.ачине ~ 

d -==.. . fL ",.1( 

. дире:r;тпо CJ!e.ztyje ~ 

150. 

r·овара. парт~у;rа:рно:м: Im'l•eгpaJry.: у = е"" 11 ј' едиачи

ие (2) 6и:ће пр еиа с :и ени ( 3) ; 
. "'х . т е. . 

Vt. t::. "' х '::::. tm • 
t. 

ca.~t у тој Рm:атијевој јо.цнат:ини изврпr~,0 ш.х~~ сыен~,. 



и= v- V:~...-==- v- 111 

:ztОсsИћвмо :в-_ериу.11:ијеву једначину" ~оју hеыо 

. :1. 
А.(.:::~ 

.. 
свести на Јtииварну·~~ Из с:веrа тоrе. :видимо до. h.eмQ 

јеАuачиИу (2) оиеиои ~ 

;Ј' 1.. 
-::.-+'m 
~ . !. . 

с :вести па Jrtm~нy једнэ:чи:иу nрв ora :реда , Из 

је: 

ь• ( ~d· )l.- !' .( ј, .· )". ~· - ~=- т+~ . -г· 7- ~ 

те изразе с1rенимо у једмчив:и (2) дооија:ио ~ 

~,- е.. ~х~- .х+ т .А · t. - i-= о . 
х 1.+ А 

.. . 

OrrntТи инт·еrры аве ЈIИНеагпе дЩЈерею~ијаЈrНе 

не ·ПР.DО~_а реда ют. o6Jrmc : 

-о/""'~ ч f.lnt~ . ~ "'n\\.Xt.- Jt ш..х -Ј.. ~ ~'11\1~А 
~ (Је 1 ~) ::; .lt 'h1 Ј ( Х t.+ А ) . ~ ( б ) 

А~ о о;~у вреднос'l, за _! ставимо у једначину (4), р 

д:JH?jtnlo nроменљиве и mrтorpaJпrмo; добићемо: 
" :. 

t· ·. 

!•.це z (х .'' cl) · има вредНОС'l' (6) ~ - Ј едначипэ. ( 7) 

претставља оnшти ив.теrр8ЈI једначин-€ (2) ~ ........ 

~9 -·зад . -Баhи маЕсимуме и Минимуые фупЕције 
у = а sin !. · ( 1) 

а 

(l')l;e је а > u) и nО!:уцрЕР!l!ИК ~риЋ~не у тачкама . 

маЕсииума и: :минимума.~ Е;е.д ~срива вари:рэ. 'Jr 'И;Н'rерв 

.(O~lJ.a); затим наliи I<.;у6вд•уру тела; ЕОје 

дате крив.е ~1 :rо:rте:рЕЭ:Л.У .( о.., па) .1 :tt~џ{ се крива: o6pn 

ов;о ос~ с•х .. Н:arrooc..:ert<:y~ c:м:&Jl'f€J.J1'hи · §. мо n:ромен_:..· 
N!В па~ wer:» ар ~ на h.-'!1 о6 в о ј ницу кр И'В'Р'1:Х ( 1 ) .: 

( о-t<:то6ар 1929 

I~рива (1). -, шtтерва..;rу (О, па.) иыа само једа 

ма~ с Ј.iШУИ ( :r;a, а ) ~ - ; 
. 2 
У т а 'f!i<;a 11ra.- МаЕС m!ума 

ни~. :r:ptrnющ уоnщте 

и:ыа вредност: 
. :L 

. . R -=- i ~"t • 

о 

.· : 



·.· 

R 

Иэ ИНТОГТЈ8Ј!НОГ .·_рачуна RЭ.М је I!OЗRaTO .2tA . 

ј е запреt.fина ~' ЕО ја постане ~рт . . 
. • v.J · ањем лука нe:rte 

ье 0~0 осе qx: J дата изразоu ~· 
)( 

\[ ==- ~ r о\ d.x 
А'ьЈ 

-Где су !:и - и х . апсцисе · Ера.јљих тачаr.:а. 

Ако вредност за sin х 
а 

(3) 

оовојнице is.e со добити ЕМ : се eJIV.\blиmtare 

~ из ј е дна чина. ( 1 ) и (2) ~ т , ј : и з ј 

(3) и (4) -~ · Јодначин:а (3). иuа. беоLtРај:в:о 1..~<'го 

орена по . ~ : који с з 

Х-ол · ~ ' Q.- .) :!.;) 1..')·····~"\(ј'''' 

c:вtt су они аrюоЈiутне :rtонстэ.нте ·, Кад св е те вред ·

. ности за ! смењујем:о редом . једну по једну у једна . а 

чини (4) Ьна на:и · даје пиз цравих Ј!~ија : 

8 =- ..х. ) ~ ·==. . .х e..o-s А-;~. ~ ~ ::: .х t.АН >ч. ) . .. . . ( 5) 

Значи да се тре.жена о6војпшtа :~r.ри:вn ( 1) ca.crroj:и 

и:з 6ес1;рајно 1·rного nраних Јiшrија ,ца~их: .. је:п;ие.чине.-

:ма 

Сас~авити: једна-~rину пэ.:рабол.е :~ !( 

ох у та~~и (4,0 ) а ооу оу у 

( о~то6ар 1929 г ,v' ) 
.---.-,__ ., ~ 1 

,; \ 

А-~о у за...Јtат~у 65 ~ у . )fесто једна чине ( 2) 

. узuемо YCJ!OD да једн:ачина ( 1) цредста:Вља пара60Јtу) 
155~ 



~ ' 

- ~ - -11-.о 
l · r 

увер~и да :вре,џtоем : . ot -... * j
J!fHiDe ~ој е ее nouar!Э.jy ~ 

.3 х + lt d - 1/. ~ о ј 

а :вредности : о< ~ - .±. 'l'РМена тт"' -""' - "" л -о.· . , . . .3 . .. _ ... џ._;:..•аџ (1! 8. , 

одговар·а-

(~Jt-.lt \~ ~~ ... t/~ -т' х.._,.. '16(Ј -+--· -11;· 1-- ~о. 

.~ у 

О.2tГОЋарају д:ва ri:оЭити:в~а · рема ·:· ·"= 

арена је,Јtие.Ч~Ше (1)~ знаху .равно• ою;sовара · · је~аи 

ојни корен јеАяачике (l)~- Параметар! при томе 

хр оэ те ,2t:ве тач1:е и: додирују х - осу~~-. Пэ.hи 

оrраиичеиу ј-хок ОА овп пар~о.~:а 1t oж

e-qzQи ni)a:вe у = 1 • пOi<:aз.aiJI• жа је ова иста за 

ве ове пара60Ј!е -~· '' -
(фебру:ар t93Q , 

,. .... _.~<-:.:. 

Неи је : једнач:ина тражених rtapэ.66Jra ~ 

~t+ ~oe.>t~ + ~d~+ t т х.-+- t \d-+ е= о. ..<1·). 

, да _ 6tE је.ц~_чина (1) уопште I1,PeJte'l'8.N-Ua пара6о.ху 
v.if.~Mf.,.КIIhи ус.zом ;:щ;,; ће једва'!И~ 

/!..l(+:l. . 1. 
х + Q., х + ' ::r.:; о . ( 1) 

. 1.5 6. 

реа.Јrна rrозити:в на 

Радеhи: као у задатку 

х-r.:п'! д:ва - j~}!'JI!f;a ~сnона 

(октобар 1929 r~) 
-~ - ~~.~-

в _ ·;· , { 13t..r1reти .., «УЈ. и ·25. з ад.)_, 

се до сЈЈ:ед els. ег ~тоЈiов а: 
. ~1(+:1. 

~1.- ~к (-- (t ' ~ - 1( / 
f. ~-r""""i.) ~ о • 

кора 6ити ~ 

( 2) 

. Иэ ус.хова што пера6ажа ( 1) про.хази ~роэ тачхе ( 1. 

И (-1Ј1) iО6Ијају се .ЦЋ6 j6,1;Rat8И6~ 

• ( 1) 

. ~ . - . . (4) 
.. . ~ . 

' 



Еовфицијенат nравца зато јв.ztиачива (-t) постаје; 

· __ ~ред ност : х"+ ~«xl т ci"d"- ~«'С- ( :1 + f-« ~Ј +__«1.:::: о - ... -.. (В 
:х +«Ј+ r - - - -

в 't ~ ( 5) Ј 61"'Иa'"9'WUa r.>:.t) • о< _Х +,-(1 + 
0 

..., ~..-~ u r.це _ Ј6 О( = :х: 0 про:менљmз пе.ра.метар 

Да би х: - оса 6ма танrевта у пе-~ој ':t'ачди х = хоЈ (љеrово rеометријско зне.ча:ье~:~h сио виде.хи) 
мора ЕОефицијенат (5) у тој тачци бити раван ст_а~а наи тражеm~ скс'l"еы пара6о.иа : 
оде.тЈiе је ; Да рИсио на.ш.;.r.и тражену поврl!IИПу Р ( 6Јiе,цо 

""о + cr ==: о 
.l::iajзaдi пара6Фrа ( 1) мора прОЈiазити 

( 
6 

mрафирана п.овршив.а, 

CJI"•' 3i. ) t yOЧIWO 
и кроз тачitу 

{х 0~ 0), јер је У тој тачци таигира х ~ ocaJI па 

ј е Qlta ТЈ! е : 

у љој један 6.есконач

но :мми· еЈiе11ев:ат 

. .:х..'+ а. r "'о + t... ::::; о . ( i) (6есконачио ·мэ.Ј!и џра-

до6ИЈ!И · ено даF..Ј!е з·а одредбу непознатих: !<:Ое~Iщиј1rа :воуrаони:Еi чија је '~!!-

та~ - ос.,~' r) о ч. 2._ пет ;е"на (С"> ( ) cmm dy_'t а ~новица _ _ _ _ _ .Ј ""' чmm. ~ 'с- Ј~ 3 ~ 

(4), (ь) ·и ( i ) ~i1 У о:виы једиачина ф~урипlе још. и 

. IIP оизв аљна · апсциса .х: 0 ~ ; и. з љих даi~е све неnознате 

кое';)ш~ијенте можеt;r о изра чунати у функцији од x 0r} 

На. тај се начин добија ~ 

ct v А-:::. Хо-~ У" ::. ""о \ ("" > v ::. - ..Хо 

одстојаља м1 i~ " љегова. повр:umна је rrpeмa тоие _ --oL? ::::. Jl:Lj(~. с!~ . 
1r1з CJI~e је јасно л;а је ~ ' 

!'де су :х: 1 и х.2 аnqц1-юе та чаF;а r~t 1 и м2 ... Јасно је 
затии да су ов-е аnсцисе: х 1 _ и . х2 ,корени једна чине 

' . \_ 6) ::о х . На 'l'a Ј' н~u1,,н - се · . r:: • _ '"~ • - ' д (){ЈИ Ја : 



, . ,. 
па је эато .: 1 .. 

' c:.t'f ,.. 1:. fj d.:J • 
~,4е. dис11о дo6ti.iи цщу . ~'Rpueиy псхвршину Р, треба 
! 
1'-

i 
ј , 

ме:цат -~ !!I:Нiе!"!, ~я,r±и · у rр:а~ца.иэ .. u и l·l~ Зато ·је ; 

1' 
Јна тај :вачии смо до~еза.n: .- је. поврmииа Р збиља 

. . .. 

од пара•е·Тра О( -~ · · · . 

. \h~·;.:·stЏ!~t~~. Hals.И Таl{:В·у ~РИБУ ..1Иirnjy Ж ОД 
. . ---------- -· 

' ~ ....... ,,• . 
ста.жиу дужmr;у 1 - ~ ' О..цре;Ј;ити ону интеrрмиу ItРИВ 

прОЈrази Ероз тачЕ;}' - :Х:::: u_),,.,Y-:= 1·;' 

(фе6рув.:р 1. 93 О год~) 
---------·~-~ 

Диференција.хна rеометриј~ н~с учи; Jt8. 

~ја орЈtинате на та:t:trевту има вредност ~ · 
1 
1 

; ... ~·о· : ... : · ~.. '· , -•а .. 

/, ._· . 

tls. ЈtИферевiз:и јмн·ог · :рачупэ. pe.zt 

а десне стране nocJre.цrъe једначине rrрсде'I·~ ·:в.ња Ф:v:Юt 

log \1 - х) ~С ато је ; 

1 
fo{) :::: _- -l..j<+L-~)) 

mr~еrрацијом " 

е добија да је С -~ 1· 1 > Зато је тражеНI! :r:ot-!a чни 

с!Јункције f'(~: Ј : А~. 

1~~)::.. (.1.-~) е..ј (:t-~) +.х:. 

со Ј'1.rссто rrpano Dред:нос 'J.'I'! ("1 

'· ··· -r-rer~oг рода 
. . dk.Щ!4. • 

приближ:н:а 11редно:.: rr.; .. j 1 ;rparнa. 

. (2Ј 

( обра5ац (;S4) .на страни: 1 i 0 : Ди( . и иЈ, :Ч:а 
Гr. 'Гадпјо 1сјовиhа проф ~ Унив .,), где је ~не-

6ро Ј 'i'D.?:c:...r дс. ~о од tтз.весв:ог :ранга Е стално . 

-Щ+1.. < 8( • 
..щ. 



r~~,:~~c~ С,![У'!ају за х = t IJC.It ( 1) ' пООтаЈ;;: ,' 
.· ~ - ;. . 

' i. ' 
: · '· 

i Зато је • 
' 

i.. -/о ------ 1.. -(a+.t. 

Пре:ма ( 2) је ; 

.l... 

~- r! <~-1..-~ =t-..L 
l.. 

i. <-·· t. 

~-! зрачунајuо цр:вих пrоот чланова :реда са no 

децимала_. · т .-ј·· све.ки са погрошоu маљом од 

Д обиће се ; 

Ui .. = . v~ 1250 . ··' ' 

ut"' - u 41 u2Q-i3 
. ~ .. 

( \1 ~t. = о, uU52 ,, 

u4 = v, 0015 

u5 = u~0005 
u6 ::: v, 0001 

'.:~~абирD.јуЂя те ЧЈiанове добйја се: 

s
6 

__ 0 :. 1531 

164. 

r 
· ,· ,;; 1 ' Поре,п; о:ве погреш=с r;ojy смо ~rt!ИНИЈIИ за.немарујући 

( 
~ 1 . 
t.: Ј 

ЧЭТ'ЦР1'.1 

-d.. . 
. ;l'olf 

.i 

1 

,. 1 

тtЈ.tа:а:ове преЕо Uц .r .rчини.д~ј. ct~o· "' uo ·11pe~e аанз.иару- i 

јућп ,2tецИма!е nреко четв:ртоr' у пoje.ztmmм tt7ratro:вџ··--

:ма узетm.! у обзир ~" 'Га noгpenlAa учmьена. на с:вакс.м 
~ 

узетом ч.m.н:v 1r.зља. је;. :в:ао што сио Еаэа.Ј!И 011: Тоi ··. · 
ПОШТО С'МО узы::.1 6 ~апо:ва ТО - је та читава ПО~реm

ка маља o.zt . ,..,~ 'У Значи да је цыокуnна norpe~a 
шuьа од . 

8 < ~ 
-1 о" · 1. о ' ,. 

ј · ~ао што је и траже п() у задат~у": ' Дar:ite прва три · ;te.:.: 
1 

. ·, ј. . цишuа у изразу (4) оу си·гурно тачно;} 

., . . ( \/Ув~:1зц~~- О,z~;ре,2tити - 1'а~е . про се~ в. . дате 
. · .. ' ј · 

t ;: 

., 

1 
. \ ( 

. :;.. . ~ qo.xe са њенои евФ~:уто:м ~ . . . ~ 

( ЈУНИ 1V30 rоД ·~)Ј~~ 
-. -,.,...~.".~"" 

.rеоыетријско :м:ес'i'О цеиата.Ј:~а. r~риви:не) :t<:ao 

што нам: је ·познато, називамо евОЈ!утом . Еоординате 

центра :rсривине у некој тачци (х, у) имају I~ред:а:остп 

. ;. ., 
' 

165.;' 



. је, 

р 

Ј'== Т 

ј 1 (:Ј. +а" 'Ј 

(!'' 

) ч"-
(/ - -

J. O"Iiaч,."'ID··,,. :·~ /:) Oile ПOcr:"'nJ·y ,.;.\ - • ... ЈtЈ,.Д ...... Ј . ! 1. • -- • . L ~ • 

,) ~ =-

t';' ' /1. о,) ИЈ ан о : . 
1 
1 
1 

t 
1 

ордина.та. Е ад их cuc- . i 
нино са 

{2) 

Ј ед на чин а np ед с r.r а в ља па :е.! ' .zt 8J\.7L е е в 0.1: ут у 

( 3) 

i 

(t) ., 

1 

1 

Ј 
.; 

( r-r..! ) И ( ~ ) . . П'' луте) т" ј. да бисмо рст:п·:rљ ~: једнЕпине _ -Ј . ..,; 

:х. и 7 - .... 
из једаач1mе { 3) у ј сдњэ.чи:ну и~,:~ Оне.. постаЈе~ 

Значи· .zr.a со нашэ . .ј од начина , рэ.спе.дп ни дn0. 

lfJ; • 

'· .. 

' ' 

\ .. ·, 

. ·, ·. 



Iфве се дОО.ија . . ' 
Р (х :. :2а01 О) .. ·. Q(O.~O.~ z) · ~~ . 

' ·То је · јасно из сЈLи-
. ij' . Ж, ;:: 4'Р Ј 

.. 

1Ј'~ ЈЕ 1 lf М~ r М fiA PII"Y · ! '. . ЕО ~ F.A.zt С6 И:МЭ. На. 
а др~rга има не f1A~!': MJHtE коренv rro. :.ia вао за т_ о пе-

1
. 

Ј!О.ЈУ mtтерсса~;э Ако ову добијену вредност за ! сме:

, · ttи:мо у је.ziначину ( 3ј добијамо два решеља · 

1 
Ј;: 

dL:::. _. ~ p'ii:' ~ dt:;;; - ~ --fa Yf • 

; Значи да· се napaбQJ!a ( 3) и љеuа е:вQЈ!ута · { 2 i сек:r · ·1. 
' 
~, у д!'\ема т~~е.ма .~, <"~tJ l.p fl) -tt (ltp)- ~~уТ). 

·yuy да је нормажа 

---.УР napaJI ел на yo·z р-ав--m1: :' а норме.Јtа :М:Q na-
paJieJIHa х оу равни ~ 

Зато lie т~оординате 

~о;эа пОЈЈ:О-

..... . 
....... ._.М<.х.~,!) 
.w: 

1 

• 

~.3~. 
. . 

i 
1 

• L7-l~зa;,~~·-· ;тата је nрава с1 vт_:_____ , -- У равни ~_оу пара . 1 , .вt: раст ојаље FQ, 61!-
... 

r .Јtе.Жна 
l 

octi ох на растојаљу 2а ( у - rфе. в oyrJI. ом Е оо р-

f: АИШ1тпом систему у ·простору ) .·· Uз тэ.'tr~о :М у про-

стору nовучене су норщl.'tе МР на nраву i! и М() на ocL ':i 
'Oz :' r 1 

1 . ~ . 1 

1; nаћи поврi!lин~r 'tЈИја тапгонт:1n paБS.R у таЧЕи '\ , 

!: 'У uрсu:ази ЕРОЗ средину. N nра:ве J!mmje t<:Oja спа ::.Ј· ~• _1! 
~ - . . . h il lto,!!;HO>r; ја ТИХ: НО.РЈ!ВЈ!В , . . , . . " . \ 

fL i1i · ( јуни 1930 . r .. 'Ј 
i -~~ --"""""""~ ·"''"""". 
1· Ако ·коор.цtmате тat.Dte :М Обмс.жи:мо са :М:(х ~r." ZJ 
1 . . ,...;. ~ 1 

i. оща he · noднetitja нормала МР и Шсl :~ т .;·т .. та~е Р · и Q . ·\ 

['' __ џr~ти :t<:оординате .. ) 
'1 ·. 

.. ~1 .. 

- ~ . 

'l'U . 

жене поврщине · 
(X-k) ~ + (}Т ... Ј),.'::. z -~Ј . (1) 

где су р И q непознати: nарцијаЈIНИ .. изво.ztи __ коr~ . ..!.. - -тра~ене по:вршине по апсциси !. и ординат~ l .. .. ·· ЕаЕ~ 
. раЋаи (1) , :мора ,. nре:м.а уоЈI.ову з~ат-.ttа, .~:а . цроЈ.tави : 

кроз та'ЧI'~У :н~ то се добија :, 

~~.-х) р + - (Ц.-~) <Ј, -==. ~-.! .> 

v1Ј!и noc..11e среiЈи:ввља ; 

,р ·х -+ R <..~...:~)Ч--~. ~ ·· 

~· . 

.. -~~ · 

' . ' 

- .. - :!<;..· 

· {2 ~ 

· 169:~ : [~;;i~~; .... ' .. ' 
ь. ' ·~·~-~~~~~~~~~~~~~ .. ~~~~~~----~------~~~--~~=-~-===~ 



ПоСЈ!едљs једnачиаа лредста:в:rйi нам парцкја.хлу 

Чипу тражених површиr::а •· То је Јiинеарна пapr:;иje.JI~Ia 

једначипа _првога реда.". чији је општи интеграЈI: 

( 3) ;• 1: 
1 

где је ~ произвоЕ.на фЈ"lll{;ција .' · Једначиnа. (3 Ј npe.zk ·1·· 

оте.взъа в:а~.! т ражене nоврши:не ' . 1 
. "~ 1 

64 ·~:~за.!(t.:._ Одредити онај па:ртиЕу.эrарни ин. · '1'6 ·-~--~. ·_· 

ГfаЈ! дифереИЦUјВЈП!О ј6ДН8.ЧИН6. 
.. : 1 

~~ + ~ 3!:Ј' + Jl e_J!l.,.lfl;;j 'l. .."_О' ( 1 Ј 1 

~~ 
i 

· (r.це је А :r-::oнn.71C:L·~caн ст ман 6РОЈ се. nози:·rи::вним !) ': ј .. 
· а.nним и имо . .гинс1.рп~:м деЈtом) .~ ;<:; OJi'I за z = о д оби:ја t · )>: 
nред ност .У :.:..~ с:о , . ;~ '~:-· 

. ;g 
\i . ј 

По:ё:д3 а ти дэ. тај · ин~·~еграл 1.. . иuа '.~ec:r~:pa з н: о .1 :\ 
,·мйого птова и да сви ови ЈЈ:еже па једноЈ . правојЈ· i 

. mntJИ Ш'1' о пр оле. зи :r:роз rroчeтar: у ра:вни z',... . ! 
~~ )·· 

. Ј, 
l~ 

1 
·, ' ДЈЩ>еренцrt.:јална јеДна~iИна ( 1) је Pernou11 i - 1 : . . . . ~ . 

JGДitaчmra·:. · ~оја · Q:e: смено:м : _ (Ј~ V своди на. i 
.l 

ЈfИпеариу; а оДе.тЈ!:е се добија општи интеrра.7l Ј ед на- ·f 
. ~~Чи.ие с~ ( 1 ) У ООЈ!ИЕУ ; 

l·t. .O~r· ; .. 1 

(2) 

r~e је Q иптеграциопа ~онстанта ~ Да 6и з~ z = О, 

иптеrрал (2) 6ио бесЕрајан, мора ~~нстанта Q иuа 
- ТИ вредност ~ С ~.- 1~ На тај ; начин траже:в:и ПЭ.РТИЕ 

Јiарни интегрм изr.леда: .. 
-.!1. 
е 

(3Ј 

.hз теор:t-тје ана.литич:I~ИХ сјуш;цијэ. nан је rrознато ;i 

ће пшо.ви интогре.Јrа · (~) :-·.) И'..:' И нуле ј едначине ; . 

AZ 1_ 
е - =о. 

lvк:u-i 
..еас =:; А 

( i l ) ·. 
.\ ""::: 

nозитиьан и:.'Јfи негатv.r.~н цео 6рој щи 

ву.nа. Не:r;э. је ; 

. г .це ј е , ос > о Ј р "> о 
- ота је ~ · 

. .... •' 
~. .. .,: .. 

. 'lада Једначипа (4) no-

·.r. , 

' 
171 



lteii' (З + ...(.. l ft ll' ос • 
~ k :: ._ 1.+ ~L 0('L-+ ~ \. _ 

~'l Раз:в!/t'l'И. је :r. .. p&JI по O'l'ene~ ец ·$11 \ 
(јуИИ' 1929 -~ 

Пе:&а је ј едиачииа е.хипсе ~ата 1 Ф.ut:1t7: 

ОМЩ(е је : . ·~--- .. . 

1

·• . . ; . ~ .ll( = е .с =. ..м lf ~-·. 
· · tв 

. .Xt+ '~ ~ ~'L ':::. ~'L. .~/(1) 
, . . . 

, .. no:вpmma о6ртв:оr eJiиnooи.zta жоји nостаје &8,2ta се 
1 .. Зха.чи да о:ви похо:ви i!.~t-::::. J\tt ~ t( иптегра.жа (3) 
1 . ..1 • 

., е.хипса ( 1) OEpeh.e ОЕО свој е 
\ 

ве.жике осе 6t1he: 
l икају исти аргуменат : в.с =. меt; t ( поmт о ·~ · :·: ј ар ry-

r иенат ве зависи ОА броја ! ) "~ што зиачмt ;ta сви · 
l 'l'и ПОЈ:о:ви Ј.tеже ва једној пр·а:вој кроз почета.Е 
/· (noпrro је .. п н')· ЈетаЕ пох интегра.и:а (3) ј~ чија је · · 
1·: ј е.џ~а чиие. ; 

01 

1 ~:=· fC ' 
ј 1 ( ј · и ~ оу ремн-и и имаrинарнп де о nромензьиве 

1 ~ .. f -t- ~ 'l'f. Ј , ;< 
Ј • ~) !•' 

· · l/§в ·;"!М:=. дата је еЈiипоа вe.xmcou пОЈiу-ооои l , 
. . f · ~ 

! и :ев:цевтрицитет ом ~ ~ Наhи површииу ·о6ртиоr е.и:ип~ 

Ъои.ца добијеног Еада се дата еЈiипса о6рће сжо сво- . . 

--је :вмике осовине~· Сиатрајући ту I!О:вршин~т ~ао Фун:~

.ЦИ·ЗУ ~ ~ и ота:вљајуhи е = z • исnитати ту фуВЕци- · 
·- ~ 

ј·у ;, - ~· < 

" 

1~ Наhи clmi'yJiapитeтe те фуиЕnије и 1Зред-' ' ' l . . 

Јrоот за z = o'f 
<С> 172 
~ ~- . : . ' 

• ,• • • 1 ~ 

1· ( ' 

. . . "' . . 

~ ~ lt,; 5 ~4. 
. . ' о ... . 

из једна чине · ( 1) је ; 
.,._ : ' · 

с/.&-::; 'f;: Va.-..::-e'-x}· .dx , 
, 3v.то инте:граЛ · е;::) nос таје ; 
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