MATEMATUYKU DAKYJIITET

MACTEP PAJ

PAIIIMPEKHA MOJIVIIA

AvToP: MEguror:
MujiaAH AJTUMIIWR BrauucsaaB IIPBY/IOBUTR

Y Beoepady, cenmembap 2020.



IIpearosop

Tema oBor paga je medunucame dynkropa Ext"(—,—) Ha xareropuju A-momyna u
cuenujasno gpyukropa Ext(—, —). Hasus Ext(—, —) norude oj pedn ekcrensuja 0jHOCHO
pammpee, mto he zam 6utn ocuosa npse jgedununuje. Kako je oBa nedunuimja nesro/-
HA 33 KOHKPETHO PavyHame, YBOJIMMO W UCIHUTYjeMO €KBUBAJEHTHE HAYUWHE JIa CE OBaj
dyukTOp yBeme. OcuM caMOr UCHUTHBAKA OBUX (PYHKTOPA, PAJl IMa 3a MUJb J1a IPUKaZKe
U HUXOBY Be3y ca JPYTHM 3HadajHUM (DYHKTOpHUMa, Kao 1mTo cy Hom u xXomosornike u
kKoxomoJiotike rpyue. Takohe umamo u usBecny anajiorujy ca dpynkropom Tor. Hajsnari-
XajHUjy MPUMEHY Y TOHNOJIOTU)U UMa CIelUjaaan cay4aj Kaja je n = 1, onHocHo hyHKTOP
Ext(—, —). OBy npumeny mmamo y Teopemn o yHuBep3aaHuM KoedHIHjeHTHMA, Y pall-
XYHABY KOXOMOJIOIIKHX TPYIa JIAHIACTHX KOMILIEKCA, OJJHOCHO TOMOJIONIKAX IIPOCTOPA.
V cnenujaanom cirydajy AGenoBux rpyna obaj byHKTOD je npsu yBeo Bep! 1934. Haszus
Ext cy gamu Ajrentepr? u Mexneja® 1942. u npumennin ra Ha TeopeMy o YHEBepP3aIHUM
koedunujertTuma. Hedpununujy y caydajy A-moyna €Ha 1 npOM3BO/HPHIM HpecTeHOM A 120
je Kapraun* 1956. Behuna paja je 6azupana ua [4], [7] u [8].

YBoj nMa 3a 1u/b Jia jiepuHHIIe OCHOBHE MOjMOBE, KOju he y Jla/beM TeKCTy OUTH I0-
TpeOHU 3a M3yvaBaIbe palluperba. Y JIpyroj TIaBu, Hajupe yBoaumo dhynkrop Ext(—, —),
IpeKO KPAaTKUX TaYHUX HU30Ba, W JajeMO MpUMepe M3padyHaBarba HEKHX jeTHOCTABHUX
palupemha. 3aTHM YBOANMO heMy ekpupajientan Gynkrop Ext(—, —), opora myTa nomohy
KOXOMOJTOTIKHX Tpyna. OBaj Apyru HaYWH he HAM yIUHUTH MHOTO OYHUTJIETHUJUM KAKO C€
oBaj (pyHKTOP TpUMEmsyje y Tonosioruju. Takohe pauyHaMmo jorn HeKe MpUMepe panruperna,
KOja Cy HaM, y3 HOBY JepUHUIIN]Y, JTOCTA je JHOCTABHHU]A 32 padyHarbe.

Hapeana rmasa moka3yje Teopemy o yHUBep3aJIHUM KOepUIHjeHTHMA U IpUMebyje je
HA U3PAdyHABAE KOXOMOJIOIMIKUX I'PYIIa HEKUX MO3HATUjUX TOMOJIOMKUX rnpocTopa. OBa
TeopeMa HaMm omoryhaBsa Ja YKOJMKO 3HAMO XOMOJIOIIKE TPyIe IIPOCTOpa, U3PATyHaAMO
IeroBe KOXOMOJIOIITKE TpyTIe.

YerBpTa 1 nera rjasa ce 6bape palupem-uMa Buier pejga. Hajupe, y yerBproj riasu,
UMaMo JBe JedHuHUImje, TOHeKIe aHaJIoTHe OHUMA U3 TIpBe riase, dpynkropa Ext"(—, —)
u Ext’ (=, —). YV neroj riasu gajeMo ussecHo yournreme GyHkropa Ext (—, —). YBoauMo
geduHnnMjy n3BeaeHnx PYHKTOPA, & 3aTHM ITOKa3yjeMO KaKoO je OHa YOIITeme JeduHu-
nuje E_th(—, —) ¥ KaKo W3 TOr OIIITHjer KOHTeKCTa MOYKEMO BHJIETH Dalllipera Ha jOIll
je/lan eKBUBAJIGHTAH HAYWH: YBOAUMO (PYHKTOP E%tn(—, —). Tlonoso hemo nokazatu na
cy ¢BU OBU (DYHKTOPH €KBHBAJEHTHW, H UCKOPUCTHTHU pa3He JedUHUINje 32 paIyHAME
PA3HUX palInperna, KPo3 IpuMepe.

'Reinhold Baer 1902-1979, HeMauKn MaTeMaTHIaD

2Samuel Eilenberg 1913-1998, mo/bCKO-aMEPHIKE MaTeMATHIAP
3Saunders MacLane 1909-2005, aMepIIKH MaTeMaTHTIap
4Henri Cartan 1904-2008, dbpaHIycKn MaTeMaTHIap
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1 VYBox

Y yBomy hemo narm medununmje OCHOBHUX IOjMOBA KOjé M3ydaBaMO U KOPUCTUMO
y naseem paay. Cse Bpeme mojgpasymeBaMo ja je A ¢pukcupan KOMyTaTuBaH MPCTEH Ca
jemuaunom. LleaTpasan mojaM paja je cBaKako MOJYJI, OJHOCHO MOy HAI A.

Hedbunnmnumja 1. Modys A man A, unu A-momyn, jecre AGesoBa rpymna Ha Ko0joj je medu-
HHUCAHA W CIOJbHA Olepallija MHOXKeFha, TAaKBa Ja 3a ¢Be a,b € A u A\, u € A Baxkn

(A + p)a = Xa + pa,

Aa +b) = Aa+ b,
(Aw)a = A(ua),
lpra = a.

Kox ose pedunnnmje OMTHO je HAIIOMEHYTH Ja je BeoMa 3Hadajan m300p mnpcreHa A.
Csaka AbGemoBa rpyna je u Z-moayi, y3 yobudajeHo gedpMHHCAHO MHOYKEHe IeaIuM Opo-
jeBuma. M360p KOMyTaTHBHOT MPCTEHA Ca jJeJMHUIIOM HaJ KOJUM Cy JeUHUCAHU MOJLYJIH
Urpa 3HavajHy yJaory y neduHUIEjI KaTeropuje, oJHOCHO Mopduzama uamehy Momyiia.

Hedbunnmnuja 2. Xomomoppuszam A-monyna A u B je npecaukaBame f : A — B TakBo
ma3a a,be Au A\ pe Asaxu f(Aa+ pb) = Af(a)+ pf(b).

JIako ce mpoBepaBa Jia MocToju Kareropuja duju cy objekrn A-moayin, a Mopdu3Mu Xo-
mMomopdusmu A-monyaa. N3 gedununmje je jacHo aa je cBaku xomomopdusam AGesoBrux
rpyna takohe u xomoMopduzam Z-MojyJia, OJHOCHO Jla Cy Ta JIBa MOjMa €KBUBAJIEHTHA.

IIpumep 1. CBaku KOMYyTATUBHU IIPCTEH €A JeIMHUTIOM A je MOy HaJ caMUM COOOM. Y
OBOM CJIy4Yajy je CIOoJhbHA onepaluja u3 AepUHUIA]e MOIYJIa 3alPABO MHOYKEHHE Y IPCTEHY.
[Moamomynu oBoT Momysia cy TadHO Hjaeadd TOT mpcrTeHa. Jlabe, KOTUIHUYIKA MOIYIA
IIOMEHYTOT MOJIyJia ¢y Moiyan obauka A/I tae je | HEKH TOAMOYJT, OJHOCHO H/IEal.

IIpoussoau u gupexktre cyme A-momysia he takohe 6utn A-moaynu. Crenmjaino, yKo-
nuko cy I; npeann nperena A taxa cy u [[, A/ u @, A/I; A-monyn.

Hapenna nBa 3HavajHa mojMa cy WH]eKTHBHU W TPOJeKTUBHU MOJIYJIH.

Hedunaumnuja 3. Moaynr P je npojexmusar ako UMa CBOjCTBO IOJU3AIba Y OJHOCY HA
cBe enmuMopdu3Me, OIHOCHO aKo 3a cBaka aBa Mmoayiaa M um N, cBaku enmmopdusam f :
N — M wu cBaxku (xomo)mopdusam g : P — M nocroju h : P — N TaxBo Ja aujarpam
KOMYTHPA.

N
oy
Pty M
Hyamno, Moaya I je MHjeKTUBAH aKO MMa CBOJCTBO MPOIY:KeHha Y OTHOCY Ha CBE MOHO-

MopduszMe, 0JHOCHO aKo 3a cBaka jBa Momaysia M u N, cBaku monomopduzam f: M — N
u cBaku mopcduszam g : M — [ nocroju h : N — I, TakBo ja jujarpaM KOMYTHPA.

N
h fT

[&— M
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Y amjarpaMuMa Kao y IpeTxXojHoj JedUHUIN]H, Kajla IMaMo JIeo Jujarpama, 3a Ipe-
CJIMKaBam-e KOje JOMymhaBa IujarpaM 10 KOMYTAaTHBHOT KaykKeMO JIa Pewasa Taj Jujarpam.
Y HacraBky heMo yrjlaBHOM TO NpeC/IMKaBambe Ha JujarpaMuMa O3HAYaBATU UCHPEKHIa-
HUM CTpeinmaMa.

IMTpumep 2. Cpaknu ciaoboman moaya P je u mpojekTuBaH. 3amcTa, 3a JAujarpam

N

P
h . lf

P M

JIOBOJBHO je J1a Ha Oa3HWM ejieMeHTHMa JeduHUIIEMO npeciankaBame h. Hbera moxkemo
JgedbuHECATH TAKO Ja OA3HU eJeMeHT CJuKa y Ouiao Koju opuruHas (mpu f) cauke (mpu
g) Tor 6aszuor eementa. OBo Takohe WIyCTpyje Jia MOIU3aEbe, KOje Mopa Ja MOCTOj’, He
MOpa OUTH jeJIMHCTBEHO.

IIpumep 3. 3a A6enoBy rpyny G KaxkeMo Ja je J1e/buBa ako 3a ¢Bako a € G U 3a CBAKO
n € N nocroju b € G takso ja je nb = a. Ilpumepu gepusux rpyua cy (R, +), (Q,+)
u (Q/Z,+). Ocum uperxomHa TpU MpUMEpa, 3aHUMJBUB je W NPUMED P-KBA3UIUKITIHHX
rpyna Zy~. OBy rpyny nedurnmemo kao noarpymy C koja cagp:Ku ce p"-Te KOpeHE W3
jenunwuiie, 3a cBako n € N. Takohe je MoxKeMO BUIETH Kao JUPEKTHH JUMeC HU3a Ipyla
ZLyn, y3 cTaHIapAHO yTaname Zyn y Zynt1, IITO HaM Jaje MHCIHPAIM]Y 34 O3HAKY Zpoc.
W Bume, Baxkuhe ma cy cBe Je/buBe Tpyle TUPEKTHE CyMe KOIUja P-KBABUIUKIAIHUX
rpymna u panumoHanHux 6pojesa. J/lokas oora mozke ce Hahu y [6]. Tespuse rpyme he, 1o
Ha m3omMopdusam, 6urn oapelere 6pojem (0mHOCHO KapAMHAIHOININY) OBUX Ipyna y TOj
JUPEKTHO] CYMH.

AbenoBa Tpyna je Je/bUBa aKO U CAMO aKO je HHjeKTHUBHA. JejaH cMep OBOI TBpljermba
HUje TemKo jgokazartu. [IpermocraBumo na je G MHjeKTHBHA Ipyna W HeKa cy ¢ € G u
n € N. Ako je npeciukasamwe f : Z — G 3agaro ca f(1) = a aujarpam

uma pernierse h. Heka je b = h(1). Taga je nb = h(n) = a. lakse, rpyna G jecre nespuba.
Jokas apyror cMepa je KOMILIMKOBAHU]U, U OBJie ra HeheMo HaBOIUTH.

OBu mojmoBu he mHam 6uTH 3HAYAJHN ¥ OKBUPY MPOjeKTUBHUX, OIHOCHO WHjeKTUBHIX,
pesoJiyiuja Mojyia. 3a jaTu Moaya A tadan Hus

s P s P T A0

y KOjeM cy ¢BU P; MPOjeKTUBHU 30BEMO MTPOjeKTUBHA pe3osynuja moayiaa A. CBaku MOy
uMa 1pojeKTuBHy (M Buie, cj060JHYy) Pe30Jynujy. 3aucra, MOKeMO jedHHUCATH HU3
ca00oaHIX MoyIa P; m mpecimkaBama m; HA BHUXOBUM OA3HUM €JIEMEHTHMA Ha cJjeaehn
Hauud. P;,; he 6utu Momyn renepucan ejgementTuma ker 7, a m; 1 he cBaku oj 6a3HUX
eJeMeHaTa cIuKaTh y cebe. 3HauajHe he HaM OMTH W KOHAYHe MPOjeKTHBHE PE30JIyIIHje,
OJTHOCHO HHU30BU

O—R—>P,—---—P,—-A—0
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y KojeM cy cBu P; mpojekTuBHH. OBe HH30BE MOXKEMO JTOOUTH TAKO IITO MPOjeKTHBHY
PEe30IYINjy MPeKnHeMO Ha OuaI0 KoM MecTy U jgogamo R = kerm, wa kpaj. [lommomyn
HPOJEKTUBHOI MO/lyJIa HE MOpa OUTH LPOjeKTHBAH, 114 TaKO HU [ U3 JaTor Hu3a He Mopa
OUTH TPOjeKTHBAH.

Hyamano, mocmarpahemMo WHjeKTHBHE Pe30JyIlNje, OJHOCHO HU30Be

0O—-A—-L—--—1,— -

rje cy cBu moaysu [; wHjekTuBHU. MoOXKe ce ToKa3aTu Ja KaTeropuja MojyJa HaJ KO-
MYTATHBHUM IIPCTEHOM C€a jeJIMHHUIIOM MMa JJOBOJAHO MHjEKTHBHHX ObjeKara, Ipelu3Huje,
na 3a cBaku Momya A mocroje momya I m umHjeknumja ¢ : A — I. Omarie MOXKeMO 12
KOHCTPYHUIIEMO HHjeKTHBHY pesosynujy Ha ciaegehm nauwmn. Heka je ¢ : A — [, un-
jexmuja u I, nnjexTuBan Moaya. [locmarpajMo cokeri;. 3a mera mOCTOJI 1y : cokeri; — Iy
rie je u I, unjekrusan momyn. Caza je um3 0 — A — I} 2 I, tae je iy = iom, a
7 : Iy — I;/imi; = coker i; pUpojHA TPOjeKIja, Tadan. VHIYKTHBHO MOXKEMO HACTa-
BUTH OBaj MOCTYIAaK, MTO HAC JOBOJAU O WHjeKTUBHE PE30JIYIIHje.

JOI HEeKM 3HAYajHU [IOJMOBH CYy 1yJIOEK M ILyHIayT Jiujarpama.

Hedunnmnuja 4. Heka je gar aujarpam
Y
I
X152z

ITyabex (pullback) osor amjarpama je aujarpam

L}Y

E
b

x 14z

KOj KOMYTHPA W BayKN 13 3a CBAKW KOMYTATUBHU JIHjarpam

Jujarpam

UMa jeJIMHCTBEHO pelrerne h.



[Iynbek nmjarpama he yBek nocrojatu. ledunuiremo

E=A{(z,y) | f(z) =9(y)} <X xV

u [/ =myu g = m, e cy T U Ty PEJOM MPOjeKIHje Ha IPBY, OJHOCHO JAPYTY KOODINHATY.
Huje Temko nmpoepnTHu I1a 3a aujarpam

E-L .y

lg/ g

x 1,z

BaKku Jia je 1mysbek ako u camo axo je uu3z 0 — F M XY Im=9m, g aan. Opasae

caean U fa je mysa0ek jemHo3HadHo ofapeher mo Ha m3oMmopduszam. CBaku je m3omopdan
jesrpy fm — gms.

Hedbunumuja 5. Heka je nar aujarpam

71, x
lg
Y

ITIywaym (pushout) oBor aujarpaMa je KOMYTATHBHHU JHjarpam

71 x

bk

y I F

ca CBOJCTBOM /[Ia 3a CBAKM KOMYTATUBHH JIHjarpam

7z 1o x

b

y s F

IOCTOjU jeIMHCTBEHO pelllerhe h jaujarpama,

N nymayr jqujarpama ysek mnocroju. [ledpunuiiemo
E=XaY/{(f(2),9(2) |z € Z}

U upecaukaBama [/ = iy U ¢’ = iy, Ile ¢y i1 U iy HHKIY3Hje Moayaa X U Y peroMm y
IbUXOBY TUPEKTHY CYMY, a 7 je MpOojeKIuja Te cyMe Ha JaTh KOJUTHUK.



Huje Temko nmpoBepnuTH Ia 3a aujarpam

BayKH J1a je IyIIayT ako 1 caMo ako je Hu3 Z — X @Y

/

o >

I
I

NN

(f:9)

g'm1—f'mo

-

FE — 0 tagan. Opasne

caeu Jia je mymmayT jeaHosHadHO oapehen mo ma m3omopdmszam. Ceaku je mzomopdan

kojesrpy (f,g).

Tepbeme 1. [locmarpajmo gujarpam

0

0

s A j>B LEENYe/ >
I
h lf lg
\lf

s A’ j/>B’ LYo

> e e .
7

Ha KojeM cy 00a XOpU30HTAIHA HH3a TadHa. Taja mocToju mpecaukaBaimbe h Koje pemaBa

Jjarpam.

Jokas: 3aucrta, meka je a € A. Ilocmarpajmo aujarpam

Kako fj(a) € kerk’ = imj' u j' je monomopduzam, To moctoju jeauncrseno a’ Koje ce

—L jla) — 0
f

., ‘ ¥ :|:

a —— fj(a) —== 0

a
T
|
|
l
<

~

CJINKA Yy hera, Tma MokeMo Ja medunumemo h(a) = a'.

O



2 @yHKTOp Ext

2.1 Kparku TaYHN HU30BU

[Tpusimkom m3ydaBama ajarebapCcKux CTPYKTypa 3HAa4YajHO HAM je IMOCMaTparme I0jI-
CTPYKTYpPa U KOJUYHUYKHX CTPYKTypa. YKOJHUKO CY HAM JaTa JBa MOJIY/a, HAaJl KOMYTa-
TUBHUM HpcTeHOM ca jeqununom A, A u B, mocras/ba ce IUTaIbe IMITa MOKeMO pelin o
momyay C aumju je B mogmonyn u C'/B = A. OBo MOZKeMO 3aMHCATH Y ODOJUKY KPATKOT
TaYHOT HU3a

0—-B—->C—A—=0.

Hedunnmnumja 6. Kparak radan au3 A-mMomyia
0—->B—>C—>A—=0

HA3UBAMO pawiupervem (excmensujom) modyaa B modyiom A

Kenumo ja wiaenTuduKyjeMo paimperma Koja ¢y Ha HeKM HAYMH €KBUBAJEHTHA, 1A
YBOJIIMO HApeJHY peJIallnjy.

Hedbunnumnuja 7. /Isa pammpema Moayia B MoayioMm A cy exkeusaseHmHa YKOJIUKO TO-
CTOjI XOMOMOPdU3aM (v TAKAB Jia HAPEJHU JIHjarpaM KOMYTHPa

0 s B > O s A > 0
0 > B > (Y y A > 0

JacHo je na je penannja pedprekcuBHa (MIeHTHYKE XOMOMOPGU3aM), Kao ¥ Ja je TpaH-
suTnBHA (KoMmTo3uuja xomomopdusama). [Ipema mer jsemn gaTi xomoMopdu3zam Mopa
ouTn 1 m3oMopduzaM, oJakJe CJIeIH Ja je pejanuja U cuMerpudHa. /lakiae mMoxkeMo a
npebunumemo Exty (A, B) Kao cKyn ¢BuX pammpera Moayaa B mogyiom A, moceden mo
JIaToj peJsianuju. ¥ JlajbeM TeKcTy hemo, KaJi 10J1 HaM HUje 3Ha49ajHO Ja HAIJIACUMO O KOjeM
NpCTEeHy je ped, ymecto o3nake Fxt, kopucturm camo oznaky Ext m moapasymesahemo
n1a ce paan o A-moayauma.

ZKemnmo ja mokazkemo za je Ext(—, —) 6udyHKTOpP, 0JHOCHO Ja Kaja GUKcupamo mp-
B apryment gobujamo dyukrop Ext(A, —) u kama dukcupamo npyru apryMenT g06ujamo
dbyukTop Ext(—, B). /la 6ucmo 1o moKazasu, Hajupe je MOTpeOHO Ja 3a MPeCTuKaBarha
a: A= Au p: B — B jgedunnmenmo npeciaukasampa o @ Ext(A, B) — Ext(A’, B) u
B, : Ext(A, B) — Ext(A, B'). 3a pammupeme 0 — B % C £ A = 0 mocmarpano mynGex
amjarpamMa

E -,
& l
0 s B sy O —F A s 0

Xomomopduszam k' Mopa 6utn enumopdusaM. 3amcra HOCMaTpajMo ca0601an Moaya P
remepucan enemenTuma A’ u npojexunjy 7 : P — A’ Koja cBaku 6a3Hu enemenT P cinka
y cebe. OBo npecsamkapame je ounrseano emumopdusam. [ocroju ' @ P — C xoje je
noju3ame am y ojaHocy Ha emoumopduszam k. lakiae, nmocroju h : P — E takBo ja



je K’h = 7 na je u k' emumopdusam. llpeciukapame o* he camkarn KJjaacy HOYeTHOD
palupema y KJIacy painpemna

/

0-BLEE A S0

rie je j' jeIMHCTBEHO pellerhe aujarpama

N3 nedununuje j' ciaenu na je k'j' = 0 u xako je j monomopduzam u o/j’ = j, 1o je u
j" monomopduzam. Taxohe ako mmamo erement e € ker k' Tana je o/(e) € kerk = im j
na nocroju b € B takso aa je j(b) = o/(e) ma je u e = j'(b), omHOCHO € € im j', ma je
ker k' = im j'. Jlakme,
0-BLEE A S50
3aKCTa jecre pammpeme Moayaa B momynom A’.
Jyanuo sedbHHAIIEMO U CANKY Kiace pammpersa 0 — B 2 C 5 A0 upu [, Kao

0B L FE A0,
rje cy j' u F' ca HapeaHor myirayra Jujarpama

0 s B—L % C y A s 0

Xomomopduszam j’ he 6uru mounomopduzam. I[Tocroju monomopduzam i : B — I 3a neku
nHjektuBan Moy I. TTocroju u ipoykerme ¢ mpecankaBama i3 y OJHOCY Ha MOHOMOP-
duzam j. Hame, nmocrojalie u upecaukasawme h : F — [ takpo na je hj’ = i na je u j’
MOHOMOP(H3aM.

Xomomopduszam k' he buru penreme aujarpama

B%C

na he Baxkutu Ja je k'j’ = 0 u ga je k' enumopduzam. Ykoauko je f € ker k' < F raja
nocroje ¢ € C u b/ € B taksu na je f = f'(c) — j'(V). Kako je k(c) = k'(8'(c)) = 0 1o je
¢ € ker k = im j. Jaspe, nocroju b € B takBo ga je ¢ = j(b), na je

f=01(c) =) =p() ') =5 (Bb) — V)

9



oxgHocHo f € im j’ omakite je ker k' = im j'. Jlakre,
0B Lr5aso
jecre jeano pamupeme moayiaa B’ momyiaom A.

Moxke ce mokasaTu 1a Cy HpecinKaBama o u [, 100po meduHECaHA, OTHOCHO 1A
CJIMKe He 3aBhce 01 n300pa IpeIcTaBHUKA [TOJa3He KJace.

Jlema 1. 3a cBaku KOMyTaTHBAH AUjarpam
B ]
|#

B/ j//

JIOIbM HM3 NPHUIIAJIA KJIACH CJAUKE KJace Fopiber HUu3a IpH (.

k
s A

L

k//
s O s A

[}

0 >

\
7

e}

0 >

Joxkas: TTocmarpajmo aujarpam

0 s B—1 50—t s 0

ol

0 v B L B K4 s 0

u3 jepuHUIKje pec/nKaBama [, OJHOCHO aujarpaMm Ha kKojeM je F nymayr. Kako upsu
amjarpaM Komyrupa To nocroju h : B — C' xoje pemasa aujarpam

B%C

V3 oBako jgedunucano h jgujarpam
Bl
B/

KOMYyTHPa. 3auCTa, JIeBa MOJOBHHA KOMYTHPA Ca MPETXOAHOT Aujarpama. lecra nosioBuna
KOMYTHUPa W3 Arjarpama

-/

J %
s B s A s ()

-1/
J \
7

b, |

1"
0 3 L ENy| s 0

B%C



U jeITMHCTBEHOCTH TpecIuKaBama U3 [/ Koje pelmraBa oBaj JHjarpam. O

Crmano, 3a cBAKH KOMYTATUBHH JUjarpam

/!

0 s B 2 Oy s 0

[ .

0 v B s 0 —* A s 0

~

*

BAaYKW 13 je KJlaca TOPHET HU3a CJIuKa KJace JTOmer HU3a Mpu o,
Haxuie, Tpeba ma mokaxkemo ma je Ext(—, —) konTpaBapujanTan byHKTOP MO TPBOM
APTYMEHTY U KOBapujaHTaH (bYHKTODP MO APYroM. YKOJHUKO je « (0MHOCHO () WIeHTUIKO
npecjaukaBame, Tajga he mynbek (mymayr) npecinkabamba k(j) monoso 6uru k(j). Tpeba
noxazaTh jorm ja je (a1az)* = asal u (B162)s = Brafos.
ITocmaTpajmo napeanu jaujarpam

El// A//

N3 yauBep3aHocTn myabeka ciean aa nocroju xomomopduszam £ uz E” v E 3a Koju BaxKn
Ja IAjarpam

0 s B s B s A7 —— 0
.
0 s B s B s A” —— 0

KOMYTHPA, OJHOCHO CJHMKe OMI0 KOT KPATKOT TAYHOT Hu3a mpu (qiae)* u asal cy ucre,
Ma BaxKu
* * *
()™ = aja]

Jlyanno mocmarpajyhu jgujarpam

B —— F

AN AN

B152
0 > B s C s A > 0
B2
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W3 VHUBEP3AJIHOCTH NVIIAYTa ¢Jaeju 1a noctoju xomoMopduzam uz F v F” takas 1a
y p ymay JIH T ] p y pil

0 s B s F s A s 0
[
0 s B s [ s A s 0

KOMYTHPA, Ta CINTHO Ka0 U Y TPBOM CIy4Uajy BaxKu ([5152)s = O1+24-
Hekaje 0 - B — C — A — 0 kparak tauan au3 A-moaysna. Hberosa kiaca je esiemenT
Ext(A, B), u y nacraBgy hiemo, Kaj 10j] TO He W3asnBa 3abyHy, Ty KJIacy O3HAYaBATH Ca,

C.

Tephewe 2. Axocy o : A’ — Awu [ : B — B mopdusmun A-moxyna ouna ciaegehn
JujarpaM KOMyTHpa.

Ext(A, B) —>— Ext(A, B)

[~ [~

Ext(A, B) —=— Ext(A', B)

Hoxa3: TTocmarpajmo aujarpam

B » c” oy A o
| §
B’ 7 s O K s A
V ls / l /
> s C k s A

Ha kojeM cy C' u C” pegom ciauke ox C npu (B, u o, D' je cuka ox C' upu o, a D"
je cauka ox C” upu SB,. Hakne D' = o*3,C n D" = S,a*C' u KequMo 13 KOHCTPYHIIEMO
npecjaukaBame h Koje he mam 06e30e1uTH J1a Cy OBa JBa HU3a eKuBUBajeHTHa. Hajmpe
KOHCTpyHIeMo npecjankasame h'. OHo mocroju 3ato 1mro je D' nyabek aujarpama u 3aTo

IMTO KOMYTHUPA JHjarpam
k//
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Cana he W3 KOMyTaTUBHOCTHU J¥jarpama

0
B 3B

h/jlk) D/ k" AI

bl

oA

M U3 jeJIMHCTBEHOCTH TPEC/UKaBarma y IyJ0eK CJAeIuTH Ja 338 OBAKO KOHCTpyucaHo h'
Baxku h'j" = j"” 3. Caga koncTpyuiemo npecaukaBame h. OHO mocroju 3ato mro je D”
IYIIAyT JAMjarpamMa U U3 HPEeTXOJHO YCTAHOB/beHE KOMYTATHBHOCTH.

BL}C”

LI

B’ J D"

[ToHOBO M3 KOMYTATUBHOCTH JiHjarpama

11
B —— ("

I

B J D"

\k”’h
$ Al

W jeJINHCTBEHOCTH MPEC/NKABaha U3 IIyIIayTa 3a 0BaKO KOHCTpyucano h he Baxkuru k"' h =
k. Hakmae, Baxku 1a je o', = [.a. n

3a caya cmo Ext(A, B) nedunncann camo Kao ckym. Ha memy MokKeMo yBeCTH U Olie-
panujy cabupama 1moj kojom Ext(A, B) mocraje Abesnosa rpyna. Takohe MozkeMO yBecTn
U Olepalnjy MHOXKea ckamtapoM, ma hie Ext(A, B) 3anpaso outu u A-Momy.

[Mocmarpajmo na kparka tauna an3a 0 - B —-Cy - A —-0u 00— B - (Cy; - A —
0. Ounm oxpebyjy Kpatak TadaH HU3

0—-B®B—-CieoCy AP A—0

unja kiaaca npunajga Ext(A @ A, B @ B). Kajga Ha oBaj Kparak TavyaH HU3 TPHMEHHMO
(0B)sda™, tme cy dy : A - A@Auop: B®B — B nebunucanu ca dy(a) = (a,a)
u op(by,by) = by + by, monoBo mobujamo enement Ext(A, B). Opume cmo pedbunucamn
ounapuy omeparujy na Ext(A, B):

C1 + Cy = (0p).ds™(C1 @ Cy).

13



Heka je Cy € Ext(A, B) k1aca pamuperba
Co:0>B—->BdA—A—0,
rae je j(b) = (b,0) u k(b,a) = a.

JIema 2. (a) Ako cy (1, 52 : B — B’ xomomopdusmu A-Mojiyia, oHja je 3a cBe A-Mojyie
A

(B1 + B2)s = Bus + Pas : Ext(A, B) — Ext(A, B).
(6) Ako je 0 : B — B’ tpuBujainan xomomopduszam A-Mojyia oA je
(D*(C) == C() € EXt(A, B,)
3a cee C € Ext(A4, B).

Hokas: (a) Hexka je
0-B®B—-FE —-A—=0
CJIHKaO—>Bi>Cﬁ>A—>OHpHdB*I/I
0= BaBYYL B 4 A0

cmka 0 — Ba B 22 Cac Xt Apa 0 upu d4*. Tlocroju h' xoje pemasa qujarpam

Cac 2y Ag A

3a 0BaKO KOHCTPYHCAHO h', W3 jeIMHCTBEHOCTH Npec/JuKaBama y myabek, Baxkulie jga je
Wj=(j®j)dp, na nocroju h Koje perrasa aujarpam

(55)

Oo h nam gaje jennaxoct dp.(C) = ds™(C @ C). Ogarne w u3 jenHakoctu 51 + [y =
oB(B1 ® Pa)dp cnemn

(B1+ B2)+(C) = 0 (1 @ B2)+dp(C) =

= 0p«(01 B B2)+da™(C ® C) = 0p.da™ (01.C @ [2.C) =
B1:C + B2.C,

14



e MPeTHoC/e/iba jeTHAKOCT BaxKu 3aTo mTo je (B1 @ B2)s = ([« ® Pox). Baucra, ca
HapeIHUX JujarpamMa

O—>B@B&C@C—>A@A—>O

pos |
> B

0—— BB s APA —— 0
0 s B J s s A s 0
I
0 s B’ s |/ s A s 0
0 > B ] s C s A > 0
T
0 s B’ s I/ s A s 0

cJIeqV Jia JTujarpam

f/@f//

nMa pelrerme g KOje HaM Jlaje TpayKeHy jeTHAKOCT.
(6) TTocmaTpajmo aujarpam

0 » B » C b A > 0
l@ l(O,k) H
0 > B’ » B A y A > 0
Ca aujarpama cieau ja je Cop = 0,C 3a cBako C € Ext(A, B). H

Tepheme 3. Ext(A, B) je Abenosa rpyna y onsocy Ha onepanujy +. Heyrpar je Cp, 10k
je naeps kiace C € Ext(A, B) knaca (—1p) * (C).

Joxka3z: 13 nperxoane jieme cjean
C+Cy=1C+0,C=(1,+0,)C=C

na je Cy 3aucta meyrpasi. Kako je nu3z 0 - B — C' -+ A — 0 exBuBajsentan ca Cy ako u
caMo aKo ce Tiena, TO ¢y MpeJICTABHUIN HEeYyTPaIa TAYHO HH30BU KOJH Ce IeTajy.
Coauvno ciaenu 1a je

C+(-1),C =(1,+(-1),)C =0.C =y

na cauka npu (—1p), 3amucTa jecre WHBEP3. ]
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Tepheme 4. Akocy a: A’ — Au f: B — B tanacy o u 3, xomomopdusmu AbenoBux
rpyna.

Jlokas: Ysepumo ce jga 3a xomomopdusam « : A — A Baxku jga ce af ciaaxke ca
oneparnujama y Ext(A, B) u Ext(A’, B). Kako je daa = (a ® a)d 4 1O Bakm

a*(C1 + Cy) = o (0. (CL @ Cy)) = dy(a @ a) o (CL @ Cy) =
= dypopa®a)(C1 & C2)) = dyop(a’(Cr) ®a™(Cy)) =
a*(C) + a* (Cy),

rJie IPEeTIoC/Ie/iha jeIHAKOCT BazKu 3aT0 mTo je (a1 @ ag)* = (a* & ag*). Jlokas osora
je nyaman gokasy fa Baxku (51 @ fa)s = (B1. @ Pa2x), Te hemo ra ome m3ocTaBuTH.
Couano u 3a 3 : B — B’ 360r fop = op/(B @ () Baxku

Bx(Cr 4 C3) = Bi(Cy) + B.(Cy). O

OcraJio HaMm je jomr ga geduHUIeMO MHOXKEHe cKaaapom. 3a kiacy C pamumpema
0=+B—=C—=A—-0

u A € A pedununiemo A - C' = (my)«(C), tue je my : B — B MHOXKembe CKajapoMm \ y
mosyny B. Baxku na je

(M) C = my,, C = (mymy,)C = mym,.C = A(uC).
Craugno je
)\(Cl + CQ) = m,\*aB*dZ(C'l D CQ) = UB*dT4<mA D mA)*(Cl D 02) =

= UB*dZ(m)\*O1 ©® m,\*Cg) = )\01 + )\02

a el emo jtokaszanu ga je (814 02)«(C) = 51.C+ [2.C onaxie caenn ga Baku u (A+pu)C =
AC'+pC'. Jakie, y3 oBako yBeneny onepanujy, Ext(A, B) 3aucra jecte moays. ITokazkumo
Ia Cy y3 OBaKo yBeleHy omepanujy, 3a o : A — Au : B — B, o* u 3, 3ampaso
n xomomopdusmu A-monyna. Ako umamo xomomopduszam « : A — A paxuhe jga je
a*(AC) = Aa*(C). Bancra

a*(AC) = a™'my.C = my.a*C = \a*(C)

Taxobe, 3a xomomopduszam [ : B — B’ Baxn na je f(Ab) = A3(b), omHOCHO Bazku Ja je
mA/B = Bm)n na je

Jlaxje, y3 IpeTXoIHO TBpheme, moKa3aan ¢Mo 1a ¢y o n 5, XoMoMopdu3Mu MOIy.Ia.
JlagJte, YKYIIHO CMO JTOKA3aJ/Id TEeHTPAJIHE PE3YITAT OBOT O/I€/bKA.

Teopema 1. 3a xomymamuenu npcmen ca jedunuyom N, Exty(—, —) je budyrnxmop us
rkamezopuje N-modysa y xamezopujy A-modyaa. On je wosapujarman no dpyzom apey-
MEHMY, a4 KOHMPABAPUJGHMAH N0 NPEOM.

16



IIpumep 4. Heka je A = Z. 3a npoct 6poj p nocMarpajmo Ext(Z,, Z,), onHocHO HE30Be
0—2,—C—Z,—0.Ipyna C uma p? eremenara, na Mopa ouru uin Z,2 uin Z,® Z,.
Mebyrum Ext(Z,,7Z,) = Z,. Ilocmarpajmo nuzose

052,52, %2,-0

Xomomopduzam j he 6uru oxpeljen ciukom jemmuune u Mopa Bazkuru jga w(j(1)) = p.
Hakie, j(1) = mp,1 < m < p — 1. Jacno je ga he, HezaBucuo ox uzbopa m, ciuka Z,
IpH j yBeK OuTH ucTa u jeanaxa noarpymu {0, p, 2p, ..., (p — 1)p}, rpyne Z,2, m3oMopdHO]
ca Z,. Crmuno u k he 6urn oapeheno caukom jegunune u k(1) moxe ga Oyne 6umo xoju
Henysa ejgeMenT y Z,. [Jaxme, moctoju p — 1 moryhnx mpeciankasama j u p — 1 moryhnx
k.Y nacraBky fiemo ux o3Ha4YaBaTH €A j,, U Ky T7€ je 1 (1) = mp, a k,(1) = n. 2ZKeanmo
JIa, BUJIMMO KOjU OJI JATUX HU30Ba cy Melycobno ekBupaJienTHHU. [locMaTpajmo aujarpam

0 7, I hn

P 7 Z p2
| b
ky

0—— 7, 257, 237, ——0

A > 0

[IpeciimkaBame [ je Takohe ompeheHo camkoM jeaunuiie. YKOJIUKO JHjarpaM KOMYTHPA,
W3 JieBe MOJOBHHE Baxku Ja ykoamko je f(1) = z tama je ap = j,(1) = f(Gm(1)) =
f(mp) = mpx y Z,2, onrocHo ma je max = a 'y Z,. V13 necte mojoBuHe AujarpaMa BazKu
naje br = ky(f(1)) = kn(1) = n y Z,, ma MuOXkemeM ca m aobujamo jga je ab=mny Z,,.
O6puyTO, yKomuKO je ab = mny Z, tana je ca f(1) = am™!, rae je m™! myaTunmkaTusan
HHBep3 My 7,2, leduHucalo npeciukapame [ 3a Koje FOP:U JujarpaM KOMyTUpa. 3aucTa
fm(1)) = f(mp) = ap = ja(1) y Z2 w ky(f(1)) = ky(am™") = abm™ = nmm™" = ku(1),
rJie IIPeTHOC/Ie/IHha jeIHAKOCT BaxK1 3aT0 IITO je MyJITUIIMKATUBHU HHBEP3 U3 Z,2 CUI'yPHO
1 MyJATUIVIAKAQTUBHU UHBEP3 Y Z,,.

M3 mperxonnor 3akspydyjemo na Husosn 0 — Z, SN 2y LN Z, - 0n0— 2, SN
2, LN Z, — 0 oapebyjy uctu enement Ext(Z,,7Z,) ako 1 caMo ako BazKu jaa je ab = mn
y Z,. lakye, Kako cy W m n n HenyJa ejeMenTn Z,, nmamo p — 1 moryhux BpesnocTn 3a
mn, ma caMuM THM H p — 1 erxemenara Ext(Z,,Z,) osor obiauka.

Takobe, cBaku HE3 00IHMKA,

052,52,02,—2,—0

ce nena. 3aucra, ako je j(1) = (a,b) raga je 6ap jeman ox a u b pasauunr ox nye. Heka
je 1o, 6e3 rybmmema ommroctu a. Taga a remepume Z, na je csako (m,n) € Z, ® Z,
obamka (ga,gb + r). JeaHOCTpaHN WHBEP3 MpECIUKaBamha j MOXKeMO Ja JedbUHUIEMO ca
j'(qa, gb +r) = q. dakue, cBaku HU3 0OJIHUKA

02,552,062, —2,—0

OpUNaIa KJIacu HeyTpaJa.
YKymuHo, ykbyayjyhu u Heyrpanuu enement, Ext(Z,, Z,) uma p eleMenara, ma Kako
je p mpocr 6poj to he Baxuru Ext(Z,,7,) = Z,.

[Iperxoauu mpuMep HaM MOKa3yje 1a He mocToju bujeximja n3mehy momayaia C' TakBux
na je B nommonyn C' u na je C'/B = A u ckyna Ext(A, B), el nam Ext(A, B) pasnukyje
takBe Mojysie C' He caMo MO BUXOBOj CTPYKTYPHU, HETO U MO HAYUHY HA KOJU Ce MPOjeKTY]y
Ha A, OMHOCHO HAUMHY Ha KOjU je B yTOI/beH Y HHuX.
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ITpumep 5. Heka je 0 — B Lok aso npegcrapauk ejgementa C' A-momysa
Ext(A, B) u A € A uaBeprubuian ckamap. zKemumo ga oapexanmo AC. Kako je A nuBep-
TUOWJIAH, UMaMO Jrjarpam

0 s B j>(] F oA s 0
mx 1 ﬂ
0 sy B2 ok, 4 > 0

KOju KoMyTHpa, ma je 0 — B SN BN RN jeman ox npencrtapauka AC. Taxobhe
KOMYTHpPa W Aujarpam

0 vy B (0t A s 0
[l ]
0 y B—5 C 25 A > 0

na Buaumo ga jeu 0 — B 5 C M A — 0 rakobe jeman on IpeJCcTaBHUKA KJace
AC. Jlakje, MHOXKeme OWJI0 MpecImKaBarma j Wi k HEKUM WHBEPTHOWIHUM CKAJIapPOM,
O/I'OBapa MHOKEIbY TEJIOT HI3a HeroBUM nHBep30oM. Crienujasino, 3a HHBePTHOUTHO A, CBU
AC' nmajy uzomopdHe MOIYIe Ha CPebeM MeCTy Y KPAaTKOM TavuHoM Hu3y. CrenujaJino,
3a A = —1 Baxknu ga je A' = —1 na cy npeacrasanny xiaace —C HU30B1

0—>B_—j>0i>—>A—>O

0-BLcHs A0
IIpumep 6. 3a wnjexktuBan momaya [ Baxku Ext(A, ) = 0. [locmarpajMo KpaTKu Tadam

a3 0 — I 5 C — A — 0. Kako je Mozxys | UHjeKTHBAH H j MOHOMOP(H3AM, TO HMAMO
peleme ¢ aujarpamMa

0 i j>C s A

~
)

3a koju Baxku ij = 1. /laksie cBaku HU3 ce Iena, OJ[HOCHO IIPUII/Ia KJIACH HeyTpaJia, 11a
je Ext(A,I) = 0. Iyauno, ykonauko je P mpojektusan, 3a Kpatak tadan wu3 0 — B —

chpoo IIOCTOJU PeIlerhe Aujarpama
0 > B »y O —E s p
K\
\\\ T:ﬂ
P

ma ce MOHOBO CBU HU30BH IEMajy, 0JHOCHO Baxku Ext(P, B) = 0.

)

ITpumep 7. Axko je A mosbe Tana je cBaku A-MOIy/1, OTHOCHO BEKTOPCKH TPOCTOP HA A,
caobosaH, na u npojekrupan. Jakie, 3a A-momyine A u B Baxku na je Ext(A, B) = 0.

OBo HaM WIyCTpyje 3Ha4Uaj IpcTeHa HaJ KOjuM mocMarpaMo mofysie. Kao mro emo Beh
uspauynam Extz(Z,,Z,) = Z,, 10K je mo nperxoanoMm Extz (Z,,7Z,) = 0.

Y HapeaHoM Jey pasMarpahemo JIpyru, eKBUBaJeHTaH HAYUH 38 YBOherme OBOr (pyHK-
TOpA.
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2.2 IIpojeKTWBHU MOIYJIN

Heka je A A-momyan, rye je A komyrarusau npcren ca jeauuaurnom. [locmarpajmo kparak
tagan 5n3 X : 0 = R 5 P — A — 0, rae je P npojextusan monya. OBaKkaB TadaH HU3
30BEMO TPOjeKTUBHA penpesenTaiuja moayiaa A. Kama na oBaj Hu3 mpumeHuMo (GhyHKTOD
Hom(—, B) nobujamo Hu3

0 — Hom(A,B) - Hom(P,B) - Hom(R, B) — 0.

Cana nedunUIIIEMO mf(A,B) = H,(Hom(X, B)), oaaocHo mf(A,B) HAM je XOMO-
joruja uusza Ha mecry Hom(R, B). U osje hemo, Kao u y UPeTXOJHOM ey, Hajdemilie
m3zoctasbarn A m ncatn camo Ext(A, B).

Y yBoay cmo mokasaan ga 3a gatn A-moayn A mopajy mocrojatn R, P u o u3 gedu-
numje Ext(A, B). Caza Tpeba ma mokazkeMo ja je Moy Ext(A, B) no6po aedunucan,
onnocuo na Hy(Hom (X, B)) ue 3aBucu og uzbopa R, P u a, Kao uu o1 mopdusama n3mel)y
wux. [locmarpajmo napejnu Jiujarpam

X:0 y R s P s A > 0

/

Ky
b L)

X0 s R s P’ s A s 0

IlpeciukaBamwa f u g usmeljy P u P’ nocroje jep cy P u P’ npojekTuBHM MOLYy/IH, a u3MeDy
Ru R’ no tBphemy 1. Ha HapeanoM aujarpamy »KeJIuMo J1a KOHCTPYHIIEMO IPECIUKABAIHA,
koja he ocrBaputu jangacry xomoronujy u3mehy gf u lx.

R—1p—ts4
AV

0 v R p s A s 0

IIpecnukaBame dy : A — P wmopa O6utn TpuBHmjaaHo, 10K he npeciaukaBame gf — 1p
ciukatn Py ker(k) = im(j), ma he u3 npojekruBHOCTH P 1OCTOjaTH NpECTHKABAHE
dy : P — R takBo na jd; = gf — 1p. 3a eqeMenT r € R mmamo qujarpam

/

(9f —1)(r (gf—ﬂ)( (1))

\/

J

T—w()

1a U3 WHjeKTUBHOCTH J ciiean fa je d1j = gf —1g. akse, oBo he Outu Tparkena mnpecinka-
Bama, na crean ga je Hy(Hom (X, B)) = Hy(Hom(X', B)), ognocuo na moxyn Ext(A, B)
jecre 106po AedunmCcan 10 Ha H30MOpDU3AM.

IIpumep 8. 3a npojexkTuBan Moay.1 P Baxku m(P, B) = 0. Baucra, ako je P npojekTuBan
MoyJI, mocroju Tadad Hu3 0 — 0 — P Lpo 0, omakie ciean ga je Ext(P, B) = 0.

Teopema 2. 3a A-modyae A u B easicu da je Ext(A, B) = Ext(A, B).
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Hoxkaz: Heka je C' € Ext(A,B) u meka je 0 - R — P — A — 0 upojextuBHa
pernpesentammja moayaa A. IlocmarpajMo Hapennu aumjarpam

0 s R > P s A s 0
N
0 s B > C s A s 0

[TpecaukaBame f : R — B he 6utu Komuks, omHocHO 100po je nedwunucana [f] €
Ext(A, B). Oso he 6urn camka amza C' € Ext(A, B) npu npeciukapamy ¢ : Ext(4, B) —
Ext(A,B). Hus P : 0 - R — P — A — 0 npumana Ext(A, R) ma je nedunmca-
no f.(P) € Ext(A, B). [ledunumemo mpeciukabame z : Bxt(A, B) — Ext(A, B) ca
2([f]) = f«(P). OBo npeciukaBame he 6utn nuBeps mpecankasama (. [lo pasmarpamnma
u3 nperxognor gena (f + g)«(P) = fo(P) + g«(P), OMHOCHO 2 ce ciazke ca omepanujama y
Ext u Ext. Onasne ciaenn na je ¢ nzomopduzant. O

Ext(—, —) moxkemo gedunncarn u Kao 6udyHkTop. 3a Moaya A MoxeMo n3abparu
KAQHOHCKY IMPOjeKTUBHY penpe3eHTalnjy v Kojoj je Momya P c1obogan MOIyJI FeHepucaH
eqemMenTuMa u3 A, m : P — A camka cBakuM o reHeparopa y camor cebe, a R je kerm.

,
3a Tako jpedunucano X he E_xtX(—, —) 6utu 6ubyHKTOD, & CBAKHU JAPYTH Ext (—,—) he
OUTH BeMy TPUPOIHO eKBuBaeHTaH OudyHKTOp. CBU OBU (hyHKTOPU he OUTH TPUPOTHO
ekBuBasieHTHI OudyHrTOopy Ext(—, —). Beh ¢Mo Bumesn mpeciukaBame Koje ocTBapyje
uzomopduszam uzmelhy opux momysa. To npeciukaBame he OUTH U NPUPOIHA €KBUBAJICH-
nuja, agu hemo g0Ka3 Tora Ha OBOM MECTY H30CTABHTH.

3a dynkrop Hom(—, B) Bazku ja cauka JUPEKTHE CyMe MOJLYJIa, OJHOCHO KOIIPOU3BOJIE
y Kareropuju A-Mojysia, y mpom3Boje MO/yJia, KOju he OWTH W MPOW3BOIN y KATETOPHUjU
A-monyna. Takobhe, TupeKTHA CyMa IPOjeKTUBHUX PeIIPe3eHTalja je IOHOBO IPOjeKTUBHA
penpesenTtanuja. Takohe, XoMoJI0THja MPOU3BOJIA je TPOU3BOI, XoMojtoruja. O1aBiae MozxKe-
MO H3BecTH cjiejeha aBa BaKHa CBOjCTBA

Ext(@D Ai, B) = [ [ Ext(4;, B)
Ext(A, [[ B:) = [ [ Ext(4, By)

IMpumep 9. Heka je A rmasronmeanckn qomen u A € A. Uspauaynajmo Ext(A/AA, B) 3a
cBe A-mogyne B. TTocmarpajMo mpojekTuBHy pesoayiujy Momyaa A/AA

0= A% A= AN =0

Kana na wy npumennmo dyrakrop Hom(—, B) mobujamo uus

(m)#

0 — Hom(A/AA, B) — Hom(A, B) —— Hom(A, B) — 0.

N3 nujarpama

Hom(A, B) o, Hom(A, B)

levl evy

B s B




rie je evy : Hom(A, B) — B eBajiyanuja y jeIuHUIN CJICTH 14 je
Ext(A/AA, B) = coker(my) = B/AB.
Crenujanno 3a B = A/puA nvmanmo
Ext(A/AN, A/p) = (A pA) JAA/ ) = A/ (X, p)A

rie je (A, p) najsehu 3ajequuakn genuiamn A u p. llocneama jeHaKOCT BayKH 3aTO IITO
je MA/pA) = (A, w)A/pA u u3 tpehie Teopeme o wzomopdusmy. Crenujansno y caydajy
Kaja je A = Z nobujamo ga je Ext(Z,,Zy,) = Znm).-

Ako je B = A umamo Ext(A/AA,A) = A/AA. Taxobe, u3 nperxomHux paszmarparma,
Kako je A ciaoboman Momya Haja camuMm cobom, mMamo ga cy Ext(A; A/AAN) u Ext(A, A)
tpusnjaianu. llperxognu pesyararu, sajenno ca Ext(@, A;, B) = [[,Ext(A4;, B), Ham
omoryhasajy ma mspauynamo Ext(A, B) 3a 6mwro koju kKoHawdHo remepucan A-momyn A
u npousBosban A-moys B. Crenpjaino, MoxeMo 1a uspaaynamo Ext(A, B) 3a csaxe jse
KOHAYHO TeHepucane Abemose rpyme.
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3 Teopema o yHuUBep3aJIHUM KoeduIiimjeHTuMAa

Je/iHa 0J1 HAj3HAYAJHUjUX TPUMEHA TPETXOMHUX (DYHKTOPA je Y U3padyHaBaiby KOXOMO-
JIONTKUX T'pYyIa JIAHYACTUX KOMILIEKCa, OJHOCHO TOMOJIONIKUX IIPOCTOPa, Kaja Cy MO3HATe
XoMoJtomiKe rpyte. O ToMe HaM TOBOPH HapeHa TeopeMa.

Teopema 3. (Teopema o ynusepsarnum koeduyujernmuma 3a koromoroeujy) Hexa je A
esnasnoudeancry domen,C A-modys u A caobodan sanvacmu womnaexc N-modyaa. Ilo-
CMOJU NPUPOOAH KPAMAK MA%GH HU3

0 — Ext(H,1(A),C) — H"(A;C) — Hom(H,(A),C) — 0
Osaj nus ce (nenpupodno y A) uena.

Hoxka3z: TTocmarpajmo pesoayrujy 0 — B, (A) <= Z,(A) — H,(A) — 0 moayna H,(A),
rie ¢y Z,(A) u B,(A) nukiaosu, ogaHocHO rpanuiie komiekca A. Kako je xomimieke A
caoboman, Taksu ¢y u Z u B (Z u B cy komiutekcu moayna Z,(A) u B, (A) y3 tpuBujaina
IPAHUYHA TPECTUKABAA), OJHOCHO, OBO je TPOjeKTUBHA penpeseHTaruja Moayaa H, (A).
OBO HAC JIOBOJAM JIO0 TAYHOI HU3A

4#
0 — Hom(H,(A),C) — Hom(Z,(A),C) N Hom(B,(A),C) — Ext(H,(A), B) — 0.
N3 nperxomnor nusa umamo ker zﬁ u coker ig
Kaxko je B,_1(A) ciaoboman, Kao moaMomys ciobogaor Mogayiaa, Hu3z 0 — Z,(A) —
A, = B,_1(A) — 0 ce nena, na je ravan u uu3 0 — Hom(B,,—1(A),C') — Hom(A4,,C) —
Hom(Z,(A),C) — 0 u ou unaykyje ayru Tadan uu3 (rae je B’ HCTH JTaHIaCTH KOMIUIEKC
By kojem cy ungekcu mosehanu 3a 1, onsocuo B, = B, _1).

o HY(Z(A);C) S HY(B'(A); C) — H"(A;C) — H™(Z(A); C) % H™(B/(A);C) — - - -

Kaxko kommiekcn Hom(Z, C') w Hom(B', C') nvajy TpuBujaiae rpaHidHe OepaTope, TO
je H(Z(A);C) = Hom(Z,(A),C) n H"(B'(A); C') = Hom(B,(A), C). IIpecniukapame
0 je 3amIpaBo NpecIUKaBambe ¢, U3 IPETXOMHOr Je/Ia. 3aucTa, IoBe3yjyhin xomomopdusam
JIyTOT TAYHOT HU3A CJIMKA KJIacy KOmukia z y [0/] ca mapemnor mujarpama

laf /
b > a > 0
z

%
it
>

L+

Onasgae he 3ancra Baxkutu b = zﬁ(z) I3 myror tauHor HU3a MMaMO KpaTakK TadaH HU3
0 — coker(i%),_1 — H™(A,C) — ker(i%), — 0
13 KOjer 3aMeHOM pe3yJITaTa U3 HPeTXOMHOT Aea 100HjaMo HHU3

0 — Ext(H,_,(A),C) — H"(A,C) — Hom(H,(A),C) = 0

U3 nenama anza 0 — Z,(A) - A, — B,_1(A) — 0 cieau nemnare HaIer HA3A. O

22



IMocaeauma 1. Y3 mpeTnocTaBke M3 OpeTXodHe TeopeMe, ako je jomr u H,(A) = Akn
c/1060/1aH KOHAYHO TeHepucaH Moy 3a cBe n € Z, onja je H"(A; C) = Hom(H,,(A),C) =
Ckn,

Joxkas: Ykomuxo cy csu H,(A) crnoboamm, To ¢y i mpojekTusHn, ma je Ext(H, _1(A), C)
rpuBrjatan Moys. Oxatie caemu gaje H*(A; C) = Hom(H,(A), C). Kako je Hom(A, C) =
C' u Hom(—, C') npecaukasa aupekTHe cyme Mojy/ia y npoussone Hom(—, C') moxyna, 1o
paxku 1 Hom(H,(A),C) = C*. O

3.1 KoxoMmoJiomniKe rpymne TONOJOHIKUX MpPOoCTopa
Heka je A = Z.

IIpumep 10. M3pauynajmo KOXOMOJIONIKE I'pylie cdepe ca KoeuIujeHTUMa Y POU3BOJb-
HO] AGenoBoj rpynu G.
Kaxko cy xomomorike rpyne cdepe S™ (ca xoedunujentuma 'y Z )

Z, m=0,n

Hm(S") = {0, m#0,n

yBek cji000/He, TO je Ha OCHOBY HocJjejuie 1

{G’7 m=0,n

0, wunHaue

H™(S":G) =

CAuvgHO Kao y MPEeTXOIHOM CAydajy, HOCJeauIy 1 MOYKeMO IMPUMEHHTH W Ha W3pady-
HaBame KoxoMmoJiomkux rpyma CP™ u HP".

H,,(CP") = {g g;e%, k<n

na je H™(CP";G) = {8’?’ H”;;e%, k<n
Comano Hp,(HP™) = {OZ: I:;;glk, kE<n

na je H™(HP"; G) — {OG Hn;;ezlk:, k<n

ITpumep 11. I3padynajMo KOXOMOJOIIKE IpyIle peaJTHor MpOjeKTUBHOr mpocTtopa RP™
ca koedunujeHTnmMa y 7.

Hajupe, mocmaTpajmo caydaj Kaja je n mapHO. XOMOJIONIKe TPYIe PeaTHOT TPOjeKTHB-
HOT TTPOCTOpPA Cy

Z, m=0
H,(RP") =<7y, m<nm=2k—1
0, nHave

u Ext(Zy,7) = Z5, a Hom(Zs, Z) je TpuBujasina. lakie, uMaMo Tadne HH30BE

00— H'(RP",Z)—7 0
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u3 Kojer ciaean ga je HO(RP™, 7) = 7, zatum

0— Zy — H*(RP",Z) — 0 — 0
3a 2 < 2k < n u3 kojer ciequ H**(RP",7) = 7, u

0—0— H*YRP",Z)—0—0

U3 Kojer cJe Iy Jla cy HellapHe KOXOMOJIOIIKe I'pyIlie TPUBUjaTHE.
Y caydajy Kaja je n HellapHO, XOMOJIOIIKe TPYIe cy

Z, m=0,n
H,(RP") =<2y, m<nm=2k—1
0, nHave

a ce O IPeTXOAHOT CIyYaja eBeHTYaaHO pasinKyjy rpyme H™ u H™'!. Ihux pauymnamo
OMONY HHU30Ba
0—-0—H"RP",Z)>Z—0

onaxye crean na je H"(RP",Z) = 7Z u
0—0— H""(RP",Z) - 0—0
omake caequ qa je H"W(RP™, 7Z) rpusujanna.

YKosMKO yMecTo KoedunujeHaTa Z nmocMarpaMo Koedunujenre Z,, rjie je p mpocrt,
p # 2, nobuhemo 1a cy u Ext(H,,(RP"), Z,) rpusujannu ysek, 1ok cy Hom(H,,(RP"),Z,)
rpuBHjasiHu, ocuM Kaja je H,,(RP") = 7, na cy TpuBHjajiHe U CBE KOXOMOJIOIIKE, OCUM
H" u H" xana je n nemapuo (one cy mzomopdue Z,).

IIpumep 12. I3pauynajMo KOXOMOJIOIIKE Dyl PeasHOI IPOjeKTUBHOI 1pocTopa RP™
ca koedunujeHTuMa y Zs.

Paznuka y ogHOCY HA TPETXOMHU MPUMED je TITO OBOT MyTa WMaMO HETPHUBHjaJTHE
Ext(Zs,7Z5) = Zy v Hom(Zy,Z5) = Z5. Jlakie, ako je n mapHO KMaMO HH30Be

0—0— H'(RP",Zy) = Zy — 0
onaxie je HO(RP", Z,) = 7,
0 — Zy — H*(RP",Z3) - 0 — 0
3a 2k < n, omaxye je H**(RP",Z,) 27, u
0—0— H* Y RP",Zy) = Zy — 0

3a 2k — 1 < n, omaknae je u H*"Y(RP" Z,) = 7,.
Kao u 3a mpeTxoaHm mpumMep, y ¢Jaydajy HEMapHOT 1 Pa3/JUKYy]y ce eBeHTyaJHo H" u
H™!. Fbux padyHaMo U3 HH30Ba

0—0— H"(RP",Zy) - Z3 — 0
onakiie je H"(RP",Zy) = 7o u

0—0— H" " (RP",Zy) =0 — 0
onake je H"W(RP", Z,) rpusujanna. YKyIHO 1061jaMo

Zy, m<n
0, HHATE

H™RP™7,) = {
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IIpumep 13. V3padyrajMo KOXOMOJIOIIKEe TPYyIe KOMITAKTHAX OPUjeHTUCAHUX MOBPIIHT Ca
koedunujeatTuma y Abenosoj rpymu G.
Kaxo cy 3a KOMIAKTHY OpUjeHTHCAHY MHOTOCTPYKOCT poga g (M,) xoMosomke rpyme

Z, n=0,2
H,(M,)=<7%, n=1
0, nHaIe
cBe CJIO0O/IHE, TO je HAa OCHOBY MocJieuie 1
G, n=0,2
H"(M,;G)=<G*, n=1
0, nHade

ITpumep 14. 3pauynajMo KOXOMOJIONIKE T'PYTe KOMIAKTHAX HEOPUJEHTUCAHUX TTOBPIITH
ca koedunujeHTMa y Z.

OBaj caydaj ce pasjmKyje o MPEeTXOMHOT jep XOMOJIONIKe I'pylie HeOPHjeHTHCAHEe IO~
spiu poga h (Ny)

7, n=0
Hn(Nh> = 7M1 P 2o, n=1
0, nHaYe

nucy sumre ciaobomne. Kaxo je Ext(Z' ' @ Zy,7) = 7y u Hom(Z" ' © 7,,7) = 7" 1o
MMaMO HU30Be
00— H'(Ny;Z)—-Z""=0

u3 xojer je H'(Ny;Z) 27" 1 u
0—Zy— H*(Ny;Z) -0 —0

u3 kojer je H?(Ny;Z) = 75, nox je jacno ja je HO(Ny;Z) = 7, xao u jia cy cse ocraJe
KOXOMOJIOIIIKE I'PyIie TPUBHUjAJIHE.

3a pa3/uKy of IPeTXOIHOr IpuMepa, Y KojeM HaM IIpesa3ak Ha Koedunujenre y 7,
HUje TIPeJICTaB/ba0 BEJUKY ITPOMEHY, OBJle heMo nMaTu 3Hadajuujy pasauky. Hajupe, yko-
JMKo uMamMo koedburujente y Z,,p # 2, taga je Ext(Z"~! @ Z,,7,) rpusnjanua, na he
nonoBo Baxkutu H"(Ny; Z,) = Hom(H,(Ny), Z,). Haxie

Z,, n=0
H"(Np; Z,) =< Z)7', n=1
0, nHade

YV caydajy Kaja umamo Koedunujente Zo, Ext(Z' @ Zy,7,) = 75 u Hom(Z" 1 @
Zy,75) = 7% na nmamo

ZQ, n = 0, 2
H"(Ny;Zy) =78, n=1
0, nHave
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4 ®PynkrTop Ext”

4.1 Tayaum HU30BU

Heka je A koMyTaTwBaH NpCTEH Ca jeIMHUAIIOM. Y MPETXO/HO] IVIABU CMO JAeDUHUCATN
dyukTop Ext mpeko ki1aca KpaTKuX TavyHUX HH30Ba. OBO MOYKEMO YONIITUTH HA HU30BE
POU3BOJbHE IYKUHE, OJHOCHO HA TadHe HU30Be A-Mojyra o0IuKa

0—-B—-C,—---—C;—>A—=0.
Hedunaumnuja 8. Taune Huzope 0O/JIMKA
0—-B—->C,—---—C;—>A—=0

Ha3UBaMO N-1MoCcmpyrum patiuperbem MOJYJla B MOJIYJIOM A.

Penanuja kojy cMo yBesiu NpuIuKoM Jedunucama Ext y oBom ciay4dajy je nedunucana
TaKO JIa CY J/IBa eJeMeHTa y peJialliji aKo MOCToje XOMOMOPMU3MH «v; TAKBY J1a HAPETHU
JyjarpaM KOMYyTHUPa

0 > B > C) > > O y A > 0
| L .
0 » B > C), SRR > C] > A > 0

Kao n y nperxojHoM ciy4dajy, oBa pesarnuja je pedeKCHBHA U TPAH3UTHBHA, aJl Y OBOM
caydajy HUje CUMeTpHdYHa, jep NpecanKaBama «; He Mopajy OnTu m3oMopdusMm. 3aTo
YBOJIMMO HOBY pesallfjy, Kao Hajy:Ky peJalli]y eKBUBaJeHIHje KOja CaIpKu JaTy pesa-
nujy.

Ckym CcBUX N-TOCTPYKHX palluperma Mojayiaa B mMomysiom A, mocedeHn 10 HABEICHO]
penanuju je ckyn Ext"(A, B).
Ba a: A" — A nedunnmenmo o : Ext"(A, B) — Ext"(A’, B) koje Kiacu parnmipema
02B—oCho- 0505 A0
JoJieJbyje KJaacy paliupemna

0B —=Cho GBS a0

rie cy Fq u k' onpehenn nyiabekom pujarpama

u j' je jemuHCTBEHO MpecnkaBame u3 Cy v F Koje permasa aujarpam. TaqHocT Ha MecTHMA
FEyu A’ ce nokasyje motmyHo ananorto caydajy n = 1. Ca aujarpama cieau ja je ker j' <
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ker j. Ykomuko je [ : C3 — Co rpaHUYHO IpecIUKaBarbe, Taja je j'l pelieme aujarpaMa

na Baxku ja je j'l = 0, ognocuo aa je iml < kerj’, a seh cmo yrBpauan ja je ker j’ <
ker j = iml, na je iml = kerj’. Jlakne nu3

0B Cho G B A 50

jecte TayaH. Moxe ce IOKa3aTH Jia je OBO IIpec/MKaBambe T100po jeduHucaHo, OJIHOCHO
Jla HU30B€ KOJU Cy y UCTO] KJIACU €KBHUBAJIEHIIM]je CJUKA Yy HU30BE KOJU Cy y UCTOj KJach
eKBHUBaJICHIM]e, ajn heMO Ha OBOM MECTy Taj JIOKa3 W30CTABUTH.

AnanorHo, 3a npecankapame 3 : B — B’ aedunuiemo npecinkaBame [, : Ext"(A, B) —
Ext"(A, B") koje kiracy parmperba

0BLC, 50— 50 —>A>0

CJINKA y KJIACy pallupermna

0B LB No s A0

riue cy E, u j onpehenn mymayrom maujarpama

a k' jennucTBeno npecankaBame 3 F, y C,_1 Koje periaBa gujarpaM. TaqHOCT Ha MECTHMA,
E, nu B’ ce nokasyje anajorto ciaydajy n = 1. Ca amjarpama je imk’ > imk. Axko je
[:C,_1— C,_5 rpanndnn xoMoMopdu3saM, Tana je [k’ pememe nujarpama

na je [k = 0 ognocno im &’ < ker [ mro nac y3 im k&’ > im k = ker [ goBoau g0 im k' = ker [.
Hakne Hu3
-/ kl
0B LE SC1—-—C—-A=0
jecre Tavyan. Ul 3a 0BO Ipec/iMKaBaimbe ce MOXKe IMOKa3aTh Ja je J00po JedUHUCAHO, O/I-

HOCHO Jla palliupelma W3 HUCTe KJace CJIWKa y pallupema w3 ucte Kiaace. M osaj mokas
M30CTaBHAMO.
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Heka je C' n-TocTpyKo paliupemne
0—-B—->C,—---—C,—>A—=0

na: A — A xomomopdusam. Ilocmarpajmo aujarpaM, 3a KOju BaxKH Ja je CBaKH O
ag, k <1, nobujen myjidoekom xoMmoMopduzama a_1, TJe je g = Q.

> > Ciiq S Ci > C > > 11’ > 0
b y Cia > C; b y A > 0

Ca aumjarpama Buaumo ja he pammmperma C”
0+B—->C,— - —>C1—>Cl—---=>C—>A—=0

uC”
0-B—-C,—--—C,,—»Cl—--—Cl—-A—=0

OUTH y pesaluju, OJHOCHO N1a Cy MPEeJCTABHUIIM UCTe KJace. 3aucCTa, MOCTOjU JIAHIACTO
HpEeC/IMKaBambe Koje je MJACHTUYKO Ha CBUM MecTuMa ocuM ¢ + 1, a na mecry ¢ + 1 je h :
Ciy1 — C},, ca amjarpama. Unnykrusno, n pamupese Cy je npeicrasunk kiaace o*(C),
W MOXKeMO KOHcTpyucaru paruperhe C', Koje je npeacrapauk kiaace o(C) u JaH9acTO
upecaukapame o : C' — C TakBo jna je cBakKM KBaJpar IyJabek aumjarpama. JlyasHo,
3a mato § : B — B’ moxkemo nampasutu npeicrasanka C” knace f,(C) u tandacto
upecaukKaBame [ TaKBO J1a je CBAKM KBaJApaT IyIIayT JujarpaMa.
Jla/be yKOTMKO nMaMO OMJIO KOjU KOMYTaTUBaH JUjarpam

-

~
~N

0 » B > O, > C] > A > 0

| )

0 y B > C), > O > A > 0

Barkuhe & je TOpIbe pallluperhe MPeJICTABHUK CJIMKe KJace HU3a JOHEer palluperba MpH
. 3aucTa, U3 TOPHET HA3a MOXKEMO HHAYKTHBHO KOHCTPYHCATH JAHIACTO IPECIUKBAE
y npejcraBauka kjace «(C) KOju ¢MO IPETXOJHO KOHCTPYHCAJU, & y KOjeM je CBaKu
KBa/ipaT nysibek. /lyaano, 3a cBakKM KOMYTAaTUBAH Jujarpam

0 s B > C, s O s A > 0
lﬁ lﬂn l& H
0 » B > C), » > C] > A > 0

Baxkuhe Jia je J0me palnuperhe MpeJcTaBHUK CJIUKe KJIace TOPIer paliupema npu f,.

Onepatujy Ha 0BOM CKyIly MOKeMO JeduHucarn cjimaHo Kao u 3a Ext. 3a ase kiace
Xy u Xy u3 Ext" (A, B) nedunniemo muxos 36up X+ Xs ka0 0p.d% (X1 Xs) rae je X1 @
Xy € Ext"(A® A, B® B) iaca Hu3a 100ujeHa TUPEKTHAM CyMHUDambeM oArobapajyhux
MojyIa, a op u d4 cy gedunucanu ucto kao u ko Ext. MHOkKeme ckamapoM, 3a cKaaap
A u kiracy X takofje gedunumemo ca A - X = (my)«(X), rae je monoso my : B — B
MHOZKeThe CKaJdapoM v B.
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[Ipu nperxonno medpuHUCAHOM cabupalby, 3a cjaydajeBe Kaja je n > 1 meyrpas he
OWTH KJaca HU3a

Co: 0sBL5Bos0o.---s0-2A5 420

JO0K je muBep3 Kiace X, mcro kao u koi Ext, (—1pg).(X). OBo ce mokasyje aHAJOTHO
caydajy Ext. Iujarpam

~
v

0 s B j\Cn s Chq s (o s () LI s 0

[ N S

0 s B -1 B s 0 s 0 sy AL v A s 0

—
S

KoMyTupa, mro jgokasyje ja je Cop = 0,(C). AHaJOrHO OCTATKY J0Ka3a y IPETXO/HO]
rJIaBU JI0JIa3UMO J10 caejehe Teopeme

Teopema 4. 3a xomymamusnu npemen ca jedunuuom A, 3a cearo n € N, Ext™(—, —)
je bugynrmop u3 xamezopuje A-modysa y xamezopujy A-modyaa, Konmpasapujarmar no
NPEOM aAP2YMEHMY, G KOBAPUJAHMAH 10 OPY2OM.

U3 nedunnnmje Ext™(—, —) u qedbunnimje onepanuja Ha meMy jacHoO je Ja BaxKu J1a je
Ext!(—, —) ncro mro n Ext(—, —). Jakme, 6udbynkrop Ext™(—, —) 3aicTa jecTe yommreme
oucdyukropa Ext(—, —).

[Moematpajmo C € Ext™(A, K) uw C' € Ext™ (K, B). Hapeauu nujarpam

C:0 > K j>Cn+---+C’1 > A > 0

"0 » B y Ol 5 O —F 5 K > 0

HaMm oMoryhasa Jia jiepuHHIITeMO KOMIIO3HUIIH]Y
o: Ext™(K, B) x Ext"(A, K) — Ext™"(4, B)
rie je C' o C kiaca Hu3a

O—>B—>O{n—>---%(J{i()n—w--%(]l—mﬁl—m

jk

Cn—> > (4 > A

e}

0 > B >D;L+-~-+D’ 3 Dy > A > 0

Ca nperxogHor JujarpamMa BUIAMO Ja je o 100po AedHUHUCAHO, OJHOCHO Ja YKOJIUKO I0-
croje v : C'— Dud : C' — D' raga nocroju u upecaukasame u3 C'oC'y D' o D, onHoCHO
wuMa oapehena kiaca je ucra. Moxke ce jJoka3aTu ¥ Ja 3a JaTy KOMITO3UIIN]Y BaXKh 12
je mucTpubyTuBHA mpema cabupamy, ogHocHo 3a C' € Ext™ (K, B) u C,Csy € Ext™(A, K)
BaKN

C/O(Cl+02)20/001+0/002.
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IIpumep 15. YV mperxognoM pasmarpamy cMmo gedbunncann Ext"(—, —) 3a cee n € N.
VKoImKO 6HCMO Ha CIMYal Hauwh npobamu ga medummmemo Ext’(A, B), nobumm Gucyo
o3 0 - B — A — 0 u3 kojer ciean ga cy A u B uzomopduu. Jlakie, 3a 1pou3BO/b-
HO A u B He M0xkeMO Tako nepWHHCATH ExtO(A, B). Mebhyrum, moxkemo gedunncarn
E°(A) kao ckyn nuzosa obimka 0 — A — A — 0. Cpeamu xomomopduzam Mopa GuTh
uzomopduszam. Jlakie, opo ie 6uTu mcro mTo u Moay 1 ayroMopdmsama Moayia A.
CauvHo, BUJEIN CMO J1a KOMIIO3UIIHja IBa Hu3a Hehe yBek outn nedpunucana. MehyTum,
YKOJIMKO T1ocMaTpamo camo mojyie Ext™ (A, A), MoxkeMo KOMIIOHOBaTH OUJIO KOja JBA €J1e-
MeHTa 13 6110 Koja nBa Ext™(A, A). Jedunumenmo E™(A) = Ext™(A, A). lampe, yKOJIHKO
umamo ejiement E € E°(A) koju oxrosapa 1 € Aut(A), taga 3a ceako C' € E"(A) Baxu

CoE=FEoC=C

Hakme, E*(A) je MOHOHJ Yy OJHOCY Ha OIepaIijy KOMIo3uinje Hn3osa. Kao mro cmo Beh
BUJIEJIH, KOMIIO3UIIKja je aucTpubyTuBHa mpeMa cabupamwy y E"(A), na je E*(A) jenna
rpaayucana A-aarebpa.

IIpumep 16. Ykoauko je [ mujektumBan momys, Baxn Ext"(A,I) = 0. ITocmarpajmo
aujarpam
0 y I —1 5 T > 0 > 0 y A —1 5 A > 0
T ] [
0 s 1 > C, y Crmg —— - - s O s O F oA > 0

[IpecimkaBambe ¢ mocToju 3aTo mTo je Moy I nnjektuan. OaBie BUIUMO Jia je CBAKH
HU3 y pesanuju ca HeyTpaaoM, ogHocHo Ext™ (A, I) = 0. OBume cMo JoKas3ain TBpherbe
3an > 2, 10K je 3a n = 1 TBpheme Beh jmokazano.

4.2 TIIpojekTuBHE pe30JIyliuje

Kao yonmreme pazmarpama U3 IpBe TJIaBe MOYXKEMO YMecTO Hu30Ba obauka 0 — R —
P — A — 0 mocMaTpaTu HUA3, OJIHOCHO MPOJEeKTUBHY PE30JIYIIU]y, TPOU3BOJbHE Iy KUHE

X:0-R—-P,1—-—>P—>A—=0

Axko je

X:0-R—-P,_1—>---—>F—>0
nebunmnmenmo Bxt (A, B) := H,(Hom(X;B)). 3a cee n € N HaM je CBejeHO KOjH O
au3oBa X u X' mocMaTrpamMo, OZHOCHO KOjeM OJ OBa IBa HHU3a PAYyHAMO KOXOMOJIOTH]Y,
Tako /1a heMo "gecTo mocMaTpaTd ¥ KOXOMOJIOTHjY IPBOT HU3a

0O=R—->PFP, 41— —=>F—>A—=0

Hajupe Tpeba ja JokaxKeMo Jla 3a JiBe pa3juduTe npojeKruBHe pesosyuuje Xi u X,
momyna A saxxu H"(X,, B) =2 H"(X,, B). [IpeciukaBame «; Ha qujarpamy

0 > R > P! > Pl > - > A > 0
I
:ai lai71 H
3

0 > R 5 > P > Py > A > 0
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MIOCTOjH, YKOJIUKO je MeHHUCAHO TPECTUKABAIbE (v;_1, 3aTO mITo je P/ mpojektusan. Mu-
nykiujoM, nocrojahe mangacro « : P' — P, a amanorno u § : P — P’. IloHOBO KeJnMo
3 UHAYKTUBHO KOHCTPYHUIIEMO JIAHIACTY XOMOTOIH]Y

0 —— R »- ->R+1 s P13 A——0
/ laZV lazlﬁzl]l
L/ ’L+1
0 —— R +- ->R+1 > Py »o» A—— 0

OJTHOCHO npecaukaBame d;.1. Heka je p € P;. l[locmaTpajMo Hapeaau nmjarpam

D J y Op b i > 0
/ I di—1
dl<(5p) === ai,lﬁi,l — ]1(5]9) 0

Opnaspe ce p u npu 0d;0 u upu d(o;3; — 1) ciuka y ucru eeMeHt, na ce npu d;0 —
(i B;—1) ciuka y ker § ompmocuo im 0. Kaxko je P; mpojektusan, To noctoju d; 1 : Py — Py
o . . - N .
Koje ocTBapyje Jandacty xomoronujy. lakre, Ext (A, B) jecte no6po medbununcan 1o Ha
uzomopduzam. Y ciaydajy kaga je n = 1 u3 jgedunuimje BUIAMO Ja je ml(A, B) =
Ext(A, B)

IIpumep 17. Kao n y caydajy n = 1, 3a npojekTuBaH Moay1 P Baxku jga je 3a n € N
Ext (P, B) = 0, nornoBo 360r miza 0 50— -+ — P2 P — 0,

Teopema 5. 3a xomymamuenu npemen ca jedunuyom N, 3a cearxo n € N Ext (A, B) je
usomopganr ca Ext" (A, B). 3an =0 mO(A, B) je uzomopgpar ca Hom(A, B).

Jlokas: YKoJIMKO uMaMo MOJTyT A, ’beroBa npojektupHa pe3osyruja ay:xuue 0 he outn
o3 0 - A - A — 0. Jlakne, kaga va 0 - A — 0 npumenumo dyuakrop Hom(—, B)
mobujamo au3 0 — Hom (A, B) — 0 KojeM padyHAMO XOMOJIOTH]Y HA CPEIHEM MECTY, KOja
je ounrnenro wzomopdua Hom(A, B). dake, mO(A, B) = Hom(A, B).

CoTraHO Kao U y cIydajy n = 1 nokasyjemo 1a cy Ext™(A, B) u Ext' (A, B) usoMopd-
nu. I[locmarpajmo jujarpam

X:0 >y R > P,_1 > > Py > A > 0
b b
C:0 > B > Ch_1 > O > A > 0

[IpecaukaBame f : R — B je konuk, na je m106po nedunucana knaca [f] € H"(X; B).
Hedunumiemo npecimkasame £ @ Ext"(A, B) — M”(A B) koje xnacy C' mpecaukaBa y
[f]. Koncrpyknuja uaBepsHOr mpecinkasama z : Ext (A, B) — Ext™(A, B) je normymo
aHAJIOrHA KOHCTPpYKuImuju y caydajy n = 1. Jakne, Ext' (A, B) u Ext"(A, B) cy usomopd-

HU. O
Comano kao u y caydajy n = 1 u3 cBojecraba Hom(—, —), H"™ u OpOjeKTHBHUX DPe30-
JYIHja MOYKEMO 3aK/byIuTH j1a Ext"(—, —) 1m0 IpBOM apryMeHTy CJIuKa JUPEKTHE CyMe Y

MPOW3BO/Ie, a IO JIPYTOM ITPOU3BOJIE ¥ TTPOU3BOJIE.
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Ykonuko gedunuireMo 1a je au3 X' u3 peduHUInje KaHOHCKG TPOJeKTHBHA PE30JIy-

IHja OJHOCHO Ja je P; cjiobogaH MOMY/ TeHephcaH eleMeHTuMa P, m Ja ce CBaKH Of
. - N

TUX reHeparopa ciuka y cebe npu nopesyjyhem xomomopdusmy, taga he Ext (A, B) =
H™(X,B) 6uru u 106po nedunncan 6udyHKTOp. YKOINKO PUKCHPAMO OHIO KOjy JDY-
ry npojektuBHy X| pesosynmjy 3a cBaku A-momyn A nobmjamMo HeKW HOBH (hyHKTOD
Ext ,(A, B) = H"(X3, B) koju je mpuposHo ekBuBajenTan ca Ext . /Tokase oBux TBpherba
hemo Ha OBOM MeECTy M30CTABHUTH.

ITpumep 18. Axko je A rmaBronmeascku gomen u A u B A monynu, ouna je Ext" (A, B) =0
3an > 2. 3ancra A = P/R, rue cy monyan P u R cioboaau (Ta caMuM THM U TTIPOjEeKTHB-
uu). /lakie, umamo npojektusny pesosyuujy X : - -0 —=> P =R —> B =P - A — 0,
Y m0j cy cBe rpyne P, n > 2 rpuBujane, ma he u oaroapajyhe KOXOMOJOIIKe IPyTie OUTU
TpUBHjaJHe, ojaKje ciaean Tepheme. Crenujaano, cBaka AbesoBa rpyna A, mocmarpana
Kao MOJIYJI Ha Z WMa TPUBHjAJTHA BUIIIA PAIIHPEIHA.

Hapeauu npumep ce Mozke Halim y [1].

IIpumep 19. Heka cy m u n npupoanu 6pojeBu. ['pyny Z, M0KeMO IOCMATPaTH Kao
MOy HAT Z . IlocMaTpajmo HU3

oo 3 Lo = Zon = Lo — L — Zy — 0

rje je m npojeknuja Z,,, Ha Z, 3amara peaykKnujom mno moayay n. OBo he 6utu ciaodboana
pesoaynuja Z,,,-Mojyia Z,, 1a caMuM TUM U 1pojekTuBHa. Kaja 3a nupousBosbad Z,,,-
Moy G upumenumo Hom(—, G) Ha oBaj HU3, u 0A6AIMMO HPBH WIAH, 100UjAMO HU3

005056065 G—---

u3 Kojer gobujamo cee Ext"(Z,,G). Cnenujaano Heka je m = n = p 3a HEKH NPOCT P U
G = Z,. Tana mmamo Hu3 Z,2-MOIyIa

0—2,%7,%2,%7,— -

OlaKJIe PadyHaMO
Ext"(Z,,2,) = Z,

3a ceako n > 0.

U3 oBor, n u3 mperxogHUX HpuMepa, BuauMo ga Ext)(Z,,Z,) y 3aBucnoctn ox mp-
creHa A Moxke na OyJie M TPHBHjAJHO 3a CBe n, Kaja je A = 7Z,, 1 HETPUBUjATHO CAMO
y muMmensujama n < 1, kaga je A = 7, 0 HETPUBHjaJHO y CBUM JIUMEH3HWjaMa, Kaa je

AN=17,.
Hapeguu npumep ce Mozke Halim y [5].

Ipumep 20. Hexka je F nowe, A = Flx,y]/(2° zy) u M = A/x>A monyn max npcrenom
A. TlocmaTpajMo TPOjeKTUBHY PE30IYIIH]Y

[m3y0
2
3

0 0 =z

[y

S A A2 s A A M0
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u theHy cauky npu Hom(—, M)

ow O
8 O O

Yy
Ha mecry M? umamo uuks [22,0]. Ykoauko je oBo u rpanuna, nocroju p € M Takso
na je [22,0] = [2%p,yp] omnocno ma je yp = 2?(1 — p) = 0. OBo 3HauM Ja je p = xq 1

p = xr +ys + 1 mTo je nemoryhe. Takie, Koxomosoruja Ha MecTy M? je HeTpuBHjaIHa,
OJTHOCHO mg(M, M) # 0.

0—-M—M-—M s M? s M? — - -
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5 MWN3Benenn pyHKTOP

N3 nperxomnor pasmarpama, BUAUMO Ja MOCTOju ojapehena Besa usmely dpyHKTOpa
Ext™ u ¢pyukropa Hom. Ogaj omroc moxkemo mocmarparu y Behoj ommroctu. Heka je T’
aIMTHBAH KOHTpaBapujanTan GhyHKTOp U3 Kareropuje A-momysia y kareropujy A-moyiia.
Axko je A monyn u X' meroba KaHOHCKA IPOjEKTHUBHA PE30JIYIHja, OJHOCHO TayaH HH3
A-momyna

X:..-oP = -=>P 2P —>A-0

TaKaB Jia Cy CBU P; MPOjeKTUBHU U
X:w-=FP, = =P —=>F—=0

npebunumenmo au3 dynkropa R'T(A) = H™(TX). Caudno Kao W y OPETXOIHOj IJIABH,
MOYKEMO, YMECTO KAHOHCKE IIPOjeKTUBHE pPe30ayiuje, 3a cBaku A-moaynr A dbukcuparn He-
Ky IIPOJeKTUBHY pe3osiynujy u qobuhemo neku npupoano ekpuBaientan pyuxrop. 1 ose,
Kao W y MPEeTXOJIHO] TJIaBU, 3a CBe caydajeBe n > (0 HaAM je cBejejiHO JIa AW TOCMaTpPaMO
au3 X win X', na liemo u oBjie 4ecTo KOPUCTUTH HU3

X:w5P = >P—>P—>A—>0
2Kenumo na pokazkeMo ja je R™IT dbyunkrop. Hajupe Tpeba na nedpunuimemo
o« R"T(A) — R"T'(A")

3a xomomopduszam « : A — A. Ba xomomopduzam o uMaMo Jujarpam

X > P, > Py > A > 0
MT “T o
X' > P > P > A > 0

OJIHOCHO JIAHYACTO TIpeciaukaBambe 7. OHO HHIYKYje KOJAHJIACTO IIPECIuKaBambe u3Mehy
TP u TP, koje najbe MHAYKYyje npecaukaBame o : R'"T(A) — R"T(A’). Ykomuko je
 WIEHTHYKH XoMoMopduszaM, TakKBo e OUTH U JaHYACTO MPECAHKaBambe 7, IMa H «oF.
Taxobhe, ako umamo JBa XOMOMOpPU3MA (] U (g M HUMA UHJIYKOBAHA JIAHYACTA M1 U T
U T HHIYKOBAHO Ca (j(vp BaKuhe Ja Cy T U T Ty JaHdacTo XoMmoronHu, na he T'(m) n
T(m9)T(71) WHIYKOBATH MCTO TpecanKaBame y xomoaoruju, na R"T jecre dynkrop.
OBJIE Ce MOKe JIoKa3aTu ja je pyarTop R™T 1obpo jeduHucaH, OIHOCHO Ja He 3aBUCH O]
n360pa JAHYACTUX TTPECTUKABAIHA.

Hedunnunmnuja 9. Heka je T kourpasapujantan byuakTop. @Pyukrop R™I je n-mu decnu
ussedenu pyrxmop pyuxropa 1.

Jecun usBenenu GpyHKTop MOkeMmo JeduHUCATH U 3a KoBapujantue ¢gyurrope. [lo-
cMaTpajMo 1mojaM JyasaH MmojMy HMpPOjeKTUBHE Pe30JIyInje, HHjeKTHBHY Pe30JIyIn]jy. Y KO-
JIMKO je Hu3 Y’ KaHOHCKa MHjeKTUBHA Pe30JIyluja Moayaa A, OIHOCHO

Y 0A—>IThy—--—1,—- -
r7e cy CBU [; MHjeKTUBHU MOJYJIH, a

Y 0—-Iy—--—1L,— -
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taja 3a KoBapujantad dbyuakrop T aedunumemo RT(A) = H"(TY'). 3a paznuky ox npo-
JEKTUBHHUX Pe30JIyIHja, [0 caJa HUCMO JedUHUCAIN KAHOHCKY WHJeKTHBHY PE30JIVIIN]Y.
OBo je HemTo KOMIJIEKCHIje TUTame 01 JeUHNCAba KAHOHCKE IIPOJeKTHBHE PE30JIyIIT]e.
Osnie Moxkemo, 3a cBaku A-moayn A, ma pukcupaMo HEKY WHjeKTUBHY Pe30JIyIU]y U 11a
By HaJIa/be CMaTPaMO 3a KaHOHCKY. CJANYHO Ka0 W KOJI ITPOjeKTUBHUX Pe30JIyInja, n30op
OMJI0 Koje Jpyre MHjeKTHBHE PE30JIVIHje Jaje IMPUPOJIHO eKBHBajeHTHe dbyHKTOpe. [ly-
aJlHO, KAao y CJIydYajy 3a KOHTpaBapujaHTHe (DyHKTOpe, 3a XomoMopdmuzam « : A — A’
JeUHATIEMO B (v, Kao IpecaukaBarbe nupaykopano gandacrum 1(i) : T(A) — T(A'), rae
je 1 JaHYacTo TaKBO Ja AWjarpam

Y:0 > A y Iq > 1,

T

Y0 —s A —— I

g

~

>

koMyTupa. OBaKBO ¢ MOCTOJU U oJipeheHo je 10 Ha JaHIACTY XOMOTONHU]Y, KA0 Uy CAyIajy
MPOjeKTUBHE Pe30JIyIHje.

Taxohe nedunuiremo u aeBe u3BeeHe (pyHKTOPE, OBOT IIyTa IIOMONY n-Te XOMOJIOIIKE
rpyte. 3a kopapujauran pyukrop 1" necdbunuinemo L,T(A) = H,(TX) rue je X kaHoHCka
NpojeKTUBHA pe3osynuja A, 10K 3a KoHTpaBapujanTHe dhyHkTOpe Hedunumemo L,T(A) =
H,(TY) rnue je Y KaHOHCKa WHjeKTHBHA PE30JIyIMja MOIyIa A.

Kaxko cy ussenenn dyukropu nedbunucanu noMohy (K0)XOMOJOIMKHX TpyIa, unMaliemo
U JIyTU TadaH HU3 33 U3BeJeHe (PYHKTOPE.

J k . .
JIema 3. 3a xparak tagan an3 0 - A’ = A — A” — 0. Tlocroje nujekTuBHn Moayn I7,
Iy u I] n uujekTuBHA MpecauKaBama ', i u i’ TakBa Ja aujarpam

-

0 N U Ny R NV s 0

SRR

0 > 1] > I Iy > 0

~

g

KOMYTHDA.

Hoxaz: Moaynu A’ u A” mory na ce yrome y neke unjektusue moayse [ u I peaom.
Heka cy ¢ u i" ta yramama. ledunmemo [} = I1 @ I7. OBaj Moay1 je HOHOBO WHjeKTHBAH
Kao MPOM3BOJ WHjeKTUBHUX MOjy/a. zKeanmo jga meduHuIeMo mpeciuKkaBame i @ A —
I{ & I rakBo ga amjarpam

0 > A T A LNy > 0
AN
0 y I s el =1 > 0

e je i; yraname y j-y KoOOpAuHaTYy, & 7; IpojeKIija Ha j-y KoopauHaTy. XoMoMopduszam
im1 JepUHUIIEMO Kao IPOIIAPEe IPEecJuKaBamba i’ y 0JHOCY Ha MOHOMOP(H3AM j, a 7y
kao i"k. OBume je nedpunucan u xomomopdusam i. Jlecau KBaaparu 0UUrIeHO KOMYTHPA.
JleBu KBajpaT KOMyTHDA, jep 3a o’ € A’ Baxu jaje i(j(d’)) = (iV(d'),i"kj(d’)) = (i'(a),0),
3aTO MITO je KOMIO3UNKja kj TPUBHjATHA. O
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W3 mperxojane JiemMe, KaKO CY BepTHKAJIHA HPECINKaBarba WHjJeKTUBHA, [0 3MH]jCKO]
JeMH ToCTOju KpaTak tadan Hu3 0 — coker(i’) — coker(i) — coker(:”) — 0. Ilo nemu,
nocroje I, I, u I} rakBu na jujarpam

0 —— coker(i) —— coker(i) —— coker(i") —— 0

! ! !

0 > I > 1o > 1)) > 0

na he komyTupaTu u aujarpam

0 > Al > A > A” > 0
1

0 > I > Iy > 1Y > 0
I

0 > 1 > 1o > 1) > 0

WuaykTusHo, gobujamo uHjekTuBHe pesoayumje Y'Y u Y monyna A', A u A” penowm.
Wmamo u kparak tadan un3 0 — Y’ — Y — Y"” — 0. Cpaku ox uuzosa 0 — I! — [; —
I' 2 0cenenanaheun 0 = TY - TY - TY"” — 0 6urn kparak Tadan HU3 33 CBAKU
koBapujarTan ¢Gpyakrop 7. OBO HAC AOBOIH /10 JYTOT TAYHOT HU3A

oo RIT(AY) 225 ROT(AY) — RMT(A) — RMT(AY) 2% RAIT(A) = - -

OBo je 6uo npsu ayru Tavan Hu3. JIpyrn pobmjamo u3 musa gyuxropa 0 — T
T 5 T" =0, tnecy T', T u T" xoBapujautau ¢byukropu. Hajupe tpeba na nedunumemo
IIITa YOIIITe 3HAYH Ja je HU3 MpeTXoqHor obyanKa Tadan. KaxkeMo 1a je maTw HH3 TadaH

. . T T
Ha MPOjJeKTUBHUM MOJAYJIUMa YKOIUKO je #Hu3 0 — T'P — TP — T"P — 0 Ttauan 3a
cBe mpojeKTuBHE Momyae P. Anamorno medunumemo na je Hu3 GpYHKTOpa TadaH Ha WH-

JeKTHBHUM MOJY/IMMa, ako je au3 0 — 171 o1 I 7T = 0 rauan 3a craxu MHjeKTHBAH
Moyt I.

[TocmaTpajmMo Moayn A U HEroBy MHjEKTHBHY pe30JyNujy Y. YKOJUKO UMaMO HH3
dbyHKTOpa TavaH HA WHjEeKTUBHUM MOJIYJIAMA, UMaMo u Tadad Hu3 0 — 7Y — TY —
T"Y — 0, Koju y KOXOMOJIOTHjU WHJAYKYyje ayru Tadan Hu3. Jlakje 3a HU3 DyHKTOpA

, T T " L. .
0 =T — T — T" — 0 Koju Je TadaH Ha WHJeKTUBHUM MOJIYJINMA, 38 IPOU3BOJHAH
MOy A UMaMO IyTHW TadaH HU3

o RTIT(A) 27 RT(A) — RPT(A) — RPT(A) 2% RT(A) = -

Koncrpykiujy anajgorny oBoj HMaMoO 3a CBe BPCTe U3BeJIeHHX (PYHKTOpPaA, OTHOCHO U
3a JIeBe U 3a JieCHe u3BelleHe (DYHKTOPe, KAKO KOBaPHjaHTHUX, TAKO W KOHTPABAPU]JAHTHHUX
dyukropa. Taunu HU30BU JleCHUX U3BeIeHUX (DYHKTOPA KOHTPAaBapujaHTHUX (DYHKTOPA U
JIEBUX U3BeJieHnX pyHKTOpa KoBapujauTHux pynkropa he ouru nedpunucanu nomohy mpo-
JEKTUBHUX Pe30JIyIHja 1 33 HU30Be (PYHKTOPA TAUHE HA MPOJEKTUBHUM MOy IUMa. Tadnu
HU30BU 3a JieBe u3BeJieHe DYHKTOPe KOHTPaBapHjaHTHUX (DYKTOpa, Ka0 W HaBeleHA KOH-
CTPYKIIHja 3a JiecHe W3BeJeHe (DYHKTOpe KOBAPUjaHTHUX (DYHKTOPA KOPUCTH WHjeKTUBHE
pe3osyIyje u Hu30Be (BYHKTOpA TavHe HA WHjeKTUBHUM MOIYIAMA.
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ITIpumep 21. Hexka je mat koBapujantan dbyuakrop — ® B. ledbunumenmo Tor;(—, B) =
L;(— ® B). Oso he 6uru yommreme Beh mosnaror Tor ¢dynkropa, koju he 6utu exBuBa-
JIEHTaH ca oBako gedunucanum Tor;. 3amcra, YKOJIMKO MMAMO HPOJeKTUBHY DPE30JIyIHjy
Moyaa A

X:ww.>P, = =>P >F—0

KaJla Ha OBO NMpHMEHUMO — ® B mobujaMo HU3
X®B:---—>P,®B—---—>P®B—>F®B—=0

na uam je Tor (A, B) = H1(X ® B) mro wam je 6ura u nedbunnmuja Tor(A, B). Moxemo
uspaaynaru u ja je Torg(A, B) = A® B.

5.1 ®DyHKTOp Ext

NzBenenn dyukTOpM HaM 7ajy ABa HOBa HadWHa Jja Buammo dyukrop Ext". Haj-
npe, Moxkemo nebunucatn Ext"(—, B) kao n-tu jecHn u3senenn (ByHKTOp bDyHKTODa
Hom(—, B), mrro je camo pedopmyanuja gedununmje GyHKTOpa Ext" u3 uperxoHe ria-
Be.

Jpyru nauun 3a geduHECame je ayaaaH npBoM. /ledpunumremo Egctn(A, —) Kao n-Tu
pecuu uzsegenu Gyukrop dyukropa Hom(A, —). TTonoBo xkeauMo j1a JOKaKeMO HpUpPO/I-
HY eKBHUBAJICHTHOCT TIOMEHYTe JiBe JiehbUHUIIL]e.

ITpumep 22. Ako je I WHjeKTUBAH MOIYJ, TaJa je Egctn(A, I) = 0. Bancra, au3 Y : 0 —
I -1 —0— - jeunjekruBna pesosynuja mojaynaa I, na he u H"(Hom(A,Y')) 6uru 0
3aceen > 1.

IIpumep 23. [locmaTpajMo HHjeKTUBHY Pe30JayIUjy Moayiaa B

10

Y 0—=>Iy— - —=1,—- -

3a kosapujantan pynkrop Hom(A, —), H°(Hom(A, Y) hie 6utu nzomopdan ker Hom (A, i)
onnocuo ca Hom(A, B), jep je Hom(A, —) neBo-tauan byHKTOP, OJHOCHO BHIUMO Ja U 34

Ext” (A, —) paxn 1a je Ext (A, B) = Hom(A, B).

[TocmaTpajMo MHjeKTHBHY Mpe3eHTalnjy Mojysaa B, oJHOCHO KpaTak Tadan Hu3 () —
B —1— J—0, rue je moxyn I najektupan. OBaj HU3 WHAYKYje JBa TadHa HU3a. [IpBu
3a usBesiere dbyukrTope dbynkropa Hom(A, —), 3a tavan auz 0 - B — [ — J — 0,
OJTHOCHO

o Ext" (AL T) 25 Ext” (A, B) — Ext' (A, I) — Ext"(A4, ) 2 Ext"T (4, B) - -

Hpyru 3a ussegene dbynkrope, 3a Hu3 dynakropa 0 — Hom(—,B) — Hom(—,I) —
Hom(—, J) — 0 u Moy A, ogHocHo

o Ext™ (A, J) 5 Ext™(A, B) — Ext™(A, I) — Ext"(A, J) 2 Ext™'(A, B) — ---

Ja 6u nperxoann uu3 nocrojao uu3 0 — Hom(—, B) — Hom(—, ) — Hom(—,J) — 0
MOpa 6UTH TadaH HA TPOJeKTUBHUM MOIYIHMA, omHocHo na je uu3 0 — Hom(P, B) —
Hom(P,I) — Hom(P,J) — 0 Tauam 3a mpou3Bospan npojektuBan Moxyn P. Taunoct ma
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npBa JBa MecTa e u3 Jepo-taunoctu (pyakropa Hom (P, —), a TA4HOCT Ha MOCJIETEHeM
MeCTY BaKH 3aTO IITO 3a cBako mpeciaukasame f € Hom(P,J) mocroju mogusame g €
Hom(P, I) npecnukasama f y ogmocy na emumopbusam k : I — J, na je f = ku(g),
OFHOCHO U ky je emmmMopdusaM.

~ 0
Kaxo cy n Ext’(A, B) u Ext (A, B) eksusanentnu ca Hom(A, B) To mMaMo jeIHAKOCTH
Ha JIUjarpaMy

Ext’(A, 1) — Ext’(A,J) —— BExt'(4,B) —— 0

|
|
T

+
Ext (A, I) —— Ext' (A, J) —— Ext (4, B) —— 0

-,

IIa IMaMO IIPECINKABAbE Ti. Y KOIHKO Cy JeUHUCAHA IPECIIKABABA T; 32 1 < N, XKeJIIMO
b :
na nedunumemo 7,. Kako cy csu Ext™ (A, I) u Ext (A, ) tpuBujainu 3a n > 1 umamo
Jujarpam
0 — Ext" '(A,J) —— Ext"(A,B) —— 0
l i
1Tn

0 — Ext" (A,J) —— Ext"(A,B) —— 0

U Ipec/InKaBaimbe T, Koje ra pemapa. 1Tpeba joln mokasaTu Jia cy 7 TpUpPOAHEe TpaHcdop-
Manuje gpyukropa. Hajupe ja jaujarpam

o

om(A, I') » Ext'(4,B) ————— 0

1

Hom(A, I")

3!
>
ﬁ»—n
=
%
@)

Hom(A, I) T » Ext'(A, B)

/

Hom(A, I)

@)

Ext (A, B)

o

g

KOMYTHPa, OJHOCHO Jjia je 71 nupupoaaa. OBO 3auCTa BayKu, jep JeBU KBAJAPAT OUUTJIETHO
KOMYTHPA, TPEJHA U 331 KBAIPAT KOMYTHUPA]y TTO0 KOHCTPYKIIU]jH, & TOPHU U TOHU U3
OPUPOTHOCTH JAYTOT TAYHOT HU3a. /lasbe, YKOJIHUKO je T,,_1 IpUpOHa, Tpeda JT0Ka3aTH /1a
craenehn aujarpaM KoMyTHpa

0 Ext™(A, I') Ext"™(A,B) ———— 0
— ] — ]
0 — S Ext"(4,1) Ext"" (4, BY) 0
1\ B 1\ B
0 Ext"(A, I) Ext"t(A,B) ————— 0

Bx
/ Tn+1
0—— 5 Ext"(A, 1) Ext" (A, B) 0
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OJIHOCHO J1a je T, npupoaHa. [lonoBo, JeBa cTpana jujarpaMa KOMYTHpPA 110 HPETIIOCTABIIH,
ropibe U JI0Ihe M3 MPUPOAHOCTH, a MpeIiha U 3a/iba M0 KOHCTPpYKIuju. OBuMe cMO 100u-
JIH IIPUPOJHOCT 1O Japyrom aprymenty. OBo Ham Takohe o0e30ehyje m jga geduHuUIm)a
TpaHcdopmaluje He 3aBucu o n3bopa [ u J, ako yMecTo Impou3BO/bHOT XOMOMOpP(U3Ma
[ mocmarpamo 1. Candno, ca aujarpama

0 Ext"(A’, I) Ext"™'(A",B) ——— 0

0 ——— Ext (4, 1) Ext" (A, B) 0
0 T Ext™(A, I) T Ext"™(A,B) —— 0
/ %

0—  Ext"(A,]) Ext"" (A, B) 0

U U3 IPUPOJHOCTH AYTOT TAYHOT HU3a J00HjaMO IIPUPOIHOCT MO JIPYTOM apryMeHTY.

ITpumep 24. Ha kareropuju Top3nonux AGe0BUX I'PyIa IHOCTOjH IPUPOIHA €KBUBAJIEH-
nuja dynxropa Hom(—, Q/Z) u Ext'(—, Z). IlocMaTpajMo HHjeKTHBHY Pe30IyIHjy Ipyme
z

0-Z—-Q—->Q/Z—0

Kama wa oo npumennmo dbyukrop Hom(A, —) mobujamo
0 — Hom(A,Z) — Hom(A, Q) — Hom(A,Q/Z) — 0

Hom(A, Q) je tpupmjanna, 3aTro mro je A Top3uwoHa, a y Q Hema TOP3MOHWX ejeMeHa-
ta. Ogatne je koxomosoruja Ha Mecty Hom(A, Q/Z) uzomopdua Hom(A, Q/Z), onHocHo
Ext'(A,Z) = Hom(A, Q/Z).

Hapeauu npumep ce Mozke Hahu y [9].

ITpumep 25. Ext(Q, Z) je usomopdna ca (R, +).
[Tocmarpajmo nus

0-Z—-Q—>Q/Z—0

On Ham, 3a dyukrop Ext(—,Z) naje ayru tauan wu3. Kako cy Hom(Q,7Z) u Ext(Z,7Z)
TPUBHUJjAJIHA, IMAMO KPATAK TavaH HH3

0 - Hom(Z,72) =7 — Ext(Q/Z,7Z) — Ext(Q,Z) — 0

Q/Z he 6uru usomopduo qupekTHOj cyMu P Zy 1o cBUM npocTuM p, na je Ext(Q/Z, Z)
usomopduo npoussony | [ Ext(Zy~,Z).
Ako Ha HEU3

0-Z—-Q—->Q/Z—0

npuMeHuMO BYHKTOP Ext(Z,~,—) 1 mocMarpaMo meMy HPUADYIKEH JyTH TadaH HU3,

J00ujaMo HU3
0 — Hom(Zy~,Q/Z) — Ext(Zy~,Z) — 0

3aro mto ¢y Hom(Zy~, Q) u Ext(Z,~, Q) rpusnjanmu. Hom(Z,~, Q) je TpuBmjamna 3aro
o je Q Topsmnono ciroboana, a Ext(Z,~, Q) 3aro mrro je Q unjekrusna. Hom(Z -, Q/Z) =
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Hom(Z oo, Z ) = Z, tie cy Z, p-ancku nenun 6pojesn.OBo 3aucra Baku. ['pymna Z,e je
JUPEKTHU JIUMeC HU3a
Zp<—>Zp2 <—>Zp3 —

YKonnko Ha 0Baj Hu3 npuMenumMo Gynkrop Hom(—, Z,) gobmhemo mus
Hom(Z,, Zy~) <~ Hom(Z 2, Z ) <~ Hom(Z s, Z o) < - - -

anju je naBep3Hn jgumMec Hom(Z e, Z, ). Kako je Hom(Zy, Zyeo ) = Hom(Z e, Zy) = 7
TO HaM je TOPHU HUA3 3a1PaBO

pk

ZpeszeZps%m

YUj¥ je WHBEP3HN JnMec Oant Z,.

U3 Hom(Zp~,Q/Z) = Z, crenn na je u Ext(Z,~,Z) = Z,. Hakne, Ext(Q/Z,Z) =
[[Z,. OnaBae u u3 vnza 0 — Hom(Z,Z) = Z — Ext(Q/Z,Z) — Ext(Q,Z) — 0 3aksby-
gyjemo za je Ext(Q, Z) xapmunaanoctu 2%,

Baxkuhe na je mpomssoxn [[ Z, xorop3mona rpyma, OJHOCHO Ja 3a Ibera BayKd Ja je
Hom(Q,[[ Z,) Tpusnjanna u jga 3a 6ua0 Kojy TOp3uoHo caoboguo rpymy G Baxku ja je
Ext(G, ][] Z,) rpuBujanna. okasz osora moxe ce mahu y [3]. Crnenujarno, Ext(Q,[[ Z,)
je TpUBHjaJTHA.

Bparumo ce marmeMm pasmarpamy. AKO Ha HE3

0 - Hom(Z,72) =7 — Ext(Q/Z,7Z) — Ext(Q,Z) — 0

upumenumo Gpyskrop Ext(Q, —) u nocMarpaMo mweMy HpUIPYKEH JLyTU TA4aH HU3, UMAMO
HU3

0 — Hom(Q, Ext(Q, Z)) — Ext(Q,Z) — 0

3aT0 MITO ¢y 1o mperxoauuM paszmarpamuva Hom(Q, Ext(Q/Z, 7)) u Ext(Q, Ext(Q/Z, 7))
TPUBU]jaJTHH.

Baxwuhe u ga ykonuko je G nemuBa u Top3moHo ciaobomna, taga je u Hom(G, H)
JesbuBa W TOp3uoHO caobogna. Kama oo npumenumo va Hom(Q, Ext(Q,Z)) mobujamo
72 je OHa TOP3HOHO CJI000MHA U JiesbuBa, 0MHOCHO na je Ext(Q,Z) Top3uono ciaobomna u
nesbua. V3 oBora ce, y3 unmenuity Ja je Ext(Q, Z) kapaunaianocTu 20| Mozke 3aK/by YUTH
na je Ext(Q,7) = (R, +).
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