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I'maBsa 1

IIpenukarcka Jjoruka

Y npBoM mesy riase npeacraBuhemo hOpMaJsIHU je3uK MPEINKATCKE JIOTHKe U Aedu-
nucahemo kako ce rpaje npenukarcke gopmyine. Y apyrom gesy ropopuhemo o
3Hademy TuX (popmysna, Ipyrum pedunma, u3lydaBalieMO CeMaHTUKY I[IPEIUKATCKE
sgoruke. ahemo nedwuruUIMjy MOme1a je3uKa MPEIUKATCKE JIOTUKE U II0jMa, HHTEp-
mpeTalyje HeKe npeaukarcke dhopmyse, a aedunancalieMo u mojaMm meHe BPEIHOCTH
y maroj maTeprperanyju. I[IpencraBuheMo ceMaHTHYKU HAJBAXKHUjE MPEIAKATCKE
dopwmyite, Baspare dopmysie, u qokaszahemo 3nagajue ocoduue Tux dopmyrnaa. Ocum
Tora, npejacrasuhemMo jeaay hopMy MpeIuKaTCKuX POPMYIa, MPEHEKCHY HOPMAJIHY
dopmy. Ha kpajy rnase, y menom tpehem aemy, pehu hemo memrro u o aedpuauim-
jama y okBUpY (DOPMAJIHOT je3UKA MTPEIUKATCKE JIOTUKE.

1.1 CuHTakca npeJnkKaTcKe JOTuKe

1.1.1 PopmajHu je3uK IIPEAUKATCKE JIOTUKE

Andaber nmpenukarcke JOTUKE UMa, CBOj JIOTUYKH U HEJIOTUYIKHU JI€0.

Jedunnunja nornykor gena andgabeta npegnkaTcke Ormke

Jlormuku neo andabera mpeguwKaTCKe JIOTUKE J; CACTOju ce o7 ciemeha
qeTUpu CKyHa,C

© 1pedpPOjUBOr CKyIIa MH/IMBUIYAJIHUX IPOMEH/bUBUX, CKYLIA V), dnje eje-
menTe fiemo Hajaernhie 03HATABATH CA T, Y, Zy vy L1, Y1y 215 s Ty Uny Zns -+



2 I'JIABA 1. IPEJVNKATCKA JIOTUKA

o ckyma jormukux Besumka {1, A, V,=}, rae je | HymapHm Be3HUK, a
A,V u = OUHAPHU BE3HUIIH;

o ckyna kBantudukaropa {V,3}, rae je V yrupepsannu, a 3 ersucren-
HujajHl KBaHTH(DUKATOD;

© cKyma noMohHuX cuM00Ji1a KOra YuHe JIeBa U JeCHA 3arpaja, u 3aleTa.

HeduHuuynja Henornykor gena andabera npegnkaTcke 10rmke

Henornuku meo andabera mpeamkarcke jormke J [awmre ciaemeha Tpu
CKyIIa:

© CKyI pejalijckux cuMbosia (mpeaukara), cKym P;
© ckyn onepaijckux (pynkuujckux) cumbosa, ckyn O;
O CKyTI WHIUBUYaJIHAX KOHCTAHTH, CKym C.

Ckynosu P, O u C cy najsuuie nupedpojusu. CBakoM olepanujckoM CUM-
0O0JTy ¥ CBAKOM DEJIAIMjCKOM CUMOOJTY U3 J [IOIE/bEH j€ HEKH IPUPO/IAH
6poj n, n > 1, ayKuHa TOT CUMOOJIA.

Penanujcke cumboute o3nadasaliemo najuentie ca o, 5, p, a1, 81, p1,..., Wid
<, =, C, ounepanmjcke cumbone ca f,g,h, f1,91,h1,..., wim *x, +, -, o
a MHAUBH/yaJIHE KOHCTaHTE ca a,b,c,ai,by,cy,..., wau 0, 1, u ciam4aso.
[IpebpojuBu CKyMOBY PeTAINjCKUX CUMOOJIA, OMEPAMjCKUX CUMO0JIa U
WHIUBUIYAJTHAX KOHCTAHTH MOTY C€ TPEICTABUTH OBAKO:

P = {p%vp%a ) p{v "'7/)%’ p%v ---7/%; ) pzla pzzv "'7pg’ }7

O={f 12 s A [ fl s f R f ) m

C={c1, s Ciy i}y

Tle TOPHY WHIAEKCH PEJIAIUjCKUX U OIEePAINjCKUX CHMOOJIa TOBOPE O

JYyKAHA TUX CHUMOOJIA, a JOU PA3JNKY]y Pa3/InduTe CAMOOJIE HCTE
JIyKUHE.

Adaber upesukarcke joruke uma (PUKCUpaH CBOj jsiormdku aeo J;. To 3uauun
J1a asiaber IPeIMKATCKE JIOMUKE yBEK UMa CKYII IPOMEH/bUBUX V), JIOTUYKE BE3HUKE,
kBauTudukarope u momohue cumbose. C apyre crpane, HeJIOTWYKH €0 ajdabdera
NPEMKATCKEe JIOTHKe J, KOju jOIl 30BeMO W je3HWK, MOXKe ce Memaru. Hawmwme, 3a
paB/berbe BayKHUX Peun’ mpeauKaTcKe JoruKe (TepaMa 1 mpeIuKaTckux hopmyna)
MO2KEMO KOPUCTHATH PA3JIAYNATE CKYOBE PEIAIMCKUX CUMOO0IIA, OMEPAIHjCKIUX CHM-
00JTa U UHIUBU/IYAJHUX KOHCTAHTH, Tj. T€ PEYM MOYKEMO IMPABUTHU HAJ, PA3TUIATAM
jesunmma. Penpmo u Ja jesuk He Mopa Jla MMa WHIMBU/YAJHE KOHCTAHTE WJIA
omneparujcke cumbosie. Jlakje mojaMm tepMma u mojaM Ipeaukarcke (popMmysie yBeK
Be3yjemo 3a Heku onpehenu je3uk J u rOBOPUMO O TEPMUMA U MIPETUKATCKIM (HOp-
MyJaMa HaJ TUM je3uKOoM 7.

IIpeacraBumo npBO AeUHUIINA]Y [TOjMa TEPMa HAJ HEKAM je3nKOM 7 .

Inojam peun y [3], mpsa riasa
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Jedunnnunja Tepma Hag jesukom J

(1) UnpuBunyanse koncraure jeauka J U MHAMBUIYAJIHE [POMEHJbUBE
Cy TepMHU.

(2) Axo cy ti,...,t, Tepmu u [ onepanujcku cuM6O/I je3uka J ILyKUHE
n, ouga je u f(t1,...,t,) TEPM.

(3) Tepmu ce MOry rpaJUTH CAMO KOHAYHOM TIpHMeHoM 1enoBa (1) u (2)
oBe neduHUIT]E.

Hanomenumo na, ako cy 3a Heku jesuk J ckynosu P, O u C KOHA4YHH, OHIA
hemo J 3anucuBaru y oOJMKY CKylla KOJU CaJIPXKHU CBe muxoBe ejgemedre. Onmax
JajeMo MpuMepe TepaMa, HaJl HEKUM je3UKOM J .

Mpumep 1 Tlocmarpajmo jesuk J = {=,+,a,0}, e cy = penauujcku
cuM0boJ1 ayKune 2, + omnepanujcku cuM060s1 ayxkuue 2 u a u 0 uHIUBU-
gyasnne Koucranre., HajjemsocraBHuju TepMu HaJ je3ukoMm J Cy UHIN-
BUIyaJIHE KOHCTaHTe a u 0 U CBe WHAWBHyaJHE MPOMEH/bUBE CKyTa V.
A cana eBO M HEKOJIMKO CITOXKEHMjUX TepaMa HaJl je3UKOM J:

+(0,a), +(2,0), +(z,y) u +(+(+(z,2),0),+(+(y, 2), +(z,a))).

3HaMO 1@ y CiIydajy HO3HATUX OMHAPHUX apUTMETUYKUX orepaluja (ca-
Gupatba, MHOXKEbA, ...) cuMOOJI OLepaluje He LULIEeMO UCLPE, ABa, Tep-
ma (asrebapcka u3pasa) Ha KOjU Ce LpUMelbyje ouepaiuja, Hero usmely
tux repama. Jakie, ymecro +(z,y) mumemo (z + y). Kopucrehn osaj
JIOTOBOD FOPEHABE/IEHH CJIOXKEHH TEePMU HaJ| JATUM je3UKOM J peoM ce
MOTY 3aIUCATH OBAKO:

(0+a), (z+0), (x+y) nu (x+2)+0)+((y+2)+ (z+a))).

Cana pedununiemo nojam npeurarcke hopMmyse HaJl HEKUM je3ukoMm J .

HeduHununja npegukatcke popmyne Hag jesukom J

(1) Hymapuu jormuku Be3HuK L je npeaukarcka Gpopmyiia.

(2) Ako cy t1, ..., t, TEpMU U p peTaAlUjCKU CUMOOJI Ly KUHE N je3uKa J,
ouza je u p(ty, ..., t,) npeaukarcka Gopmyia.

(3) Ako cy A u B npemukarcke dopmyne, ouna cy (AAB), (AV B) u
(A = B) npenukarcke dbopmyie.

(4) Ako je A upejukarcka HopMysia U T UHIMBUIYAJHA IPOMEHIbUBA,
ouna cy Ve A u JxA npenukarcke gpopmyire.

(5) Ilpepukarcke hopmysie ce MOry IPAJIUTH CAMO KOHAYHOM [IPUMEHOM
nesosa (1), (2), (3) u (4) oBe pedununmyje.

Hajjennocrasuuje npeaukarcke dpopmyie, popmyiie us aenosa (1) u (2) nedunu-
uuje, cy ejeMenrapse (UM aroMcke) npejgukarcke dhopmyie.

NunuBuayaine KOHCTAHTE W MHIWBUIYAJTHE IPOMEH/bUBE 3BalieMO IpPOCTO KOHC-
TaHTE W MPOMEHJHUBE, & MpeauKarcke dhopmysie Hajuerne camo (opmye.
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JloroBopuMO ce Ja IpHU IIPABJbEEbY CJIOKEHHX Tepama u (POPMysa He MUIIEMO
cacBUM CIOJballlibe 3arpaje. Tako, Ha nmpumep, repme u3 [lpumepa 1 3ammcahemo
peros: 0+a, 240, z+y u  ((@+2)+0)+((y+2) +(@+a)),

a dopmyrne (AA B), (AV B) u (A = B) nucaliemo penom AANB, AV Bu A= B.

Y HapegHOM MpUMEpPY MpeacTaBuhemMo jeqaH je3uk J U HeKe mpeaukarcke (hpop-
MyJle HaJl THM je3UKOM.

Mpumep 2 Tlocmarpajmo jesuk J = {a, *, ¢}, The je o peslalujCcKu, a x
OTIePAINjCKU CUMOOJI Iy KUHE 2 U ¢ UHIUBU/IyAJIHA, KOHCTaHTa. Hamome-
HHMO [1a, TOTOBOP O THCAbY OMEPAIMjCKOT CHMOO0JIa IyKUHE 2, KOjU CMO
nasenn y [pumepy 1, Baxku u 3a CBaKM PEJIANNAJCKU CUMOOJ p Ay KUHE 2,
Te 3a HeKa JBa TepMa t1 U to uMaMo oBa aBa 3auuca: p(t1,ts) wuu ty p to.
VY 3aBUCHOCTH O KOHKPETHOT PEJIAIMjCKOr cuMboIa KopuctuheMo jeaan
on ;ux. EBO HEKOIMKO npeaukarckux GOpMyia HaJ JATUM je3UKOM 7 :

alz,c) alz xy, (c* 2) *x)
Vza(c,x) VaIya(z,y)
Vy((alex x,y) A ale,¢)) = Fra(z,y))

rae cy upse jgBe gopmyse erementapae popmyste. Ho, cienehu nausosu
cumboJta

Vedza(z,y, 2), VrIy(x xy = ¢) u Vea(z *y* z,c)

Hucy dpopmyste HaJ je3ukoM J. Y MpBOM HU3Y CHMOOJT (v je 3aIUCaH Kao
penanujcku cuM00JI AyKuHE 3, & (v je 10 AedUHUINjHA PETAINjCKU CHM-
6o nyxune 2. Huz cumbomna VoIy(zxy = ¢) auje popmymna Ha je3uKOM
J jep je y memy kopuimhen cuM0O0JI KOjH HE MIPHUIAIA TOM Je3UKY, CHM-
60t =. Y Tpehem HuU3Yy cBe je y peay ca ynorpebOM PeslalujCKux U Ole-
parmjckux cuMm00J1a, CBA OHU Cy CHMOOJIN je3uKa J W BUXOBA [IyKUHA
onrosapa gedUHUCAHO] AyKuHU TUX cuMmbosa. Mebhyrum, mmamo w3
cuMbOJIa T * Y * 2 KOJU MOXKe OUTU TepM (T y)* 2z, aju U TepM T * (Y * 2),
a ra aBa Tepma (Kao Hu30BU cuMBO0JIA) HUCY jejHAKA.

Kao u cBaka mckasna dhopmyna u cBakKa npeaukarcka (opmyna uma mordop-
MyJie B CKYII CBUX CBOjux mordopmyrna. Haume, u oBze je popmyra jeqHa ped HALT
andaberom (asdaberom npeUMKaTCKe JOruKe 0ApeheHor BheroBUM JIOMMYKUM JI€JI0M
J, u HekuM jesukoMm J), Te je cBaKa eHa MoAped’, Koja je W cama MpeInKaTcKa
dopmyna, jeqna mordopmyna te dopmyae. Cse moTdopmysie HEKE MPEIUKATCKE
dopmyite gure ckyn mordopmysia e hopMmyie.

HeduHuuymja ckyna notcopmyna Heke popmyne

Cxyu cux nordopumyia dopmyre F, ckyn Py (F'), nHAyKTHBHO AebuHu-
LIeMO Ha cjaejelu HaduH:
(1) cama dopmyna F npunana ckyumy Pr(F);

2nojam mozpeun y [3], mpBa rirasa
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(2) ako je AANB € Py(F), onna je A€ Pr(F)u B € Py(F);
ako je AV B € Py(F), ouna je A€ Py(F)u B € Py(F);
ako je A= B € P;(F), onna je A€ Pr(F)u B € P;(F);
ako je Ve A € Py(F)
ako je dxA € Py(F)

, ouzma je A € Py(F);
)

, ouna je A € Py(F).
IMocmarpajmo dopmyny Vy((alc * z,y) A ale,¢)) = Jra(z,y)) us MNpumepa 2.
Cxkym mordopmyna te dpopmyse je ckym:
{Vy((alcxz,y) Na(e, ) = Fza(z,y)), (a(cxz,y) Aalc, c) = Jxalz,y), Jra(z,y),
alz,y), alcxz,y) Aalee), alcxx,y), ale,c)}.
3a neky dopmyny F Baxan je u 6poj jaBiparmba meHuX H0THOPMYIA Y 1BOj, [e
ce jaBsbame 1ordopmyite Ay dopmyiaun F jnedunume Kao jasbame moapedn® A y
pean F'. U oBne, Kao u y UCKa3HOj joruiy, npasehu ckymn cBux mordgopMmyiia HEKe
dopmye He GeeKMMO KOJIMKO IyTa ce Heka nordopMmysa jaBiba y Toj dopmyiin.
[Mornemajmo mpeaukarcky bopMyiay y ciaeaehem mpumepy.

Mpumep 3  Heka je Vy((a(z,y)Va(cec)) = Jx(alz,y) Val(ec))) jenna
dopmyna uaz jesukom J u3 [pumepa 2, dopmyna F. Csaka ox mor-
dbopmyna a(z,y)Va(e c), a(z,y) n ale, c) bopuyne F uma apa japama
y 10j, & CKyII CBUX IbeHUX oTdOpMyIa je:

{Vy((ealz, y)Vale, ¢)) = Jx(a(z,y) Valce, o)), alz,y) V alec), a(z,y),
alc, ), (alz,y) V ale, c)=Fz(a(z,y) V alc, ), Jx(alz,y) V alec))}.

Jla 6ucmo moryu ma, ocuM cBuX moTdopmysa Heke dopmysie F', 3abe1ekKuMo u
CBa jaBjbama TUX MOT(OPMYJIa, MOTPEOHO je, KA0 U y UCKA3HO] JIOTUIH, 1eDUHUCATH
apso* dpopmye F.

Jedunnunja gpeeta Heke hopmyne

(1) Axko je F enemenrapua dopmyia, ouga je apso dopmyine F, D(F),
9BOp y KoMe je cama dopmyna F.

(2) Ako je F obnuka AAB, AVB, uiu A= B, onza je apso dopmyie F,
D(F):

D(A) D(B)
~

rae je D(A) napso nordopmyse A u D(B) npso mordopmymne B.
(3) Ako je F obauka VoA wiu JxA, ouza je apso dopmyse F, D(F):

D(A)

F

rue je D(A) apso nordopmyne A.

3mojam jassbama noapeun y [3], npsa riasa

4mojam apeeta y [3], mpBa riasa
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Hpso dopmyste F' u3 Npumepa 3 je:

a(z,y) afec)
A4
a(z,y) a(c, c) a(z,y) Valec)
™~ I
a(z,y) vV ale ) Fz(a(z,y) vV ale )

(a(z,y) V ale, ) = Fz(a(z,y) V alec))

Vy((alz,y) vV ale,c)) = Fz(a(z,y) V alc, o))
Uy TOM JpBeTy Cy 3abe/ie:KeHa CBa jaB/bamba benux nordopmyna a(z,y), alc,c) u
a(z,y) V a(e, ¢), kao u cBa jaBjpama cBuX Apyrux nordopmyaa te dbopmyie F.

Ha kpajy oBor ojiesbKa MOACETUMO Ce JIa CMO Y MCKA3HOj JIOrUIM Aaau neduHu-
nyje JOrMYKUX Be3HUKA <>, - u |. Penumo ja u y npeaukarckoj JOruiy uMaMo
ucre te JeduHUNM]e, ajdu ce HAPABHO, ¥ IbUMA I0jaBJbyjy Hpeaukarcke GpopMmyIie.
Jlakie, 3a Heke mpeaukarcke gpopmysre A u B, umamo:

As B=4ys (A= B)AN(B=A)
-A =def A= 1
T =gey L = L.

3aro cKyl JIOPMYKUX Be3HUKA y Jeiny J; andabera IpeuKaTcKe JIOTUKEe HE MOpa
na Gyne ysek ckym { L, A,V, =}, Beh 6u10 Koja Gaza Jormdykux Besnuka®. Hamgampe,
ropopulieMo u 0 npeauKaTckuM dopmyrama obuka A< B, A u T, u neliemo yBek
HAOMUATH 14 Cy OHE HAYWbeHe KopuihemeM 1edUHUIN]ja BE3HUKA <>, — U | .

1.1.2 Cuaobonue 1 Be3aHe IPOMEH/bUBE, CYyICTUTYIHja TEPAMa

Y oBowm oznesbKy JedunncalieMo BakHE II0jMOBE KOjU C€ OJHOCE HA IIPOMEHJbUBE U
kBaaTrUKaTOpE jemHe nmpeaukarcke popmyrte. Beh cmo pekiu ga je cBaka mpem-
karcka ¢dpopmysna F Hajg HeKuUM je3ukoMm J jemaHa ped HaJ aadaberoM mpeanKaTcKe
sgoruke. [IpomenspuBy x, KOja ce jaBpa y dopmynau F', cMmaTrpamo jeaIHOM TOApEYn
peun F. 3aro mMpOMEHJHbHBA T, KAO CBAKA MOAPEY, MOXKE MMATH BUIIE jaB/bAMA Y
T0j peun, 1j. ¢popmynu F. Baxkuo je cBako jaB/bame mpomensbuse & y popmyau F.

Kama 6ymemo ropopuiz 0 KBaHTH(DUKATOPUMA y HEKOj (POpMy/IH y;eK hemo muc-
gutu Garmn HA cuMmbosie V u 3 u3 meHux mojpedu o0auKa Ve u dr, rae je T jeaHa
MPOMEHJbUBA, W3 CKyma mpomenspuBux V. IlpomensbuBa x W3 TaKBUX HOApEYH VI
win Jr buhe npomenspbuBa y3 kBautudukarop V min 3, a 3a Te KBaHTH(MOUKATOPE
pehu hiemo z1a ce oxHOCE HA LPOMEHJBUBY .

Meby mpomen/buBrMa KOje ce jaBibajy y Hekoj dopmymu F pasaukoBahemo
Be3aHe u CJI000He, a BuxX hemo geduHUCATH TTOMONY MOjMOBa BE3AHOT U CJI0OOIHOT
jaBibama mpomensbuBe y dopmynu F. 3a cama penmumo na 3a cBaky dopmyiay F,
jaBbarba MPOMEHJbUBE T Y TheHnM morTdopmynrama obiuka Ve A umm Iz A jecy Be3ana
jaBibarba MpoOMeH/buBe 'y F', a cBa IpyTra mheHa jaBbama y popmynu F' cy ciaobomna.
[TokaxkuMo TO y HAPEIHOM IIPUMEDY.

5 nedununuja 6a3e JOrMYKUX BE3HHKA y [3], omesbax 2.4.1
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A

Mpumep 4  Umawmo jesuk J = {<,=,+,0,0}, rme cy < u = apa pema-
nujcka cuM00s1a 004 IyKuHE 2, 0 U + JABa OIEPAInjCKa CHMOO0IIa, Ty 2KIHE
2 u 0 je xkoucranra. Ilornemajmo upso jeany dopmyiy Hax jesukom J
KOja HeMa KBaHTU(UKATOPE, jeJHy eneMeHTapHy (GopMmysy:
0+ (zoz) <z+y.

JaBmpame cBake BeHe IPOMEH/BUBE, Tj. CBAKO jaB/balbe MIPOMEH/bUBUX T,
Y ¥ Z, je CJIODOIHO jaBjbame THX mpoMensbuBux. U y ommrem ciry4ajy, 3a
6u10 KOjy esiemMenTapHy (GDOPMYILy HAJ[ HEKUM JE3UKOM BAaKU /1a CBE HEHE
LIPOMEH/bUBE UMAjy caMo CJ1000AHa jaB/bama. AJin, Kajga ce 'y popMysiu
110jaBsbyjy KBaHTU(DUKATOPH OH/IA IIPOMEH/bUBE MOI'Y UMATH U BE3aHA U
caoboua jaB/pama. llorsemajmo, Haa narum jesukom J, hopmyny F':

(Vz(z <y)) Az <O.

Y ®0j ce jaB/bajy MPOMEHJbUBE X, Yy U Z W MOCTOJH CAMO jeJlaH KBaH-
TUKATOP, YHUBEP3AJIHN KBaHTH(MUKATOD V KOju Ce OJHOCH HA MpO-
MenbuBy . Mmamo nordopmysny dopmyse F obauka VrA, nordgop-
myay Va(z<y), u cBa jaBpama npomersbuse T y GopMynu F cy oBa npa
Be3aHa jaBJbaiba T y TOj meHoj nordopmynu. Jlakie, r numa 1Ba Be3aHa
jaBpama y dopmynn F': y3 KBaHTH(MHUKATOD HA MOYETKY IMOT(OpPMYIIe
Va(x <y) u jaBbame y mwenoj nordopmynu r<y. IIpomenbusa y uma
jenHo jassamwe y dopmyinu F, y mwenoj nordopmynu Vz(z <y) koja je
0bsinka VrA, anu kBanrudukarop V ce He OJHOCU HA [IPOMEHJbUBY ¥,
mma je 1o cjaobomHO jaB/bame npoMensbuBe y y F. Takobe, u jaBmpame
IIPOMEHJbUBE 2 jecTe HeHO CJI000IHO jaBibame y dopmyan F.

casa eBo u aeduHUIN]E.

HeduHunuynja cnobopHnx n BesaHux jaB/barba nNpoMeHsbuse y hopmynm

(1) Axko je F enemenrapua ¢dbopMmyiia, OHJa je CBAKO jaB/balbe MPOMEH-
puBe  y F jemHo ci000IHO jaBibarme mpoMenbuBe r y dopmynu F.

(2) Axko je F' dopmyna obmuka AAB, AV B wimn A= B, oHJ]a CBaKO
cJ000HO jaBsbatbe HpoMmeHsbuBe Ty (opmyau A wiu y dopmyiun B
jecre jemHo ca000HO jaB/bame MpoMeHsbuBe x y ¢dopmynun F'; a cBako
BE3aHO jaB/batbe IPOMeH/buBe Ty A i y B jecre jelHO BE3aHO jaB/batbe
npomenspuBe x y dopmynu F.

(3) Ako je F dopmyna obuuka VrA wiu JzA, onsa

(3.1) 3a IPOMEHIBPUBY Y PABIUYUATY O, & CBAKO HEHO CIOBOHO jABIhAE
y A je jenHo cjio00HO jaBibarhe TpoMeHsbHBe Yy y dopmynu F'; a cBako
Be3aHO jaBbame Yy y A jecTe jeIHO Be3aHO jaB/barbe MPOMEHJBUBE i Y
dopmynu F;

(3.2) cBako ci10601HO jaBjbarbe x y mordopmyau A jecre jeiHO Be3aHO
jaB/bame mpoMeH/buBe T y dopmyaun F m KakeMO [1a je TO jaB/bambe
IIPOMEHJBUBE T IO/ J€jCTBOM KBAHTU(PUKATOPA KOJU je HA HOIEeTKY POp-
myJsie F'; v cBako Be3aHO jaBjbame T y A jecre jesHO BE3aHO jaB/baibe
npomenspuBe x y dopmynu F;
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(3.3) jaBsbarbe MPOMEHIbUBE X y3 KBAHTU(DUKATOD KOJU j& HA MOYETKY
dopwmyse F' jecre jeqHo Be3aHO jaBibame x 'y opmymu F.

Ha ocuoBy oBe nebununuje u gedununmja < u —, 3a Gopmyne A< B (u —A)
UMaMO: CBaKO CJIODOIHO jaB/barbe Heke mnpomensbuse ¢y A wim y B (y A) je cio-
60110 jaBibamwe T u 'y dhopmyiu A< B (y dopmysu —A); a CBAKO BE3aHO jaB/batbe
Heke npomensbuse ¢y A wim y B (y A) je Be3ano jassbawe x u 'y popmyiun A< B (y
dbopmyin —A). Kopucrehu nojmose Be3aHor u cji0004HOI jaB/batba, IPOMEH/bUBUX
y HeKOoj dbopmyiu, nedbUHUIIEMO BeHe CJI000He U B€3aHE TTPOMEH/bUBE.

JdeduHnunja cnobogHmnx n BesaHNX NPOMEHBUBUX

[IpomenbuBa x je ciobomma nmpomensbuBa gopmyne F' ako x uma 6ap
jenHo cyioboano jaBmame y F. IlpoMmensbuBa T je Be3aHA IPOMEH/bUBA,
dopmyse F' ako x mma 6ap jeqHO Be3aHO jaBibame y F.

Cse npomensbuse enemenrapue dbopumysie 0+ (z o x) < x4+ y u3 namer MNpumepa
4, Kao u OmI0 KOje npyre ejgemeHTapHe QoOpMysie, Cy yBEK CI0OOIHE ITPOMEH/bUBE
te dpopmyne. Mehyrum, dopmyna F w3 Tor mpumepa, popmyna ca KBaHTupuka-
TOpUMa, UMa Be3aHy MPOMEH/bUBY &, & EbeHE CJI000He MpoMeHsbuBe cy y u z. Ho,
morJIeIajMo u cienehu mpumep.

Mpumep 5 Oapenumo cinobomte u Besane npomensbuse popmyste F:
Vz(0 < (z+y) A Jy(y < 0))

Koja je dopmysa maz jesukom J u3 [lpumepa 4. Y dopmynu F umajy
jaBJbatba IIPOMEHJbUBE T U Y, U TO IPOMEH/bUBA & UMA, JIBA jaB/baba, & Y
uMa rpu jaBbama. Oba jaBpama npomensbuse x y F cy Besana. Iro ce
THYe jaB/barha IpoMeHsbuBe Yy y F numamo cienehe: /1Ba ieHa jaB/barba,
ona y nordopmyau Jy(y < 0) cy Be3ana, a HEHO jaB/batbe y noThopMyIn
0 < (z+y) je cnobomuo jaB/bame Te npomersbuse y dbopmynu F. lakie,
T je Be3aHa, a Y je W Be3aHa u 1000/ HA IpOoMeHbuBa gpopmyie F.

ITo nedununumju, a sBuagumo To u u3 lNpumepa 5, jeana mpoven/buBa Heke Hop-
MyJl€ MOXK€ OMTH HCTOBPEMEHO IHE€HA W BE3aHa U CJI000mHA mpomeHspuBa. (Oamax
ce mamehe muTame: /13 JU TO MOXKE 13 ce m30erHe, Ima /1a CBaKa MPOMEHJ/bUBA Oye
wim camo csioboaHa mwim camo Besana? OQurosop je: HA. Y 6uio kojoj dopmysu F
MOXKEMO yPAJIUTU [PEHMMEHOBAE IhEeHE BE3aHE MPOMEHJbUBE T TAKO IITO Y CBAKO]
wenoj nordopmyiu obiuka VrA win 3rA cBa jaBbamwa T (Koja Cy, HApABHO, CBA
BE3aHA) 3aMEHUMO HEKOM JIPYI'OM IPOMEHJHbUBOM KOja Ce He jaBjba y TOj (opMmy/iu
F. (Ilonasua dbopmyna F' u dopmyna koja je 1o0ujeHa OBUM MPEUMEHOBAEM Cy U
CeMaHTUYKU U CUHTAKCHO ekBuBasenrue (Buuehiemo ro y 3apatky 4 us oxesska 1.2.2
u Mpumepy 5 uz ogespka 2.1.1).) 3Baro y nordopmysu Jy(y < 0) nawe dopmyie
F u3 lNpumepa 5 oba jaB/pama meHE Be3aHE [IPOMEHJHPUBE Y MOXKEMO 3 3aMEHUMO
HEKOM, TTOTIIYHO HOBOM IIPOMEHJbUBOM, KOja Ce He jaBjba y dopmynu F', Ha mpumep
npoMer/buBoM z. Tako gobujamo dopmyny F’:

V(0 < (z+y) Adz(z < 0))



1.1. CUHTAKCA IMPE/IMKATCKE JIOTUKE 9

Yy KOjOj ce jaB/bajy LIDOMEHJ/bUBE T, Y U 2, U CBA jJaB/batba IPOMEHJbUBUX T U Z CY
Be3aHa, a CBa jaBibarba (LIOCTOjU CaMo jelHO) npoMeHsbuse y cy ciaobogua. Jakie,
3a cpe npomensbuse gopmyse F' BaxKu Ja Cy UM CBa jaB/batbad MCTE€ BPCTE, KM
Be3aHa WM CI000/HA, 1Ta CYy T W Z CaMO Be3aHe, a Y CaMo CJIO0OHA ITPOMEHIbIBA
te dopmyne. U yBek, 3a 6miio kojy dbopmymiay F', ako je HEKa IMPOMEH/bUBA T HHEHA
1 CJI0004HA U BE3aHa, IPOMEH/bUBA, OH/A Y CBAKOj 1beHOoj nordopmMysiu obiuka VA
win 3T A MOKEMO CBa jaBJbatba MIPOMEHJ/bUBE T JIa 3aMEHUMO HEKOM HOBOM IIPO-
MEH/PUBOM KOja ce He jaB/ba y opmymu F'. Ha taj nHaunn nobujamo Gpopmyity Kojoj
je MpOMeHJbMBA T CaMO CJI000/IHA TPOMEHIbUBA.

3a mpou3BOJbHY Npeaukarcky dopmynay F' cBe merHe c1000aHE MPOMEHPUBE U
caMo OHe, YMHE CKYII CJIODOJHUX MPOMeH/bUBUX Te bopmyiie, ckyn SP(F).

IIpumernmo ma cmobOIHEe W Be3aHe TPOMEH/HHUBE MOYXKEMO AePUHUCATH U He KO-
pucrehu mojMoBe CIO0OIHUX ¥ BE3aHUX jaB/baiba IPOMEH/buBHX. Hamme, CKyI cj1o-
6oaaux npomersbuBux Heke dhopmyie F, ckyn SP(F), moxkemo nedurncaTn 0BaKo:
ako je F' ememenTtapua popmysia, OHIA CBE IPOMEH/BUBE KOj€ ce jaBibajy y popMyn
F npunanajy SP(F); ako je F dopmyna obnuka AAB, AV B uiu A= B, ouza je
SP(F) ckyn SP(A)USP(B); ako je F' dbopmyna obanka VaxA wnam JxA, onja je
SP(F) ckyu SP(A)\{z}. 113 oBe nedununuje u y3 nomoh nedunuunja sesuuxa <
u - p1obujamo jowm na je SP(A< B)=SP(A)USP(B) u SP(~A)=SP(A). Caaa,
kopucrehu oBy meduHuUIK]y MOjMa CKyHa CIOOOIHAX IPOMEH/BUBUAX, KAXKEMO: CJIO-
6oxHa npoMens/buBa Heke dopmysie F' je cBaka meHa IPOMEH/bUBA KOja MPHUIIAJA
ckyny SP(F); a ako 3a npomeH/buBy 2 mocroju nordopmyna dgopmyie F obiuka
Vax A wiau Iz A 3a kojy Baku x € SP(A), onja je x Be3ana npoMeHsbuBa e hbopMmysie
F. OBako jedunucane cjio000/He 1 Be3aHe IPOMEHIbUBE HeKe (popmyJie cy bail one
¥ caMO OHe Koje cy oapehene HamoMm geduHHIIjOM MOMONY CJIODOIHAX U BE3AHUX
jaBibama. MoKeMO JIaKO TPOBEPUTH 13 U3 Halne aedUHUIMje CKyma CA000THUX
npomensbusux dbopwmyse F, SP(F), crexe jeanakocru u3 oBe apyre peduHunuje
Tor mojma, kao ocobune SP(F) y 3aBucuocru oj obiuka dbopmyse F.

Ckyn cinobogaux npoMensbusux dopmysne F u3 Mpumepa 5, ckyn SP(F), je
{y}, a mwene Besane npomenspuse uune CKyn {z,y}. 3a dbopmyny F', koja je ma-
craja [MPEernMEHOBAEM BE3aHUX jaB/bama Y y dopmynn F' ca z, cKym C1000IHAX
npoMersbuBux je {y}, a CKyIl lbeHuX Be3aHuX npoMeHsbusux je {x, z}, u Buaumo aa
Cy TH CKYTIOBU JIWCjyHKTHH.

[Ipenukarcke opmysie Koje HEMajy CIODOTHUX IPOMEH/bUBUX 30BEMO DEUEHHIIE
(uwmu 3arBOpene ¢opmyne). Axo dopmyna F Huje pedeHuna u xi,...,T, Cy CBE
meHe caoboaHe, MehycoOHO pa3inauTe, MPOMEH/bUBE, OH/IA je pedeHura vy ...V, F
zarBopeme Gpopmysie F. Ako je F pedenuiia, OHJa je OHA caMa CBOje 3aTBOPEIHE.

Hanasme, 3a nHexy dopmymny F osnagaBahemo ca F(21, ..., Tn) TA CY 1, ..., Ty, BE-
ue ciobonue nmpomenspuBe. To mehyrum, mehe 3HaunTu 1a dopmyna F Hema u Heke
Jpyre cJI0D0IHe TPOMEH/bUBE, HUTH 1A X1, ..., Ly HUCY U BE3aHE MPOMEH/bUBE (HOp-
myste F'. OnMax ncTakHUMO BEJIUKHU 3HAYA] CJI000IHUX MpOMeH/buBrX. Kama Oymemo
TOBOPHUJIM O BPEIHOCTH NIPEIUKATCKUX (DOPMyJia, OJHOCHO O CEMAHTHIM IIPEIUKAT-
CKe JIOTHKe, cJIoboaHe mpomern/buBe he Outn y riasBHOj ymo3u. Hamme, BpemmocT
(ucTunuTa WM JlaxkHa) OWsI0 KOje mpeaukarcke (GopMmyJsie 3aBUCH OJ] BPEIHOCTU
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IbEHUX CJTOOOJHUX MPOMEH/bUBHX. IIpOMEHOM BpemHOCTH CI0DOIHE MPOMEH/HUBE
jenme opmysie MOXKE ce MPOMEHUTH U BPEIHOCT Te (PopMyJie.

Ocuwm Tora, cs1000/1He TPOMEHIBUBE Cy BayKHE U Y CHHTAKCH [IPEINKATCKE JIOTHKE.
Kopuctuhemo dopmysie Koje nacrajy o mgare ¢popMmyse MOCTYIKOM 3aMeHe HEKe
[IPOMEH/bUBE jeTHUM TepMOM. THUM MOCTYIKOM y 1ar0j (POPMYJIH CaMO CA00O0IHE
upoMensbuse (radnuje, ci000/HA jaBbatba IPOMeH/bUBUX) Oulie 3amerbuBane Tep-
MoOM. Jep ako je y ¢hopMysin HEKa MPOMEHJ/bUBA Z CAMO Be3aHa, OHa hie HoBa (op-
MyJa, KOja HacTaje 3aMeHOM Te IPOMEHJbUBE 2 HEKUM TePMOM, OMTH IIPOCTO caMa Ta
dopwmyna. Ilocrynak 3amemuBama, Buaehemo To y meduHUNmju, 3aXTeBa 1 13 Gop-
MyJIa, BeHA, CJI000HA IPOMEHIBUBA 1 TEPM KOJUM 3aMEHyjeMO Ty IPOMEHJbUBY 3310~
Bo/baBajy onpehenu ycios. IIpe e nedununmje, Ha npuMepuMa 3aMeHe IPOMEH/bUBE
pa3nuM Tepmuma, objacuunhemo Taj yciaoB, a 3aMeHe Koje ra ucuymasajy Ouhe nc-
IIpaBHEe 3aMeHe.

Mpumep 6  UMmawmo jesux J = {a,*,c} u3 MNpumepa 2 u npenuxarcky
dopmyny HaIL TEM je3ukoMm, dpopmyny F':
Yya(y * c,z) V a(x,c)

ca jeHOM CJIODOIHOM I[IPOMEH/BHMBOM, HIPOMEHJBUBOM I, KOja HUMa JIBA
ciobonna jaBibama y F. 3aMemyjeMo & HEKUM TEpMOM t TAKO MITO Ce
CBa beHa cJI000/IHA, jaB/bama 3aMeHe TuM TepMoM t. Tepwm t MOXke nmaTu
pa3anauTe O0JINKE.

SaMmena, KOja TO y CTBAPU U HEje, 3aMEHA [IPOMEHJbUBE T TEPMOM KOjU
je caMa Ta TIPOMEHJ/bUBA T jecTe WCIpaBHA 3aMeHa. DPopMmyny KoOjy m0-
O6mjamMo TOM 3aMeHOM x ca x je cama dopwmymna F. [aspe, ako cao00aHy
OPOMEH/bUBY 3aMEHUMO TEPMOM KOjU HEMa IPOMEH/bUBUX (TaKBE TEpMe
30BEMO 3aTBOPEHM TEPMU) OLIET BPLIMMO ucLpPaBHy 3ameny. Ha upumep,
y mocmarpano] ¢dopmynn F IpoOMEH/PUBY X 3aMemyjeMO 3aTBOPEHHM
TepMoM (¢ * ¢) * ¢ u nobujamo Gopmyiy:

Vya(y ¢, (cxc) xc) Va((cxc)*xc c)
KOja je HacTaJla MCIIPABHOM 3aMEHOM. JOII jeqHa HCIpPaBHA 3aMEHa, je
1a ce y popmysin cia0004HA IPOMEH/bUBA 3AMEHUA TEPMOM UHja HUjETHA
[IDOMEH/bUBA HEMA jaBsbama y T0j dopmynu. Y Hamoj dbopmysnun F
IIPOMEH/BUBY T 3aMEIbYjEMO TEPMOM 2z1 * 23, HobujaMo (opmysty:
Vya(y * ¢, z1 % z2) V az1 * 22, )
Y OHA je HACTAJIA UCIIPABHOM 3aMEHOM.
A kakBy 3ameny cmarpamo memcnpasuoMm? Ila, HemcmpaBHa 3aMeHa je
Ka/1a [IPOMEHJBUBY ' Yy Haioj dbopmynu F 3aMeHnMO, Ha MPUMED, Tep-
mom ¥y * z. Tom 3amenom pobujamo dpopmyiy F':
Vya(y * ¢,y * 2) V a(y * z,¢)
Yy KOjOj je MPOMEHJbUBA Y TEPMA ¥ * 2 MO/ AejCTBOM KBaHTHdUKATOPA V,
Tj. IPOMEH/bUBA Y TepMa Y * 2 je Be3aHa LupoMensbusa dpopmyie F.

[Turamo ce Kako ce y mHekoj dopmysiu F' BpIne ucipaBHe 3aMEHE HEeHe
ciobonne mpomenspuBe x? Ilokaykumo TO Ha 0BOj Hamoj dopmynn F.
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Citobona npomensbuBa x opmyse F' uMa caobOMHO jaBibatbe y HeHO]
nordopmyin Yya(y ¢, x), nordopmyiau obiuka VyA. 3aro cBaku Tepm
t, kojum xoheMo J1a 3aMEHHMO [IPOMEH/BUBY X, HE CME /13 MMa [IPOMEH-
JbUBY Y, jep OM TOM 3aMEHOM HHeroBa MPOMEHJHUBA JIONLIA MO/ J1ejCTBO
kBaHTH(dUKATOPA V U MOCTaa Be3aHA MPOMEH/bUBA (POPMYIe KOja Hac-
Taje TOM 3aMEHOM.

Y onmrem ciaydajy 3a upousBosbHy dopmyiny F, meny csiobomHy HPOMEHIBUBY
x u meku tepMm t oBaj 3axresB u3 [lpumepa 6 uma ciexehu obnuk: Hu 3a jeany
LIPOMEHJbUBY Y TepMa t He nocroju nordopmya gopmye F obiuka VyA raksa ga
je x cmobosra mpoMensbuBa hpopmyse A. AKO je OBaj 3aXTeB UCIYHEH, OHIA KaXKEMO
ma je Tepm t ciobomaH 3a mpomeHspuBy Ty dopmynu F. Bam to, ma je jeman
TepM t ca0001aH 38 HEKY IPOMEH/bUBY X y dopmyin F' je IOMEHyTH yCJIOB KOju je
rorpebaH, 13 Ou Ta caobomHa mpoMensbuBa © popmyste F' moria ma Oyie 3aMemeHa
TuM TepMoM t. JlepUuHUIMMO IPBO KAKO Y TEPMY 3aMEHbyjeMO HPOMEHIbUBY HEKUM
TEPMOM.

HeduHunuynja tepma gobujeHor 3amMeHOM NMpOMeHsbIBE

Tepm 100ujer 3aMEeHOM IIPOMEHJbUBE T TEPMOM S y TepMy ¢ 03Ha4YaBa ce
t¥, a HHAYKTUBHO ce AedbuHUIIE Ha clenehn HAYHUH:

(1)(1.1) ako je repMm t MHAMBUIYAJIHA KOHCTAHTA, ¢, OHJA je t¥ TepM ¢;
(1.2) ako je t uHAMBHAYAIHA IPOMEHIBUBA Y, Y7L, OHIA je 1 TepM y;
(1.3) ako je TepM ¢ MHAMBHIYATHA IPOMEH/GUBA T, OHZA je t¥ TepM s;
(2) ako je Tepm t obmuka f(ty,...,t,), rae cy t1,...,t, Tepmu u f one-
panmjcku cuM00uI jesnka J yKuHe n, oHzxa je t¥ repm f (17, ..., tp7).
A caga eBo u omenyTe gedbuHNIMje O 3aMEHUBALY TPOMEH/bUBE HEKUM TEPMOM

y dbopmysin.

Jedunnunja dbopmyne pobujeHe 3aMeHOM NMPOMEHbIBE

@opwmysa nobuWjeHa 3aMEHOM MPOMEH/bUBE T TepMoM t y dpopmynu F' o3-
Ha4daBa ce F¥, a MHIYKTUBHO ce JeduHuIe HA cjieehn HAYnH:

(1) ako je F' mynapHu jormdku Be3uuk L, onga je L7 dopmyna L;

(2) ako je F obmmka p(ti,...,tn), ovga je F¥ dopmyna p(t17, ..., tn¥);
ako je F' obnuka AV B, ouna je F¥ dopmymna AY V BY;

)
2)
.3) ako je F obuuka A = B, ouza je FF¥ bopmyna A7 = BY;
1) ako je F obsuka VxA wnu dxA, ouna je Fi¥ dopmyna F;
2) ako je F obnuka VyA, IpOMEH/bUBA X je PA3JIMUUTA, O Y U TEPM
t je cnobonman 3a x y dopmynu F, ouga je F¥ dbopmyna VyA7;
(4.3) ako je F obsiuka JyA, 0pOMEH/bUBA T j€ PA3JIMIUTA O Y U TEPM

t je cnobonan 3a x y dopmynu F, ouna je F¥ dopmyma JyAf.
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Kana je x camo Besana upomensbusa (opmyie F (1j. cBa jaBjbaba POMEH/bUBE
z y F cy Besana kao y (4.1)) wiu x Hema jaBmawa y F, onzua je dbopmysna koja
HACTaje 3aMEHOM IIPOMEHJbUBE T HeKuM TepMoM t y toj dhopmynu F npocro cama
dopmyna F.

1.2 CemaHTuKa IMpeanKaTCKe JIOTUKE

Y oBowMm moryiaBsby OaBuhemo ce 3HaUYemeM npeankarckux dpopmyna. Kao uy ciaygajy
nCKa3HuX POpMyJTa, TAKO U 3a CBAKY IIPEIUKATCKY (POPMYJ/Iy [NIABHO nuTamme he butn
KOja je wena spejuocr (o4 ase morylhie BpeanocTu), OLHOCHO Ja Jjiu je ra dhopmysia
MCTUHUTA MJIU JAXKHA (HEUMCTUHUTA).

1.2.1 Mogenu je3uka u mHTepIpetamuje dopmyaa

VY mocrynky oxpehuBarma UCTHHOCHE BPEIHOCTH HEeKe UCKasHe (opmysie (Ha ImpuMep
y [3]) cBa meHa HMCcKa3Ha CIOBA BaJyanujama J00Hjajy BPETHOCT (MHTEPIPETHPAjy
ce) wiu ucrunuro: 1, wnm saxxuo: 0. 3aruMm ce, 3a Te Bajyalyje UCKA3HUX CJIOBA
nocmarpane ¢opmyse, nomohy dyHKIHje HHTEpIperanyje, padyHa BPEIHOCT Te
dopwmyie.

ITyr a0 Bpeanocru (ucruHocHe BeJHOCTH) peaukarcke hbopmysie (MCTUHUTA Uil
JaxKHa) je apyraunju. 3a Heky upeiuxarcky ¢opmyny F upso rpeba 3naru jesux
J HaJ KOjuM je Ta mpeauKaTcKa (popMy/ia HAPAB/HEHA U TATH j€IaH HEroB MOIE,
Tj. jeIHY WHTepIpeTalyjy cBux cumbosa Tor jesmka. Hawmme, mpBo Tpeba u3a-
6paTy jeqHy pesalnijcKo-OIepaIijcKy CTPYKTYpY® Kojy YmHe HelpasaH cKym S, Hexe
pesaiyje n3mely BeroBux ejeMeHarTa U Oll€paliije Ha HeroBUM eJuMeHTHMa. la
crpykrypa he butu mozen jesuka J. lakne, npBo Tpeda m3abpaTu HEIpPa3aH CKyII
S, koju 30Bemo nocay (usm jomen). Ilorom, cumbosie jesuka J unTepuperuparu
OBAKO: CBAKH DEJIAIMjCKU CHUMOOJI p je3uka J Jy»KWHE M UHTEPIPETHpA Ce TAYHO
JEIHOM peJIallijoM HCTE My>KWHE 1M HAJ CKYIOM S; CBAKHU OMEpaInjcku cuMOosa f
jesuka J JyzKuHe n WHTEPIPeTHpa Ce TAYHO jeJHOM OIIePAINjoM U3 CKyma S™ y CKyI
S; ¥ Ha Kpajy CBaKa WMHIUMBUJIYAJIHA KOHCTAHTA je3uka J je Ta4HO jelaH eJIeMEHT
u3 S (1j. unrepuperupana je jeaHom HysnapHom ouepauujom). Ocum Tora, cse 1po-
MEHJBMBE U3 CKyIa IPOMeH/bUBUX V) Oulie mHTEpIpeTUpaHe eJIEMEHTUMA HOCAYa S,
Tj. CBaKa MPOMEH/bUBA Ne, Ka0 CBOjy BPEIHOCT, MOOUTH je/IaH €JIEMEHT U3 CKyTa S.

EBo ogmax mpumepa.

Mpumep 1 UNwmamo jesux J={a,*,c}, rae cy « pemanmjcku, a * ome-
panujcku cumboi1, 06a JyKUHE 2 U ¢ MHAMBHYAJIHA KOHCTAHTA. 3a
Hocau bupamo ckyn mpupoanux 6pojeBa N. To 3maum ga npomeHsbUBE
"3 CKymna )V U KOHCTAHTe je3nKa J, KOHCTAHTa ¢, Y3UMAajy BPEIHOCTU U3

6mojam pesamujcko-omepanujcke CTpyKType y [3], mpBa riasa
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ckyna npupoganux 6pojesa. Jegan mozen jesuka J nHanpasuheMo oBOM
UHTEPIPETAIMjOM HEeroBuxX cumM00JIa; pesanujcku cuMO0JI (v MHTEpIpe-
THpPAMO OHMHAPHOM peJIallijoM jeIHAKOCTH = IIPHUPOJHUX OpojeBa, ore-
pammjcka cuMbosI * OGHHAPHOM omeparmjoM cabmpame, + : N2 — N, a
KOHCTAHTA ¢ HEKA je mpupoman 0poj 1. Pemanujcko-omeparujcka cTpyK-
typa (N,=,+,1) je, no nedununuju koja caemu, jelaH MOAeN HAIIEr
jesuka J = {a, *,c}.

Oedunnunja mopena Z = (S, 1V) jesuka J

Jemam Mozen maror je3wka J je pealyjCKO-OTEPAIdjCcKa CTPYKTYpPa
9uju HOCAY je HEKW HEMpa3aH CKyI S, a pejaluje u onepaimje oapehene
noaebuBatbeM (pynkuujom) I I nedunncanum Ha crenehn nadun:

(1) cBakoM pestanmjckoMm cuMbouy (peaukary) p jesuka J, umja Ly KuHa
je m, oAroBapa TadHO jejHa pesaluja AyzKUHE m Ha cKyiy S, p;r C S™,
j. 17 (p) = pr;

(2) cBakom ouepauujckom (dyunkumjckom) cumbony f jesuka J, uuja

JLyZKMHA je 1, 0JroBapa TavHo jeana ouepauuja (bynkuuja) fr myxune
n, fI:Sn_>S; Tj' Ij(f) = fI;

(3) cBaKOj MHAMBU/YAIHO] KOHCTAHTH € je3uka J OArOBapa TauHO jelaH
enement ¢y ckyua S, 1j. 17(c) = c;.

Taj mozen jesuxa J osmauasamo Z = (S, 1Y), a ckyn S 30Bemo HOCau
(un gomen) mozena Z = (S, 17).

[Mocebro, ako je jesmk J gar CKYmOM {p1,..., Pk, f1, s frns Cly oy Cn by
rae cy k, m u n HeKH TpUpogHE GpojesH, oHga hemo momen Z = (S, 1Y)
BAIUCUBATH U OBAKO: (S, P17, ey Pkl J1Iy ey Sinds C1Iy ++ey Crl)-

Y Mpumepy 1 gar je jeman monen jesuka J = {a, *, ¢}, mogen (N, =, 4+, 1). O3sna-
4uMo ca Z ckyu uenux, a ca R ckyu peannux 6pojesa. (Te o3nake 3a ueJie u pease
6pojese kopucruhiemo u Hazasme.) OHua Cy pesalujCKO-OLEpaLKUjCKe CIPYKType
(Z,<,-,—1) u (R, <,+,0) ucro Tako mozenu jesuxa J ={a, x, c}. Amu, nHa npumep,
peJiaiujcko-onepaijcka crpykrypa (R, =, <,0) uuje monen jesuka J jep je y Toj
CTPYKTYPH OIEpPAIUjCKu CUMOOJI * ayzKuHe 2 je3uka J WHTepHpeTupaH OMHAPHOM
penanujom <!

Kama 3a mekn jesuk J mMamo jeman meros moaea Z = (S, V), onma, pexim cMo
TO, U €JEMEHTHMA CKylla [POMEH/bUBUX V JI0/Ie/bYjeMO BPEJHOCTH M3 HOCAYA TOT
mojiena, ckyna S. @yakiuja ¢: )V — S, KOja CBAKOj MPOMEHJbUBOj U3 V 10/eIbyje
eJIEeMEHT M3 HOCa4a S je jejiHa MHTEPIPEeTAlyja [IPOMEH/bUBUX Y HOCAYY S MOIE/IA
T = (S, I7) u mu hemo je 3BaTu jemna m-unteprnperanuja 1. (Hajuemhe, nonesnpame
BPEIHOCTH U3 HOCAYA MOJIEJIA €JIEMEHTAMA CKYTIa TPOMEH/bUBIUX HEMA TOCEOHO MMe.
Ha nmpumep y [13], cBaKO 10/€/bUBabE BPEIHOCTH €IEMEHTHMA CKYIIa, TPOMEHBIBUX
V, peom I, xa, ..., 1ato je jemanm auzom s = (by, ba, ...), roe je b€ S, ke {1,2,...}.)
Axo 3a n-umTEpHpETanM]y ¢, IIPOMEH/PMBY I U HEKHU €JIEMEHT d HOCada S BaxKu
1(z)=d, ouza je d BPEAHOCT IPOMEH/bUBE & y I-UHTEPIPETALM)U ©.
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Bajenno, jenan momen Z = (S, 1Y) mekor jesuka J u jejHa n-MHTEpHpETAI]ja
12V — S, jecy jenmna unrepuperanuja I, = (Z,1) = ((S, I7),1), unrepuperanuja I,.

3a onpebeny marepmperamujy I, =(Z,2) = ((S,17),7) M0okeMO OJTOBOPHTH Ha
nurame: Kako ce oupelfyje Bpequoct repma uiu upeaukarcke dopmysie (Hau qarum
jesukom J) y 10j unrepuperauuju? Ilounumo ca unrepuperanujom repma. Jenau
repM t HaJl je3UKOM J YrHe POMEHJbUBE U KOHCTAHTE [TOBE3AHE OLEPAUJCKUM CHUM-
Gomama. Y maTepnperarmmju I, = (Z,1) = ((S,17),1) BpeaHOCT CBaKe MPOMEH/bUBE
TOr TepMa t je OHAj eJIEMEHT U3 HOCAYa, S KOJU jOj je MPUAPYKEH M-UHTEePIPETAIN]jOM
1; BPEIHOCT CBAaKe HHErOBE WHIMBU/IyAJIHE KOHCTAHTE W OMEPAIMjCKOr CHMOOJIa, je
PEJOM eJIeMEeHT HOcada S M KOHKDETHA Olepalyja HaJl eJeMEeHTHMa Hocada Sy
KOje Cy ce Ta KOHCTAHTA W omepamujcku cum6os camkaian ¢yuxmujom 17, IIpe-
Ma TOME, BPEIHOCT TepMa, y jeaHoj nHTepnperanuju I, je pe3yarar oapehenux orme-
paIgja HaJ eIeMEHTHMA, HOCAYa, S, Tj. TO je HeKW eJIeMeHT Hocada S. Barmr To n kaxke
nedbuHUTja KOja ciienn, AepUHATIAja BPEIHOCTH TEPMa, Y HEKOj WHTEPIPETAIIN]H.

HeduHunuynja BpegHoCcTr Tepma y nHTepnperaymuju

Bpeanocr(uiu 3uaveme) Tepma t y unrepnperanuju I, =(Z, 1) ogpelenoj

mogesiom Z = (S, 1Y) jesuka J u n-unrepuperanujom 2:V — S, o3nada-
BaMo ca I,(t) u nedbunumemo Ha ciaenehu Havun:

© aKo je TepM ¢ HeKa MPOMeHJbUBa &, oHza je I,(t) = o(z);
© aKo je TepM © Heka KOHCTaHTa ¢, ouza je I,(t) = cr;

© ako je repm t objuka f(t1,...,tn), rae cy ti,...,t, TepMu u f omepa-
mujcku cuM60dI jesuka J myxkuHe n, ouga je I,(t) = fr(L(t1), ..., L,(tn)).

Ilornemajmo jeman mpumep.

Mpumep 2  Hasexumo HekomMKO Tepama Ha jesuky J = {x,c}, rue je
* OlEpaIMjCKu CUMOOJI JyKUHE 2, & ¢ UHIUBH/LYJIHa, KOHCTAHTA!:

x, ¢ (cxx)xy m ((cxz)*c)x*y.
[Torpaxkumo BpegHOCT TUX Tepama y mHTeprperanuju I, Koja je oape-
hena momenom (N, +,1) jesuka J u n-unrepnperamujom ¢ : YV — N 3a
KOjy je ¢(x) = 3 u 1(y) = 5. BpeauocTu Tux TepaMa Cy HEKU €JIEMEHTHU
HOCaYa MOJIEJIA, CKYTIa mpupoaHux Opojea N:

I,(z) =(z) =3, IL(c)=cr =1,
L((exa)*y) = L(cxa) + L(y) = (1(e) + L)+ L.(y) = (14+3) +5 =9,

L((exa)xc)xy) = L((cxz)*c) + L(y) = (L(c) + L(@)) + L(c)) + L(y)
=((1+3)+1)+5=10.

Bpennoct Tepma y mpoW3BOJHHO] WHTEPNPETANWjU HUje: WCTHHUT WA HEUC-
TUHUT. ¥ CBAKOj MHTEPIPETAINji NCTUHUTA WA HEMCTUHUTA j€ MpeauKaTcKa hop-
mysta. [Ipe #Hero mrro maMo nedbwHUNM]Y BPETHOCTH IPEIUKaTCKe GOPMYJIe Y HEKO]
MHTEpHperanuju, AepUuHUIIMMO jeady pesnauujy udMmehy n-unrepuperauuja. AKo 3a
mogent Z = (S, 1Y) jesuxa J, NIPOMEHJbHBY T U3 CKyIla IPOMEH/bUBUX V U JiBe II-
uHTepuperaiyje ,7: YV — S Baxku: ¢(y) je jeaquaxko j(y) 3a CBe NPOMEH/bUBE Y U3
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cKyma V) ocuM MO2K/1a KaJ1a je y Oalll IPOMEH/bUBA T, OHIA CY 1 U ) Y PEJIAlMju
Tj. 1 ~, 7. Jacuo je ma je ~, jemHa pesanuja eKBHBAJEHIHje  HAJ CKYIIOM CBHX
[-MHTEPIIPETAUja U3 CKyla IPOMEHbUBUX V) y HOCAY S.

JedurHunuynja BpegHocTy npegnkaTcke hopMysie y nHTEpNpeTaLmjun

Bpeauoct (umi MCTHHOCHY BPEHOCT) npejukarcke dopmyie Iy HeKoj

marepnperarmuju I, = (Z,1) oapebhenoj momenom Z = (S, 1Y) jesuka J
u m-uHTepuperanujom ¢ : V — S, ozmauaBamo ca I,(F) u gedununemo
OBaKOo:

© ako je F' enemenrapna ¢dopmyna L, ouna je I,(L) = 0;
o ako je F enementapua dopmyma obmuka p(ty, ..., t,),
ouna je I,(p(t1, ...y tn)) = pr(L(t1), ..., L(tn));
© aKko je F' dpopmysa obsmka A A B,
ouza je I,(A A B) = min(I,(A), I,(B));
© aKko je F' dpopmysa obimka AV B,
ouna je I,(AV B) = max(I,(A),I,(B));
© ako je F' dopmymna obauka A = B,
ouna je I,(A = B) = max(l — I,(A), I,(B));
© ako je F' dpopmyna obmuka VrA, ouma je
I,(VzA)=1 kana 3a cBaky J: V — S, 7 ~, 1 Baxu [,(A)=1,
unaue je I,(VxA)=0;
© ako je F' dpopmysia obsmka Ir A, onzsa je
I,(3zA)=1 xana nocroju 7: V — S, y ~, 1 3a xojy je I,(A)=1,
unadve je I,(3xA)=0.

Axo 3a marepuperanmjy I,=(Z,1) u dopmymny F saxu I,(F)=1, ouna
KaxkeMo Ja je popmyna F' ucrubura y 1oj unrepuperauuju I, (wiu ga
I, 3amoBosmasa dbopmyty F). A ako je I,(F) =0, onma je dbopumymna F
HeucTrHWUT] (NaXKHA) y TOj uuTepnperayju (tj. I, He 3a10B0/baBa Hop-
myay F). B

[TpumeTnmo Ja BpeJHOCT CBaKe oJ1 npeaukarckux dpopmyna ANB, AVBu A= B
3aBUCH O] BPEJIHOCTH WeHuX noTdopmyna A u B Ha HCTH HAYMH KaO U BPETHOCTH
uckaszue dpopmysie Tor obsuka 0/ wenux oarosapajyhux nordopmysna (Bugeru 2.2.1
y [3]). Ocum rora, nedununuje Besnuka T, = u < u3 1.1.1 najy na u3 uckasue
JIOMKE IIpey3uMaMo u Hadud oxpeljuBama Bpemnocru (opmysa obiauka 1, A u
A& B, 1j. 3a meky unrepuperaiyjy I, = (Z,1) u upeaukarcky dbopmyiy F Baxu:

© ako je F' dopmyna T, ouga je I(T) = 1;

o ako je F' dopmymna obnuka —A, ouza je I,(-A) =1 — I,(A);

"mojaM pemamnuje expuBasieHnuje y [3], npsa riasa
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© ako je F dopmyma obnuka A< B, ouna je I,(A< B)=1, xana je I,(A)=1,(B);
unaue je I,(A<B) =0.

Wcrakanmo /13 aKo je MPOMEH/bUBA & CJA000mMHA IpoMeHbuBa popmyrte F', orga
3a jeauy unrepuperamyjy I,=(Z,2) speauoct I,(F') 3asucu oz Bpensocru +(x), Tj.
I,(z). Hamwme, 3a Heky npyry murepuperannjy I,=(Z,7) ca uctuMm momenom Z je-
3uka J, KOjoM c000Ha TPOMeHbuBa & nobuja Bpeanoct j(x) pasmuaury of (),
speanocr I,(F), moxe Guru pasnuaura ox speauocru I,(F). Anu, ako je dopmyna
F peuennna, 1j. dopmyna Koja HEMa CIOOOJHUX IMPOMEH/PUBHUX, OHJIA y CBAKO]
wnreprnperammju I, = (Z,1) spexnoct I,(F) 3asucu camo on mogena Z = (S, 1) je-
3uKka J, a He U OJ I-WHTEpIpeTaluje ¢. ¥ CTBapu Baxwu cjienehe CBOjCTBO: 3a HEKY
unrepuperaiyjy I, = (Z,1) u dopmyiny F speguocr I, (F) 3aBucu camo O BpEAHOCTH
ciobonuux npomensbuBux opmyie F y n-unrepuperarnuju ¢. OBo hemo pokaszaru
y JIEMW 2. IIpBo Ha mpumepuma 00jacCHEMO OApehuBambe BPEIHOCTH MPEIMKATCKAX
dbopmya obmmka VA nu drA y HEKOj HHTEpIPETAIHjH.

Mpumep 3 TTocmarpajmo jesuk J = {a, *, c} u3 Mpumepa 1 u oBe Tpu
npeaukaTcke popMyse HaJ, THM je3HKOM:
Vea(e,z) Jra(z,c) n Vrealz,z*c).

(1) OapenuMo BpemHOCT MOCMATPAHUX IPEIUKATCKAX (DOPMYJIa y HHTED-
uperamju I, Koja je nara momesnom ({0, 1,2}, <, +,0) jesuka J u HeKOM
n-uaTepuperaiujom ¢ : YV — {0, 1, 2}.
Wnrepnperanumja I, npse dbopmyie je: Vo (0 < x).
Ha ocuoBy nedunuruje speaunoctu (popmyite obmuka Ve A y Hekoj mHTEp-
nperamyju, umamo caenehe: ako xohemo na je I,(Vza(e,z)) = 1, onma
mopa 6utu I,(a(c,z)) = 1 3a cBe n-unrepuperanuje 3, 7:V — {0, 1,2},
3a KOje BaXKM J ~, 1. 3a CBaKy I-MHTEPIpPETAIHjy J, IIa U CBaKy O
TUX [-HHTEpIpeTanyja j, j~, ¢, uaTepuperanyja I, dopmyre alc, z) je
0 < y(x), rue je j(x) Heku enement u3 HOcada mozesa {0,1,2}. 3aro,
aKo 3a CBe J, )2, 1 mopa 6urn I,(a(c,z)) = 1, To 3ua4m na mopa Guru
ucrurnto 0 < d 3a cee d € {0,1,2}, 1j. mopa 6uru ucrururo: 0 < 0 u
0<1m0<L2. Jaxe,

IL,(Vza(e,z)) =1

ako u camo ako  I,(a(c,x)) =1 3a cBaKy j, ) g ¢

AKO M CaMO aKoO 0<0u0<1u0<L2.

CnukoBUTO pedeno, KBaHTU(MUKATOD V Ce MpeICTaB/ba MTOMONY JIOrHIKOT
Be3HuKa KoHjyHkuuje. Haume, ako umamo dpopmysy VrA, oHia mnpasu-
Mo cse moryhe unrepuperaruje I, dpopmyse A Tako IITO IPOMEHBUBA
T O-MHTEPIpeTanujaMa ) y3uMa CBE BPeJHOCTH u3 Hocada mojena. U
dopmyna VrA je ucturura Kajga Cy UCTHHATE CBE T€ WHTEPIIPETAINjEe
dopmyne A, Tj. Kama je UCTWHUTA KOHjYHKIIMja THX WHTEPIIPETAIH]a.
JacHo je ma Tux mHTepnperanuja hopmyae A uMa KOJIUKO U eJIeMeHaTa,
nocada. Kasma je Taj Hocad KOHAYaH CKYII, KAO Y OBOM HAIIIEM IIPUMEPY,
OH/I3 UMAMO KOHAYHO MHOI'O bUX [I0BE3aAHUX KOHjyHKIIMjaMa, Tj. ©UMaMo,
Ja TO TaKO HA30BEMO, KOHAYHY KOHjYHKIIHjy. ¥ OBOM HAIlleM MpUMEPY
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KOHa4dHa KOHjyHKIuja, KoHjyHKIuja 0 < 0 u 0 <1 u 0 < 2, je uc-
TUHUTA, CTOrA 3aK/bydyjeMo aa je dbopmyna Vrxa(c,x) ucruaura y ub-
repuperammju [,=(({0,1,2}, <,+,0),2).

[Ipumerumo na oxpehusamwe Bpesnocru nawe Gopmyse Vea(e, ) y un-
reprperauju (({0, 1,2}, <,+,0),1) Huje 3aBucuso oz, u360pa N-UHTEPII-
peraiyje «. Haume, Ta dbopmyiia, a u ocrase Gpopmylie u3 OBOI IPUMEPa
Cy pEYEeHHIlEe, 3aTO BPEIHOCTH TUX (OPMyJIa y HEKOj WHTEPIPETAIV)U
I, = (Z,1) 3aBuce camo ox u3bopa monena Z jesuka J. akne, 3a Mo-
men T = ({0,1,2},<,+,0) jesuka J Bpemnoctu Tux (HOPMyna y CBUM
unrepuperanujama I, = (Z,1) cy jenmake. Y nemy (2) mocmarpahiemo
JAPYTH MOJeJ je3nKa J, ajd MPBO, OAPEINMO BPEIHOCT ITPEOCTAJIE /TBE
dopmyne y uarepnperanuju I, = (({0,1,2}, <, 4,0),1).
Unrepnperarnyja I, npyre dopwmyiie je Jz (z <0).

Ako xohemo ga je I,(Iza(x, ¢))=1, ouza je, 10 qeduHUIMjH BPEIHOCTH
dopmysie 0buka JrA y HEKO] MHTEpIperauuju, J0BOJHHO Ja Haljemo
Gap jeany n-marepuperanujy j, J ~ ¢, 3a Kojy Baxu I(a(x,c)) =1.
3a cBaky u-unrepuperauujy j (Te u one ca 0COGMHOM jJ ™, 1) UHTEpP-
nperangja I, bopmyne a(z,c) je j(x) <0, rae je j(x) Heku ereMeHT u3
{0,1,2}. Haxie, ma 6u 6umno I,(Jza(x,c))=1, mopa ma je 3a 6ap je-
nan ejgement d u3z {0, 1,2} ucruauro d < 0, Tj. MOpa Ja je MCTUHUTO:
0<O0wmml <0wmwm?2 < 0. Bumumo ma, Kako je kBantuduxarop V
[IOBE3aH Ca KOHjyHKIIMjOM, TAKO je KBaHTH(pmUKaTrop J moBe3aH ca JIucC-
jyukmmjom: dopmysta obnuka JrA je mcTMHWTA Kajda je MCTHHHTA Oap
jemna oz csux moryhimx mnrepnperanuja dopmysne A (koje qobujamo
TaKO IITO & y3UMa cBe Moryhe BpeJHOCTH M3 HOCava MOjesa je3uka J,
oBre ckyma {0,1,2}), Tj. kama je ucruHATA HBUXOBA IUCjyHKIMjA. ¥
HallleM IIPUMEPY Ta JUCjYHKIMja je koHayHa u camo je 0 < 0 ucrtunuro.
3Hauu, 38 HEKY L-MHTEPILPETALM]Y Jo, Jo e ?, KOja ciauka x y 0, uMmamo
I, (a(z,c))=1. Haxse, IOCTOjH O-MHTEpPIpETANUja J, ]~y ¢, 38 KOjy je
I,(a(z,c))=1, te Baxu I,(za(x,c)) = 1. Crora bopmymna Jra(z,c)
jecre mcrunura y marepnperanuju I,=(({0, 1,2}, <, +,0),1).
Wnrepuperanuja I, rpehe dpopmyne je Vo (x <z +0).

Kao u ko nipse dopmyiie, na 6u dopmyna Vea(x, z * ¢) Gura ucrunura
y mHTepnperanuju I, Mopa Outu mctuHHTA 0Ba KOHjyHKIHja: 0<0 4 0
n 1<1+0 u 2 <240, aona jecre ucruaura. Jlaknae, mobujamo
na je I(Vexa(z,z * ¢)) =1 1j. dopmyna Vra(z,x * ¢) je uctunura y
unrepuperamju I,=(({0,1,2}, <, 4,0),1).

(2) Oppesumo BpeJHOCT MOCMATPAHUX NPEAMKATCKUX (OPMYJIa y HUH-
reprperauju I, Koja je mara mozesnom (N, <, 4+, 2) jesuka J u HEKOM
m-uHTepnperamnujom ¢ : Y — N.

3a ucrunurocr dopmyse Vea(c, x) y unrepnperanyju I,, MOTIYHO UCTO
kao u y (1), mopa 6uru mcruauro 2 < j(x), 3a cBe Bpemuoctu j(x) u3
mocaga N, 1j. mopa Ouru ucruanTo: 2 < 0u2<1u2<2u2<3mu
... (OBo je jenan HU3 KOHjyHKIM]ja, U TO OECKOHAYAH, jep je OecKOoHavaH
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u Hocau mogsiena.) VMamo Ja cy heHa [pBa TPU 4WIAHA HEUCTHHUTA,
na 3akspydayjemo na je I, (Vza(c,x)) =0 1j. bopmyna Vza(e,z) uuje
ucrunura y unrepuperanuju I, =((N, <, +,2),12).

[Iro ce tuue ucrunurocru Qopmyne Jra(x,c) y unrepuperanuju I,,
kao u y geny (1), mopa Guru uctururo: 0 < 2 wm 1 < 2 wiam 2 < 2
wm 3 < 2w ... (Caza, y ciaydajy kBantudukaTopa J, IOCMaTPaMO
HU3 JUC]JyHKLM]a U OH je OecKOoHavaH, jep je TakaB M HOCAY MO/EJA.)
Nmamo na cy npBa j1Ba 4jaHa UCTUHHUTA, 114 33 [-HHTEPIPETALU]Y 0,
7051, Koja x ciauka y 0 (mwmm 1) Baxu I, (a(z,c)) = 1. Hakie, mocToju
[-MHTEpIpeTanyja J, J ™~y ¢, 3a Kojy je L(a(z,c)) = 1, te dopmyna
Jza(x, c) jecre ucrunura y unrepuperanuju I, =((N, <, +,2),1).

Ha kpajy, unrepuperanuja I, tpehe dopmyue je: Vo (z < xz+2).
3a meHy BpeIHOCT y TOj uHTeprperaiyju I, morpebHo je oapeuTu Bpe-
HocT I)(a(z,x * ¢)) 3a cBe m-uHTepnperanuje j:V — S, j =, 1. Jaxie,
MOTPEOHO je UCIUTATH WCTHUHUTOCT CBUX (opmyna d < d + 2, rae je d
BPEIHOCT LIPOMEHJbUBE T Ma KOJOM J, J ™~ © (Wro 3Ha4du ja d MOXKe
6uru 6uiao Koju upuposan 6poj). ¥ crBapu, HOTPEOHO MCIUTATU UCTH-
murocr: 0 < 04+2ul1<1+4+2u2<242u.. CBaku wWiaH OBOI' HU3A
KOHjyHKIH]a je uctuaut, Tj. I,(a(z, z*c)) = 1 3a cBe m-mHTepIpeTanuje
7, 7~z 1, crora je u I, Vza(z,x x¢)) = 1. Jakie dopmyina Vea(x, * c)
je ucrunura y unrepnperanuju I,=((N, <, +,2),1).

Ilornemajmo jomm jeman mpumep.

Mpumep 4  Tlocmarpajmo Hag jesukom J = {a, *, ¢} u3 MNpumepa 3 jen-
Hy bopMyIy Koja MMa CJI000JHUX IPOMEH/bUBHX, dhopmyay F':
Vea(z,z *y)

ca cobomHOM mpoMensbuBoM Y. Heka je mo3HaT mozen je3uka J, MOAEs
(Z,<,+,0). 3a cBaky, Tj. NPOU3BOJ/bHY II-MHTEPIPETALM]Y 2, t:V — Z
unrepuperaimja ((Z, <,4+,0),:) nocmarpase dbopmysie je

Ve (z < z+1(y)).

Ha bucmo oxapemmnmu Bpennoct dopmyine F'y HEKO] mHTEpIperanuju
I, = ((Z,<,+,0),:) mopamo 3Haru BpeAHOCT %(Yy). Y3MHUMO IIPBO HH-
reprperaiujy I,, = ((Z,<,4+,0),11), TakBy Ja HbeHa II-UHTEPIPETAIH]a
11, 11 : V — Z, npomersbuBy y cimka y 0, 21(y) =0. Unarepnperamuja I,
dbopmyne F je Vo (z <x+0). dakne, nama dopmyna F je HencTuHUTA
y unrepuperanuju ;. A caga ysmumo I,, = ((Z,<,+,0),22), ca u-uu-
TEPIIPETAUjoM 12, 12 : V — Z, 12(y) = 1. Nurepnperanmja I,, dopmysie
F je Vx (x <z+1), na umamo ja je dpopmyna F ucrunura y T0j uHTEp-
uperamyju I,,. Bugumo ma mocmarpana dbopmysia Vea(z,x * y) 3a ucru
mozen jesuka J, monen (Z,<,+,0), a 3a pa3nuauTe n-uHTEPIPETATIAjE
HA CKYyIly IPOMEH/bUBUX V, Tj. 3& PA3IMIUTEe BPEJIHOCTH CBOje C0601He
OPOMEH/bUBE Y, UM, PA3JIMIUTE UCTUHOCHE BPETHOCTH.
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Jacuo je ma cy 3a cBaky npeaukarcky dopmyiny F' najg mexkum jesukom J 3Ha-
gajue one unrepuperamuje I, =(Z,1)=((S,I7),1) y kojuma je ona uCTUHUTA, Tj. OHE
3a koje Baxu I,(F)=1. Takse uaTepuperanuje 3sahemo momenu 3a dbopmyy F.

HeduHunuynja mogena 3a npegukarcky dopmyny

Axo je bopmyna F uctunuta y unrepuperamuju I, = (Z,2) = ((S,17),1),
oHza je ta maTepnperanuja (Z,1) momen 3a dopmyiay F u To 3anucyjemo

(Z,2) E F.

Y namewm Mpumepy 4 dopmyna Vra(r,z * y) je MCTUHUTA Y MHTEPIPETALM)U
I, = ((Z,<,4+,0),12) u Ta uaTepnperaunuja je mozen 3a dopmyny Vea(z,z * y).
Ayu umamo na ta dopmyiia vuje ucruaura y uarepuperauuju I,, = ((Z, <, +,0),21)
u 3a Ty uaTepnperanujy hemo pehu na je Konrpamozen 3a Gopmyry Vra(x, x * y).

Axo umamo jesux J u jenan mweros mogen Z= (S, 1Y), ounrnemno je aa 3a npo-
u3BosbaH TepM t Hag J u mexy maTepuperanumjy I, = (Z,1) spemnocr I,(t) 3aBucu
camo o, Bpearoctu (y Toj mHTepuperanuju I,) OHMX KOHCTAHTU U NPOMEHJHUBUX
Koje ce jaBmbajy y Tepmy t. Jlakie, ako 3a jeman mogen Z = (S, I7) jesuxa J umamo
nse untepuperanuje I, = (Z,1) u I, =(Z,)) TakBe na 3a CBaKy IPOMEH/bUBY T Te-
pma t Baxu o(x)=73(z) (rj. L (x)=1,(z)), onna je I,(t)=I,(t). Y napeanoj semu
Joka3zaheMo OBO CBOjCTBO.

JIEMA 1
Heka cy I, = (Z,1) n I, = (Z, ) nee nntepnpetauuje, rae cy Z = (S, I7) mopen jesuka
J n,3:V — S pgee n-untepnperaymje. AKO 3a CBaKy NPOMEHJbUBY T HEKOr Tepma t
Hag jesukom J Baxu I,(z) = I,(z), oHpa je:
L(t) = L(¢).
JOKA3
Joka3 he 6uTn MHIYKIXjOM IO CJIOXKEHOCTH TepMa t, Tj. 1Mo O6pojy orme-
panujckux cumbosia y tepmy t.
HajjennocraBuuju TepMu Cy KOHCTaHTE U mpomensbuBe (6poj omepariy-
jekux cumbosia y mwuMa je 0). Ako je TepMm ¢t HEKa KOHCTAHTa €, OHJA
o/lMax, Ha OCHOBY jedWHHUIMjEe BPEIHOCTH TepMa y HHTEPIPETALUj,
umamo I,(t) = ¢y =1I1,(t). Ako je Tepm t Heka IPOMEH/bUBA X1, OHJA
je I,(t)=1I,(x1) =u(z1) n I,(t)= I,(z1) =(x1) u xkaKo Baxu ocobuna
I,(z1) =I,(x1), To mmamo: I, (t)=1I,(t).
Heka je cama Tepm t obmuka f(t1, ..., ), 38 6WIO KOje TepME t1, ..., T,
U [POU3BOJbaH ouepauujcku cumbost f ayxkune m jesuka J. IIpomen-
JbuBe TepMa t Cy IPOMEHJBUBE U TepaMa ty,...,lmy,. 34TO 34 CBAKH TAj
TepM BaxkH 13 uHTepnperanuje I, u I, (Tj. n-uHTepmperamuje ¢ I j)
UMajy jeIHaKe BPEIHOCTH 33 CBE HUXOBE MPOMEHJbUBE U jOII, TH TEPMU
Cy Mame cjaoxkeHocTu o Tepma t (jep ¢ uma Gap jegaH onepanujcku
cumboa (cumbour f) Buwe oz cBakor oj wux). Jakie, 3a mbUX BaxKu
MHJIYKIIMJCKA IIPETIIOCTABKA, Tj. MUMaMO:
I(t;)) = I,(t), 3a cBaxu Tepm 7, 1 <1 < m.
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Tasa, Ha OCHOBY TOr CBOjCTBA U JeduHULIM]e BPEIHOCTH TEPMA Y UHTED-
[IpeTaluju, UMaMo:

L(t) = f1(L(t1)s oo L)) = fr(Ly(E1), o () = L (D).

SakibydyjeMo Jia JATO CBOJCTBO BaXKW 3a CBE TepMe HaJ| jJe3uKOM 7.

¢

A caza hiemo nokasaru ga Bpeanoct (popmyJie y HeKOj uHrepuperanuju I, 3aBucu
CaMO O] BPEJIHOCTH HHEHUX CJIOOOHUX MPOMEHJbUBHUX Yy TO] MHTEpuperanuju I,.

JIEMA 2
Heka cy I,=(Z,1) w I,=(Z, ) nse nntepnpetauuje, rae cy Z=(S, 1) mogen jesuka
J n,9: YV — S gBe n-untepnperaymje. AkO 3a CBaKy CI0OOA4HY NPOMEHIbUBY T HEKE
dopmyne F' vag jesnkom J Baxn I,(x) = I,(x), onga je:
L(F) = I,(F).
AOKA3
Joka3 he 6utn mHIyKIMjOM 10 ciioxkeHOCTH (opmysie F') 1j. 1o 6pojy
n, Koju je 30up Opoja JIOTHIKUX BE3HWKA 1 OpOja KBaHTH(MOUKATOPA ¥ TOj
dopmynu F.
Baza unaykuuje, n = 0, 1j. F je Heka esemenrapaa dpopmysia. Ako je F
dopmyna L, orma oamax, Ha OCHOBY nebWHUIN]E BPEIHOCTH (DOPMYJIE Y
unTepnperayju, umamo I,(L)=0=1I,(L). Axo je F obnuka p(t1, ..., tm),
TJe je p penamujcku cuMO0I1 Iy KUHE M, a t1, ..., L,y Cy HEKH TEePMU, OHJIA
Cy CBe IbeHe [POMEeH/bUBe (aKO UX UMa) CJI000/HE, 11a 33 BbUX BAXKK JA
umajy jeaHake speiHocru uarepnperaunujama I, u I,. Mehy mwuma ce
HaJa3e CBe IIPOMEHJbUBE U TepaMma t1, ..., Ty, Te, o JIEMW 1, nMaMo:
I,(t;) = I,(t;), 3a cBaku tepm ¢, 1 <1 < m.

Kopucrehu Tty ocobuny m nedbununujy BpegHocTu dopMmyse y HHTep-
IpeTamyju, 1001jamo:

L(F) = pr(Lu(t1), -, L(tm)) = pr(Ly(t1), -, I (tm)) = L,(F).
WNunyknujcka mpeTmocTaBKa: JIeMa BaXku 33 CBaKy ¢dpopmyiy F koja mma
Mame O] 1 JIOTUIKHUX BE3HWKA M KBAHTHMOHUKATOPA.

Joxka3 ga jema Baxku 33 (GOPMYILy Ca N BE3HHKA M KBAHTH(MUKATOPA.

[Tocmarpajmo dopmyay F koja uMa n TOTHYKAX BE3HUKA U KBAHTU(DUKA-
topa. @opmyna F' moxe umaru jeman of ciaeaehux obsmkas

ANB, AV B, A= B, VA Wi JxA.

Kako je SP(AANB)=SP(AV B)=SP(A=B)=SP(A)USP(B), o ako
je F obmuka AANB, AV B unun A= B, ouna ce cBe cjI000/He MPOMEH/bUBE
dbopmyna A u B nanaze y SP(F). 3aro 3a cBe cj000He TPOMEH/bUBE
dopmyna A u B umaMo Ja Cy UM BPEIHOCTH y WHTepHperanujama [, u
I, jennaxe. Te dopmyse cy mamwe cinoxkenocru on F', ma 3a mux Baxu
unaykugjcka npernocrasaka: I,(A)=1I1,(A) u I,(B)=1,(B). Crora, uo
nedbuHUIIjH BpeIHOCTH (DOPMYJe y WHTEPIPETAIuju, J00ujaMo:
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ako je I’ obiuka A A B, onza je
L(F) = min(I,(A), 1,(B)) = min(I,(A), [,(B)) = I,(F);
ako je I’ obiuka AV B, onza je
L(F) =max(1,(A), ,(B)) = maz(I,(A), [,(B)) = I,(F);
axo je F' obimka A = B, onja je
L(F)=mazx(1-1,(A),I,(B)) =max(1—-1,(A), ,(B)) = L(F).
Ocraje jour na BummMo ciydajese Kaga popmyna F uma o0k Ve A uan
JzA. Ha ocuosy ocobune SP(VxA)=SP(FxA)=SP(A)\{z}, umamo na
ckyn cnobogaux npomensbusux Gopmyre A, ckyn SP(A), je SP(F) ca
MOXK/Ia jOIIl IIPOMEHJbUBOM X. Jlakie, 3a cBaky CJI0OOJHY ITPOMEHIbUBY
z dopmyne A pazmuaury oxn x Baxku I,(z) = I,(2).
Heka je dopmyna F' obnuka VrA.
Ako je I,(VxA) =0, onma nocroju HeKa m-wHTEpIpeTanuja ¢, 12V — S ca
CBOjCTBOM 2 1 3a KOjy Bazku I,(A)=0. ITocmarpamo n-uurepuperamnujy
2, 7V —S ca csojersom j =, g u g(x) = 2(x). 3a bopmyny A, xoja je
Mame CiokeHocTu of popmyite F, cBaky meHy CI0OOMHY IIPOMEHbUBY
z u unrepuperanuje I, u I, nmamo I,(2)=I,(z) (jep, Ha ocHoBy ocobumue
I, u I, u pedunmmje ~,, 3a 2z # x samu I,(2)=1,(2) = I,(2) = I,(2)
u jomr 3a z = x umamo [,(x) =1,(x)), ma 3a mUX BaKH MHTYKITHjCKa
upernocraska: I,(A)=1,(A). Makiie, 3a unrepuperanujy I, ca ocobu-
HOM ) ~; ] BayKH: IJ(A)_: 0. Crora, Ha 0CHOBY JebHHHIIE]e BPEIHOCTH
dopwmyie y I/IHTepnf)eTaU,HjH, umamo I,(VzA) = 0. Ha noruyno ucru
HauuH ce nokasyje aa ako je I,(VzA) = 0, ouna mopa aa je I,(VzA) = 0.
JakJie Baxku:

I,(VzA) =0 AKKO I,(VzA) = 0.
Tako cmo soka3anu 12 ako je F obiuka Ve A, ouna saxu: I,(F)= I,(F).
Wwmawmo jorn cayqaj kazga je dopmyma F obamka dxA. Ilocrynajyhu xao
y ciy4ajy kaza je F obiuka VrA, Moxe ce nokasaru:

I,(3zA)=1 AKKO I,(3zA)=1
u TEMe nobujaMo ga u axo je F' obmuka JrA Baxu: I,(F)=I,(F).

Jakse, 3aK/byIyjeMO Ja TPAzKEHO CBOJCTBO BAXKH 3a CBE MPETUKATCKE
dopmyne F' mag HekuMm je3ukom J .

¢
Ha kpajy oBor omespka nedUHUMIIIMMO U MOZET 33, CKYTI IPEIUKATCKUX (DOPMYIIa.

HeduHunuynja mogena 3a ckyn npegukatckux opmyna

Axo 3a unrepuperanujy I, = (Z,1) = ((S,17),1) u 3a caxy dopmyry F
U3 HEKOr cKyma npemukarckux dhopmyaa I saxu I, (F)=1, orma kaxkemo
ma je marepnperarmja I, mozxen 3a taj ckyn dopmyna [.
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1.2.2 Basane dpopmyiie

3HAMO I3 y CeMAHTHUIM UCKA3HE JIOTUMKE IEHTPAJIHO MECTO 3ay3UMajy TayTOJIOrUje,
nckasue dopmysie Koje Cy UCTHHHTE 3a OMJIO KOjy Bajyalujy HHXOBHX HCKA3HUX
cioBa. CBOjCTBO KOje MOXKEMO 3aXTEBATH OJ je/iHe TmpeauKarcke hopMylie HaJ, 1a-
TUM je3ukoMm J, a KOje JIndW Ha CBOjCTBO TayToJoruje, je na ta gopmyna Oyme
ucTHHUTa y cBakoj unrepuperanuju I, = (Z,1) 3a jeman mogen Z = (S,17) jesuka
J (1j. na 3a jemanm momen I jesuka J cBaka uarepuperammja I, = (Z,1) Gyne mo-
nen 3a Ty dopmyry). Moxkemo Tpaxkute u Buime: ga dopmyna Oyne UCTHHETa y

csaxoj unrepnperanuju I, = (Z,2) 3a ceaxu mozen Z= (S, I7) jesuxa J. Iocmarpa-
jMo mpBo cayvaj kama je dopmyna mcrtmHuTa y cBuM uHTepnperanmjama [, = (Z,1)
ca uctum mozenom Z= (S, I7) naror jesuxa J.

Jedbunnunja Basmarne dopmyne y mogeny 7

Axo 3a dopmyny F nan nexum jesuxom J , Heku mogen Z = (S, 1Y) Tor
jesuka J ¥ CBaKy I-MHTEPIPETAnujy ¢, ¢:V — S, Tj. CBaKy HHTEpIpeTa-
wujy I, = (Z,1), Baxu I,(F) = 1, onja kaxkemMo 1a je Mojesa Z MO 3a
dbopmyay F, 1j. dopmyna F je Bamana y momeny Z u numemo Z = F.

IlornemajmMo oaMax jeaH mpuMep.

Mpumep 5 Uwmamo jesuk J = {a, 0}, rae ¢y « u o peiomM penanujeku u
oneparnujcku cumbost ayzxkuue 2. Ilocmarpajmo npenukarcky dbopmyity
VaIya(z,y)
na/ jesukom J u mozen (R, <, +) ror jesuka. Ca tum MOIEIOM UMAMO
pasmmamnre wHTepnperanuje I, = (R, <,4+),:) Koje mobujamo momohy
pasjuuuTux n-uHTepnperamuja ¢, ¢:V —R. 3a cBaky I,=((R, <,+),12)

MMaMO JIa j€ MHTEpPIpeTannja nocMarpane (hopMmyre

VaIy(z < y).

Haxne dopmyna VaIya(x,y) je uCTUHUTA y CBUM THM HHTEPIPETAIM-
jama I, = (R, <,+),), na je dopmyna VeIya(zr,y) Babana y Momeny
(R, <,+) u 1o 3anucyjemo osako: (R, <, +) E Vadya(z,y).

Heko he pehu: jacuo je ma BpemnocT oBe (hopMmyse HE 3aBUCHU O II-WH-
TepIperanyja jep je OHa PEYeHWId U HeMa CJA0DOIHUX MPOMEHJbUBUX.
Cuaxxkemo ce ca ToM IpUMeIOOM U Jajemo jorr jeman npumep. llocma-

Tpajmo popmyiy Vao(r,z oy)

ca canobomaoM mpomersbuBoM Yy u Monen Z = (N, <, +) jesuka J. U
OB/Ie ©UMAMO pazJuyure n-uHrepuperanuje ¢, 11— N. Te n-unrepupera-
nuje cI000HY TPOMEH/bUBY Y CIUKAjy y PA3/UYUUTe MPUPOIHE OpojeBe
u spegaoctu dopmyse Vra(r,x o y) y uarepnperanujama I, = (Z,1)
mory outu paznuunte. llocmarpajmo jeHy onpeheny MHTeprpeTalujy
I,,=(Z,1). Narepuperanuja I,, nocmarpane dhopmyie je:
Va(zr < x4 1(y)),

3a I, (y) =10(y) = co, 1j. BpesHocr cjaoboJHE [IPOMEH/bUBE Y je HEeKU
eJleMeHT ¢y w3 Hocada momena Z jeswka J, ckyma IN. Ilokaxkumo ga
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spenuoct I, (Vxa(z,x oy)) jecre 1. Jlakie, OKaxKUMO & 33 CBAKY II-
UHTEpIpPeTAlKjy J €& OCOBMHOM J ~, 19 Baxu: I (a(z,x oy))=1, 1j. xa
je mcruanro j(z) <y(z) + ¢p. Kako n-marepnperanmjama j, j ~, tg, Ipo-
MEHJbUMBA T MOXKE J00MjaTH pa3jimaure BpeaHocTu )(x) u3 CKyIa Opu-
pomuux 6pojeBa, oHIA MOpa Aa je uctuauto d < d + ¢o 33 TPOU3BOJbAH
(rj. cBaku) upupozan 6poj d. To jecre ucruHUTO, LA, UMAMO Ja BaXKU
I,,(Vza(z,z o y)) = 1. Buauu, dopmyna Vrza(x,z o y) je ucrunura y
unrepnperammju I,, ca mogenom (N, <, +) jesuka J y K0joj je BpeHOCT
BeHe CJI000/THe TIPOMEHIBbUBE Y TIPHPOJIAH 6poj o, Tj. I, (y) = co. Ommax
MPUMETHMO 13 Kako je uctuauto d < d + ¢( 3a cBako d u3 ckyma N, 1o je
HMCTUHUTO U 33 CBAKO ¢o u3 N, Tj. ucturnto je d < d + ¢ 3a CBe eJleMenTe
d u ¢ mocaga mogena (N, <, +) jesuka J. Ha ocHoBy TOra, Mu TBpAuMO
na je I,(Vxa(x,z o y)) =1 3a cBaky marepuperanmjy I, = (N, <, +),1)
(1j. 3a cBaky unrepnperanujy nobujeny ox momena (N, <, +) u jemne ox
cBux moryhux m-unreprperanuja ¢, ¢: ) — N). Hauwme, 3a cBaky apyry
unrepuperanujy I, = (N, <,4),21), kaga je BpeaHocT cio60IHE IPO-
MEH/bUBE { HEKHU JPYyTH Ipupoman 0poj c1, I, (y) = 11 (y) = ¢1, umamo:
nawa dopmyna Vea(z,z oy) je ucrunura y T0j MHTEPLPETALUIU AKO je
3a cBaku mpupomaH 6poj d ucruauto d < d+c;. Hakse, na 6u BpegHOCT
I,(Vxa(x,x oy))6una 1y cBakoj nurepnperanuju I, = ((N, <, +),2) T0,
Mopa 1a je uctuanTo d < d + ¢, 33 OWJIO KOja ABa mMpupoaHa Opoja ¢ u
d. Tomto To Baxkm, Mu 3aksmpyayjemo na jecre I,(Vxa(z,xz oy))=1 3a
caky marepnperanujy I, =((N, <, +),1). Jakne, bopmyna Vea(z, xoy)
je Baspana y mogeny (N, <, +), j.

(N, <, +) EVza(z,zoy).

Suajyhu caja mra 3na4un Ja je popmysia Basbana y HEKOM MOJIENY je3MKA, [OrJIe-
majmo nouoso uai lMpumep 3. 3a jesuk J, mwerose mojene u hopMmyse U3 Tor

HpUMepa UMaMO: (10.1.2). <. +.0) = Vra(e.2)
({0,1,2}, <, +,0) = Jza(z,c)
({0,1,2}, <, +,0) E Voa(z,z * ¢)
(N, <,+,2) E Jza(z, )
(N, <,+,2) = Vza(z,z x c).

Buzenu cmo dbopmyne koje cy ucrunute y cBum mHTepuperammjama I, = (Z,1)

ca uctum Mogenom Z = (S, 1Y), 1j. Bugemn cvmo Babare GopMyIe y jeJHOM MOIETy
jesuka J. Ajm, Kao mMITO CMO TPUMETHIN HA TOYETKY OBOI OJe/bKa, MOYKEMO U
HEIIITO BUIIE OJf TOra J1a Tpakumo. Hamme, MOKEMO J1a TPaXKuMO Ja HeKa (popMyIia
F, man natum jesuxkom J, Oyne ucruauTa y cBakoj uarepnperanuju I, = (Z,1), e

je T = (S,17) 6uno xoju Mozen jesmka J, Tj. da Ta dopmyna F Gyne BabaHa y
cBakoM Mojeny jesuka J. a sm nocroje rakse ¢popmysie? ITocroje. Eso upumepa.

Mpumep 6 Umawmo jesux J = {S}, rae je 5 penanujckm cuMBOa Ty 2KUHE
1, u mocmarpamo ciaemehy dopmyny HaL THM je3HKOM:
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B(z) vV -B(x).
3a ceakm mogen Z=(S, Br) jesuka J u cBaxy m-maTepuperanumjy ¢:V —S,
1(x)=d, uarepnperanuja e dopmysne je

ﬂ](d) V ﬁﬂ](d).
B1(d) Moxke GUTH WM UCTHHUTO WU JIAXKHO. Y CJIy9ajy Ja je HCTHHUTO,
ouna he —f7(d) Gurm saxkHO, M y ApyroMm caydajy, ako (r(d) jecre
naxHo, ouzaa je =fr(d) mcruauro. 3uaum, y oba caydaja nobujamo ma je
B1(d)V—6i(d) ucrunuro. Hakxie, 3a ceaku mozuen Z = (S, Br) jesuka J
u cBaKy n-unrepnperanujy ¢:YV —S dbopmyna (x)V-L(x) je ucrunura,
Tj. OHa je BasbaHa y cBakoMm mozeny Z = (S, ;) jesuka J. @opmyae
KOje mMajy Ty OCOOHMHY 30BEMO BasbaHe (popMmyIie.

HeduHunuynja Bassane popmyne

Ako je npenukarcka gpopmyia F' Han HekuM je3ukoM J BasbaHa y CBAKOM
MOJIeSTy TOT je3uka, OHma je ta dopmyna F' jeana Baspana dbopwmysia u
murremo = F.

Basbane dopmyie umajy HMEHTPAJIHO MECTO y CEMAHTHUIM [IPEIUKATCKE JIOTUKE
HCTO KAO IIITO TAyTOJOTHje UMAjy MEHTPAHO MECTO y CEMAHTUIIA MCKA3HE JIOTUKE.
[TocToju n BaxkHa Be3a m3meljy Tayrosoruja u Basbanux dpopmysna. Hamme, mocroju
MOCTYIAK KOJUM OJI TayToJoruja npaBumo Basbane (opmysie. Oamax hemo npe-
craputu Taj nocrynak. llormenajuo Basbamy dopmysy u3 [pumepa 6. VY t10j Ba-
JbaHOj (popMyJim je cakpuBeHa, HaMa J00pO mo3Hara, Tayrojoruja p V —p. Basmpa-
ua dopwmyna f(x) V —8(x) je nobujeHa Tako IITO je y TayTOJOrHju p V —p HEHO
UCKa3HO CJIOBO P 3aMereHo npeaukarckoM dgopmyiiom S(x). Hamehe ce nurame: ma
JIM TUM MOCTYIIKOM, Kopuctehu OWJI0 KOjy TayTOJOTHjy W MpeamKarcke hopmyie,
MozkeMo z106uTu Basbare (opmysie? Ozarosop je: JA. Ilpe Hero mro To mokaxkemo,
JIOPOBOPHUMO €€ OKO HEKHMX O3HaKa. AKO Cy Pi,...,Pn CBa, MehycobHO paziuaura,
MCKa3HA CJIOBa, jeaue uckaszue dopmyne F', onma hemo Ty dopmynry o3HaYaBaATH
F(p1,...,pn). Hame, 3a npousBosbHe MeljycoOHO pa3jmyure IIpeaukarcke Gpopmylie
Ay, ..., Ay, npenukarcky ¢GopMylLy, Koja ce mobuja Kala ce y MCKa3HO] hOopMyJu
F(p1,...,pn) CBAKO jaB/bambe UCKA3HOT CIOBA pi 3amenu dopmysnom Ay, 3a cBako k
(1 < k < n), o3nauasahemo ca F(A1,...,A,). Cana moxemo dbopmynucaru oco-
OuHy KOja [aje IMOCTyIIaK 3a I[PAaB/hEIbe BabaHUX (POPMYJIa Ol TayTOJOTHja: aKO
je F(p1,...,pn) Tayrosoruja u Aj, ..., A, Npou3Bo/bHE IpeauKaTcke Gopmysie Has
HekuM jeaukom J, ouga je F(Ayp, ..., A,) Basmana dbopmyia.

Y Mpumepy 6 uckasua dbopmyna F(p) (ca jerauM nckasHEM CIOBOM D) je Tay-
TOJIOrHja PV —p, IpeanKaTcKa (opMysIa KOja 3aMembyje leHO jeIIHO HCKA3HO CJI0BO P
je enementapua dbopmyaa (), ma je npemukarcka dhopmyna F(5(z)) 6am npeaukar-
cka dopmyna S(x) V -f(x) 3a KOjy cMO JoKa3a/u j1a je BabaHa GpopMylia.

Ha dbopmynava F(p) u F(8(x)) u3 namer Mpumepa 6, dopmynama p VvV —p u
B(x)V-5(z), nokazahemo kako je nosesano ogpehusarme Bpeauocru v(F(pi, ..., pn))
(32 mpousBosbHy Basyauujy v uckasuux ¢opmyna) ca oxpehuBameMm BpeLiHOCTU
I,(F(A1,...,A,)) (3a mpoussospHy mHTepnperanujy I, mpeamkarckux Gopmysa).
[Toxcermmo ce mocTynka oapehuBama HCTUHOCHUX BPEIHOCTH UCKA3HUX (hOpMyIIa, u
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oApenuMo 3a HeKy Basyanumjy v Bpexnoct v(F(p)) = v(pV —p). Banyamujom v cBako
uckazuo caoso dopmyne F(p) (y ciyuajy mame dopmymne camo cioBo p) je mobumo
Heky BpenaocT v(p) u ouma paayramo v(F(p))=v(p V —p) na cnenehu maawun:
v(F(p)) = v(pV —p) = maz(v(p), 1 — v(p)).
3HaMO 1a HEKOM JPYTOM BAJIyalnjoM U HCKA3HO CJIOBO P MOYKE MMATH APYTY Bpe.-
HOCT, Tj. MOXKe T(p) 6uTn pasamdauro of v(p), amu he ce U(F(p)) padyHaTn HA WCTH
HauuH kopucrehu BpeguocT v(p): MakcuMmyM Bpegaoctu v(p) u 1 — v(p).
Bparumo ce y mpemukarcky soruky u onpeaumo I, (F(S(z))) = L(B(x) V =5(z))
3a Heky uHTepnperaiyjy I,. Y unrepuperauuju I, nordgopmyna S(x) uma cBOjy
spenuoct I,(5(x)), a I,(F(5(x))) = L,(8(z) V =f(x)) padyHamo oBako:
L(F(B(x))) = L(B(z) V =~B(x)) = maz(1,(8(x)), 1 — L(B(x)))-

3a mexky apyry unrepuperaimjy I; speauoct dbopmyne B(x), L;(B(x)), hie moxna
6urn pazmmuura ox I,(8(x)), amu he ce speauocr I(5(x) V —5(x)) pauynaru y
sapucuoctr on I7(B(x)) mo mcTom 3akoHy Kao y mHTEpHperanuju I,: MaKCHMyM
spenuoctu I7(8(z)) u 1 — H(B(x)).

Basucuocr BpenHoctu v(F(p)) ox v(p) u 3aBucHoct Bpenuoctu I,(F(B(x))) ox
I,(8(z)) mare cy ucrom bYHKIMOM, Tj. HMaMO

v(F(p)) = h(v(p)) u L(F(B(x))) = h(L(5(x))),

rae je h: {0,1} — {0,1}, h(z) = max(z,1 — z), a v npou3BobHA BaTyaIlMja UCKA3-
nux dopmyina u I, Ipor3BO/bHA HHTEPIIPETAIIN]a IPEINKATCKUX (HOpPMYIIa.

OBa ocobuHa BaxKu u 3a CBaky uckasny dopmyay F(p1, ..., pn) u npeauxkarcky dop-
myny F(Ai, ..., A,) xoja je mobujena u3 Te uckasHe Gpopmysie Ha HAYUH KOJU CMO
Beh npeacraBuiu. Hawmme, mcrom QPyHKIHjOM je OMUCAHA 3aBHCHOCT BPEIHOCTH
v(F(p1y.esypn)) 0 v(p1), ..., v(pr) (3a Gumo xojy Banyamnujy v uckaszaux Gopmysa)
u 3asucHoct speanocru I,(F (A, ..., Ap)) on I,(A1), ..., I,(A,) (3a 6mno kojy uaTep-
nperaujy I, npeaukarckux GopMmyiia), Tj. Ta 3aBUCHOCT je ONucaHa HeKOM (yH-
kugjom h : {0,1}™ — {0,1} u Baxku:

U(F(ph ---vpn)) = h(v(pl)a ER) v(pn))
L(F(A1, . A)) = h(L(A1), . L(A)).

A cazma hieMo n 10Ka3aTH J1a je IOCTYIIaK [PaB/beiba Ba/baHUX (POPMyJia OJ Tay-
TOJIOTHja, KOjE CMO IPEICTABUJIN, NCIIPABAH U NPU TOMe eMO KOPHCTUTH OBY 0CO-
OuHy KOja BaxKu 3a padyHarbe Bpeasocru dbopmyna F(pi,...,pn) u F(A1, ..., Ay).

n

TEOPEMA 1

Axo je bopmyna F(py, ..., pn) TayTonormja n Ay, ..., A,, cy Heke npeankatcke popmysne,
oHga je popmyna F(A4,..., A,;) BasbaHa cdopmyna.

[IOKA3

[Ipernocrasumo ua cy Ai, ..., A, upegukarcke ¢popmyJie HaJl je3SuKoMm J .
[ToTpebro je mokasaru 1a je y cBakoj uarepnperanuju I, = (Z,12), rae je
T = (S,I7) mogen jesuka J, speuoct I,(F (A1, ..., Ay,)) jennaxa 1.

3a uckazuy dopmyny F(p1, ..., Dp) U CBAKY BATyanujy v AMAMO JI4 HCKA3-
HA CJIOBA P1, ..., P, 100Mjajy BpeaHOCTH ¥V(P1), ..., V(Pp) ¥ HeKa DYHKIH]A
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h:{0,1}" — {0,1} (ucra je 3a cBe Basyamuje), omucyje 3aBUCHOCT BPeI-
uocru v(F(p1, ..., pn)) ox Bpemuoct v(p1), ..., v(pp), Tj.
U(F(ph ---vpn)) = h(U(pl), ER) v(pn))'

C npyre crpane, 3a dopmyiny F(Ag, ..., A,) u cBaky unrepuperaiujy I,
umamo ga je 3asucHocr I,(F (A, ..., Ay)) on I,(A1), ..., I,(A,) omucana
ucrom byukiujom h kao u 3asucuocr v(F(p1,...,pn)) 01 BpeIHOCTH
v(p1)y ey ¥(Pr), Tj. UMAMO

I,(F(Ay, ..., An)) = h(l, (A1), ..., 1,(Ay)).
[Mocmarpajmo cana npousBosbHY, 6o Kojy, uarepuperamujy I, = (Z,1)
u oapenumo Bpeanocr I,(F (A1, ..., A,)). Tom unrepnperanujom mpeu-
karcke dopmyie Ay, ..., A, nobujajy penom speanoctu I,(Aq), ..., I,(Ay).
Jaspe, mocMaTpajMo jeHy BAIyalldjy ¥ KOjOM HMCKA3HA CJIOBA P1, ..., Dn
dbopmyae F(p1, ..., pn) 1001jajy BPEIHOCT OBAKO:

v(pr) je jennako I,(Ag), 3a cBako k, 1 <k <n.

Kako je dopmyaa F(pi,...,pn) TayToioruja oHa je UCTUHUTA 33 CBAKY
BaJIyallfjy CBOjUX NCKA3HUX CJIOBA P1, ..., Pn, 1A U 32 BaJIyarujy v. dakie,

1=9(F(p1,.,pn)) = h(@[P1), ..., T(pn))-
Konauno, kopucrehinm cBe OBE HaBeIEHE OCOOMHE, M3PATYHAJMO BPEIHOCT
dbopmyne F(Ajq,...,An) y mocMaTpanoj npou3BOJFHO] WHTEPIPETAIM]U
I, = (Z,1), uspauaynajmo I,(F (A1, ..., Ay)):
L(F(A, ..., An) =h(l,(4),..,1,(A,))
=h(v(p1), ... 0(pn)), jep je V(pk) = L(Ax), 1 <k <n

= ﬁ(‘F‘(p17 "'7p7l)) = 1-
Buauu, y npoussBospHOj unrepuperauuju I, = (Z,1) BpeaHocr dopmyie
F(Ay,...,A;) je 1. Crora 3ak/bydyjeMo na y CBaKOj WHTEPIPETAIM)U
spenuoct opmyne F(Aq, ..., Ay,) jecre 1, 1j. naje F(Aq,..., A,) Basbana
dopwmyia.

¢

HacraBumo ca nose3uBameM 0cOOMHA MCKA3HUX U NPEAUKATCKUX (opmysia. Y uc-

KAa3HO] JIOTUIH IIPABUJIO H3BONEma IEHOI XUI0EPTOBCKOT (DOPMAJIHOT CUCTEMA, IIpa-
Busio modus ponens (MP), ayBa cBOjcTBO ucKa3Hux GopMyiia: bumu maymoaozuja,
Baxku: ako cy A u A = B rayrosioruje, ouza je u B rayrosoruja (Bumeru

Tj.
TEOPEMY 5 (TEOPEMY MP) y ouessky 2.2.4 y [3]).

N xunbeproBcku ¢popmasinm

CUCTEM LIPEJUKATCKE JIOIMKE UMa [PaBuiIo u3sofjemwa modus ponens (MP) (Buueru
ojesbak 2.1.3 y Apyroj riaBu) U O UPABUIIO 4yBa CBOJCTBO LPEAUKATCKUX (DOPMYJIa;
bumu eamana, Tj. Baxku: ako cy A u A= B Bapane dopwmyiie, ouna je u B BajbaHa.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA MP)
Ako cy dopmyne A n A = B BamaHe cdopmyne, oHga je m B BasbaHna dopmyna.
JIOKA3

Nmamo ma cy dpopmysie A u A= B Bajbane popMyJie, 1ma 3a CBaKy HHTEP-
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nperamyjy I, = (Z,1) Baxu: [,(A)=1u [,(A= B)=1. Kopucrehu
Ta CBOjCTBA M AePUHUIU]Y BPEeAHOCTH (POPMYJIE y UHTEPIPETAINjH, 34
cBaky mHTepuperanujy I, mobujamo:

1 =IL(A=B) = max(1 — I,(A), I,(B)) = max(0, I,(B)) = I,(B).
Hakume, nobujamo ma je I,(B) jemnaxo 1 3a cBaxy unrepnperanmjy I, Tj.
dopmyna B je Basbana popmyia.

¢

XunbeproBcku POPMATHA CUCTEM IIPEIUKATCKE JOTHKE ocuM mnpasuia MP uma
jour jenno upasuio ussohemwa, upasuio generalizacije (Gen) (Buueru oxemax 2.1.3
y Apyroj riasu). I 3a upasuino Gen BaxKu CBOJCTBO Ja 4yBa BaJbaHOCT, JATO Y
TeopeMH KOja CJIeIH.

TEOPEMA 3 (TEOPEMA Gen)

Ako je dopmyna A Basbana dopmyna, oHga je n Vr A sassaHa dopmyna.

JIOKA3
[Tocmarpajmo npousBosbHy untepnperauujy I, = (Z,2). Umamo na je
dopmysa A BajbaHa, WTO 3Ha4YU Ja je dopmysia A MCTHHUTA y CBUM
unrepuperaijama. Crora, U y CBEM uHTepuperanujama I, TakBuM aa
je  ~4 1, dopmyna A je ucrunura, 1j. I,(A) = 1. To, na ocuosy aedu-
uunuje Bpeauoctu dbopmysie y uareprnperanuju, suaqau na I, (Ve A) jecre
1. Hakue, 3a npousBosbHy unTepnperamujy I, mobujamo I,(VxA)=1, re
3akJbydyjemo ja je VA Basbana dopmyiia.

¢

Y TEOPEMMU 3 je mara Be3a m3mely nmpasusa mn3Bohema (Gen W Ba/baHOCTH, AJId
jacHo je Ja BaxKu W OBaj cMmep: ako je VrA pabana dopwmyna, oHga je u A Ba-
pana dopmyna. Ilo medbununuju Basbame Gopmysie T0BOBHO je ma, Kopucrehwn
LIPeTHOCTaBKy 13 je VrA Basbana ¢opmy/ia, 3a LPOU3BObHY uHTEpuperauujy I,
nokazkemo 1a Baxku I,(A) = 1. Tlocmarpajmo Jakiie, IIpOU3BOJbHY UHTEPIPETALIL]Y
I,. Kaxko je Yz A Baspana dopmyia, to je I,(VxA) = 1. Crora, na ocuoBy nedbunu-
mmje I,, 3a CBaKy j ca 0coOUHOM j =, ¢ Baxu I,(A)=1. Ilormenajmo jenmy oz Tax-
BUX II-MHTEPIPETANUja, I-MHTEPIpeTanujy Jo, 3a kojy je jo(x) = o(x). Ha ocmosy
nedbununmje ~, u cojcrBa Jo(x) = 1(x), UMaMO 1A 3a CBaKy CJI0OOTHY IPOMEHIBUBY
y bopmyne A Baxu I, (y) = I,(y), re mo JIEMW 2, nobujamo na je I,(A) jennako
I,,(A4), tj. I,(A) je 1. Hakie, 3a OIpou3BOJbHY HHTepmperanujy I, mobumam cMmo
I,(A) = 1. 3uauu, A je Basbana dopmyna. Ha ocHoBy oBe ocobune u TEOPEME 3
(TEOPEME Gen), Baxku cieaeha jema.

JIEMA 3
®opmyna A je BasmaHa popmyna ako n camo ako je Vx A BaswaHa dpopmyna.

Y cTBapu BaxKu OBa OCOOMHA TPEIUKATCKUX (HDOpPMYyJIa.
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TEOPEMA 4
3a npousBosbHe, MeljycobHO pasnnynTe, NPOMEHIbUBE L1,...,Ly 1 opMmyny F' Baxu:
F je Basbana dopmyna akko je Vzi...Va, F' Basbana cdopmyna.
[OKA3
Joka3 hemo u3BecTrn WHAYKIUjOM IO OPOjy TPOMEH/BUBUX T1, ..., Ly
Baza wanykmuje, n = 1: ogmax, Ha ocHOBY JIEME 3, mMaMO:
F' je Baspana popmysa akko je Vay F' BasbaHa ¢dpopmyaa.
Wnanyknmjcka mpeTnocTaBKa: ©MaMoO 1 — 1 MPOMEH/bUBUX, TPOMEHJHbUBE
L1yeeeyp—1, B Ba2KH

F' je Baspana dopmysa akko je Vri...Vx,_1 F Bamana dopmya.
[Mocmarpajmo dopmyny F u n MpOMEH/bUBHUX, MPOMEHJBUBE T, ..., Ly .
Ha ocuoBy NNEME 3 BaxKwu:

F' je Baspana dopmyna akko Vx, F' je Bassana dopmyua.

Jou, 3a dopmyny Vo, F' u upomeHsbuBe Ti,..., Tn_1, KOjux uma n — 1,
BAaXK¥ UH/YKIUjCKA IPETIOCTABKA!

Va, F' je Baspana ¢popmynia akko Vri...Vr,_1Ve, F' je Bamana popmysa.
Haxne: F' je Baspana dopmysta akko je Vri...Vr, F' Bassana dopMmyiia.

¢

IMocaemuia TEOPEME 4 je Ba)KHO CBOJCTBO CBake mpeawkarcke dopmyre F u
IEHOT 3aTBOpEIha, Koje hiemo mpeacrasute y 3agaTtky 1.

3agatak 1 I je BajbaHa AKKO je HBEHO 3aTBODPEIHE BajbaHa (HOPMYIIa.

Axo je dopmyna F pedenuria meHO 3aTBOpeEnE je ucra ta dpopmyna F
ma OBO CBOjcTBO Baxku. Axo dopmyna F' Huje peduenwna, u i, ..., Tp
cy cBe mene, MehycoOHO paziumaure, CI000HE IPOMEH/bUBE, OHJA, HA
ocHOBYy TEOPEME 4, nmamoO:

F je Baspana dbopmyna akko je Vri...Vr, F' Bapana dhopmysa,

1j. F' je BasbaHa GopMmysa aKKO je IEeHO 3aTBOPEIbE BasbaHa (POpMyia.

Y uckazuoj jJorunu a8e uckazue popmyne A u B cy ceMaHTHYIKN €KBUBAJIEHTHE
axo je dpopmyna A< B rayrosoruja. Osae he npeaukarcke dpopmyne A u B Ourn

CEeMaHTUYKN eKBUBaJIeHTHE aKo je A< B Bajbana (opmyia.

JedurHunuynja ekBrBaneHTHX npegmnkaTckux opmyna

e npeaukarcke dpopmysie A u B HaJ| HeKUM je3UKOM J Cy CeMaHTUIKK
ekBuBaJsienTHe (uiu kpalie, ekBuBajienTHe) ako je dpopmyna A < B Ba-
mana, Tj. = A < B.

3aparak 2 [okaxkumo cienehie ¢BOjcTBO ekBUBaJIeHTHUX (DOPMYyIIA:
dopmysie A u B cy eKkBuBajeHTHE aKO M CaMO aKO 3a CBaKy HHTEp-
nperaryjy I, = (Z,1), Baxu: I,(A) = I,(B).
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[Ipernocrasumo ua cy ¢popmyse A u B ekpupasienrhe. Jlakiie, uMaMo 1
je A< B Bammana dopmyna, tj. = A< B. To 3Ha49n 12 3a CBaKy MHTEp-
uperauyjy I, =(Z,1) Baxu I[,(A< B)=1. I3 I,(A< B)=1, na ocuoBy
nedunuimje BpeaHocTu (opmyste obnka A< B y uHTEpIpeTanyju, 10-
6ujamo na je I,(A) jennako I,(B): I,(A) = I,(B).

C apyre crpane, ako 3a cBaky uarepuperanumjy I, jecre I,(A)=1I,(B),
onga, no pedununuju speauoctu I,(A< B), 3a CBaKy MHTEPIPETALH]Y
I, Baxku na je I,(A< B)jennako 1. Jakie, A < B je Babana dopmyia,
Tj. dopmyne A u B cy eKBUBAJICHTHE.

Ha ckymy cBux npemgukarckux hbopMysia HaJ HEKUM Je3UKOM J MOKeMO e uHu-
caru OWHAPHY peJalnjy, Peanujy =, KOja je aHAJOrHa OMHAPHO] pelalyju = Ha
CKYIy CBHX HCKa3HUX opmyna (2.2.2 y [3]). Bnaun nmamo:

A = B ako u camo ako cy ¢opmyie A u B ekBuBaJIeHTHE.
Jloka3yje ce aHAJIOIHO KA0 U Y UCKA3HOM CIIydajy Ja je pesanymja = jeIHa Pesalyja
€KBHUBAJICHIIM]E AJId OBJI€ HA CKYILy LIPeJuKarckux (hopMmysia HaJ JATUM je3UKOM 7.

3apgatak 3 Tlokaxkumo JBa cBojcTBa Basbanux (popmyiia, Koje he duru
kopuiheHa y JI0Ka3uBakby JPYIUX CBOjCTABA MPEIUKATCKUX (HOPMYIIa.

(1) AkojeF Ao BuEB<C,ounaje =A< C.

Us E A& BulE B < C, na ocioBy gedununuje Babanux hopmysia
umamo [, (A)=I,(B) u I,(B)=1,(C) 3a cBaky nnrepmperanujy I,. Jakie
Baxu [,(A) = I,(C) 3a cBaky nHTepnperannjy I,, re je A & C Basbana
dbopmyna, Tj. E A< C.

(2) AkojeF Ao B,ECsDulEA=C,onnajel=B=D.

Hebunnnpmja Bamanux Gopmymna naje: I,(A) = L(B), L(C) = I,(D) n
I,(A = C) = 1 3a cBaky unrepnperaujy I,. Kopucrehiu e Bpeanocru,
no gedunumju Bpeasocru GopMysie y WHTEPIPETaluju, 33 CBAKY WH-
Tepupertanyjy I, mo06mujamo:

1=I,(A=C)=max(1-1,(A), I,(C))=maxz(1-1,(B),I,(D))=1,(B=D).
Haxne, dopmyna B=D je Bamana dopmyiia.

Y napeanoj reopemu nokazahemo jour Heke ocoOWHE eKBUBAJEHTHUX [IPEUKAT-
ckux popmyaa.

TEOPEMA 5

Heka cy A n B npegnkatcke popmyne Hag HEKUM je3nkom 7.

(1) Akoje A< B,onpaje A< -B.

(2) Ako je E A< B, onga 3a npoussosbHy npegukatcky dopmyny C' Hag J Baxu:
(A1) E(CANA)< (CAB) u (A2) E(ANC) < (BAC),
(V) E(CVA) < (CVB) u (V2) E(AVv(C) < (BVO),
(=1) E(C=A4A)<(C=B) u (=2) E(A=C)< (B=C)
(¢l) E(CeA) < (Ce=B) n (2) E(A&C)e (BeO).

(3) Akoje E A< B, oHpa je VoA < VaB.
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(4) Axoje E A< B,oHpaje EJzA < JuB.

JIOKA3
Henosu (1) u (2) nokasyjy ce anasoruo kao jesosu (1) u (2) JIEME 1
(JIEME O 3AMEHW EKBUBAJIEHATA) y ucka3uoj joruuu (u3 2.2.2 y [3]).
(3) s = A & B umamo ekuBajenTaoct (opmyna A u B, 1. 3a cBaky
wnreprperarmjy I, = (Z,1)=((S,17),1) sasxm: I,(A) = I,(B). Hokaxu-
MO 5@ OHZIA, 3a cBaky mHTepnperanujy I, Baxu u I,(VzA) = I,(VzB).
Hake, mocmarpaMo 6mi0 Kojy, IIOTILYHO IIPOU3BOJbHY WHTEPIPETAIU]Y
I, u 3a wy nokaxkumo Ty ocobuny. Ha ocHoBy nedwunuiuje BpesHocTu
dbopmyiie y unrepnperanuju, na 6ucmo oapemuau speauoct I,(VrA) u
Bpeanoct I,(VzB) mopamo 3maru pexom Bpexuoctu [,(A) u Bpeamoc-
tu I,(B), 3a cBe n-unrepuperaumje 7, J:V — S, ca 0cobuHoM )~ 1.
Kako cy sBpeanocru ¢gopmyina A u B mehycobHO jenHake 3a CBaKy HH-
TepIlpeTanyjy, OHIa TO BayKK U 338 CBaKy unrepuperauujy I,, yuja n-nn-
TepIperalyja j uMa, 0CoOuHy J ~, 1. Jlakie, 3a IpOU3BOJbHY UHTEPIIPE-
Taryjy I, nmamo:

I,(VzA) =1
AKKO 34 CBAaKy J, J g ¢, Baxu: [,(A) =1, ned. Bp. bopm. y unr.
=1, jepje I,(4) = L,(B)

akko I,(VzB) =1, ned. Bp. dopM. y uHT.

AaKKO 32 CBaKY J, ] ™ ¢, Baxu: I,(B)

To 3naun ga cy ¢popmyne VrA u VB ekBuBajieHTHe, Tj. 13 je (popmy.ia
VrA & Vo B Bapana.
(4) Hdoka3yje ce anajorao kKao aeo (3).

¢

VY 3amanuma Koju ciefie, 3agauuma 4-9, npeacrasulieMo HeKe 3HaUAjHE BaJbaHEe
dopmyte, o KOjux ucTUYeMo oHe u3 3agataka 4, 5 u 6.

3apgatak 4  Tlokaxkumo Ja cy

(1) VaVyA < VyvzA

(2) JrdyA < JydzA

(3) VxA < VyAy, rae je y npoMerbuBa Koja ce He jaba y dbopumyn A

(4) drA < JyA7, rae je y npoMerbUBa Koja ce He jaba y dbopumyn A
BaJbaHe (pOpMyIIE.

(1) omrro je dopmyna VaVyA < VyVax A obnuka C< D, ouna he Guru
BasbaHa ako cy dopmyrne VaVyA u VyVrA exsuBamentre. [la Gucmo
TO OKA3aJIM JOBOJBHO je TIOKA3ATH JIa 338 CBAKY WHTEPIIPETAIW]y BAXKH:
I,(VaVy A)=0 axo u camo ako I,(VyVaxA)=0. [TocmarpajMo mIpou3BosbHY
unrepnperanujy I,=((S,17),1). IIpernocraBumo npBo, 1a Bazxu:

I,(VaVy A)=0,
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OHJIA LIOCTOJU Jo, Jo g ¢, Ja je 1, (VyA)=0,  ned. Bp. dopm. y muur.,
masbe moctoju Lo, Lo 2y jJo, Ja je Lo, (A)=0, nmed. Bp. dhopm. y HHT.,
3aro 3a cBaky {, £ ~, ly, jecre I;(VzA)=0, nmed. Bp. dopwm. y uHT.,
crora mocmarpamo f1 TakBy na je: €1 ~, by u {1(x) =1(z),
umamo 12 je: Ip, (Ve A)=0 u {1 ~, 1, ned. o~ u ocob. jg, %, ¢ u ly,
nakie, I,(VyVzA)=0, nmed. Bp. dopwm. y mHT.
Ha mornyHo mcTu HaYmH MOKa3yje ce J1a

ako je I,(VyVz A)=0, ouna je I,(VaVyA)=0.
Jlaxne 3a npoussosbHy urTeprpetanujy 1,=((S,17),1) paxmu:

I,(VaVyA)=0 ako u camo ako I,(VyVzA)=0,
1j. dopmyne VaVyA u VyVr A cy eksuBasienrre. Crora 3akjbydyjemMo Ja
je dopmyna VeVyA < VyVr A Babana.
(2) Ha ucru nauun kao 3a dopmyay (1) nokasyje ce Ja 3a cBaKy UHTEP-
uperanujy 1,=((S,I7),1) paxu:

I,(3x3yA) =1 ako u camo ako I,(JydzA) =1

wro gaje ga cy dopmyne dxdyA u Jydx A eksubasnenrne. dakie, Gpop-
mymna dxdyA < Jydx A je Baspana.
Y aokazuma na cy ¢opmyse (3) u (4) Basane kopucruhemo ocobuny:
3a nexy dopmymy A u dopmyny Aj, rae je y npomenbuBa Koja ce He
jaBma y A, m npoussospny maTepnpetanujy I, = ((S,17),1) Baxknu ma
3a CBaKy I[-WHTEPIPETANA]Y Jo, Jo ~z ¢, IOCTOjU H-WHTEPIpeTaruja, o,
TakBa ja je Lo =, 1 u ) (A)=1Iy, (Ay), u oGpuyTO.
Onmax m0KaKUMO 0By ocobuny. MMamo Jakiie, jeaHy m-uHTEPIPETALN]Y
70, Jo=~g?. Ha ocHoBy nebununuje ~,, n-mHTEpPIpETAIHja Jo je TAKBa
ma je 70(z) =(2) 3a cBe mpoMEHIbUBE z DA3NUUUTE OJ T, W JOUI CE
NPOMEHJPUBA T TOM I[-UHTEPHPETAIM]OM CJIMKA Y HEKO $ € S, j9(z) = s,
Koje He Mopa Outu jeauako ¢(x). Taja mocMarpamMo I-MHTEPIPETALH]y
¢y TaxBy ma: £y o~y 1 (1j. lo(2) = 1(2) = jo(2) 3a cBaKy IPOMEH/BUBY %
pazmuaury on x u y u Lo(x) = 1(x)) u Lo(y)=s=jo(z). 3a fy, HA OCHOBY
nebununuje ~, u ocobuHe Ja Ce IPOMEH/bUBA Y HE jaB/bd y A, Bayku:
I, (A)=14,(Ay). Ha noriyno ucru Hauun mokasyje ce ja 3a CBaKy -
unrepuperaiujy fo, {oo2,? HOCTOjU I-UHTEPLIPETALH]A Jo, Jo 2y 2, TAKBA
@ je 1g, (Ay)=1I;,(A).
Cana hemo, kopucrehu gedununmjy Bpegaoctu popmylsie y HHTepIpeTa-
uuju 1 0By ocobuHy, HoKazaru Ja cy Haue ¢dopmyse (3) u (4) Babane.
(3) Kao u xox dopmyna (1) u (2) norpebHo je mokasaru Ja 3a CBaKy
unrepuperauujy I, = ((S,17),1) Bamu I,(VzA) = I,(VyA}). 3a csaxy
unrepnperanujy I, = ((S,17),2) umamo na je

I,(VzA) =0
aKKO HHje 3a CBaKY J, ] g o I,(A)=1, ned. Bp. HOPM. y UHT.

31
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AKKO IIOCTOJU Jo, Jo ~4 %, 3a KOjy je I,,(A)=0

axko moctoju Lo, £y =2 1, 3a KOjy je Is,(Ay)=0, moxaszama ocob.
akko Huje 3a cBaky f, £ =, 12 [;(Ay)=1

akxo I,(VyAy) =0, ned. Bp. popMm. y uHT.

Jlakiie moka3ajm cMO Ja Cy, ako ce y He jaBba y A, dopmyne VA u
VyAj, ekusasienrue, Tj. ja je, 3a caky dpopmyny Ay Kojoj ce ne jasiba
Yy, opmyna VrA < VyAy Bamana.

(4) Ha ucru nauun kao kou dopmyse (3) nokasyje ce Ja je 3a cBaky
unrepuperanujy 1,=((S,17),1) u 3a bopmyny A y kojoj ce ne jasiba y:
I,(3zA) =1 axxo [,(FyAj) =1
LITO 3HAYM Ja je, 3a cBaKy (opmyay A y Kojoj ce He jaBjba Yy, popmyJia

JrA & JyAj Bamana bopmyia.

Baswane dopmyie (3) u (4) 3saliemo andabercko npenucusame. Ce-
TUMO ce Ja cMO y onesbky 1.1.2 (mocsie Mpumepa 5) rosopuiiu o0 npeunme-
HOBAlby BE3aHMX [IPOMEH/bUBUX Ipou3BosbHE dopmyne F| 1j. 3amenu, y
wenuM nordopmynama obiuka VrA uwin JrA, cBUX Be3aHUX jaB/barba
IIPOMEHJ/bUBE T IIPOMEH/bUBOM KOja ce He jaBiba y F. Ha ocHoBy Basba-
Hux dopmyia andabeTcKor mpenucrBama u TEOPEME 5, uMaMoO 7a TUM
IpEeNMEHOBamEM 100mjaMo GOopMy Ty Koja je ekBuBasieHTHa, (hopmymau F.

3apgatak 5 Y namuem lMpumepy 3 Bujesu cmo ma popmydie obsiuka Vo A
1z A MOKEeMO HoCcMaTpaTy Kao HUu3 oAropapajyhux ¢popmyJia 0BE3aHUX
PEeIOM KOHjyHKIIMjaMa OJHOCHO AMCjyHKIHjaMa, uian Kpahe pedeHo kao
HA3 KOH]YHKIIMja, OJHOCHO IWCjYHKIWja. 3aTO OYEKYjeMO 1a Cy HhH-
xope Herauuje, ¢popmysne “VrA u ~JrA, pegoMm Heraumje THX HU30BA
KOHjyHKIIAja W JIUCjYHKIHja, & 33 mux Baxe le MopranoBu 3aKOHU:
-(CAD)«< (-CV-D)u—-(CVD)< (-CA-D). To je paznor wro
dopmyie

(1) “VzA < Jz-A (2) —JzA & Vz-A
3oBemo Jle Mopranosu 3akonu 3a kBanrudukarope. [Tokaxkumo ma cy
Te popmysie BasbaHe pOpMyIIe.
[IpBo mokaxkumo Ja je dpopmyrna ~VrA < Jr—A Bajbana.
Kao y mperxommnom 3a1aTKy, JOBOJ/BHO je IMOKA3ATH /I3 j€ Y CBAKO] HH-
Tepruperaryju: VA je mctuHWTa aKKO je mctmHmTa Jr—A. 3a cBaky
wnreprnperarmjy 1,=((S, 17),1) mmamo 1a je

I,(=VzA) =1
akko I,(VzA) =0, ned. Bp. GopM. y uHT.
AKKO HUje 33 CBAaKYy J, J =g v 1,(A)=1, ned. Bp. popMm. y uHT.

aKKO IIOCTOJU HEKa Jo, Jo ~y ¢, 32 KOjy je I, (A)=0
AKKO IOCTOJH HEKa Jo, Jo g %, 38 Kojy je I, (~A)=1, n. Bp. &. y unr.

akko I,(z—A) =1, ned. Bp. dopm. y uHT.
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Jaksie nokasamu cMo Ja cy dopmyne VA u Jdr—A ekBuBajieHTHE,
oiHOCHO Ja je dopmyaa (1), bopmyna Ve A < Jr—A, Bamana:
E -VzA < Jx-A.

Ocraje ma nokazkemo fa je u (opmyia (2) Baspana. McrakHumo aa je y
Basbanoj opmyiu (1) dpopmyna A npousBo/bHa IpeAUKATCKa POPMYJIA.
Suaum 10Ka30M s1a je dpopmyna VrA < Jr—A BasbaHa J0Ka3aIU CMO
BaJbaHOCT cBUX (opMyJ/ia TOr ODJIMKA, L€ beHa nordopmysia A Moxe
outn 6msI0 Koja dopmyna. Ako je ona —A, OHIA UMAMO:

E —Vaz-A < Jz—-—A.

[Ipumemyjemo TEOPEMY 1 Ha TayTOJIOTHA]y P < p U IPeauKaTcKy (op-
myiny A u nobujamo Baspany dopmyiny A < A. Ta Basbana dpopmyia,
Ha ocHOBY Jesia (4) TEOPEME 5, aaje Basbany dopmyiay Jz——A < JrA.
Cama kopucrehu To ma cy “Ve—A < Jr——A u FJz——A < JrA Bamane
dbopmyiie, mo gesy (1) 3apatka 3, nqobujamo BaxkHy BajbaHy (HOPMYILY:

EdzA o VoA (%)
Ta Basbana hopmyiia, Ha ocHOBY Jesia (1) TEOPEME 5, naje Basbany ¢hop-
MyJLy:

E-dzA & V-4
u Kako je 7 Vzr—A & Vr—-A Basmana (opmysia, OHJA Te JBE BaJbaHe
dbopmyue, na ocnoBy zena (1) 3agatka 3, aajy aa je nawa dbopmyna (2)
BaJbaHa opmyaa:

E-JzA < VA

Ha xpajy oBor 3amarka mpeacTaBUMO jOII je/IHY BayKHY BaJbaHy (POp-
myay. Ilomiro je -V A < Jdx—A Baspana dopmyiia, TO Ha OCHOBY Jeja
(1) TEOPEME 5, nobujamo Basbany dopmyiy ——VrA < —Jzx—A. Ta Ba-
/bana dopmysa u Babana dbopmyna Ve A < ——Vr A, na ocHoBy zaena (1)
3apatka 3, majy Baxny Bajbany dopmyiny VrA < —Jr—A:

EVzA & —Jz-A (%)

Bamane dopmymne (x) m (*%) W3 DPETXOTHOr 3aJaTKa Cy HAM BakKHE jep HaMm
MOKa3yjy PeaoM, KaKO Ce KBAHTHU(UKATOp I MOXKEe MPEJCTaBUTH MOMONY KBaH-
tudukaropa V, onaocuo kBautudukarop V momohy 3. Hanme, ako uzabepemo yHu-
Bep3ajHu KBAaHTU(MUKATOP KAO OCHOBHHU, OHJA Er3UCTEHIHjajIHU KBAHTH(MUKATOD
AeduaumemMo Ha ciegehn HaYWH:

dzA =def —Va—A.
Axo mak, ersucreHIjaJHU KBAHTH(UKATODP H3a0EPEeMO KaO OCHOBHU, OHJA yHE-
Bep3aJTHU KBAaHTH(MUKATOP AePUHHUIIEMO OBAKO:

VxA =def —Jdx—A.

3apatak 6  Ilornenajmo dopmyny VaA(x) = A(t),
rae je dopmyna A(t) nobujena u3 dbopmyne A(z) Tako mro cy cBa Cio-
001HA jaBJbara MPOMEHJPUBE T y HOj 3aMemena maruM Tepmowm t. Ty
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dbopmyny auramo ,,ako je 3a cBako x mcruauTa A(2), OHIA je ncTMHUTA
u dopmymna A(t) koja je nobujena n3 A TAKO MITO je NPOMEHIbUBA, T 3aMe-
mwera TepmoM t”. [luramo ce: ma Jim TO BaKu y CBAKOj HHTEPIIPETAIIU]H,
1j. ma au je dbopmyna VeA(x) = A(t) Basana? Ozrosop je: HE. Epo
npumepa. [locmarpajmo dhopmyry

(VzIya(z,y)) = Jya(y,y)

uaz Heknm jesukom J = {a}, rae je a penamujckm cumbomn ayxune 2.
Ta dbopmyna je npumep dopmyne VeA(z) = A(t), roe je A dopmymna
Jya(z,y), Tepm t je y, na je A(t) bopmyna Jya(y,y). Ha au je dbopmy-
na (Vaxdya(z,y)) = Jya(y,y) samana? Oxarosop je: HE. [lokaxKkumo
TO Tako mTo hemo HamnpasuTu jeman Kourpamonen I, =(Z,1) 3a vy do-
PMyJIy, OJHOCHO jeIHy WHTepIperamnujy y Kojoj he ta dopmysra Ouru
neucrunura. Ha npumep, 3a ((N, <),?) (3a 6uno kojy ¢:V — N) un-
Teprperainuja nocmarpase dhopmyiie je

(Vedy z <y) = (yy <y)
u ta dopmyna, bopmyna (Vedya(z,y)) = Jya(y,y), je HencTunura y
unrepunperanuju (N, <),1).
[TorsienajMo naK/bUBKje HALy 3aMEHY [IPOMEH/bUBE X TepMOM Y y dop-
mynu Jya(z,y). OBOM 3aMEHOM IIPOMEHJBUBA Y TEPMA Y IIOCTAje Be3aHa
npoMen/buBa GhopMysie Koja je pesysarar Te 3amene, dhopmyse Jya(y, y),
Tj. TepM y HEje cI000AaH 3a npoMeH/buBy =y dbopmyiu Jya(x,y).
[Turamo ce: ako je Tepm t cI00OJAH 33 TPOMEHJBUBY X y (opmyn A,
na jm je rajga dpopmyna Ve A(x) = A(t) Bamwana? Oxrosop je: JIA. Caza
hemo 1o u nokazaru. Tpeba nokazaru ja ako je A(t) dopmyna AF, onja
3a csaky unrepnperanujy I, = ((S,17),2) paxu:

I,(VzA(z) = A7) =1,

Tj. na Hema mHTepnperanyje I, 3a kojy je I,(VrxA(z)) =1n I,(A7) =0
Baro, mocMarpajmo npoussosbiy unrepuperanujy I,=((S, I7), 1) u moka-
xuMo 1a ako je I, (VxA(x))=1, onna mopa 6uru I,(A¥)=1. Nmamo npso
Ja ToM uHTepnperanujom I, repm t nobuja Heky Bpeanocr dy, I,(t) = dy,
rue je do jemau ox esemenara ckymna S. laswe, xako je I,(VxA(z))=1,
TO, Ha OCHOBY AeMWHHIHjE BPEIHOCTH (GOPMYJIE y MHTEPIPETANU)H, 32
cBaky n-unrepuperauujy j:V — S, j ~; 1, Baxu I,(A(z)) = 1. Crora
U 33 [O-MHTEpIperanyujy J, ] ~, ¢ 3a Kkojy je I,(x) = j(x) = do numamo
I,(A(z))=1. 3a unrepuperamuje I, u I, u cBaKy CI000IHY IPOMEH/BUBY
y dopmyie A koja je pasmmunra on x saxu I,(y)=1I,(y) (1o medunn-
muju o), u jout je I,(t) = I,(z). Hakme Baxu na je I,(A7) jemnako
I,(A(x)), 1j. L(A¥) jecre 1. Buaun 3a upoussosbny unrepuperamujy I,
nobmnu cmo: ako je I,(VeA(z))=1, ouna speanocr I,(A7) mMopa 6urn 1.
Bakmyuyjemo na je I,(VxA(x)= A7) pasmuauro on 0 3a cBaKy MHTEp-
nperamyjy I,, tj. Ve A(x)=A? je Basmana dopmymna.

Ha ucru naunn mozke ce moka3aru Ja je dpopmyia;

A7 = JzA(z),
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BaJbaHa, I'/Ie je HapaBHO TepM t ciobogan 3a ¢y A. A MOxKe u gpyraduje.
Hauwme, na ocHoBy TEOPEME 1, 3 tayrosoruje (p = q) < (—g = —p) u
npenukarckux dhopmyna Ve—A(x) u mAY nobujamo
E (Va-A(z) = A7) & (—0A7 = —Va—A(x))
Tj. nobujamo na je Basbana (opmyna Vr—A(x) = —A7 ekBuUBaJEHTHA
dbopmynu A7 =-Vr-A(z). Haxne, u ~—Af =-Vr-A(z) je Babana
dbopmyna. Beh smamo na cy dbopmyne ~—AF S AT u Jx A(x)e—-Ve-A(z)
BaJbaHe, 1a Ha OCHOBY Jena (2) 3agatka 3, 3aK/bydyjeMo:
E A7 = JxA(x).

3apatak 7 Dopwmyie
1) Vz(A(z) A B(z)) & (VzA(x) AVeB(x))

(

(2) Vz(A(xz) A B) & (VzA(x) AB), z¢ SP(B)

(3) Vz(BAA(z)) & (BAVzA(z)), z¢ SP(B)

(4) 3a(A(x) A B(x)) = (rA(z) A FoB(z))

(5) 3x(A(x) A B) & GrA@) AB), ¢ SP(B)

(6) Jz(B A A(z)) & (BAIA(x)), z¢ SP(B)
Cy BasbaHe.

(1) JososmHo je mokazaru ga cy Va(A(z)AB(x)) u Ve A(x) AVzB(x) ek-
puBajenTHe (opmyste. 3a ceaky maTepnpetanujy I,=((S, 17 ),1) mmamo

Ja je:
I,(Vx(A(z) A B(x))) =1

akko  3acse 7:V — S, 7, 1, Baxu: [,(A(z) A B(z)) =1

akko  3acse 7:V — S, 7, 1, Baxu: min(l,(A(z)),,(B(z))) =1

aKKO  3a cBe J:V — S, 7,1, Baxkn: I,(A(z)) =1 1

akko [, (VzA(x)) =1u I,(VaB(z)) =1

akko  min(l,(VxA(x)), I, (VxB(z))) =1

akko I, (VxA(x) AVzB(x)) = 1.

(2) JososbHo je nokasaru ga cy Va(A(x)AB) u Vr A(z)AB ekBuBanenTre

dbopmyiie. 3a csaky unrepuperauujy I, = ((S,17),1) umamo na je:
IL,(Vz(A(z) AB)) =1

AKKO 3acse ):V — S, 5,1, Baxu: I,(A(z) AB)=1

AKKO 3acse ):V — S, 5,1, Baxu: min(L(A(x)),,(B)) =1

AKKO 3acse ):V — S, gy, Baxkn: [(A(z)) =1 1

AKKO I,(VzA(x))=1u I,(B) =1

AKKO min(I,(VzA(x)),I,(B)) =1

AKKO I,(VxA(x) A B) = 1.
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(3) Joka3 je amanoran nokasy 3a ¢opmyry (2). Wmm moxemo, kopu-
crelin Basbany dopmyny (2), oBako mokazaTu na je mocmarpana hop-
mysa Basbana. Komyrarusuocr 3a A paje: = (B A A(z))< (A(z) A B),
a omarse neo (4) TEOPEME 5: |= V(B A A(z)) < Ve(A(z) A B). Jom,
dbopmyna (2) je Bawana: | Vz(A(x) A B) & (VzA(z) A B), na xo-
pucrehin Te nBe Basbane dopmyse, no geay (1) 3agatka 3, 3akibydyjemo:
E Vz(B A A(z)) & (VzA(z) A B). Ouer koMyTaTuBHOCT 33 BE3HUK A
maje = (VzA(x) A B) < (B AVzA(x)), 1 KOHAYHO U3 LOC/IEHE JBE
Basbane opmyiie, mo genay (1) 3agatka 3, umamo:

EVz(B A A(x)) < (BAVZA(x)).
(4) Jososbho je mokasaru ga He moxke aa oyae I,(Fz(A(x) AB(z)))=1u
I,3zA(z)A3zB(x))=0 uu 3a jeany unrepnperamujy I,, Tj. 1a ako je 3a

neky unrepnperamujy I, spennocr [, (Jx(A(x) A B(x))) = 1, onma mopa
6uru I,(3xA(x)\3zB(x)) = 1. 3a cBaky unrepuperanujy 1,=((S, 17),1),

ako je I,(3z(A(z) A B(x))) =1,
OHIa  HOCTOJA Jo : V — S, Jo =y ¢ Tako Aa je I, (A(z) A B(z)) =

j. nocroju Jo : V — S, Jo 2 ¢ na je min(L,, (A(z)), I, (B(x))) =
j. nocroju Jo : V = S, jo ~y v maje L (A(x)) = 1u [, (B(z)) =
j. I,(3zA(z)) =1u I,(3zB(x)) = 1,

suaun  man(l,(3xA(x)), I, 3xB(z))) =1,
nakne I, (JxA(x) AJzB(x)) = 1.

(5) HoossHo je nokazaru ga cy Jx(A(x) A B) u (3zA(z)) A B exksu-
BasienTHe. 3a cBaky unrepnperamujy I, = ((S, 17),1) umamo na je:

I,3z(A(z) AB)) =

AKKO 3acse ):V — S, gy, Baxkn: [,(A(z) AB)=0
AKKO 3acse ):V — S, g1, Baxku: min(L(A(x)), ,(B)) =0
AKKO 3acse ):V — S, 7,1, Baxu: ww [,(B) = 0;

ww I[,(B)=1u I,(A(z)) =0
AKKO ww I,(B) = 0; win I,(B) =1 u I,(3zA(z)) =0
AKKO min(l,(3xA(x)), I,(B)) =0
AKKO I,((3zA(z)) ANB) =
(6) Joka3 je anajioran noka3dy 3a dopmyiay (5). Osa dopmyna u dop-

Mysa (5) moBe3aHe cy 3aKOHOM KOMYTATHBHOCTH 33 BE3HHK A Kao (Hop-
myae (2) u (3).

Iornenajmo dopmyne (1) u (4) uz 3apatka 7. U3 dbopwmysne (1) Bumumo ma ce

kBanTudukarop V, /1a CAUKOBUTO KAXKEMO, CJIAxkKe Ca BE3HUKOM A, Tj. MMaMO K-
suBasenTHOCT (opmyna Vz(A(x) A B(z)) u (VxA(x) A VaB(z)). Hacynpor Tome,
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3a KBaHTH(UKATOP J M BE3HMK /A HE BaskKM TAKBA BE3a, Tj. HEMAaMO €KBHUBAJIEHT-
nocr dopmyna Jz(A(z) A B(z)) u (3zA(z) A JzB(z)). Oue uucy exsusajenrne
jep dopmyna (FzA(x) A3xB(z)) = (Jz(A(z) A B(x))) Huje BasbaHa, u €BO OmMAaX
KOHTpaMojesa 3a wy. Ha npumep, ako cy dopmyine A(z) u B(x) penom eneven-
rapue dopmyine a(z) u B(x) 3a Heke pesnanujcke cumbosie « u [ gyxkune 1, oHza
umamo dopmyne (Fra(z) A Jzf(z)) u Jz(a(z) A B(x)) nax mekum jesukom J KOju
uma Te pesnanujcke cumboste. Taza je unrepuperanuja I,=((S, I7),12), rae je S ckyn
npupoauux 6pojesa N, a ay u B cy pegom peJianyje 6umu naper u bumu Henapa,
jemaH KOHTpaMomen 3a mocmarpany dgopmyny. Hawmme, mctunurto je ma: mocmoju
napar 6POJ U MOCMOju Henapar 6poj,

crora umamo: I,(Jra(z) A Jzf(z)) =1

aJIi HEUCTUHUTO je: Nnocmoju 6poj Koju je NapaH u HENnapaH,

re je 1,3z(a(x) A B(x))) =

Hakume, mmamo ma je I((Bza(z) A Jzf(z)) = (Fx(ax) A B(x)))) jenmako 0.

3apatak 8  Dopwmyie
1) Fz(A(x) VvV B(z)) & (FxA(x) vV Iz B(x))

(

(2) Jz(A(z)V B) & (JzA(x)V B), z ¢ SP(B)

(3) Jz(BV A(z)) & (BVIzA(z)), z=¢ SP(B)

(4) (VaA() v V2B() = Yo(A() v B(x))

(5) Va(A(x)V B) & (V2A() v B), = ¢ SP(B)

(6) Vz(BV A(z)) & (BVVzA(z)), = ¢ SP(B)
Cy BasbaHe.

(1) [Mokazyje ce na 3a csaky unrepiuperauujy I, Baxu:
I,3z(A(z) V B(2))) =0 akxo I,(3zA(z)V IzB(z)) =0,
Kao y mokasy 3a ¢opmyny (1) u3 3agatka 7.
(2) [okazyje ce na 3a csaky unrepiuperauujy I, Baxu:
I,(3z(A(z) VB)) =0 akko I,((3zA(x))V B) =0,
Kao y J0Ka3y 3a ¢opmyny (2) u3z 3apatka 7.
(3) Hdoka3s je anajioran noka3dy 3a dopmyiay (2). Osa dopmyna u dop-
mysa (2) moBe3aHe Cy 3aKOHOM KOMYTAQTHBHOCTH 3a BE3HUK V KaO IITO

cy y 3apatky 7 dopmyie (5) u (6) noBesane 3aKOHOM KOMYTaTUBHOCTH
3a Be3HUK A.

(4) Kao y moka3y 3a dopmyiy (4) u3 3agaTtka 7 mokasyje ce 1a He MOKe
ourn: I,(VxA(x) VVeB(x))=1 u I,(Vx(A(x) V B(x)))=0 uu 3a jexny I,.

(5) [Mokazyje ce na 3a csaky unrepiuperauujy I, Baxu:
I,(Vz(A(z) VB)) =1 arko I[((VzA(x))V B) =1,
Kao y mokasy 3a ¢opmyny (5) u3 3agatka 7.
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(6) Jokas je anasoran jokady 3a ¢opmyiy (5). Osa dopmyna u dop-
mysia (5) LOBe3aHe Cy 3aKOHOM KOMYTATHBHOCTH 3a Be3HUK V Kao ¢dhop-
myae (2) u (3).

@opwmyse (1) u (4) u3z 3apatka 8 nam rosope o Be3u Kpanruduxaropa V u 3
ca BesuukoMm V. Ksanrudurarop J ce ciaaxe ca BE3HHKOM V, Tj. HMaMO €KBHU-
BasenTaocT dopmyna Jr(A(z) V B(z)) u JzA(z) VIzB(z), amu He Baxku 1a cy
dbopmyna Vr(A(z) vV B(x)) u dbopmyna VrA(z) VVeB(x) ekBuBanentHe, jep dop-
myna (Va(A(z) vV B(x)))=(VxA(x) VVzB(z)) uuje Babana. Axo cy dbopmyse A(x)
u B(x) enemenrapue dopmyse pegom a(x) u S(r) 3a Heke pejanujcke cumbose o u
B myxmune 1, onna dopmyna (Vr(a(z) V B(x)))=(Vea(x) V VzB(x)) nma ucru KoH-
rpamozen kao u popmyna (Jra(z) AJzb(x)) = (Fx(a(z)AB(x))): unrepuperanuja
I,=((S,17),2), rae je S ckyn mpupoarnx 6pojea N, a oy u Br cy peioM peraruje
bumu napan 1 OUMU HENAPAH.

3agatak 9 Dopwmyie

(1) Va(A(r)=B(x)) = (VrA(r)=YeB()
(2) Vz(A(z)=B) < (FzA(x)=B), x ¢ SP(B)
(3) Vz(B=A(z)) & (B=VzA(z)), = ¢ SP(B)
(4) Fz(A(x)=B(x)) = (VzA(z)=FzB(x))
(5) Jz(A(x)=B) < (VzA(z)=B), = ¢ SP(B)
(6) Jz(B=A(z)) & (B=3zA(x)), = ¢ SP(B)
(7) Vz(A(z)=B(z)) = (IzA(z)=3xB(x))
cy BajbaHe.

(1) Jososbho je nokazaru na e moxe na oyzae I, (Vr(A(x) = B(z))) =1
u I,(VxA(z) = VeB(z)) = 0 uu 3a jenny unrepuperaiujy I,. Haunwme,
3a ceaky maTepnpetammjy I, = ((S,17),2) nmamo na:

ako je I,(Vx(A(z) = B(x))) =1 u I,(VzA(z) = VzB(z)) =0,

oHma 3acsej:V — S, 5,0, Baxm L(A(x) = B(z)) =1,
ul,(VzA(z)) =1u I,(VzB(z)) =0,

j. 3acse ):V—S, 7,1, Baxu: [(A(x)=B(z))=1ul,(A(z))=1
U IOCTOJH Jo: V —S, Jo g ¢, 38 KOjy je I, (B(z)) =0,

3Haun  nocroju Jo:V —S, jo 2 ¢ 3a kojy Baxu: I, (A(z)= B(x))=1
u I, (A(x)= B(z)) = 0, mTo je memorylie.

(2) HosomHo je mokasaru ga cy Va(A(x)= B) u JrA(z) = B ekBuBa-

mentHe dhopwmyse. 3a ceaky nnaTepnperamujy I,=((S,7),1) mmawmo:

I,(Vz(A(z) = B)) =0
aKKO IOCTOJH Jo : V — S, Jo ™y ¢ 3a KOjy Baxku: I, (A(z) = B) =0
aKKO MOCTOJH Jo:V — S, Jo = 2 3a k0jy Baxu: I,  (A(z))=1uI,,(B)=0
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akko I,(3zA(z))=1un IL(B)=0
akko I,(3zA(z) = B) =0.

3) Joka3 je cauuan jnoka3y 3a dopmyiy (2).

4) JToBoJbHO je TOKa3ary Jia He Moxe 1a oyae I,(Ir(A(z)=B(z)))=1nu
I,(VzA(x)=3xB(x))=0. To M0O)KeMO ypaJuTH Kao y A0Ka3y dhopmyiie
(1), a u rako wro hiemo noKazaru Jia, aKO je 3a HEKY UHTEPILPeTaLu]y
L,=((S,17),1) speanocr I,(3z(A(z) = B(z))) jennaka 1, onga mopa u
spenuoct I,(VzxA(z) = JxB(x)) 6urn jennaka 1. Hanwme,

axoje I,(Jz(A(x) = B(z))) =1,

ouza  unocroju jo:V — S, jo~gt pa je I, (A(z) = B(z)) =1,
j. nocroju Jo: V — S, Jo~t, na je max(1—I,, (A(x)), L, (B(zx)))=1,
Tj. mocToju jo: V — S, Jo~x?, TAKBA Ja je

6ap jenna on Bpenpocru 1 — I, (A(z)) u I,,(B(z)) jennaxa 1,
JIAKJIe 1oCToju Jo: V — S, Jo=y1, TAKBA J1a

I, (A(x)) jecre 0 unu I, (B(z)) jecre 1.
Caza jom ocraje ma mokazemo ma u kazga je I, (A(x)) =0 u xazma je
I,,(B(x))=1 Bpenuoct I,(VxA(x)=3xB(z)) jecre 1. Hanme,
ako je I, (A(x)) =0, Tana je, na ocuosy mebunuumje, I,(VrA(z)) =0,
re je I,(VzA(z) = JzB(z)) =max(1 — 0, I,(FzA(z))) = 1;
ako je I, (B(z)) =1, raza je, na ocuosy nedunuunje, I,(IxB(z)) =1,
te je I,(VzA(z) = JxB(z)) =max(1 — I,(VzA(x)),1) = 1.
(5) Hoka3s je camvan nokasy 3a dopmyay (2).
(6) doka3 je cimuan mokasy 3a dpopmyay (2).

(7) Hoka3s je caumvan nokasy 3a dopmyay (4).

1.2.3 IlIpenekcuna mopmaJHa ¢dpopma

39

OBaj ozespak 0 00JUKY HpeAuKATCKuX (hopMysia KOju ce 30Be NPEHEKCHA HOPMAaJIHA,

dopma mogehemo jeqHuM TPUMEPOM.

Mpumep 7 Ilocmarpajmo dopmyay F:

Jza(z) AVzIyp(z,y),
e Cy o U [0 HeKH PEeJIAIMjCKu CUMOOJU penoMm mayxunae 1 m 2 je3uka
HaJ KojuM je dopmyna F. Hampasumo dhopmysay Koja je eKBUBaJIEHTHA
dopmynu F, a y K0joj Cy CBM KBAHTH(DUKATOPU HA FHEHOM IIOYUETKY.
Hamra dpopmyina F' je ekBuBamentaa dpopmynn Fi:

Va(Iza(z) A yB(x,y))
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jep je dopmyna F} < F' Bapana, Kao jemaH npuMepak BasbaHe (popmy-
ne (3) u3 3apatka 7, samane dopmyne V(B A A(z)) < (B AVzA(x)),
x¢ SP(B). Hapenau kopak mpasumo y3 nomoh Basbane dopmyse (5) u3
3apartka 7, Baspane popmyie Jz(A(x) AB) < (JzA(x) AB), x¢ SP(B):
nordopmyna dbopmyse Fi, dopmyna Jza(z) A JyS(z,y) ekBubaienTHa,
je dopmynu Iz(a(z) A JyB(x,y)). Onaa, na ocuosy nena (3) TEOPEME
5, nobujamo na je F exkBuBajentaa gpopmynn Fh:
Va3z(a(z) A JyB(z,y)).
Ha kpajy, kopucrehiu Basvany dopmyiy (6) uz 3apatka 7, sasbany ¢Gop-
myay dx(BAA(x)) < (BAJzA(x)), x ¢ SP(B), nobujamo 1a je mordo-
pmyaa a(z) A JyB(x,y) bdopmyne Fy exkBuBanentha Jy(a(z) A Bz, y)).
Cagna, Ha ocHoBy penom genosa (4) u (3) TEOPEME 5 dopmyna Fs, a
TuMe u nosa3na popmyna F, je eksuBasienta dpopmynn Fi:
Va3z3y(a(z) A Bz, y)).
@opuymna F3 je obmuka Va3zIyC, rme je C dopmyna a(z) A B(z,y)
KOja HeMa KBaHTHMUKATOPE, Te je (popmyna F3 y MIPEHEKCHOj HOPMAJIHO]
dopmu.

EBo u pedunummje dopmyse y npeHeKCHO] HOPMAJIHOj (DOpMH.

JedunHnunja npeHekcHe HopMmasnHe hopme

Kazxemo ma je popmysia y mpeHeKCHOj HOPMAJTHO] (POPMU aKoO je 38 HEKO
n > 0 ona obsmmka
lel annA;

rae je ceaku @Q; (1 < i < n) uan kBaaTudukarop V uin KBaHTuGUKATOD
Ju dpopmyna A me cagpxku kBanTudukarope. I[locedbno, ceaka dpopmyna
KOja HeMa KBAHTH(DHUKATOPE je y MPEHEKCHOj HOpMaJsHOj (popMH.

Onmax hemo mokazarw Teopemy O MPEHEKCHOj HOpMAJIHOj hOopMu.

TEOPEMA 6 (TEOPEMA O NMPEHEKCHOJ HOPMAJTHOJ ®OPMW)
3a 6uno kojy dhopmyny F Hag Hekum jesukom J noctoju 6ap jeaHa dopmyna FP/ y
MPEHEKCHO] HOPMaHOj popmu TakBa Ja je:
= F < Frf
[JOKA3

[Tocmarpajmo upoussosbhy (opmyay F Haj Hekum jesukom J. Ako ce
y dbopmyau F nojasspyjy Be3HUIU Koju HuCY 3 Gase Be3Huka {A,V, -},
ouza Kopucrehu no3nare Be3e u3mely JOrHYKHX BE3HUKA IIPABAMO POP-
MyJIy ekBuBajieHTHY (opmynn F'y K0joj ce mojaBibyjy caMo BE3HUIU
u3 tor ckymna. Crora cmemo ma mpermocTaBuMo 13 je dopmyna F Beh
TakBOr 00/MKa, Tj. y dopmyau F' ce mojaBibyjy camo Be3Hunu A, V u
-, Caza JokazyjeMo TeopeMy HHIAYKIUJOM IO CJIOKEHOCTH (opmylie
F', onrocuo mo 6pojy n, Koju je 30up O6poja TOruIKuX Be3HUKA U Opoja
kBauTuduKaropa y dopmymau F.
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Baza wanykmuje, n = 0. @opmyna F HemMa JOTMIKUX BE3HUKA HUTH
kBanTudukaropa, tj. F' je neka ememenrtapua ¢opmymna. lakie, Tpa-
xkena gopmyna FPT je cama dopmyma F.

Wunykiujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa BaxKu 3a cBaky dopmyiry F' Koja
HUMa Mabe OJ] N JIOPMYKUX BE3HUKA U KBAHTH(DPUKATOPA, OJHOCHO IIOCTOjU
dbopmyaa FP/ y npenekcuoj nopmasnoj dpopmu, Taksa ga je:

= F < PPl

Jlokas 1a Teopema BaxKu 3a GOPMYJIy Ca 1 BE3HWKA U KBAHTH(DUKATOPA.

[Tocmarpajmo dopmyay F' koja uMa n TOTHYKAX BE3HUKA, U KBAHTU(DUKA-
topa. @opmyna F' Moxke umaru jeman o cienehux ob/mKa:

ANB, AV B, —A, VA Wid dxA.
Bes o63upa koju o7 mer HaBeaeHux obsimKa uMma popmysa F', meHe mor-
dopmysie A u B umajy 6ap jesad Be3HUK MM KBAHTU(UKATOP MAe 01
b€, 113 33 (bUX BAasKU HH/LYKIMjCKa IPETIOCTaBKa: Hocroje popmyie APF
u BP/ y npenekcnoj nopmannoj popmu Takse 1a je:

E A AP/ u = B < BP/.

[owro cy dopmyrne APf u BPf y npenekcnoj mopmasuoj dpopmu, onma
je caka ox dopmymna APf u BPS
(%) mnm dbopMyma Koja He caap:Ku KanTudbHKaTope, Tj. dopmyme AP/
u BP/ cy penom dopmyne C u D koje He capre KBaHTH(PHKATOPE;
(%) mam bopmysia y K0joj Cy CBU KBAaHTU(DUKATOPU HA HEHOM MOYETKY,
1j. dopmymne APF u BPf cy penom obmuxa Q121 ...QxC u Py ... Py D
3a meke [,m > 0, rze je cBaku Q; (1<i<[)u P; (1<j<m) wu V uiu
J u dopmyne C u D He caapke KBaHTHMOUKATOPE.
Axo 6ap jemma on dbopmyna APY u BPf uma obnuk (%), omga mpoc-
TUM [PEMMEHOBABEM HEHUX [IPOMEHJ/bUBUX MOXKEMO mocruhu ma ce y
dopmymnama C' u D He jaBibajy ucre mpomenspbuBe. Ao obe dopmyite
APS w BPS mmvajy obmuk (%) m HeKa c0601HA TPOMEHIBIBA (GOPMYIe
D, wa mpuMep TPOMEHJ/bUBA Y, je jeAHA O MPOMEHJPUBHUX 1, ..., X[,
IPOMEH/bHBA, T, 3a HeKo k, 1 < k < [, onna je nama dopmymna APF pop-
myna Q121...Qk—12k—1QryQr+1Tk+1...Qix;C. Ha ocuoBy Bamane do-
pmysie andabercko npenucuBaibe, nordopmyna QryQr4+12k41..-QixC
bopmyne AP/ eksusanenTHa je 0Boj bopmymi: Qrz(Qrr1Tk11..-QrzC)Y,
T7e je z MPOMEHJbUBA KOja ce He jaBba y GopMynnd Qxi+1Tkt1...Qrx;C u
JOLLI TPAaXKUMO JIA j& PA3JIUYUUTA U OJI IPOMEHIBUBUX L1, -eey Thoy Y1y «evs Y-
Ha ocuoBy TEOPEME 5, nobujamo na je AP exsuBasenrna dopmyiiu
Q121..Qr-17k-1Qk2(Qrt12k+1---Qr;C)Y KOja je y IPEHEKCHO] HOP-
maJtaoj popmu. VcTO TAaKBO MpEerMMEHOBAHE€ YMHUMO AKO OU HEKA CJIO-
6oaua mpomerspuBa popmyse C OuIa jeaHa O TPOMEHIBUBUX Y1, ---, Y -
3aTr0 MOXKEeMO MPEeTIOCTABUTHU 113 Ca000aHe mpoMmensbuBe dopmyre C
HHCY IPOMEH/BUBE Y1, ..., Y, HATH Cy CI000IHE IpoMerbuBe gpopmymae D
NPOMEHJBUBE I1, ..., ;. ([Ipumernmo na To naje na cy ckymnosu {1, ..., ; }
u {y1, ..., ym } Tacjyakram.) laxme, 3a cse moryhe obmmuke dbopmyma AP

41
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u BPT u muxose nmordopmyie Koja He caapzke KBaHTH(PHKATOPE PEIOM
dbopmyne C u D moxemo na npermocraBumo na ¢y ckymosu SP(C) u
SP(D) aucjyukruu. Cana xopucrehin dopmyine AP/ u BPY onpeaumo
Tpaxkeny dbopmymy FP/.

< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka A A B.

13 exBusanentaocr gopmyna A u APT u dopmyna B u BPf| 1j. u3
EAs AP u | B« B,
na ocuoBy nenosa (Al) u (A2) TEOPEME 5 u nena (1) 3apatka 3, umamo
exsusasienTHOCT opmyna A A B u APT A BPf | oanocuo Bazku
= (AA B) & (AP A BPY).
Axo cy obe dopmyite APT u BPf obsuka (*), onna je dpopmyna APF A BPY
y upenexcroj nopmannoj ¢opmu. Jakne, rpaxena ¢opmyna F rf je
dbopmyna APF A BPS.
Axo je 6ap jemma ox dopmyaa APT u BPY obmmka (xx), onma je APF ABP/S:
(Q121...QuiC) A (Pry1... Prnym D)
rae je [ > 0 waum m > 0.
NunykiujoM o 6pojy xsanrudukaropa dopmyre APF A BPf | 1o 6pojy
l + m, kopucrehu Basbane popmyite
Ve(A(z) AB) & (VzA(x) AB) u 3Jz(A(z) A B) & (3zA(x) A B),
rue x nuje caoboiua upomensbusa dopmyie B (pegom Basbane dhopmysie
(2) u (5) u3 3apaTka 7) u Basbane opmyne
Ve(B A A(z)) & (BAVzA(x)) wu  FJx(BAA) < (BAIzA(z)),
rze ¢ Huje cjaoboaua npoMensbusa dopmyse B (penom Basbane dhopmysie
(3) u (6) u3 3apatka 7),
nokazahiemo ga je popmyna APF A BPf exusasenrna dpopmyoim:
lel---lelplyl---Pmym(C A D),
KOja je y IpeHeKCHOj HOPMAJTHO] (hOpMHU.
Axo je l+m =1, onza je jeana ox Gopmyia APT y BPT obnuxa (%), 1j.
bopmyna APT A BPY je obmmka wmm (Q1x1C) A D wmm C A (Pry1 D), tae
C u D uemajy xkBaurudurarope. Ako je obmuka (Q121C) A D, onja Ha
OCHOBY IIOMEHYTHX BasbaHux Gopmysa u3 3agatka 7 (uiam (2) i (5),
1ITo 3aBucu oj Tora ja jiu je Q1 pegom ¥ umu 3) dopmyna APF A BPS
je expusasentna dopmymu Qix1(C A D). Ako je APF A BPf nak obiuxa
C A (Pyy1 D), onna kopucrehu sabane dbopmysie u3 3agatka 7 (uwm (3)
uum (6)) mobujamo na je eksusasenrtha dopmyiau Py (C A D).
Nuyknujcka npernocraeka: dbopmyna (Q121...QixiC)A(Pry1 ... Pmym D)
ca | + m xkBanTH(UKATOpPA €EKBUBAJIEHTHA je (POPMYJIN:

Q121..Qux1 Pry1...Pryym (C A D).

[Tocmarpajmo caga jeamy dopmyray 3amaror oOMWKa KOja HMa jeIaH
kBauTudukarop suine. OHa MOXKe OuTH UIN



1.2. CEMAHTUKA TIPEIVMKATCKE JIOTUKE

(@121..Qu417141C) A (Pry1... Prym D)

(lel...Ql!E[C) A\ (Plyl...Pm+1ym+1D).
Axo jel > 0, onsa Ha OCHOBY MOMEHYTHX BaJbaHuUX popmysta u3 3agatka
7 (uiu (2) wiu (5)), upsa dbopmyia je ekBuBasienraa GoOpMy/Lu

Q121 ((Q2x2...Qi412141C) A (Pry1... Prym D)),

a apyra dbopmynin
Q121 ((Q2x2...QutiC) A (Pry1---Pry1ym+1D)).

OBe dopwmysne cy pemom obimka Q1x1E1 u Qix1FE> roe je dopmyna
E; dopmyna (Qexa...Qry12141C) A (Pry1...Pnym D), a dopmyna Es je
dbopumyna (Q2z2...QixiC) N (Pryi...Ppi1ym1 D). @opmyne Ep u Ey
uMajy | + m kBaHTU(PUKATOPA, I CYy M0 WHAYKIUjCKOj IPETIOCTABIN
eKBUBaJIEHTHE pefaoMm (opmymu Fs:

QQ.IQ...QlJrlIlJrlPlyl...Pmym(c A D),
omHOCHO (hopmymu Fy:

Q272..Qiz1 Piy1... Py 1ym+1(C A D),
KOje cy y mpeHekcHoj mopmaJsnoj dopmu. Ha ocHoBy memosa (3) u
(4) TEOPEME 5, dopmyse Qiz1E1 u Q121 FEs cy ekBuBajienTHe pejiom
dopmynama Qrx1F3 u Qix1FEy4, dopmyiama y IPEeHEKCHO] HOPMAaJIHO]
dopmu.
Jaxne, mo aemy (1) 3agatka 3, dopmyma AP/ A BPf 1j. dopmyma
(Q1x1...Qix1C) A (Pry1...Pnym D), ekBuBasienTHa je jemuoj dbopmynu
KOja je y IpeHeKCHOj HopMaJtHOj hopmu, dpopmyiu:

Q121...Quei Pryr ... Poym (C A D)

1O je Tpazkena dopmyma FPF.

il

VY cay4ajy na je =0 noka3 6u 6uo roroBo ucru camo OUCMO KOPUCTUIIA
nomenyre Basbane dopmyse (uau (3) unum (6)) u3 3agaTtka 7.

< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka AV B.

U3 exsusasientaoct gopmyna A u AP u bopmyna B u BPS | 1j. u3

EAs A u | B« B,
Ha, ocHOBY JesnoBa (V1) u (V2) TEOPEME 5 u jena (1) 3agatka 3, mmamo
exBuBasienTHOCT hopmyna AV B u APT v BPS | 3naun Baxkn

= (AV B) & (AP v BPY).

Kopucrehu sawane dopmyse (2), (3), (5) u (6) us 3apatka 8 mocry-
TaMO aHAJIOTHO KA0 y CiIydajy kazaa je dopmymsa FPF obmmka A A B,
u 106ujamo GopMyITy y IpeHeKCHO] HopMmasinoj gopmu, dhopmyay FPF
ekBuBaJsieHTHY dopmyau AV B.

< IIpermocraBumo 1a je dpopmysa F obauka —A.

U3 exsusasientaoct gopmyna A u AP/ 1j. u3
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EAs AP

Ha OCHOBY zAena (1) TEOPEME 5, IMaMO eKBHBAJEHTHOCT (hbopmysia —A u
- AP/ 1j. Bazknu

=A< AP
Axo je dopmyma APT obmmka (*), onma je dopmyma —AP! y mperexcroj
HopMausinoj dopmu. JTakie, rpazkena dpopmyra FPf je —APS,

Axo je dopmyna AP obmuka (xx), 1j. AP/ je obmuka Qix1...QuxC,
1 >0, ouna je dopmymna ~AP/ obamka,

—(Q171...Q1,C).
MNunyknujom mo 6pojy kBantudukaropa @;, 1 < ¢ < [, kopucrehun e
MopraHoBe 3aK0He 33 KBaHTH(DUKATOPE:
-VzE & Jz-F u —dzF & Vz-E,

nokazahemo na je dopmyna —(Q1x1...Qx;C) exBupasenrHa Ghopmysiu
Qq71...Q,7;~C xoja je y mpeHexcHoj HopmasHoj bopmm, Te je Q; (1y
neJioM Joka3y fie To 6urn) kBanTuduUKaTOp pasauauT of Q;, 1 < i <.
Axko je | = 1, onna je dopmymna AP obmuka ~Q12,C. Ha ocuosy e
Mopranosux 3axoHa, Ta dopmyna je expusasientra Gopmyna Q1 -C.
Nunyknujcka npernocraBka: ¢opmyna obimuka —(Qqx1...Q1x;C) xoja
nMa, | kBaHTU(DUKATOPA EKBUBAJIEHTHA je (hOpMy/an y MpPEHEKCHO] HOP-
masinoj bopmu, dopmyiu Q1 ...Q,x;—~C. Tlocmarpajmo caa bopmyity
Koja mma jenan kpantuduxarop sume, Gopmyiry —(Q121...Q1+121410).
e Mopranosu 3akonu 3a KBaHTHUKATODE Iajy Ja je Ta dopmymna
ekBuBasienTHa bopmymn Q1 (Qaxs...Q1111141C). dame, bopmymna
(Q222...Q1+121+1C) uma | kBanTudUKATOPA, U 110 UHIYKIUJCKO] IPET-
[TOCTABIM, EKBUBAJECHTHA je (PopMy/in szg...aleHlﬁC Yy LIPEHEKCHO]
HOpMaJiHOj opmu, hopmyiun Cff. Onpa je u dopmyna @1x10f'f y
LIPEHEKCHO] HOpMaJIHO] (opMu u Ha ocHoBy JesoBa (3) u (4) TEOPEME
5 BaXKH:

= Qx1-(Qaxa..Qri12111C) & Quu, CF

Jakse, tpaxkena dopmymna FPI je @1x1@2x2...@l+1x1+1ﬁ0 7 3a Iby
BAaXKU:

EF & Q21Qym...Qpx141-C.

< IlpermocraBumo 1a je dpopmyna F obauka VrA.

113 exBuBanentaocr gopmyna A u APF | 1j. u3
E A AP

Ha OCHOBY zeJa (3) TEOPEME 5, umMaMo eKBuBaJjieHTHOCT opmyna VoA
u Vo AP ommocno Bazkm

= VoA < Vo APY,
Axo je bopmyna APF obiuka (%), onia je dbopmyna Vo AP y npenexcioj
uopMmasinoj dopmu. laxite, rpazkena dopmyta FPS je Vo APS.
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Axo je dbopmyina APS obmuka (x%), 1j. obiuka Qix1...QuxC, 1 > 0, onja
je dopmymna Vo APS | 1j. VaQqz1...Qux;C, Takolje y IpeHeKCHO]j HOpMAJI-
Hoj dpopmu. Hakie, 106uim cMmo Ja 3a popmyay F', koja je obiuka VrA,
u dopmyny Vr@Qixy...Qux;C' y npeHeKCHOj HOpMAJIHO] hOPMU BaXKU:

E F & VeQqr...Qx,C,
te je popmyna VoQix,...Qux;C rpaxena dpopmyna FPI.

< IIpernocrasumo ga je dpopmyna F obiuka Iz A.

13 exBuBanentaoct gopmyna A u APF | 1j. u3
E A AP

Ha OCHOBY zeJja (4) TEOPEME 5, umMaMo eKBuBaJjieHTHOCT hopmysa JrA
u JxAPT | naxse Baxu X

E drA & 3o APS,
Awnajorno kao u y ciaydajy kaga je dopmyna F obauka VrA 3akibydy-
jemo na je dopmyna JxAPT Tpaxkena dopmyma FPI.

1.3 dedunuimnmje

Hewro najocHoBHuje 0 HOCTYLKY LPaB/berba UCLHPABHUX (KOPEKTHUX) sedununmja
geli je nanmucano y [3] (upsa riasa). Caupa hemo y oxksupy dopmasHor jesuka
MIPEINKATCKE JIOTUKE U3JIOKUATH KAKO Ce MCIPABHO JehWHUINY HOBU PEIAIMjCKHA 1
OTepaInjcKu CMMOO/IM U HOBE WHINBUIyaJIHE KOHCTAHTE.

Ha moueTky oBOr 0jie/bKa MCTAKHUMO je3WKe MPEeIUKATCKe JIOTUKE KOju WMajy
penanujcku cuMOOI jeHAKOCTH, =, U KOje 30BEMO je3ulin ca jemnakoriiy. Baxxuo
je pehm ma ce y cBuUM MOJEIMMa jeJHOTr je3WKa Ca jeHAKOIINY pesamujcku cuMO0IT
JEIHAKOCTH = MHTEPIPETHpa yOOUIajHOM jeJHAKOIINY HaJI eJIeMEHTHMA HOCAIa TUX
MoOzie1a.

IIpBo mpeacTaBrMo joir HeKe BPCTe KBAHTU(DUKATOPA KOju ce eduHuIry momohy
kBaHTA(UKaTOpa 3 U V ¥ TO CaMO y IOjeUHUM je3UIHIMA.

Y jesunuma ca jepsakoufiy moxkemo gedunucaru ksanrudukarop F1z (uiu
3lz) koju uuramo: nocmoju mawro jedan x. Taj kBauTudukaTop ce neduHulle HA
ciaenehu naunm:

FzA(z) =acr Fx(A(z) AVy(Aly) = = =y))
VY crBapu Moxkemo gedunucaTu kBanTudukaTop 3, (nocmoju mawno n x-06a), 3a
6uJs10 Koju pupoan 6poj n, n > 1. Axo je n = 2 ra gedununmja (y3 IpeTnocraBky
Ja cMO siebuHUCAN BE3HUK 1) je:
D A(x) =des Fw132(A(21) A A(22) A (21 = 22) A (VY(A(Y) = (Y = 71 VY = 22)))),
a aHaJioruo ce nedunuire KBantudukaTrop 3, 3a n > 2.

Hasbe, y jesunuma Koju caapzke Heke pesauujcke cumbosie p jyxube 2 (na

npumMep <, < WA € U KOjU Ce WHTEPIPETUPA]Y PEIOM: MAHE UAU JEOHAKO, MAHE,
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bumu eaemenm) MoxkeMO Jedunucaru orpanuyene ksanrudukarope Vrpy u Jzpy
OBAKO:

Vepy A =4er Ve(zpy = A)
Jzpy A =gey Jx(zpy N A).

1. JeduHunuja HoBor peJamujcKor cuMmboJsia

[Tocmarpajmo jeman jeauk J npemukarcke joruke. HoBu penanujcku cumOO0T
Q Iy’KUHE N, 33 HEKU IPUPOAAH O6poj n, n > 1, neduHuAIIeMO OBAKO:

(X1, ey Tp)  AKKO  F(Z1,...,2p)

rue je F(x1, ..., z,) jenna npenukarcka dbopMmysia Ha je3uky J ca HajBuiie n
CJ000IHUX TPOMEH/PUBHUX. 1aj HOBY DEIAIMjCKU CUMOOJ (v HEe MPUMAIA je3u-
Ky J, Beh ce oBoM meduHUIIjOM, KAO HOBU PEJIAINjCKUA CUMOOJI, J0/1aje TOM
je3uKy.

Mpumep 2 3Ba meku je3uk J ca jennakouilly U ca OHepalyjCcKuM
cuMOOJIOM * JIy2KWHE 2, HOBHU PEJIAIAjCKH CUMOOIT (v Ty 2KUHE 2 yBOIHU-
Mo cienehom nedrHAIIjOM:
alz,y) AKKO Tz (xxz=y)

Axo y3memo taxsy unrepuperamujy I, = ((S,17),1) na je S ckyn
npupoanunx 6pojea N m onepamujcku cuMOOJT * HMHTEPIPETHPAMO
OTIEepAIMjOM MHOXKEE, OHIA CE PENIAIUjCKu CUMOOJI (v MHTEPIIpe-
TUDA O3HATOM PEJIAIUjOM deau, |, Ha CKYIly IPUPOAHUX OpojeBa:

m|n AKKO 3l (m-l=n)

Mpumep 3 Axko jesuk J uma penanujcku cumOOJ (v JLyKUHE 2,
OHJIa HOBM pejlaljcku cuM0OoJi [ ayxkuHe 3 yBoaumo cieiehiom
neduHATIjOM:

Bly,z,z) AKKO (a(y,z) Aalz,2))V (a(z,z) A a(z,y)).

3a unrepuperanujy I, = ((S,17),1), rae je S ckyn peamnux 6poje-
Ba R, a pemamujcku cumOOI (v je WHTEpUpPETHpPAH pejanujom <,
penanujcku cumM00I 5 ce mHTepIpeTupa peaanujom usmehy, B, roe
B(y,z, z) uuramo z je usmehy y u z.

B(y,xz,2) AKKO (y<zAz<z)V(z<zAz<y).

VY napenom npumepy suzehemo jenny HeKOpeKTHY JedUHALN]Y HOBOL PeJlaliy-
jcxor cumbora.

Mpumep 4 HNmamo je3uk J ca jeqHAKOIINy U OMEPAIWjCKAM CHM-
6osioM e nyxkuHE 2, ma Je(PUHUIIEMO HOBU PEIANUjCKA CHMOOJ p
nyzxkuue 2 Ha cienehu HAYWH:

p(r,y) AKKO y=uzxez.
I'pertiky cM0 HAIIPABUIIN jep CMO peJaIujy p aAyKuHe 2 nepuHucam
dopMysIoM y = x e z KOja WMa TPHU CJI000IHE MpOMeH/buBe. AKO 3a
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HOCAY y3MeMO CKyn mpupomuux OpojeBa N u e mHTEpIpeTmpamo
omepammjoM +, OHJA 33 JBa HpupomHa Opoja, Ha mpumep 4 u 7 He
MO2KEMO JIa KazKeMoO JIa JIK Cy Yy PeJlallijy p Wd He, jep He 3HaMO
BpeJHOCT 3a z. VIMamo p(4,7) AKKO 7 =4+ z, ma 3a z = 3 ©MaMo
na je p(4,7) Tadno, a 3a CBaKW JAPYIH IPUPOJAH OPOj PA3IMIUT OF,
3 umamo na p(4,7) nuje rauno!

2. [edunHnuuja HOBOI omeparujckor cumoosia

Kao u mpu gedunncamy HOBOT pejIalinjCKOr CuMO0JIa TAKO U pH 1ePUHUCATLY
HOBOT ONIEPAIINjCKOT CUMOO0JIa Taj CHMOOJT HE CMe 1A Ce MOjaBJbyje y mocMaTpar-
oM je3uky J. HoBu onepanujcku cumbour f ay2KuHe n ce yBoau oMoy Hekor
Tepma t je3uka J ca n MPOMEHJbUBHUX I1, ..., Ln, N > 1, ciegehom medunmum-
jom:

f(@1, ey Tn) =def (X1, .., Tn).

Cse medwunnmmje oBakBOr 00JIMKA, CTUKOBUTO PEUEHO, JehpUHHIHjE Y 00JIUK
) )
JEIHAKOCTH, Cy eKCILIUIUTHE JepUHANN]e OMepaInjckor cuMOoIa.

Jajemo mpumep jenne takse nedUHUII]E ONEPAIIA)CKOT CHMOOIIA.

Mpumep 5 Nwmamo jesuxk J koju uma u koHCTante 4 u 2, a u ore-
panujcke cumbosie * u / ayxune 2. HoBu oneparujcku cumGoJ1 o
nykuHe 2 yBoauMmo ciaefehiom meduHAIIjOM:

zoy =ges 4 ((2/2) xy).

Y mapeaHoMm mpumepy ymno3opuliemo Ha Moryhe rperike mpu yBohemy HOBOT
OTIEPAITNjCKOT CuMOOJTA.

Mpumep 6 Kao y ciyuajy nedunucama HOBOI PeJIalidjCKOr CUM-
6oJia Koju cMo mpeacraBuian y [pumepy 4, MOzKeMO HAIIPABUTHU IPEIII-
Ky OKO [y»KHHE HOBOI omeparmjckor cumbomna. Ha mpumep, axo,
moMoNy omeparujckux cuM0O0oJ1a + u - AyKuHe 2, xohemo 1a aeduHu-
[IIEMO OMEPAIMjCKU CHUMOOJT * OBAKO
T*Y =def Y T+ 2,

oHZA Ta AedUHUIK]a HEje J00pa jep omeparujcKu CuMOO0JT Ty KUHE
2 nedunuinemo momohy Tepma ca 3 TPOMEH/bUBE.

Perumo na mocToje onepariujcku cuMO0IH KOje He MOXKeMO 1ebUHUCATH eKCII-

JIMLATHO, KAO BPEJHOCT TEPMa 33 HEKE AT€ BPEIHOCTU HHErOBUX [IPOMEHJbH-

Bux. Ha npumep, mamu O6poj o1 aBa npupoaHa 6poja aeduHUIIEMO OBAKO:
min(z,y) =z AKKO (z<yAz=z)V(y<zAz=y).

Nmamo, Hanve uMmminnuTae nedWHUIN]E HOBUX OMEPAINjCKuX cuMO0Ia Koje

cy caeneher obmka

flxr,zn) =y AKKO Ay, x1,...,%n)
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rue je A(y, 21, ..., T ) HeKa npegukarcka GopMyma, n > 1, mpu yemy je oBaksa
JepUHUIIEja HCIPABHA aKO U CAMO aKO BasKM:

(1) 3a cBaKy M-TOPKY &1, ..., Ty MOCTOjU Y Tako na Baxku A(y,z1,...,Tn) U

(2) y je jenuucreen, Tj. ako je A(yi,z1,...,%n) u A(y2,21,...,2,), OHZA je
Y1 = Y-

Osa aBa ycsoBa Mory ce npejacrasuru jeanom dopmynom. lakme, ucupasna
AMILTANATHA JAeruHArja je 00IuKa

flxr,yxn) =y AKKO  Vai..Vr,JyA(y,x1,...,2,).

Mpumep 7 3a mekw je3uk J ca jeaHAKOMNY W PEJIAIIAjCKAM CHM-
6osoM B mykuHe 2 nedUHUIIEMO HOBU OMEPAIINjCKU CUMOOT Iy K1~
e 2, cumbos h:

h(z,y) =z AKKO VaVyT1z((B(z,y) Az =)V (B(y,x) Az =y))
Axo yamemo urTepnperanujy I, = ((S,17),1) rae je S ckyn mpupo-
Hux 6pojesa N u pesranujcku cum6os1 8 HHTEPHPETUPAMO PEJIALIjOM
<, OHJIa je olepalyja min, KOjy CMO IIOMEHYJ/IU, UHTEepIpeTaluja
OBOT' HOBOT' OIEpPAaInjcKor cuMmb01a h.

Ha kpajy oBor mena, morsemajMo jomr jeqaniryT AeUHUAME]Y OIEPAIHjCKOT
cumbona o u3 lNpumepa 5 (y3 upernocrasky na je jesuk J u3 Tor 1pumepa
jesuk ca jemmakomihy). Ilpumerumo ga Ty neduHHMIm]y, & U CBaKy APYry
EKCIIUIUTHY JeMDUHHUIINA]Y, MOKEMO 3AIIMCATA 1 OBAKO

z=xoy AKKO VaVyFiz(z=4=x((x/2)xy)).

. Hdedununnuja HoBe MHANBU/IyaTHE KOHCTAHTE

Kao u yBoheme HOBOr omeparujckor cuM00JIa W HOBA WHIWBUIYAJIHA KOH-
CTaHTa HEKOr je3wka J Moxe ce nedWHUCATA EKILIAIUTHO U UMILIAIUATHO.
Exnnmunuraa nedunuiyja HOBe WHIMBULYAIHE KOHCTAHTE C je O0JIUKa

C =def t

re je t Heku TepM je3uka J 0e3 MpOMEH/bUBUX.

NmmnnurHO yBOhEmhe HOBe HHANBHUIYaJTHE KOHCTAHTE je jedpuHrucame moMohy
peuKaTcKe (popMysie ca TAYHO jeTHOM CJIOOOIHOM IIPOMEH/BUBOM, POPMYIe
A(x), Ha caenehn HadwWH:

c=x AKKO JizA(z).

Hapagno, oBakBa nedununmja je ucnpasra ako u camo ako Baxu J12A(z),
OJIHOCHO AKO TIOCTOJU JeIMHCTBEH 2 3a Koju Baxu A(z).



I'taBa 2

Teopuje npBor pega

Y upBom ey oBe ruiaBe mpeacraBulieMO NPEIMKATCKY JIOIMKY Kao hopMasiny
Teopujy! u TO ca mBa opMaiHa cucreMa: (GOPMATHAM CHCTEMOM HPHPOIHE Je-
aykuuje NK u xunbeprosekum gopmainum cucremom K. Y oksupy hpopMasiHux
cHuCTEeMa IIPEJIMKATCKE JIOTMKE 3aCHOBAHE Cy Teopuje mpBor pena (Koje ce joirn 30By
U NpPEeIUKATCKe Teopuje), u wuxoBy aebunuimjy mahiemMo y apyrom geny riaase. Yy
TOM JeJIy MpejAcTaBuNeMO U YeTHPHU TEOPHje MPBOT Peia; TEOPHjy IUCTE jeTHAKOCTH,
Teopujy mapuujagHor ypehema m Teopuje rpymna m KOMyTATUBHUX rpyma. Heka
BaXKHA CBOjCTBA TeOopuja IPBOr pesa gokazahemo y rpehem geny rrase. Ocum tora,
nedbunncaheMo mojaM MOeNa jedHe TaKBe TEOpHje W JIOKA3ATH Ja CBAKA HEIPO-
TUBPEYHA TEOPHUja MPBOT PEIa WMa MOMAEN. ¥ IMOCJIEIHeM, YeTBPTOM, ey TJIaBE,
nokazalieMo BeoMa 3HAYAJHO CBOjCTBO MPEIMKATCKE JIOTUKE, MOTIIYHOCT T€ JIOTHKE.
Hawnme, mokazahemo ma y mpeamkarckoj joruiu 3a cBaky dopmyny F Baxwm: F' je
BasbaHa (POPMYyJIa aKO M CaMO ako je F' Teopema.

2.1 IIpemukKarckKa Jioruka Kao (popmajiHa Teopuja

Kao wro je uckazua Jsioruka jenna dopmasna reopuja (Bugeru noruasise 3.1y
[3]) u mpeamkarcka sormka jecre jeqHa (GOpMasHA TEOpHja. Y OBOM IIOIJIABIBY
mpeacTaBulieMo nBa (hOpMasIHA CHCTEMa MPEIUKATCKE JIOTHKE, CHCTEM IPHPOIHE
nenykmuje NK u xunbeproseku cucrem K. Tu cucremu NK u K 6uhe na mexn
HAYMH LpoLIUpea (POPMAJHUX CUCTEeMa UCKa3He Jioruke u3 [3], pejom cucrema

L nepunumuja dbopmamme Teopuje y [3], onemak 3.1.
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N u L. Onmax penumo g nocroju u Be3a udmely TeopeMa MCKa3He JIOMMKE U Teo-
pema npeamkarcke joruke. Hamme, 3a uckazuy dopmymy F(p1, ..., pr ), IPOU3BOIbHE
upeaukarcke dopmyse Aq, ..., A, (nay wekum jesuxkom J) u upeaukarcky ¢hop-
myny F'(Ai, ..., A,), Koje cy nocmarpane y oznesbky 1.2.2, Baxku: ako je ¢dpopmysa
F(p1,...,pn) Teopema uckasHe joruke, ouza je dbopwmymna F(Aq,...,A,) reopema
upeaukarcke Jjoruke. (Jokas ose ocobune pahiemo y 2.1.3, 3aparak 8).

2.1.1 IIpaBuia 3a kBaHTU(PUKATOPE NPUPOIHE AEIyKIHje

Y upupomHOj AenyKIuju 338 IPEIUKATCKY JIOTUKY AKCHOMATCKO IIPABHUJIO, [IPABUJIA
3a Jorudke Besnuke (3a ysohemwe u esumunanujy) u [lepcoso npasuio (u upasusio
jakor cBobema Ha MpoTUBpedHOCT, Tj. RAA) cy ucror ob/uKa Kao y MPUPOIHO]
JIeIyKINju 3a MCKa3Hy Jjoruky (Buzern 3.2.1 y [3]), camo cy muxoBe mpemuce u
3ak/pydru npenukarcke dpopmysne. Ocum THX mpaBUiIa, U 33 CBAKU KBAHTH(DUKA-
rop (1 V u 3) nocroje upasuio ysohera 1 IPABUIIO €JIMMUHALM]E TOI KBAHTUDUKA-
Topa. 3aje/lHo, AKCHOMATCKO IIPABUIIO, IIPABUJIA 33 BE3HUKE U 33 KBaHTU(UKATODE 1
ITepcoso npaBusio (uaiu RAA), yune NPUPOHY ACAYKIHU]Y 38 IPEIAUKATCKY JIOTHKY.
Y oBoM 0z1esbKy, HE(POPMAIHO U IIPEKO HpuMepa, yrno3dHahieMmo ce ca mpupoiHo-
JeNyKINjCKAM TpAaBUINMa 33 KBaHTudukarope. OaMax penmMo 7a Kao IMTO Cy
y TPHUPOJHO] MEAYKINjA 3a MCKA3HY JIOTHKY [JOKa3W 0e3 HEMpEeIrPTAHUX XHUIIOTe3a
JaBaJI TeopeMe?, HCTO TO BayK! Y IPeIUKATCKO]j JTOTHITH: aKo 33 HEKy IpeIuKaT-
cky (opmysty 1OCTOju HPUPOIHOAE/YKIUJCKU /10KA3 0€3 HelpPernpTaHnX XHUIIOTe3a,
on/ia je ona reopema re Jjoruke. OQuekyjemo, 110yUYeHH OlleT UCKA3HOM JIOIMKOM (&
1o hemo u jokazaru y 2.4.1), aa je cBaka TeopeMa LPeJUKATCKE JOIMKE UCTUHUTA, Y
CBUM WHTEpIIpeTaiujama, Tj. 7a je Basbana dopmyna. Ha mouerky majemo gerupu
JI0KA3a y CUCTEMY MIPUPOIHE IeIYKIIHje 33 MPEINKATCKY JIOTHKY Y KOJUMA, C€ KOPUCTE

caMO IPABUJIA 33 JIOTWYKe Be3HUKE U 1paBuiio RAA, a ona cy HaMm mo3Hara.

Hoka3s 6e3 venpenpranux xunoresa dopmyie (A = —A) = —A:

A/l A ;>/—\2A A/l N

-A

E
-F

1
-A
e —)
(A= -A)=-A

1-U
=U

Hoka3 6e3 menpenpranux xunoresa dbopmyne (-(—A = —B)) = B:
1
i ~U )
-E
1
B

(-(mA=-B))=1B

1RAA

2=>U

2 nedununuje nokasa u Teopeme y hopmaiHoj Teopuju y [3], onemak 3.1.
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Hoka3 6e3 menpenpranux xunoresa dopmyne (-(—A = —B)) = —A:

A A

E
1
1FE
-B
1=U 3
—-A = —-B “(‘!A%‘!B)
1 o
2-U
-A

3=U

(=w(mA=-B))=>-4

A eBo u jeqHOr J0Ka3a y KOME MMa HEelmpPenpPTaHuX XUIOTe3a, J0Ka3 (hopmyie
—VaxA(xz) A =B u3 xunoresze ~(VzA(z) V B), mHazoBumo ra moka3 D’
2

Vmﬂ’(m])

VU, —~(VzA(z) vV B) ——— VU ~(VzA(z) vV B)
VxA(z)V B VzA(z) VvV B
-F -E

1 1
- 1-U —2-U
—VzA(x) -B

AU
—-VzA(x) N—B

1. IIpaBusaa 3a yBohemwe u ennvmunanujy kBantudukaropa Vv
Y oBoMm HedOPMAJIHOM IIPEICTABbAY IPUPOIHE JeAYKIUje 3a MPeJUKATCKY
Joruky (MCTO Kao M 3a MCKa3HY JIOIMKY), Heku joka3 D dopmyse A 3amnu-

cuBahiemo Ha caenehu naqun:
D

A.

WaTepecanTHO je Ta U JOKA3W U3 OBE KIbUTe MOTY Ja MOCIyKe Kao MpUMeEPH
KOJU WJIyCTPY]jy LPUPOHO/IELYKIMJCKA [IPABUIIA.

Mpumep 1 TloaceTnmo ce KAKO CMO [TOKA3WBAJIH 14 je HEeKa (op-
Mysa F' BasbaHa, OMHOCHO KAKO CMO JIOKa3uBaJju cieaehe TBpheme:

»3a cBaky marepnperanujy [, Baxu [,(F) = 1%

IlocmaTpanu cMoO jegHy MOTIYHO HIPOW3BOJbHY HMHTepHpeTanujy ;.
Sarum cMo, He kopucrehu Hujegny weny cuenududny OcobUHY 11O
KOjOj Ce OHa MOXK/Ia Pa3JIMKYyje OJI APYyIUuX MHTEepIpeTaluja, J0Ka3a-
au na Baxu I7(F) = 1. Ham kpajmu 3akjbydak je OUO: HOIITO 3a,
npousBoJbHy uHTEpnperaiujy Iz Baxku Iz(F) = 1, onga 3a cBaky
unrepnperaiyjy I, Baxn I,(F) = 1.

OBakBu J10Ka3u Kao u3 waiter Npumepa 1 cy kopekrau jep y nocrynky pacybhu-
Balba U 3aK/byUYMBarha HUje KOpuinheHna HUjeqHa OCOOWMHA mHTeprperaruje I;
KOjy MOXKJa HeMa HeKa JpyTra HHTepIpeTannja [,, Ha OprMep: 71a je 3a HEKYy
nordopmyny A dbopmyne F spemnocr I;(A) jennaka 1, jep HeKOM apyrom
HHTEpIpeTanujoM Ta BpegHocT moxke Ourtu u 0; mwiam na je Hocaw mozesa Iy
Heku 1ocebaH CKyIl, HA [IPUMED CKYIl HPUPOJIHUX OPOjeBa Ca CBOjUM CIEIy-
duunuM ocobnHaMa Koje HeMa HOCAd HEKe JPyre HHTEPIPeTalnje; U CIAUTHO.
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JlakJjie, HOTIyHO POU3BOJbHY MHTEpIperanujy Iz, 3a KOjy CMO IMOKa3aJu I
uMa kespery ocobuny (ocobumy: I7(F) = 1), cMarpanum caMo jelHHM Ipes-
CTABHUKOM CBUX MOrylMX WMHTEpIpeTalnyja ¥ HAlle 3aKJby4uBambe je Ouiio:
Ka/1a CMO MMOKA3aJIM JIa Ta, OCODMHA BayKHU 38 MPOU3BOJEHOT MPE/ICTABHIKA CBUX
WHTEpIIpeTalyja, narepuperaiujy I, ouma Ta 0codrHa MOpa Ja BaXKu 3a CBAKY
UHTEPIIPETAIU]Y .

Tspbemwe u3 namer lMpumepa 1 je tBpheme Tuma ,3a cCBaku 00jeKaT X HEKOT
ckyna X Baxku ocobuna O, rue je X unrepuperaumja I,, a ocobuna O je
I,(F)=1. [Hoka3 Tor TBphema cacToju ce oi JaBa Kopaka. lIpBu Kopak je
noka3 ocobune I7(F)=1 3a npousBo/bHy uHTEpHpeTanujy Iz u Taj JoKa3 uc-
MyHaBa YCJIOB Jla y HeMy HUCMO KODUCTHUJIM HUjeIHY CIENUjAJHY OCOOMHY
[IPOUBBOJHHO U3ADPAHOI IIPEJICTABHUKA MHTEpIIpeTaluja, uarepuperamnuje Iz,
Beh caMo oHe ocoOuHE KOje KapaKTepHullly mmojaMm mHTeprperanuje. Ipyru Ko-
paK je 3aK/byUMBambe: Ka/la 3a MPOW3BOJbHY WHTEPIpETAInjy I; BaxKu 0Co-
6una I;(F)=1, ouna 3a cBaky unrepuperanujy [, Baxku ta ocobuna. Tum
3aK/byUYNBAHEM j€ MPEJACTaB/bEHO MPUPOTHOJAECAYKIIMjCKO MPABUIO yBODEHma,
KBaHTH(pUKATOPA V.

Mpaeuno yeohera keaHtudukartopa vV

Axko je
D

A

n0Kka3 A u npoMeH/bUBa T HUje CJIODOJHA NPOMEH/bUBA HUjEIHE

Hemnperprane xurnore3e 1oka3a D, onna je
D

VoA (YU)

10Ka3 VA 1 OH uMa UCTe HelpenpraHe XUIorese Kao 1oka3 D.

Ucrakaumo f1a ycaoB O IPOMEH/bUBO] X, KOju je HaBeaeH y npasuiry VU u Koju
MOpa OuTH 3a0BOJHEH /13 61 IPUMEHA [TPpaBUIa OMIa HCIPABHA, Y CTBAPH jeCTe
YCJ0B KOju CMO Mu mocraBuin 33 I; y mokasdy ocobuue u3 [lpumepa 1 1a 3a
caky I, Baxu I,(F) = 1. Hauwme, yc/ioB Jja IpOMEH/bUBA, & HUjE CJI000IHA HU
y jeJHO] HEmpeInpTaHoj Xunore3n a0Ka3a D, onemoryhaBa mga Ha OCHOBY TOTA
mro dhopmyna A Baxku 3a HEKO ompeheHo x 3akpydnMo Ja A BasKU 33 CBAKO
z. Hajemo jenan mpumep HeucipapHe rnpumene npasuia VU :

ol

Veo(z)

vU

o(z)=Vra(x)

Y oBOM mpumMepy HeMaMO HENpPEeNpPTAHUX XUIOTe3a, IMa, M0 OHOME IITO CMO
PeKJIM Ha NOYeTKy ozesbka, dhopmyna a(xr) = Vza(x) Tpeba na 6yae reopema
LIPEIUKATCKE JIOTUKE, & ¥ BasbaHa (popmy/ia. AKO IOCTABUMO IIMTAHE MCTHHK-
roctu dopmyie a(x)=Vra(x) ouuriaeano je na oHa HUje yBeK uCTUHATA. EBO
jemHor KOHTpaMosena 3a Ty dopuyity: matepnperanuja I,=((S, 17),1) tae je S
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ckyi npupoanux opojesa N, oy je penamuja 6umu naper u M-NHTEPIPETAIIHA]A
1:V— N raksa na je ¢(z) =2. Umamo I,(a(z))=1un I,(Vza(z)) =0, re nobuja-
mo I, (a(x)=Vaa(x))=0. Crora cymmamo u y 10 1a je ta $hopmysa TeopeMa,
Tj. Ja je TO TpuUMep jeTHOT MPHUPOTHOAEAYKIIMjCKOT J0Ka3a. le je mampas-
Jbena rpemka? Y npumenu npasuiaa VU. Jep, z je ciob0oaHA TPOMEH/bUBA
HenpenpTane Xunorese o), a ME CMO YIIPKOC TOME IIPUMEHHIIH IPasuio VU
1 HAPABHO HAIIPABUJ/IM IPELIKY.

Cana je Ha peay mpaBWIO €IMMUHACAKHA KBaHTHGUKaTOpa V. OBaKo pacyhy-
jEMO: aKO MMaMO J0Ka3aHO TBpheme ,3a CBAKO x Baxu ocobmra O oHIA je
jacHo Ja Ta OCOOMHA BAarKU U 33 jeHO KOHKPETHO Xo. barr TakBo pacyhuBame
LIPEICTAB/LEHO j€ IIPABUJIOM eJIMMUHUCAbA KBaHTudgukaropa V.

Mpaguno enumuHncarsa kaHTudukaTopa v

Axko je
D
VA
noka3 VrA u t Tepm ca000maH 3a TPOMEHJBUBY & y dopmyan A,
OHJIA je
D
VrA
Pt (VE)

J0Ka3 A} ¥ OH MMa WCTe HEIpeNnpTaHe XUIoTe3e Kao JA0ka3 D.

EBo mokasza Basbane dopmyne Ve A(x)= A7, rae je HapaBHO T€pM t C1060IaH
3a z y dopmynmm A, y KoMe ce KOPUCTH mpaBuio VE:
vaple)
Af

Ve A(z) = AT 1=U

OBaj noka3 HeMa HENnpenpTaHuX XUIOoTe3d, M TO KAO ITO MO Beh peksid,
3HAYMU /1A je Ta BaJbaHa (POPMYyIa TeopeMa IpeIuKaTCKe JIOTHKE.
A eBo jeaHor jgokasa y Kome ce Kopucre 0b6a npasuia u VU u VE.

Vw(A(m)/égB(m)) Vmﬂ’(m])
—VE

A? = BY AT w
c c c
=FE
Be
YU
VaxB(x)
1=U
Ve A(x) = Ve B(z)
2=U

(Vz(A(z) = B(x))) = (VzA(z) = VzB(z))

2. IIpaBmiia 3a yBoheme M eMMUHAILIA)Y KBaHTH(dUKaTOopa I
[Ipe mero miro mpeacTaBruMO IPABUIIO 34 yBOheme KBAaHTH(UKATOPA I Moraeaaj-

Mo caenehn npumep.

Mpumep 2 Kaxko hemo mokazaru tBpheme: ,mocToju 11eo0 6poj Koju
je pereme jemnaunmnae x + 2 = 0¢. Cmarpahemo 1a cMmo mokazam
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TO TBpheme ako HahemMo KOHKpeTraH meo Opoj KOju jecTe pelreme
jennaunne x4+ 2 =0. Pemmmo onza Ty jenmauuny. Ha ocnoBy oco-
Ouna cabupama nejnx 0pojeBa u jeJHAKOCTH uMaMo: &+ 2 = (0 aKKO
(x4+2)—2=0—-2akko (x +2) —2=—2akgo = + (2 — 2) = -2
akko £ + 0 = —2 akKo r = —2.

Hoxka3 u3 [prnmepa 2 umycrpyje 3aKk/byIuBabe KOje je MpeICTaB/beHO Yy MPABU-
sy yBohema kBanTtuduraropa 3. Haumme, npaBuiom 3a yBoheme KBAaHTUDUKA-
TOpa 3 JATO je jeJHOCTABHO W OYULJIETHO IIPABUIHO 3aK/by YUBAE: KO HMAMO
JIOKa3 /1a HeKa OCOOMHA BayKM 33 jeJJHO KOHKDETHO &, OHJIA je TO JI0Ka3 u 3a
CBOjCTBO: TOCTOjU & 34 KOje BayKd Ta OCOOMHA.

Mpaeuno yeohera keaHTnrkatopa 3

Axko je
D
Af
noka3 AY u Tepm t je cnoboman 3a npoMensbuBy ¥y dopmynu A,
OHJIA je
D
A ()
Jx A

noka3 JrA, ¥ HeroBe HemperpraHe XUIOTe3e Cy HEemperpTaHe Xu-
orese jgokasa D.

Hoka3 y kome ce mojassbyjy npasmwia VE u JU:

Vx(A(x)/ézB(x)) Vzﬁ’(x])
—VE TVE

A7 = BY
= = =E
B
U
JzB(x)
1=U
VzA(xz) = JzB(x)
2=U

(Vz(A(z) = B(x))) = (VzA(z) = 3z B(x))

Ocraje HaM jOIII /1a IPEICTABUMO IPABUIIO ETMMUHUCAA, KBAaHTH(MOUKATOPA .
Mozxemo pehu 11a je TO HAjCIOKEHHje MPABUIIO MPUPOaHe Aenykiuje. [aBHa
XHuroresa y pacyhusamwy Koje je IJaTO TUM IIPABUJIOM je XUIIOTe3a O ITOCTOjarby
2 ca HekoM ocobunom O, Tj. IJIaBHA XUIIOTE3a je: ,nocroju T ca ocobunom O .
Y MareMarudkoj MPaKCcH, aKO y HEKOM JOKA3y MMaMO XHIIOTe3y ,IIOCTOjU T
ca ocobunom O ojMax je 3ameryjeMo ca: ,Heka je (Heka ce 30Be, 03HAYUMO
ca) xo TO T Koje uMa ocobuny OF. Jlajbe y HACTaBKy TOI I10Ka3a, CBAKO II0-
jaBJbUBaIbE X je Y CTBAPU MECTO Y TOM JIOKa3y HA KOMe Ce KOPUCTHU XHUIIOTe3a:
moctoju x ca ocobmroMm O. Koje cy 3amke oBakse 3amene? [IpBo, HU y jemHO]
JIpyroj XUIOTe3W y Jeily JI0Ka3a Ipe Mecra OBe 3aMEHE He CMe JIa Ce jaBiba
g, jep 61 TO 3HAYMIIO Ja HA MECTY 3aMEHE HHUje y3eTO IOTIIyHO HOBO, JTOTA y
JI0Ka3y HeKopuIlheHo Tg, Koje He 3aBUCH OJ /IeJIa JI0Ka3a IIpe MecTa 3aMeHe, u
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KOje je caMo jejaH LpeiacTaBHUK T-0Ba, ca ocobunom O. Ipyro, He cMme Ja 1moc-
toju Moryhnocr 1a g Gy 3aMebeno HeKUM JAPYTHM T€PMOM, Ha LpuMmep y2,
jep 6u To 3HAUMIO U 1A je To BpeaHocT TepMa Y2 (Tj. KBaaparne byHKIHje) 3a
HEKY oapebheHy BpeaHOCT y, a TO je BWINE HO INTO MU IPETHOCTaB/bhaMo. Jep,
MU IIPETIIOCTaB/HAMO CaMO II0CTOjame (M HUIITA APYro) HeKor & (Ha30BUMO
ra, 03a4uMo ra ca xo) Koju uma ocobuny O. EBo u upasBuia ejumuHucamba
KBaHTH(PUKATOPA 3.

[MpaBuno ennMuHncara KBaHTUgrKaTopa 3

Ako cy
Dy Do
dz A u C
nokasu penom JrA u C' v npOMeHJ/bUBA T HUje CI000IHA TPOMEHIbH-

Ba dopmysne C HUTH U jegHe HENPEIPTAHE XWUIOTE3e IT0Kaza Di
pazauaure o1 A, oHna je A/

D, Do
dxA

- )

n0ka3 C, 1 ;berose Hellpenpraie XUIoTe3e Cy HellpelpTaHe XUIIoTe3e
nokaza Do, ocum MOxK1a A 1 HenpeupraHe xuiorese Jokasa Di.

Hamomenumo na je Haime xo w3 OMKCa MPABHUIA €IAMHUHAIKjE J IIPOMEH/bUBA
T KOjy CMO MCTakK/JW y caMoM mpaBwiy JF, a 1a Cy 3aMKke 3aMeHe, O KOjuMa
CMO TOBOPHJIM Y TOM OIUCY, U30ErHyTe yCJIOBOM KOjU je MOCTaBJ/beH 3a TY
TIPpOMEHJ/bUBY X.

Mpumep 3 Ilorsiemajmo jour jeman HPUPOAHOAEAYKIMJCKH T0KA3:

Vwﬁ{x%
——VFE
Aw) #FBz)  AW@

=FE
B(x) -
3u(A(2) A B(x)) 3o B() .
JzB(x) 9=l
Ve A(z) = JxB(x) U

3
(3z(A(z) = B(x))) = (VzA(z) = JzB(x))

IIposepumo npumeny npasuna JE. @opmymna A(x) = B(z) dop-
Mysna A U3 IpaBuiIa eIuMEAHANMje KBaHTU(DHKATOPA, J U KaJa IpHU-
MembyjeMO TO IIPABUJIO OCHM Ihe¢ HellpelpTaHa XHUIoTe3a je u dpop-
myna Ve A(xz). Umamo na x auje ciaobogna npoMensbuBa (opmyiie
VzA(z), autn 3aksbyuka Tor npasuna, Gopmymne JrB(z); camo je
cnobomua nmpomersbuBa popmyme A(z)=B(z). Hakmae, mnobpo cmo
OpAMEHUIH npamio JE.
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Mpumep4  Ilposepumo npumeny npasuia VU u 3E y oBoM 10Ka3y:

1
Yy BAE, y)
VE

B(z,y)

JzB(z,y)

2
EIxVyE{:c, y) Vy3eB(z,y)
Vy3zB(z,y)

JxVyB(z,y) = VyIzB(z,y)

vU

13F
2=U

Y namoj npumenu unpasusia YU npomenbuBa y He cMme 1a Oyae
c000/iHA IPOMEHJbUBA, HEHPEIPTAHUX XUIIOTE3a TOI Jejia J0KA3a,
dopmyne VyB(z,y). 3uauu, no6po cMO npuMeHuIn pasusio YU.
3a mpasusio JF uMamo 13 je T cI000Ha MPOMEH/bIBA CaMO (hop-
myase YyB(z,y), koja je dbopmyna A u3 npaBuia eJIMMUHAIMAjE KBAH-
tudukaropa 3, a HEje CI0D0MHA HPOMEH/BUBA JAPYTHX HEIPerp-
TAHUX XUIIOTE33 KAJA je OHO LPUMEHEHO, (TAKBUX Y OBOM JOKA3y
HEeMa), HUTH 3aKJbyYKa TOr pasuJia, popmyne VydxB(x,y). dakie,
00pO CMO MIPUMEHUIA MPABUI0 JF .

Ha xkpajy oBor ymo3maBama Ca MPaBWINMA 33 KBAHTH(DUKATOPE MPUPOIHE
JeAyKIFje IajeMo jOIl HEKOJMKO IMMPUPOJAHOACAYKIINjCKUX J0Ka3a. Hamme,
nokaszaheMo 7a 3Ha4ajHe BasbaHe (GOPMYyJe KOje CMO IPEICTABUIN Y ONIEIbKY
1.2.2 (3agaun 4-5 u 3agaun 7-8) umajy Jokase 6e3 HeENPEIPTAHUX XUIIOTE3A,
a To, Kao mTo cMo Beh peksn, 3HaYM 13 Cy Te (hopMyse TeopeMe MpeaInKaT-
CKe JIOTHKE.

Mpumep 5  ITokakumo na Basbane popmyiie

(1) VaVyA < YyvVzA

(2) J2xIyA < FydzA

(3) VzA & VyA7, rae je y npomenbuba Koja ce He japba y A

(4) 3rA & JyAj, rae je y npomerbuBa Koja ce He jaBba y A
umajy Jokase 6e3 HenpenpraHux XUIoTe3a.

(1) Hoka3 6e3 Henpenpranux xunore3a dpopmyie VaVyA < VyVrA:

VZ‘%A Vy%j

VE VE
VyA VrA
—VE —VE
A A
—YU —YU
Yz A YyA
YU YU
VyVae A VaVyA
—1=U —2=U
VaVyA = VyVz A VyVz A = VaVyA

<U
VaVyA < VyVz A

(2) Hoka3 6e3 Henpenpranux xunore3a dpopmysne JrdyA < JydzA:
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A A

U JU
JxA JyA
2 R 5 EE
HM JyIz A HA JxIyA
13E 43F
Emﬂgj JyIz A Elyilézg JrIyA
23F 53F
Jydz A Jx3IyA
—3=U —6=U
JzIyA = Jy3IzA Jydz A = JzIyA U
<~

JzIyA & Jy3IzA
(3) okas 6e3 nenpenpranux xunoresa popmyne VA < Vy Ay, ako
ce y He jaB/ba y dopmyman A:

s wyA

e VE () VE*
Y vU Y VU
VyAy Vr A
—1=U —2=U
VzA = VyAy VyAy = Yz A
U
VzA & VyAy

I7ie je jacHo Jla 3aKbydak npasuna VE*, dopmyna (Ay)%, jecre cama
dopmyna A. Ilpumernmo ga je npasuno VU ca 3akbyukom VyAy
I00pO TIPUMEIHEHO, Tj. Ja Y HEje CI000IHA MPOMEH/FUBA HEMpeIp-
TaHe XUIIOTE3€e KaJ/a je TO LPaBU/IO IpUuMermheHo, ¢popmyie VA, jep
ce y He jaBjba y A, 11a Tako HU y TOj xumore3u VrA.

(4) okas 6e3 menpenpranux xunoresa Gopmyne 3z A < Jy Ay, ako

ce y He jaB/ba y dopmyman A:
1 3
v

9 e v 9 " JU
34 A A
13F 33F
Jy Ay Jx A
2=U 4=U
JzA = 3yAy JyAy, = FzA
U
JzA & 3yAy

rae upemuca upasuia JU*, ¢popmyna A, jecre y crBapu ¢opmyJia
(A3)%. Jour, mpasmuio IE ca mpemucom JyAy u 3axmyarom JrA je
I00pO TIPUMEEHO jep ce y He jaBba y A.

VY lNpumepuma 6-8 koju cieze, cse bopMmysie Yuju JOKA3 TPAKUMO Cy OOJIHMKA
C<D. 3aro je 10BOBHO Ja HAIPABUMO J0Ka3€e 0€3 HempernpraHuxX XUITOTE3d
dopmyna C=D u D=C, a 3arum kopuctehu Ta ABa JO0Ka3a U MPUMEHOM
npasuia (< U), kao y mokasuma u3 lpumepa 5, MOXKEMO HampaBUTH JOKA3
dopmyne C<D.

Mpumep 6 Hampasuhemo moka3 6e3 HEMperpPTaHuX XUIoTe3a GHOop-
myna —3dxA & Ve—-A u ~VrA < Jx—A, Jle Mopranose 3akone 3a
KBaHTU(UKATOPE, KOjU Cy, 3HAMO TO, BajbaHe (PopMyJie.

3a 1oka3 6e3 Henpenpranux xuioresa gopmysie ~JrAsVr—-A no-
BOJBHO j€ Jla HANPABUMO TakBe Joka3ze dopmyne Ve—A = —-JzA u
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dopmysie 7drA=Vr—A. EBo joka3a 0e3 HelpeupTaHux XUIOoTe3a
3a Vx—A = —dz A, nazoumo ra jgoka3 Di:

voli

VE
A/l -A
2 1 -
=
13FE
1
2-U
—JxA
— 3=U
Ve—A = —-3JxA

"N dopmyna -IzxA=Vr—A uma npupoTHOIEAYKIIHjCKE TOKa3 0e3
HEIPENPTAHUX XUIoTe3a, 10Ka3 Da:

A
U 9
dzxA —\Em/A
1
—1-U
-A
Ve—-A
—dzA = Vz—-A

Jloka3 6e3 Hempernpranux xumnoresa dpopmyne -JxA<Ve—A cy Dy
u Dy ca npumenom (< U) Ha BEXOBE nOCIeAme HopMyIIe.

-E

vU
2=U

A caza nokazkumo 13 u apyru e MopraHos 3akoH 3a KBaHTH(UKA-
rope VxA & Jr—A uma noka3 6e3 HemperpTaHux xunoresa. EBo
pBO J0Ka3a 6e3 Hempenpranux xunores3a gopmyse Jr—A = -V A,
nokasa Ds:

13F

2-U
—VzA

—3=U
Jz—A = —VzA

Joka3z apyre dbopmyie, dopmyre VA = Jx—A, nokas Dy:

A

— Ju s
o —3A
—~E
1
ARAA
VU
Yz A ﬁw/Aﬁ
-E
1
5RAA
Jx—A

— 6=U
—VzA = Jz—-A
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Oux nokaza D3 u Dy kopuuihiewem npasusa (< U) upasu ce 1oka3
6e3 Henpenpranux xunoresa popmyine “VrA < Jr-A.

Ha kpajy mampaBmhemo moka3 06e3 HEIpenpraHux XUIIOTE3a jOII
jeane nozuare Basbane (opmylie, dopmyie JrA < —Vr-A. IIpso
MpaBUMO JT0Ka3 0€3 HempenpTanux Xunoreda 3a JrA=—-Vr—-A, Ha-
30BUMO Ta Ds: v %142

A A
24 L

1
—-Vz—A
Jx A = —Vz-A
A capa 3a “Vr—A=-JrA manpaBuMo 10Ka3 6€3 HEPENPTaHUX XH-
moresa, jgoKa3 Deg:

,A/l
3

U
Jdz A ﬁﬂx/Az

VE

-FE

13E

2-U

3=U

1
1-U
—A
U ,
Ve A vl A
1
2RAA
JzA

— 3=U
—Vr-A = JxA

U ospue, on nokasa Ds u Dg kopumihemwem npasuna (< U) npasu
ce Joka3 0e3 Hempenprarux xunore3a (opmye JrA & —Vr—A.

Mpumep 7 Ilokaxkumo jga Basbane bopmysie
(1) Vz(A(z) A B) & (VzA(x) AB), x¢ SP(B)

(2) Vz(B A A(x)) & (BAVzA(z)), =¢ SP(B)
(3) Vz(A(z) A B(z)) & (Ve A(z) AVeB(x))

(4) Vz(A(z)V B) & (VzA(z) v B), z=¢ SP(B)
(5) Vz(BV A(z)) & (BVVzA(z)), x¢ SP(B)

uMajy JoKa3e 0e3 HemperpraHuxX XUIOTe3a.
(1) Jokas dopmyne Vo (A(x)AB)=(YxA(x)AB), ako je x ¢ SP(B),

0e3 HEMpPenpPTAHUX XUITOTe3a;

va (A A B) 1
714( )\ B NEq ( (){)//\ V)’E
A(x) VU A(z) AN B N
Ve A(x) B 2

VzA(z) N B
Vz(A(z) A B) = (VzA(z) A B)

99
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Hokaz dbopwmyne (VzA(z) A B) = Vz(A(z) A B), ako je x ¢ SP(B),

0e3 HEMpPEnpPTAHUX XUITOTe3a;

VoA R B
NEq 2
——VE ANE3
A(x) B
AU
A(z) N B
Vz(A(z) A B) w
z(A(x
2=U

(VzA(z) A B) = Vz(A(z) A B)

[Ipumerumo ma je mpuaukoMm npumene npasuiia VU HemperpraHna
xunore3a O6una dhopmyna VrA(x) A B, no kako Baxu = ¢ SP(B)
[IPABUJIO j€ UCIPABHO IPUMEHEHO.

(2) Hdoka3s je anasoran goka3y dopmyse (1).

(3) Hdoxka3s je anasoran goka3y dpopmyse (1).

(4) Doxkas dopmyne (VrA(z)VB)=Vz(A(x)VB), ako je z ¢ SP(B),
0e3 HempenpTaHuX XUMOTe3a:

Vzﬁ’(x])

VE
A(z) '
— Vvl — = VU
A(z) v B U A(z)V B
veA(¢B  Ve(A@)V B) Vz(A(z) vV B)

1VE

Vz(A(z) vV B)
(VzA(z) V B) = Vz(A(z) V B)

2=U

Yenos x ¢ SP(B) je uckopumihien npunukom npumene npasuia YU
ca 3aksbyukoMm Vz(A(z) V B) kaja je HempernpraHa Xurnoresa Ouiia
dopwmyna B.

3a mpasmeme gokaza dopmyre Vr(A(z)VB) = (VxA(x)VB) ko-
pucrumo cienehie nokase: noka3 dpopmyse Vo A(z)A—B u3 xunore-
3e ~(VxA(z) V B), Koju CMO HaIpaBujId Ha NOYETKY OBOI' OJeJ/bKa,
noka3 D’ u noka3 Dy u3 MNpumepa 6, 10Ka3 6€3 HENPEIPTAHUX XH-
noresa dopmyne Ve A(z)=3x—A(z). Hanme, ox Tux mokasa mpa-
BUMO 10Ka3 D’:

-(VzA(z) V B)
Dl
Dy ﬁVSCA(SC) N -B
VrA(z) = Jz-A vz A e
—VzA(z) = Jz-A(x) —VzA(x) . F
Jr—A(x)

ca jenaom HenpenpraoMm xunorezom — (Ve A(z)V B) uuja cy nsa jas-
Jbamba y jgokasy D', opje 3abenexkena jequum. Jdokasu D' u D’ cy
JiesioBr oBor Jokasa dopwmyie Va(A(z) V B) = (Ve A(x) V B):



2.1. IPEINKATCKA JIOTUKA KAO ®OPMAJIHA TEOPUJA 61

- (Ve A B)
ch
—VzA(z)\ =B
LN I
Va(A(Z)V B) Apt) Az B
(Ve A B) - B 5
D A(z)V B 1 1 SVE
Jr—A(x) +
N 43F
5RAA
VzA(z)V B
=U

Vz(A(z)V B) = (VzA(z)V B)
KOjU HEMA HEIPEUPTAHUX XUIIOTE3A.

(5) Hdoka3s je anasoran jgoka3y dbopmyie (4).

Mpumep 8  Ilokakumo ja Basbane dpopmyiie
(1) 3z(A(z) A B) & (3zA(x) AB), = ¢ SP(B)
(2) Iz(BA A(z)) © (B A3zA(z)), x¢ SP(B)
(3) Jx(A(z)V B) & (3zA(x) v B), xz¢ SP(B)
(4) Ix(BV A(z)) & (BV 3zA(z)), x¢ SP(B)
(5) Jz(A(x) V B(x)) < (3zA(z) vV IxB(x))
uMajy nokase 0e3 HeIpenpTaHux XUIIOTe3a.
(1) Hokas dbopmyne Jz(A(z) A B)= (3zA(z) A B), x ¢ SP(B), 6e3

HellpelpTaHuX Xulore3a:

AlyA'B
ANE 1

A@) A(zyA'B

— U AL
JzA(x) B

2 JwA(z) A B N
Jz(A(S A B T A(T) A
(A A B) =5

JzA(x) N B

=U
Jz(A(z) A B) = (3zA(z) A B)

Hoka3z dbopmyae (JxA(x)A B) = Jz(A(x)A B), x ¢ SP(B), 6e3
HEIPENPTAHNX XUIOTEe3a:

axA(,z/f AB
3 NE>
Al
JeA( A B A(z) A B
NEq
JrA(x) Jz(A(xz) A B) -
Jz(A(xz) A B)

(3zA(z) A B) = Jz(A(x) A B)
IIpumernmo na je dopmyna JrA(x) A B 3aksmyqak npasura JE y
MPBOM JIOKa3y ¥ HEIpPEeNpTaHa XUIOTe3ad MPUJINKOM [PUMEHE IMpa-
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Busia JF y npyrom mokasy, anu Kako Baxu z ¢ S P(B) 06a npasumia
Cy HCIPABHO HPHUMEHEHA.

(2) Hdoxka3s je anasoran gokady dpopmyse (1).

(3) Hokas dopmyne Jx(A(z)V B) = (FzA(z)VB), © ¢ SP(B), 6e3
HENPENPTAHUX XUIOTE3a:

A

= 1
JzA(z) ,B/
—F— VU1 —F VU2
A(mﬂQB JzA(x) V B JzA(z) vV B
3 1VE
JzA(x) VvV B

3=U
Jz(A(z) vV B) = (FzA(x) vV B)
Hokaz dopmymne (JzA(z)V B) = Jz(A(z) VB), = ¢ SP(B), 6e3

HellpelpTaHuX Xulore3a:

Ay

A Vo 4
AWVE o, s
2ua(s) Fe(A@)VB) amvs
3eAS Y B 3x(A(z) v B) 32(A(z) V B)
32(A(z) v B) 4vE

(FzA(x) vV B) = Jz(A(z) V B)
(4) doka3s je anajoran mnoka3y dbopmyse (3).

(5) doka3s je anajoran noka3y dbopmyse (3).

2.1.2 IIpupoana meayknuja, cucreMm N K

VY osBom ogesbky nedunucahemo GpopmasHu CUCTEM HPUPOIHE JIEAyKIHje 33 [Peu-
karcky Jioruky, cucrem NK. Taj cucrem, kao jeana (popmaJina Teopuja, UMa: CKyIl
ocuoBamx cumbona S(NK), ckym dopmyma F(NK), ckyn akcuoma ANK) w crym
npasuia ussohema R(NK).

Ckyn ocHosHux cumbona cuctema N'K, ckyn S(NK)

Cxyn ocroBHEX cuMmbosa cucrema N, ckyn S(NK), unne normaku neo
adabera nMpeauKaTCKe JOoruke J;, YUju CKyI MOMONHUX CHMOOJIA MMa
jour u cumbost b, u Hekn je3uk J.

@opmyite cucrema NK cy upemuxarcke dpopmyde nedunucane y onebky 1.1.1.

Ckyn copmyna cuctema NK, ckyn F(NK)

Ckyn cdopmyna cucrema NK, ckyn F(NK), uune cse dopmyne tor
cucrema NK.




2.1. IPEJINKATCKA JIOTUKA KAO ®OPMAJIHA TEOPUNJA 63

Bazkne dopume y cucremy NK, ka0 u y cucremy nIpupoHe JIeLyKIuje 33 UCKA3HY
soruky N (sBugeru onewax 3.2.2 y [3]), cy ceksenru. dojylue, y ceKBEHTUMA CUC-
rema NKC 110jasibyjy ce mwerose dopmy.ie, npeaukarcke dopmyie. (Penumo ja hiemo
KOHAYHE CKyTOBe Mpeaukarckux dpopmysa ozHadasaru ca I, Ay A ..., Ty, Ag, Aq,..,
IV, A’ N,...) HMaxne, ceksent cucrema N K je dopma obmmka I' - A, rae je T jeman
KOHA4YaH CKYyl LHpeaukarckux (opmysa Hal HekuM je3ukoM J (Koju Moxke buru u
upasad) u A je jenua upenuxarcka Gopmysa Haj TUM Je3UKOM. 3a HEKM KOHAYAH
ckyn I, ma npumep {B,C, D}, mucahemo B,C,D F A, a ako je I' npasan ckym,
onga hemo mucarn camo - A. 1 y cucremy NK nmahiemMo akcmoMaTcKe CEKBEHTE,
Koju cy cxeme obimka A F A, rie je A mpousBosbHa mpeauKaTcka (hopmyiia.

Ckyn akcuoma cuctema NK, ckyn A(NK)

Cxyn akcuoma cucrema NK, ckyn A(NK), yuHe aKCHOMATCKM CEKBEHTH,
CEKBEHTH ODJIMKA: AFA

rze je A npomssosbHa dopmyna cucrema NK.
Yerspru meo ¢popmasnor cucrema NK je cKynl npaBmiia n3Bohema TOT CHCTEMA.

Ckyn npasuna ussoherba cucrema N'K, ckyn R(NK)

[Ipasusa uzsohemwa y cucremy NK, kao u y cucremy N, 6ulie penanuje
maz cekpenrnma. Ckyn npasuna ussobhema cucrema N K, ckym R(NK),
je Ha HEKM HA4WH NPOIIUDEhE CKyIa NMpaBuia H3Bohema cucrema N
ckyna R(N). Hamme, y ckymy R(NK) nmahemo mpasmia Koja Cy mcra
kao y R(N), camo ke y cucremy NK ra npasuia 6uru nupumer-eHa Ha
CeKBeHTe y KojuMa cy upeaukarcke (popmyse. Ta npasusia Cy: IpaBuia
eJlUMUHAIM]e U IpaBuia ysoherba 3a cBaxy 0/ OMHAPHUX BE3HUKA A\, =
7 V; IpaBWIO eTMMUHAIM]je 3a HyJapHu Be3unK L ; u [lepcoBo mpasuiio.
Ocnm tux mpasmia y ckyny R(NK) Guhe jom u mpasmio eruMuHAIje
u mpaBmio yBohema 3a cBaku of kBanTudukaropa vV u 3. EBo npasuia:

TIpaBUJIA eTMMUHAIIAjEe npaBujia yBohema
I'AAB I'AAB A A+ B
(AE1) ————— (AE2) — NU) ————
A I'HB TUAFAAB
I'-A=B AFA I+ B
(=F) =U) ——
TUA+B I'HA=1B
'AVB A HC 61 +-C 'k A I'HB
(VE) VU1) ——— (VU2) ———
TruAuekrcCc I'-AvVvB I'-AvVB

y mpaswiy (=U) ckyn I je ckyn I'y wm cxyn Iy \ {A};
y mpasuy (VE) ckyn A je ckyn A; wmm ckyn Ap \ {A}, a ckyn O je
ckyn O mwm ckyn O \ {B};

'L

(LE) ——
A

wm IF Yz A ooy EF A .
_ ————— y3 ycJoB
T+ A7 THvea oY
'k 3zA A EC I+ A7

(3F) y3 ycsaoB** 3u)

rvarc I'F3zA
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y npasuiy (3E) ckyn A je ckyn Ay wnu ckym Aq \ {A};
ycnos* 3a npasusio (VU): z muje caobomna npomeHsbusa Hujemue (Hop-
myste m3 ckyna I, 1j. 3a cBaky dopmyrny C u3 ckyna I’ axku 2 ¢ SP(C);
ycaoB™ 3a npasusio (E): = uuje caoboaHa IPOMEH/bUBA HUjeHe DOp-
mysie u3 ckyna Aq \ {A} auru dopmyne C, 1j. 3a caky D u3z Ay \ {A}
Baxu x ¢ SP(D) ux ¢ SP(C).
[Iepcoso mpasmiio
TU{A=B}F A
'+ A.

Hokas y cucremy NK ce nedununme na ucru naqun kao u y cucremy N. Jep,
uy cucremy NK, xao u y cucremy N, nokazupalieMo ceKBeHTe, ajil CeKBEHTe KOju
cy u3rpabenu oz npeaukarckux Hopmysia.

(Pers)

Hedunnumja nokasa cekseHTa y cuctemy N

VY cucremy NK nmokas cexksenra ' - F je jeTHO KOHAYHO JPBO y YHjEM
KopeHy je bamr Taj cekBerT I' - F', Ha CBAKOM JIKCTY je jelaH aKCHOMAT-
CKHU CEKBEHT, & CBAKO [PAHAIHE j& OIIPABIAHO HEKUM [IPABUIIOM U3BODEma
cucrema NK. (Ilpumerumo J1a je JOKa3 aKCUOMATCKOI CEKBEHTa JIPBO
ca jeqauM 9BOpoM (KOjU je M KOPEH U JIUCT) y KOME je CaM Taj CEKBEHT.)

Y cucremy NK cexksenr I' F F je moxkasmp ako W CaMO aKO MOCTOJU JOKA3 y
TOM cuCTeMy y duujeM je Kopeny Ttaj cekBenr '+ F. Jloka3 D ceksenrta I' - F

3anucuBahemo .
I'HF

Hedunnymja Teopeme cucrema NK

®@opumyna F je teopema cucrema NK ako je cexsenr + F moka3up y
cucremy NK.

VY mapesnoM mpuMepy Jokasahemo jemany Teopemy cucrema NK.

Mpumep 9  V lNpumepy 6 u3 onespka 2.1.1 nasu cmo goka3 6e3 menperp-
TaHUX XUIoTe3a Basbane dopmysie JrxA < —Vr—A, na 3HaMo Ja je oHa
TeopeMa MpeauKaTcKe Joruke. 10, Ha OCHOBY JeDUHAIN]A <> U —, 3HAYH
naje (JzA = (Vz(A = 1)) = LA (Vz(A = 1)) = 1) = FzA)
teopema cucrema NK. Cama hemo to nokasatw u y cucremy NI, Tj.
nahemo mokas cexkpenra - 3z A= ((Vz(A= 1)) = 1) u noka3 cexsenra
F((Vz(A = 1)) = 1) = 3zA, pesom nokaze Di u Dy, a 3arum npu-
menoMm mpasusia AU Ha CEKBEHTE y KOPEHY THX J0Ka3a 100uheMo 10Ka3
narre gopmyre. dokas Di:
Ve(A= L)FVz(A= 1)
Ve(A= 1L)FA= 1 e AF A
Jz A+ 3xA V(A= 1),AF L
JzA V(A= 1) L
Ak (Ve(A= 1)) = L
FdzA= (Vz(A= 1)) = 1)

iE

=U
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Hoxka3 Do:
A A
JxA=1 + JxA=1 AF3JzA
JeA=1,AF L
JzA=1+F A=1
Vz(A=1)=1lFWVMe(A=> 1)) =L JrzA=1 - Vz(A=1)

Vz(A= 1)) = 1L,3zA=1F L

Vz(A= 1))= 1, 3zA=1+ JzA

Ve(A=1))= L+3zA
F((Vz(A= 1))= 1)=3zA =v

U

=F

=U

YU
=k

1FE

Pers

Kopucrehn nokase D1 u Do mpasumo caenehn nokas y cucremy NK:
D1 Do
F3zA= (Ve(A= 1)) = 1) F(Ve(A= 1)) = 1)=3zA
F QA = (Va(A = 1)) = L) A (Va(A = 1)) = 1) = JzA)

U OH je, Ha OCHOBY AedMHMIM]a BE3HUKA < u —, y cucremy N K 1noka3
cekBenra - JrA<—Vr-A. Hakie dopmysna dzA < —Vr—A jecre reo-
pema cucrema NK.
A epo jom Hekux mokasza y cucremy NK.
3apatak 1 Basmana dbopmysna VaxA(x) = A7, rae je repum ¢ ciaoboman
3a mpomersbuBy T y opmymu A, je reopema cucrema NK. (Tokas ose
rTeopeme zar je u y ogesbky 2.1.1 nocsie upejcrasibama upasuia (VE).)
VxA FVzA

vA(z) b Vo (56)v .

VzA(z) H AY

FVzA(z) = A7

3apgatak2  Basmana dopmyna A¥ = JrA(z), rae je repm t cioboman
3a mpoMeHJbuBy x y dopMmymm A, je Teopema cucrema NK.
AP b AT
AT - 3z A(x)
FAY = 3z A(x)

3apatak 3 Baswana dopmyna Va(B=A(x))=(B=VzA(zx)), ¢ SP(B),
je Teopema cucrema NK.

Vz(B = A(z)) F Vz(B = A(z)) -
Va(B = A(x)) F B = A(x) B+ B
Va(B = A(zx)), B+ A(x)
Va(B = A(z)), B+ VzA(z)
Va(B = A(z)) b B = VzA(z)
FVz(B = A(z)) = (B = VzA(z))

YU

=U
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3apatak 4  Baswana opmyna Vr(A(z)=B)=(3zA(x)=B), ¢ SP(B),
je Teopema, cucrema NK.
Vz(A(z) = B) - Vz(A(z) = B) -
Vz(A(x) = B) - A(z) = B A(z) F A(z)
JzA(x) F Iz A(x) A(z),Vz(A(z) = B) - B
Vz(A(z) = B),3zA(z) - B
Vz(A(xz) = B) - JzA(z) = B
FVz(A(z) = B) = (JzA(z) = B)

=FE

JE

=U

3apatak 5 Ha nouerky omespbka 2.1.1 maau cMo moka3 0e3 Hemperp-
ranux xunoresa gopmyie (A=-A)=—-A, na 3Hamo Ja je oHa Teopema
npeaukarcke jgoruke. To, Ha OCHOBY jeduHHIIje BE3HUKA —, 3HAYN 14,
je dopmyna (A= (A= 1))= (A= 1) reopema. Epo nokaza y NK:
A= (A= L)FA=> (A= 1) A A
AA=>A=1)FA= L - AL A

=F
A A= (A= 1)F L
=U
A=>A=>1)FA= 1
=U
FA=(A=1)=A=1)
Y TEOPEMMW 4 u3 oxebKa 1.2.2; 3a mpon3BO/bHE IPOMEHIBUBE X1, ..., Ty U HOP-

myny F, mokazanm cmo jga Baxkwu: F' je Baspama dbopwmysa akko je Vri..Vx,F Ba-
sbana opmysia. Oue hemo, 3a IPOU3BOJbHE HIPOMEHIBUBE I'1,...,Ly U GOpMyILy F
cucrema NK naru nokas ose ocobune: ¢opmysia F je Teopema akko je dopmy.ia
Vzi..Vr,F teopema. Y moka3dy TEOPEME 4 u3 ome/bKa 1.2.2 KOPpUCTHIX CMO CBO-
jcrBo 3a mpom3BosbHe x u F: F' je Basbana dopmysta akko je Vo F Bamana dopmyra
(mokaszano y EMU 3, 1.2.2). Caza hemo mak, KopuctuT 0BO CBOjcTBO: F je Teopema
akko je VaxF' teopema, uuju q0Ka3 hemo JaTu y JeMu KOja CJIeIHu.

JIEMA 1
3a npown3eosbHy NpomMeHsbUBY = popmyna F' je Teopema akko je hopmyna Va I’ Teopema.
[JOKA3
Axo je F reopema cucrema N K, onga y NK mocroju moxas cekpenra
D1
D1
F F, Heku m0Ka3 LR Kopucrehu mokas D; mpaBumo 10Ka3
JIoKa3 cekBeHTa - Vo F, re je dpopmyna Vo F Teopema cucrema NK.
Axo je, nax, VzF reopema cucrema NK, onma y NK nocroju noxas
Do

Do =Yz F
cexkBenTa - VxF', Heku 10Ka3 . Crora mmamo u I0Ka3
FVaF FFP

F
YU,
F

VE,
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3a cBaku TepM t cioboman 3a x y F, na u 3a repm x. 3HAYM, CEKBEHT
F F uma nokas, Tj. ¢popmyna F jecre Teopema cucrema NK.

¢

Caza ce, ucro Kao y a0Ka3y TEOPEME 4 u3 onesbka 1.2.2, nHAYKIUjoM M0 OPOjy
IIPOMEHJBUBHUX X1,..., Tn, [IE CE 33 AOKA3UBaIE Oa3e MHIyKIHje Kopuctu JIEMA 1,
JIOKa3yje MOMEHyTa OCOODMHA, JaTa y HAPETHO] TEOPEMH.

TEOPEMA 1
3a NpoM3BOJSbHE NPOMEHIBUBE T1,..., Tpn, U hOpMyNy F' Baxu:
dopmyna F je Teopema ako n camo ako je copmyna Vri...Vx, F' Teopema.

Y onespky 1.2.2, kao mocaemuiy TEOPEME 4, J00u/IM CMO Ba)KHO CBOjCTBO 33
npousBosbiy dopmyiny F u meno 3arsopeme (3agatak 1): F je Babana dhopmysia
aKKO je IeHO 3aTBopeme Bajbana dopmyna. Osae he mocnenuma TEOPEME 1 Outwn
oBa ocobmna: dopmysia F je Teopema akKO je BEHO 3aTBOPEHE TEOPEMA.

3apatak 6  Heka je F' mpomsBojbHaA mpeaukarcka (opmyiia, Taga y
cucremy NK 3a dbopmyny F Baxmu:

dopmyra F' je Teopema aKKO je IbeHO 3aTBOPEIHE TEOPEMA.

Kao y mokasy momenyre ocobune u3z 3agaTtka 1 y omebky 1.2.2) nupso
“MaMo caydaj Kaga je popmyna F pedenuna. Tama je BeHO 3aTBOpEHE
ucra ta dpopmyna F| na Tpaxkena ocobuHa BaxKH. 3aTUM, HOCMATPAMO
dopmyny F Koja HEje PEUSHUIA U CBE BbeHE PA3IUIUTE CJI0D0THE TPOMEH-
JBUBE X1,..., T, 3a n>1. Tama, ogmax, Ha ocHOBY TEOPEME 1, mobujamo:

F' je Teopema ako u camo axo je dpopmyna Vzi...Vx, F Teopema,

1j. I je Teopema ako M caMO aKO je HeHO 3aTBOpEHmEe TeopeMa.

2.1.3 XwuabepToBCKU cucrem, cucrem K

Y oBoMm ozesbKy Aedunucahemo xuibepTOBCKHU CUCTEM 3a IIPEIUKATCKY JIOTUKY, CUC-
rem K.

Ckyn ocHoBHux cumbona cuctema K, ckyn S(K)

Ckyu ocHoBauX cumbosta cucrema K aune JIorudku j1eo ajadadera npeiukar-
CKe Jioruke J; U HeKu je3uk J .

DQopwmyse cucrema K cy mpeaukarcke dpopmynie gedunucane y omebky 1.1.1.

Ckyn copmyna cuctema K, ckyn F(K)

Cse dopmyiie cucrema K uune ckyn merosux dbopmyia, ckyn F(K).
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Ckyn akcmoma cucrema K, ckyn A(K)

(A1) A= (B=A)

(A2) (A= (B=0C)=(A=B)=(4A=0))

(43) (A=B)=A) =4

(A44) A= (B= (AADB))

(45) (AANB)= A

(A6) (ANB)=B

(A7) A= (AV B)

(A8) B= (AV B)

(49) (A=0C)=(B=C)=((AvB)=10))

(A10) L= A

(A11) VzA(z) = AY, rue je Tepm t cnobonan 3a 2y dbopmyan A
(A12) A7 = JzA(x), rae je Tepm t cnobonan 3a x y dbopmynn A
(A13) V(B = A(z)) = (B = VzA(x)), x ¢ SP(B)

(

Al4) Vz(A(zx) = B) = (IzA(x) = B), z ¢ SP(B)

rae cy A, B u C npousBosbHe popmyite cucrema K.
IIpumerumo fa HABEIEHE AKCHOME y CTBAPHU IIPE/ICTABIHAjJy CXeMe aKCHOME.

Ckyn npasuna n3soljera cuctema K, ckyn R(K)

Cucrem K uma jBa npasuia u3Bohema, NPABUIO Mmodus POnens:

A, A=1B
-~ MmP
B
u npaBuio generalizacije:
— Gen
Vz A

Jlokas u Teopema y cucremy K meduHuUINy ce Ha yoOndIajeH HA9WH Ka0 Y TPOU3BOJbHO]
dbopmannoj reopuju T (Buseru nornassbe 3.1y [3]).

Hedunuumja pokasa (n3eohjersa, aepykuuje) y cucremy K

o Hoka3s (ussobemwe, nepykuuja) y cucremy K je jeiHO KOHAYHO JPBO,
HA YMjUM JIMCTOBUMA C€ HAJIAa3€ aKCHOME, a CBAKO I'PaHarbe TOI JPBETa
j€ OTpaBIaHO HEKUM TIPABWIIOM mu3Bohema, unu M P win Gen, Tako mro
ce y rOpmUM YBOPOBUMA TOI I'DAaHAba HAJIA3€ [PEMUCE HPAaBWIIA, a y
BEIOBOM JIOEeM 4BODY je 3aksbydak ror upasuia. (I[Ipumerumo na je
JIOKA3 AKCUOME JIPBO Ca jeJHUM YBOPOM (U KOPEH U JIUCT) Y KOME je caMa
Ta AKCUOMA.)

© Ocum Kao 1pBo Joka3 y cucremy K ce Moxke jgedUHACATH U KAO jeJIaH
KoHavaH HU3 (opmymna (n > 1)
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F, ... F,,
rie 3a cBaky dopmyny F;, 1 <1 < n, Baxn
wmm F; je akcnoma
wm F; je 3akspydak npasuia win M P win Gen, duje mpemuce cy HeKe
ox, popmynia u3 Hu3a Fi, ..., F, uHIEKCA MAber of 1.

Ako umamo weku joka3 Fi,...,F, y cucremy K MOXKeMO ra npejcraBuTu jeHuM
KOHAYHUM [IPBETOM y 4UmjeM KOopeHy je dopmyna F),, Ha qucToBUMa, Cy cBE bopmyie
Tor nokasza (rj. muza Fi,...,F),) Koje Cy akCHMOME, a CBAKO I'DAHAIbE je OIPABIAHO:
wim mpaBuioM u3Bohema M P, Tako mTO ce y I0ImeM YBOPY TOr rpaHaiba HAJIA3H
3aK/bydaK MpaBuiia, HeKa (opmyna F;, a y TOpHUM YBOPOBUMA Cy MPEMUCE TOT
npaBuiia, ase dpopwmysie u3 Huza Fi, ..., F, uHIEKCA Mamer of i;

WA TIPABUJIOM m3Boherma (Gen TakKO ITO Ce y JOHEM YBOpPY TOr MpaHAmha HAJIA3U
3aKJ/by9aK MpaBmia, Heka dhopmyna F;, a y ropmbeM 9BOpy je MPeMuca Tor MpaBuiIa,
meka (opmyna u3 uusa Fi, ..., F,, namekca Mamer of i.

Hedunununja teopeme cucrema K

Q@opmysia F' je teopema cucrema K, u TO 0O3HadaBaMmo ca b Fouiam
upocro F F' (rae je cumbos F u3 merajesuka cucrema K), ako mocroju
6ap jeman moka3 y cucremy K kome je Gamr dbopmyna F dopmyna y
BErOBOM KOpeHy (Kaza je J0Ka3 JarT Kao JAPBO) UJIU II0C/Ieba (HhopMyIia
(kaza je goka3 nar kao uu3 ¢dopmyna). Taxa kaxemo ja je raj Joka3
jeman nokas reopeme F'y cucremy K.

[Tokazkumo caza jesiHy ocobuHy Teopema cucrema K, a To 3HAYMU TeopeMa IIPe/Iu-
karcke joruke. [Ipumernmo ma Ta 0COOWHA BaXKW U 33 TEOPEME MCKA3HE JIOTUKE.

3agatak 7 Axko cy dopmyne C = D u D = FE reopeme cucrema K,
onza je u ¢popmysia C'=E reopema cucrema K.

[Momro cy C = D u D = E Teopeme cucrema K, T0, y TOM CHCTEMY,
[IOCTOje IBbUXOBU JIOKA3U JIATH HU30BUMA, peaom jgoka3 C1,..., C 3a k>1,
rae je Cy popmyna C = D, u nokas En,..., By, 3a m > 1, tae je By,

dopmyna D= E. Kopucrehiu re nokase upapumo nus: Ci, ..., Cy, F1,
..., By, 1 nomajemo ciemehe dbopwmyiie:

Fi:(D=FE)=(C=(D=E)) (axcmoma Al)
F:C= (D=E) (upum. MP ua E,, u Fy)
F3:(C=(D=E)=((C=D)=(C=E) (axcuoma A2)
Fy: (C= D)= (C=E) (upum. MP na Fy u F3)
F5:C=F (upum. MP ua Cy u Fy)

OsBaj uu3 dbopmynaa C, ..., Ck, E1, ..., By, F1, ..., F5 jecte jeman moka3 y
cucremy K. Jep, cBe bopmyse TOr HI3a, Cy WU AKCHOME UJIU 3aKJbY IIH
upasuia M P wm Gen (bopwmyne uz Ci,...,C u Ei,....E,, TO jecy Kao
dbopmyiie Koje uune nokasze reopema). Crora, Ha ocHoBy nedununuje
TeopeMe, UMaMo Jia je nocsedmpa dpopmysaa Tor Husa, dopmyna C'=FE,
Teopema cucrema K.
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Y dopmasiHum TeopujaMa UMaMo 1 JOKa3 U3 cKyua xuunoreda ¢ (Buyeru norsas-
e 3.1y [3]). Haume, nokas dbopmyne F u3 ckyna xunoresa @ y cucremy K moxe ce
pedbunucaru (1 rako ce najuewhe u gedunuiie) oBako: jegan nokas popmyse F na
9UjUM JINCTOBUMA, CE€ OCUM aKCHoMa cucrema Ko Mory Hajaas3utu u (popmysie ckymna P u
CBAaKO IpaHambe je ONpaB/JIaHO HEKUM [IpaBuiIoM u3Bohema cucrema K. (Ako je mokas
3 ¢opmyna, onma Te popmysie Mory outu akcuome, popmyiie n3 @ u 3aKbydnn
upasuiia usBohera duje upemuce cy dopmyie seh Hasejene y Tom Huzy.) A moxe
ce jgeduHUCATH W Jpyraduje, MOCTAB/bAKBEM OBOL JIOJATHOD YCJIOBA: HE MOXKE Ce
MpPaBUTH TPaHake OMpaBIaHO npasujaoMm Gen 4uju 3akjbydak je dpopmysna obmka
Vz A, a z je cnobonna npoMenbuBa Heke dhopmyse u3 ckyma $. To fie buru u nama
nedUHUIT]A T0KA3a W3 CKYTIa XUMOTE3A.

Hakuie, poka3 ¢opmyse F u3 ckyna xunoresa ¢ y cucremy K je jesHo xonad-
HO JIPBO, HA YHjUM JIACTOBUMA Ce Hajla3e akcuome uiu opmyse u3 ckyna @, a
CBAKO I'PAHAILE TOT' JIPBETA je OIMPAaBIAHO HEKUM IpaBuyioM u3Bohema uau M P unn
Gen, Tako IMITO Ce y TOPHUM YBOPOBHMA, TOI IpAaHAA HAJA3e IMPEMUCE MPABUIIA,
a y IeroBOM JIOHEM YBOPY jé 3aKJby9YaK TOT HPABUJA, MPU YEeMy 33 3aKJbydaK
csakor npasuia Gen, Hexy dopmyny Ve A, Baxu ja NpOMEH/bUBA & HUje CIIOOOTHA,
npomensbuBa HujeaHe gopmyse u3 ckyma P. Ako je nokas gar Huzom (Gopmyia
Fi, ..., F,, oama je ceaka dopmyna F;, 1 < i < n, win akcuoma, uian hopMmysia u3
ckyna ¢ unn je 3akipyvak mpasuina M P obmmka F; = Fj, 3a neke dopwmyne Fi u Fy,
1<,k <i—1, ninm je 3akspyuak npasuiaa Gen obnuka VrF) 3a meky dbopmyny Fi,
1 <1 <i—1, u npoMeHbUBY & KOja HHUje CJI000HA IPOMEHIbUBA HEjenHe hopMyIIe
u3 ckyna . @opmyse ckyma ® 30Bemo xumoresama Tor gokasa. Jla mocroju mokas
dbopmyiie F' u3 ckyna xunoresa ¢ y cucremy K oznavasamo ca @ Fi F' (wiu @ - F)
7 KaxkeMmo J1a je ¢popmysta F' mociemuna ckyma ¢popmyta P.

Y HapenHOM 33JaTKy nokaszaheMo Be3y m3melhy Teopema MCKa3HE JIOTHKE U TEO-
pemMa IpeIMKaTCKe JIOTMKe KOjy CMO IOMEHYJIH y yBOJLy OBe IJIaBe.

3apatak 8 Iloacerumo ce ma cMO y 01esbKy 1.2.2 mocMaTpain HCKa3Hy
dbopmyny F(p1,...,Pn), TAE CY P1, ..., Dn, CBA WeHA, MeDyCOOHO pa3nuyn-
Ta, KCKA3HA CJIOBA U Ca HOM IIPOU3BOJbHE, MeDyCOOHO pa3auyaure, mpeiu-
karcke popmyie A1, ..., A, Han HekuM jesukom J. IlpaBuiiu cMmo npeu-
karcky dopmyiny F(A1,..., A,) tako mro cmo y dbopmyau F(p1, ..., pn)
CBAKO jaBJbabe MCKA3HOT CI0BA p; 3aMeHwn gopmynrom A;, 1 < i < n.
[Mokaxkumo na 3a dopmyie F(p1,...,pn) u F(A1, ..., A,) Bazku ocobuna;
ako je dopwmyna F(p1, ..., p,) TeOpeMa CUCTEMa UCKa3He Joruke L, OHa
je dopmyna F(Aq,..., A,) Teopema cucrema npemukarcke Joruke K.

Kaxko je F(p1, ..., pn) TEOPEMA CHCTEMA MCKA3HE JOTUKE L, TO y CHCTEMY
L nocroju poka3 dopmyne F(pi,...,pn), HeKU noka3 By, ..., By, tae je
B,, dopmyna F(pi,...,pn). Kaga y csakoj dopmynu B, Tora nokasa
(1<j<m) cBa jaBjpara MCKA3HOT CJIOBA P; 3AMEHUMO IIPEIUKATCKOM
dbopmynom A;, 3a csako i (1 <i<n), nobujamo npeaukarcky GHopmyry
Bj, u jom umamo 1a je dpopuyna By, bopmyna F(Aj1, ..., A,). Hornenaj-
MO CaJia HE3 IpeuKarckux dopmyna Bi, ..., B,,. 3a csaky dopmyiy
Fj, 1 < j < m, 3 Tor HM3a BaxKH Ja je HacTaJa ol NCKa3He dhopmyne B;
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OIUCAHOM 3aMEHOM, a Ta (opmyna Bj, Ha ocHoBy Jedununyje gokasa
y cucremy L, MOxKe buru:

(1) wam jenma akcuoma cucrema L, ma Kako akcuomama L 0arosapajy
axcrome (A1)—(A10) cucrema K, ouna je u dopmyna B; akcuoma K;
(2) wimn 3akspyvak upasuia M P uuje cy upemuce neke dhopmyse rTor
uusa By u By, k,l < j, u ouna, nomrro je M P npasuiio u3sohema u cu-
crema K, Bj jecre 3aksbydak npasusa M P umje npemuce cy dbopmyie
Fk n El.

Haksie, Ha ocHoBy jedununmje nokasa y cucremy K, Hu3 dopmysia
B, ..., B, je jenan nokas dopmyse B, y tom cucremy. ®opmymna By,
je F(Aq, ..., Ay), Te je F(Ay,..., A,) Teopema cucrema KC.

EBo jorur jeqne Be3e Xxum0EPTOBCKOT CHCTEMA UCKA3HE JIOTHKE Ca XUIOEPTOBCKUAM
cucTeMoM mpeaukarcke jjoruke. Ilogcerumo ce 1a y XuabepTOBCKOM CHCTEMY HCKA3-
He JIOrMKe, cucreMy L, BaxKy II03HAaTa TeOpeMa Ae/yKLuje: 3a Ipou3BoJbHe (hopmyJie
A u B, ako umamo goka3 dpopmyie A u3 ckyna xunoresa ® U {B}, onza nocroju
noka3 ¢opmyne B= A u3 ckyna xunoreza ® (TEOPEMA 2 (TEOPEMA OEAVKLUWJE)
y omemsky 3.2.3 y [3]). ITokaskumo caja a ¥ y XUIOEPTOBCKOM CHCTEMY MPEIHKAT-
CKe JIOruKe, y cucremy K, BaxKu TeopeMa /ey Kuuje.

TEOPEMA 2 (TEOPEMA AEAYVKUWIJE)
3a npousBosbaH ckyn ¢opmyna ¢, nponssossHe popmyne A n B Baxu:
ako je DU{B}+ A, onpa je &+ B= A.
NIOKA3
Joxka3 oBe Teopeme buhe Beoma cimdan qoka3y TEOPEME OEAVKUMIE 3a

uCKa3Hy Joruky (Bumeru TEOPEMY 2 (TEOPEMY AEAVKUWIE) y OZe/bKY
3.2.3 y [3]). Hokaszahemo je MHAYKIMOM MO JyKUHHU J10Ka3a Hhopmyiie
A u3 ckyna xunoreza ® U {B} (kana je raj m0ka3 gar y 00JUKY HU3A),
re AyKuHy H0Ka3a JeduHUIEMO Kao Opoj popmysia y TOM JI0Ka3y.
Baza unnyknuje: noka3 dbopmyne A uz ckyma xunoresa ® U {B} je
nyxwune 1. To 3na4nm ga ce Taj 10Ka3 cacToju camo u3 jeaune opMmyse u
TO Mopa outu dpopmysaa A.

Ako je A u3 ckyna @ unm ako je A akcuoma cucrema K, onja kopucrehu
Taj JoKa3 Koju yunu opmyia A, u akcuomy A= (B=-A) upasumo cie-
aehu nokas dpopmyie B=- A u3 ckyua xunoresa P:

Ci: A (unm xunoresa u3 ckyna P wiu akcuoma)
Cy: A= (B=A) (akcuoma (Al))
C3: B= A (3akspyuak M P u3 Cy u Cs)

Ako je A dpopmyna B, onja je norpebHO IOKA3aTU 13 IIOCTOjU J0KA3
dopmyne B=-B u3 ckyma xunore3a ®. mamo 1a je uckaszua popmyia
p = p Teopema cucrema L uckasue jioruke (Bumeru joka3 y [Npumepy
9 omespka 3.2.3 y [3]), ma je oHma, Ha ocHOBY 3ajaTtka 8, mpeIuKaTCKa
dopmyna B=-B teopema cucrema MpeauKaTcKe Joruke, cucrema kK, 1j.
nocroju aoka3 ¢gopmysne B=-B. Jacuo je (1okasyje ce CJau4HO KAO /€0
(1) TEOPEME 1 u3 ozemka 3.2.3 y [3]) Ja Taj JoKas jecre u JOKa3 w3
ckyna xunoresa ®, tj. ma y cucremy K Baxu ¢ - B = B.
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Muaykuujcka npermnocraBka: 3a npousBosbae ¢gopmyie A u B u ckyn
dopmysia ¢ Bazku Ja, aKO 1OCTOjU J0Ka3 popMmysie A U3 CKylia XUIoTe3a,
® U {B} myxwune mame on n, OHIA nocroju moka3 dbopmyne B= A u3
ckyma xumnoresa P.

JloKaxKuMO /13 TeopeMa BaxKu U 33 1pousBosbHe popmyse A u B, cKyl
dbopmyna ® u mokas A u3 ckyna xunoresa ¢ U { B} nyxkmHe n: ako no-
croju noka3 dopmysne A u3 ckyna xunoresa ® U {B} myxune n, oHga
mocroju noka3 (opmyie B = A u3 ckyna xunoresa P.

Heka je Ci,...,Cy, jenan noka3 dbopmyne A u3 ckyna xumnoresa ¢ U { B}
ayzxube n. Kako je o gokas ¢popmysie A, ona je popmyna C, y crBapu
A, 1j. Taj noxkas je uuz: C1i,...,A. 3a dopmyiy A, kao dopmyiy Koja ce
mojaBJbyje y TOM J0Ka3y, mocToje ciaeaehux mer moryhuocTu:

(1) A je akcuoma;

(2) A je meka xunoresa u3 ckyna ® U { B} koja muje B;

(3) A je xunoresa B u3 ckymna ® U {B};

(4) A je saksmyuax mpasmwia M P, tj. mocroje dopmyme C; u C; Tor
nokasa (i, j < n) takse ga je C; dopmyna C; = A;

(5) A je 3akspyuax upasuia Gen, 1j. A je dopmyna VzCy, 3a nexy dop-
myay Cy ror nokasa (1 < k < n) u upomeHsbuBy T Koja Huje cjaobogHa
npomensbuBa HujenHe dhopmysie n3 ckyna xumnoresa ® U {B}.

Y caygajesuma (1), (2), (3) u (4) mocrynmaMo Kao y MCKa3HO] JIOTHIY,
upenusHuje Kao pepom y ciaydajesuma (1), (2), (3) u (4) u3 nokasa
TEOPEME AEAYKUWJIE uckasue joruke TEOPEME 2 (TEOPEME AEAYKLJE)
y onmeibKy 3.2.3 y [3].

Y cayuajy (5) nocmarpamo geo Cy,...,Cy nokasza Ci,...,Cp. Taj nusz do-
pmyna je jenam mokas dopmyne Cy m3 ckyna xunoresa PU{B}, xoju
je nyxwune k, rne je k mame ox n. IlpuMermyjeMo MHAYKIUjCKY IIpeT-
nocraBky Ha ¢opmyny Ci u Taj eH JoKa3 u3 ckyia xunoresa ¢ U{B}:
nocroju 1oka3 dpopmysne B=C} u3 ckyna xunoresa P, Heku so0ka3 D1,
wery D, tie je Dy, 6am popmyna B = Cy. OBom nokasy nojajemMo
crnenehe dpopmye:

Dyp1: Vo (B=CY)

KOja je 3akjpyuak mpasuia Gen ca mpemucom D,,, u ta npumena Gen
MCIyHhaBa yCJIOB OKA3a M3 CKYIa XWUIOTE3d jep T HHUje CI00O0IHA Mpo-
MeH/buBa HUjemHe popmysie u3 ckymna P;

Dyyy2: Vo (B=C}) = (B=VzCy),

Koja je akcuoma Al3 jep x Huje ciroboaHa mpoMeHsbuBa dhopmyse B;
D, y3: B=>VaCy,

Koja je 3akspyuak npasuia M P ca upemucama D41 u Dyyyo.

Haxune, au3 dopwmyina Dy, ..., D, 13 jecre jenan noka3 dopmyae B=VrCy
u3 ckymna xunore3a ®. Kako je VxCj y crapu dopmyrna A, To je uus
Dy,...; Dyys nokas dopmysie B=A u3 ckyna xunoresa .
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Y cayuajy (5) nokaza TEOPEME 2 (TEOPEME JEAVKLMJE) KOPUCTUIIM CMO KapaK-
TEPUCTUKY JI0KA3a M3 CKYIla XMIIOTe3a, YCJIOB 3a upuMmeHy upasuia Gen. Ia je
JIOKa3 U3 CcKyla xunoresa jebunucan 6e3 ror yciaosa (Kao, Ha upumep, y [13]),
Taza bucmo y cucremy K mmasu ciremehy ocobuHy m10Ka3a W3 CKyIia, XUIoTe3a, jady
Bep3ujy mare TEOPEME JEAVKLIJE:

3a npoun3BosbaH ckyn ¢gopmyna P, n nponssossHe popmyne A n B, ako NoCToOjn foKas
cdopmyne A u3 ckyna xunoteza & U {B} y kojem ce He kopuctu npasuio Gen 3a
cnobogHe npomeHsbuee popmyne B, oHga nocToju n gokas copmyne B= A n3 ckyna
xunotesa ;

WU OBY Bep3Hujy, Koja ce, KaJa je JI0Ka3 n3 cKymna xurore3a gedbuHUCcaH Oe3 ycrioBa
3a mpuMeHy mpasmia Gen, u 30Be TEOPEMA JEAVKUWIE (Buzern [13]):

3a npoun3BosbaH ckyn ¢dopmyna P, nponsBosbHY pedeHuly B 1 npousBosbHy hopmyny
A Baxu: ako nocrtoju gokas dopmyne A n3 ckyna xunotesa ¢ U {B}, onga noctoju u
nokas dopmyne B= A n3 ckyna xunoresza &.

2.1.4 ExsuBajsientnoct cuctema N u K

VY omemky 3.2.4 u3 [3] mokazaHO je ga cy (GOpPMAaJHM CHCTEMH WCKa3HE JIOTHKE,
npupoanoaeaykuujcku cucrem N u xunbeproscku cucrem L, eKBUBAJCHTHH. Y
OBOM OJIe/bKY, KOpHCTehu HIejy TOr JI0Ka3a (BI/I,H,GTI/I TEOPEME 3 u TEOPEME 4 u3
onesbka 3.2.4 y [3]) sokazahiemo sa cy cucremu N u K exsusajienriu, rj. nokasa-
hemo ma cBe mTo MoxkeMo mokazatu y cucremy N TO MOXKEMO OKa3aTH Uy CHC-
Ttemy K, m 00pHYTO. EXKBHBAIEHTHOCT THX CHCTEMa HaM Kasyje aa cy cucremu N u
K 1Ba ekBUBAJIEHTHA HAYWHA 3a/aBatba (IPECTaB/batba) NPEIUKATCKE JIOTUKE KA
dopmasiae Teopuje. JloKaxKuMO IIPBO TEOpEMY, KOja je Ha HEKH HAYHH IIPOIINPEIHEe
TEOPEME 3 u3 ojesbka 3.2.4 y [3] Ha LPEIUKATCKY JIOTHKY.

TEOPEMA 3

Axko je ceksenT I' H A pokasms y cuctemy NK, oHga y cuctemy K nocroju gokas
dopmyne A us ckyna xunotesa I

JIOKA3

Teopemy hemo gokazarw WHAYKIEJOM IO IYKHHEH JI0Ka3a D CeKBeHTa
'+ Ay cucremy NK, rae myzxuny nokasza aedUHUIIEMO Kao Opoj Ipasu-
Jsa n3Boherma y ToM Jokady. JloroBopumo ce 1a HEKH JOKA3 U3 XUIOTE3a
y cucremy KC, moka3 A F C, nocMarpamMo Kao KOHAYHO JIPBO YHjHU je KOpeH
dopmysa C, cBaku JHCT je XUIIOTE3a U3 CKyla A Wi aKCHOMA, B CBAKO
rpaHambe je OIpaBIaHo Wik MpaBuioM u3Bohema modus ponensom, MP,
uu npasusioM ussobema generelizacije, Gen (y3 nourrosate ycjoBa 3a
cs0boaHe npoMensbuBe Gopmysia u3 cKymna xunoresa). To apso hemo
VA

VA |
rpadpuIKu IPeaCTaB/hATH c Wi .
C
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Baza unaykuuje, cekpenr I' H A je akcuomarcku cekpenr A F A. Y
cucremy K npso mokasza gopmymne A u3 ckyna xunoresa {A} je mpocro
jenan 4Bop y kome opmyia A, KOju je u JIMCT U KOPEH TOr' JIPBETA.
WuayKnujcka MpeTmocTaBKa: TeopeMa BaXKH 33 CBaKM JOKA3UB CEKBEHT
cucrema NK 4uju 10Ka3 UMa [yzKUHY Maiby O 7.

[Tokazkumo 12 Teopema BaKu 33 CEKBEHT YHjH JIOKA3 j€ yKUHE N,

[Tocmarpamo moka3 D ceksenra I' - A koju je myxwuue n. mamo Burie
ciIydajeBa y 3aBHCHOCTHU OJ IOCJIE/IIHer [IPABHJIA TOT JI0Ka3a, KOje MOXKe
OuTH IIPABUJIO 33 JIOTUYKE Be3HUKE min KBantudukarope, uau IlepcoBo
npaBuwiio. ¥ CiydajeBuMa KaJia IOCJIEe/ e IPaBuiIo JoKa3a D jecre mnpa-
BUJIO 3a HEKM JIOTWYIKH Be3HWK uin je IlepcoBo mpasuio, rpagaumo mo-
Kaze y cucremy K MOTIyHO UCTO Kao y oJroBapajyhum ciydajeBumMa y
uckasuoM cucreMy L (y moka3y TEOPEME 3 u3 ozesbka 3.2.4 y [3]), camo
To JI0Ka3e oBJie uyuHe npeukarcke dpopmyse. Ocraje ma pa3zmMorpumo
cayuajese KaJia ce jokas y cucremy NK 3appliasa npasujiuma ysoherba
U IIPABUIMMA €JIMMUHAIK]E 38 KBAaHTH(DUKATODE.
< [IpernocraBumo s1a je nocienme IPaBUIIO U3BOheha JOKa3a CEKBEHTA
I' F A npasujio yeBohema V, nmpasuio YU:
I'-B

—VU

I'+VzeB
e T Huje caoboaHa IpoMeHbUBa Hujeaae dopmyrte 3 ckyna ', a Harm
cekBenr [' = A je obimmka I' F Vo B. Tpeba nokasaru ja y cucremy K
nocroju 1oka3 gpopmyne Ve B u3 ckymna xunoresa I'. Ha ocHoBy mHIyK-
IIMjCKe IpeTocTaBke y cucremy K mocroju nokas dbopmyse B u3 ckyna
xumote3a . Kopucrehu Taj moka3 y cucremy K mpaBumMo IpBO:

vr
B
VxB
vr
JIucToBH OBOT JApBETA Cy JINCTOBU JIPBETA | HaKOJuMa Cy Wl aKcuome
B

mim dopmyse u3 ckymna . Ocrajam 9BOPOBU HOBOT IPBETA Cy YBOPOBU

(koju Hucy smcroBu) aApsera Jokasa dpopmyse B u3 ckyua xunoresa I,
vr

ApBETa | , ¥ YBOP y KOjeM je dopwmyna Ve B. Ilpema yciioBy 3a mpaBmiIo
B

VU, x muje caobogaa npomen/buBa Hujeane popmyste u3 I, 1j. Hujeane

dopmyJie U3 CKyla XUIOTe3a, 1a IoCIedmnbe HpaBuio Gen duju je 3aK-

pydak dopmyna Ve B, jecte nobpo mpumemeno. /lakie, 0BO HOBO IPBO

jecre jenan moka3 ¢dopmyne VB u3 ckyna xunoresa I' y cucremy K.

< [IpernocraBumo 1a je moc/e/Ime npaBuio u3Bohema J0Ka3a CEKBEHTA
I' F A npasuio emumunanuje V, npasuio VE:
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I'+VzeB

L+ B?
rje je repm t caobojaH 3a upoMernsbuBy Ty popmyiu B u cekpenr I' A
je obmuka I' = BY. Tpeba nmokazaru na y cucremy K nocroju moka3 dhop-
mysie BY u3 ckyna xunore3a I'. Ha ocHoBy ub/lyKiujcke 1peTiocraBke

vr
y cucremy K nocroju nokas gpopmyiie Vo B u3 ckyna xunoresa [ |
VB
Kopucrehu Taj moka3 y cucremy K mpaBumo ApBO:
vr
VxB VaeB = BY

Bx
t vr .
JlucroBu oBOr /IpBeTa Cy JIMCTOBU JpBETa | (Ha KOjUMa Cy WJIM AKCHOME
VaxB

unmu opmyse u3 ckyna ') u jucr Ha KoMe je akcuoma VrB = BY.
Ocranu 9BOPOBU HOBOT JIPBETA Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JIMCTOBU) IPBETA

vr .
nokaza dopmyste Va B u3 ckyna xunoresa [, apBera | M UBOD Y KOjeM

VB
je 3axspyuax M P, dopmysia BY. Jlakje, 0BO HOBO JIPBO jecTe jejaH J10-
ka3 (opmyrne BY u3 ckyna xunoresa [' y cucremy K.
< IIpermocraBuMo 11 je mocjenme MpaBUIo n3BOhema M0Ka3a CEKBEHTA
I' F A npasujio yBohemwa 3, mpaswuio JU:

I+ B?Y
T+ 3zB

rJe je repMm t caobojaH 3a upoMensbuBy Ty popmyiu B u cekpenr I' H A
je ooummka I' F dxB. Tpeba nokaszaru ja y cucremy K IOCTOju J0Ka3
dopmyne JxB u3 ckyna xumore3a I'. Ha ocHOBYy mHAyKmmjcke mper-
nocraBke y cucremy K mocroju Jokas3 dbopmyine BY u3 ckyla XUIOTe3a
I". Kopucrehu raj moka3 y cucremy K mpaBumo ApBO:

vr

BY BY = 32B

\/

JxB
vr
JlucToBu oBOI ApBETA Cy JIUCTOBU JIPBETA | (na KOjuMa Cy MM AKCHOME
By
uiu opmyse u3 ckyua I') u jucr na kome je akcuoma Bf=3zB. Oc-
TaJM YBOPOBU HOBOI' JPBETA Cy YBOPOBU (KOjU HUCY JIMCTOBM) JPBETA
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vr
nokasa dbopmyne BY u3 ckyma xunoresa I', apsera |, M 9BOD Yy KOjeM
By
je 3akmydak M P, ¢dopmyna dxB. [lakie, 0BO HOBO JPBO jecTe jeaaH
noka3 dopmyste B u3 ckyna xunore3a I' y cucremy K.

< [IpernocraBumo ma je nocienme IpaBuiio U3Bohema JOKa3a CeKBEHTA
I' F A npasuio emuvunanuje 3, npapuio 3E:

AF3zB(z) A1FA
AUAFA
rae x Hmje cnoboaHa mpoMensbuBa Hujenae dopmyre u3 Ap \ {B(z)}
uautn bopmyse A, ckyn A je wm Ay wm A\{B(z)}, a mam cekpent
' A je obmuka A UA F A. Tpeba mokazaru ma y cucremy K mocroju
noka3 dopmyne A u3 ckyma xunore3da A U A. Ha oCHOBY MHIyKIIHjCKe
npernocraBke y cucremy K nocroju mokas ¢dbopmyne JzB(x) u3 ckyma

VA
xunore3a A, moka3 | U J0Ka3 dopmyre A u3 ckyma xumoresa Aj.

JE

JzB(z)

[Tpumerumo ma axko dbopmysna B(x) we npumnaga ckyny Aj, OHJA BaxKu
A1 = A1\{B(x)} u A je y ctBapu Aq; a ako B(x) npumana ckymy Ag,
ouma je Ay # A\{B(2)} u ckyn A je mmm Ay wm A\{B(x)}. Jakue
uMamo fBa caydaja: mwmm A=Aq, wmm A#£Aq, 1j. A = A\{B(x)}.
Ako je A=A, onga je nokas dopmyde A u3 ckyna xumnoresa A, Koju
uMamo, y creapu jgoka3 gpopmysie A u3 ckyna xunoresa A. Kopucrehu
wera u Joka3 ¢popmysne JrB(z) u3 ckyna xunoresa A npaBuMo IpBO:

VlA
VA A A= (JzB(z) = A)
| ~.
JzB(x) JzB(z) = A
Va va .
JlucToByu OBOr IpBETA Cy JIMCTOBM JpBETa | W JPBETa | (na Koju-
JzB(z) A

Ma cy uiu akcuome uim opmyse u3 ckyna A U A) u jmcT Ha KoMme
je akcuoma (Al), akcuoma A= (JzB(z)= A). Ocramu 4BOpOBU HO-
BOLI' ApBeTa Cy 4BOPOBH (KOjU HUCY JIMCTOBU) JApBera jokasa dhopmysie
JzB(z) u3 ckymna xunore3a A u pokasa dopmyse A U3 CKyna XUIOTe3a
VA va
A, ipsera | M JpBeTa | , M 4BOPOBU y KOJUMA CYy 3aKJby Il LIPABUIIA
JzB(x) A
MP, dopuyne 3zB(z)=A nu A. 3Haum ma 0BO HOBO APBO jecTe jenan
moka3 gopmyrne A u3 ckyma xumore3a A U A y cucremy K.
Axo je A#£Aq, 1j. A = Aj\{B(2)}, ouna je mokas dpopmyme A u3 ckyma
xunore3a A, Koju uMamo y cucremy K, y crBapu jgoka3 dpopmysie A u3
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ckyna xunoreza A U {B(z)}. Crora, na ocuosy TEOPEME JEOVKUNJE,
nobujamo ma nocroju noka3 gopmyne B(x)=A u3 ckyna xumoresa A.
Kopucrehu taj nokas u nokas dopmyne JxB(z) u3 ckyma xumoresa A,
[IPABUMO JIPBO: A

B(z) = A

VA Va (B(x)= A) Al4

Jz B(x) Ja B(z) = A
A /
rae je Al4 dopmynaVe(B(z)=A)=(IzB(z)=A).
VA va
Jlucrosu osor apsera cy Jmcrosu Apsera | u apsera | (Ha Koju-
JzB(x) B(z)= A
Ma Ccy ujm akcuome miu dhopmyse u3 ckyna A U A) u jucT Ha KOMe je
dbopmyna Va(B(r)=A)=(3xB(x)=A4), koja je akcunoma (Al4), jep mo
ycaoBy 3a npasuyio 3F Baxu x¢SP(A). Ocraiu 4BOpOBU HOBOT JPBETA
cy 4BOpoBH (KOju HUCY JUCTOBH) ApBera gokasa dbopmyne JrB(x) u3
ckyna xunore3a A u mokasza gopmymne B(x)=A u3 ckyna xunoresa A,
VA va .
UBODOBM JIPBETa | M JpBeTa | , i YBOPOBH y KOjUMa Cy 3aK/bydIu
JzB(x) B(z)= A

MP, dbopmyne JxB(z)= A u A u 9BOp y KOME je 3aK/by9ak IPaBU-
na Gen, dopmyna Va(B(z) = A). Ocraje camo ma mpoBepuMo 1a Jin
upasuiio Gen ca npemucom B(z)=A u 3akspyukom Vi(B(x)=A) 3am0-
BOJbABA yCJI0B JedbuHUIMje JOKa3a U3 CKyIla XUIIOTe3a: & HUje CI0001Ha
MPOMEH/bUBA HEjeHe GopMmyse u3 cKyma xumore3a A. U3 yciaosa koju
BazK# 3a mpaBuo JF mmMaMo [1a T HEje CJI000IHA MPOMEH/bUBA HUjETHE
dbopmyne u3 ckyna A1\{B(x)}, a ro 3naun u nujeane Gopmyne u3 ckyma
A, jep je A=A\{B(x)}. Crora je mocmarpano npasmio Gen UCIPaBHO
npumemeno. Jlakje, 0BO HOBO JPBO jecre jemaH Jgoka3 ¢opmynre A u3
ckyma xumore3a A U A y cucremy K.

TEOPEMA 4
®opmyna F je Teopema cuctema NK ako n camo ako F' je Teopema cuctema K.

JOKA3
NnPBN OEO:

Ako je bopmyna F teopema cuctema K, onga je F' Teopema cuctema NK.
[JOKA3

Kao u y 10Ka3y eKBUBAJEHTHOCTH CHCTEMA, Nulcl (BI/I,ZLeTI/I TEOPEMY 4
u3 ogebka 3.2.4 y [3]) HorpebHO je y upBOM KOPAKY 33 CBAKY AKCHOMY
cucrema K mokasaTu ma je Teopema cucrema N K. JIokasn ga cy akcmoMe
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(A1) — (A10) Teopeme cucrema NK normyno ¢y aHajorau jokasuma j1a
cy akcuome cucrema L reopeme cucrema N (3agaum 8-15 ojesbka 3.2.2.
y [3]). Ocraje na ce ra ocobuna nokaxKe 3a LPEOCTa]e YeTUPU AKCHOME
cucrema K. To cmo mu Beh ypamwnm y 3agaumma 1-4 onemka 2.1.2.
Hakne, cee akcmome cucrema K cy Teopeme cucrema NK. Hame, y
craenehem Kopaky, kopucrehu Ty 0coOnHY, OKAaKUMO 14, U IIPOU3BOJHHA,
reopema. cucrema K jecte teopema cucrema NK. Heka je dopmyna F
jeana reopema cucrema K. Taza y cucremy K mocroju gokas ¢gpopmylie
F. Ako Taj m0Ka3 MpeicTaBUMO Kao JPBO, OHIA j€ TO KOHAYHO JIPBO
y dujeMm KopeHy je dopmyna F, Ha CBaKOM JIUCTY TOT JIPBETA je jeaHa
akcmoma cucrema K M CBAKO rpaHame je OMpaBIaHO HEKUM IIPABUIOM
uzBohema u3 K, 1j. npasuiiom uspohewa MP wiu npaBujioM u3Bohermba
Gen. Ha tom apsery nampasumo ciaezehe usmene;

(1) HA cBaKOM JIMCTY 3aTedeHy akcHoMy A 3aMEHHMO IPBETOM JI0Ka3a
ceksenta - A w3 cucrema NK koju ¢cmo mHanpaswim uim y 3agauuma 1-4
u3 2.1.2, uian HanpaB/beHUM Kao y 3agauuma 8-15 omemska 3.2.2. u3 [3]
caMo ca npeaukarckuM (opmysrama;

(2) y cBakom uBopy 3aredeny dbopmyiy D 3aMeHUMO CEKBEHTOM 0DJIMKA
F D, na u y Kopeny Tor apsera ¢gopmyiay F 3aMeHEMO ceKBeHTOM F F
Hobuau cmo HOBO apBo. [luTamo ce ma ju je TO APBO jedaH TOKa3 y CHC-
remy NK? IIpBo, CBY JINCTOBH TOT JPBETA, Cy JUCTOBU OKA3a CHCTEMA
NK kao uz 3agataka 8-15 osiesbka 3.2.2. y [3] uiu 3agataka 1-4 uz 2.1.2,
a TO 3HAYM JA Cy HA IbUMa akcruoMarcku cekBenTu. Ocraje jou ja npose-
PUMO 4MMe Cy OLPAaBJAHA I'PAHAA Y TOM JpBery. AKO je To rpaname y
JleJly IpBeTa KOju ce 3aBpiinaBa cekBeHToM H A, rae je A akcmoma, cuc-
tema K, OH/IA je OHO ONMPABIAHO HEKWM IMIPABUIIOM W3BODEHA CHUCTEMA
NK. Axo je To rpaname y Iely ApBeTa Koje je HMOCTOjao y ApPBETY
nokaza y cucremy JC (1 ramo 6usio oupasnano wiu upasuiom MP wiu
npasuiom Gen), onia je y cucremy NK 10 rpaHatbe OLpaBIaHo pejoM
WJIH TIPABUJIOM eJIMMUHAIMje BE3HWKA =, MPABUJIOM = F, WU MpaBu-
JoM yBobhema kBanTudukaropa V, npasuwiom YU. (Hamomenumo na je
npaBuio VU HCIpaBHO MPUMEHHEHO jep y TOPIEM CEKBEHTY TOT MPABUIIA
ca jeBe crpane - #Hema ¢dopmyra, Ma je TPUBHjATHO 33J0BOJHEH yCJIOB
3a (VU), ma npomensbuBa 2 HUje ca000mHA TPOMEHIBUBA Y (hopMyIama
seso o =) Takje To jecre jesHo apso jokasa y cucremy NK y uujem
je xopeny cexBent - F'. Crora, 3ak/by4yjemo Ja je cekBeHT - F' 1oka3us
y cucremy NK, a o 3naunm ga dopmyna F jecre Teopema cucrema NK.
APV [EO:

Ako je bopmyna F teopema cuctema NK, onga je F Teopema cuctema K.
JOKA3

Kaxo je dpopmyna F reopema cucrema N K, umamo na je ceksenr + F
mokazus y cucremy NK. Ha ocnosy TEOPEME 3, y cucremy K mocroju
noka3 dbopmysne F' U3 ckyla XWUIoTe3a Koju je mpas3aH ckyil. To 3naun
na je dopmyna F teopema cucrema K.
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e npeaukarcke qopmyine A u B cy CHUHTaKCHO eKBUBaJIeHTHE ako je ¢op-
mysia A< B reopema (hopMasHO cucTema upeaukarcke Jjoruke, cucrema N (.
cucrema KC). YV napenHoj reopemu 1okazalieMo ocoOuHE CUHTAKCHO €KBUBAJIEHTHUX
npeankaTckux Gpopmysia, Koje Cy aHAJIOrHe OCOOMHAMA, CEMAHTUIKN €KBUBAJIEHTHUX
npeankarckux popmysa garux y TEOPEMU 5 u3 oxesmpka 1.2.2.

TEOPEMA 5

Heka cy A n B npegnkatcke popmyne Hag HEKUM je3nkom 7.

(1) AkojerH A& B, oHpajek -A < —-B.

(2) Ako je - A< B, onga 3a npoussosbHy npegukatcky dopmyny C' Hag J Baxu:
(A1) F(CAA)< (CAB) u (A2) F(AANC) < (BAC);
(V) H(CVA)< (CVB) u (V2) F(AVC)& (BVO);
(=1) F(C:>A)<:>(CéB) u (=2) F(A=0C)< (B=0);
(1) FCeA) < (CsB) =u (£2) F(Ae(C)e (B O).

(3) AxkojetH A< B, ongaje - VoA & VaB.

(4) AxojeF A< B, oHpajet dzA & JzB.

(5) AkojeF Ao BukB& C,ongajer As C.

JIOKA3
Hoxkazu na cy dbopmysie u3 gesosa (1) u (2) reopeme npeaukaTcke JOruke
Cy IHOTIYHO aHAJOIHU JOKa3uMa Ja Cy uckasue dbopmyse Tor objmKa
TeopeMe UCKa3He Joruke (Bugern TEOPEMY 9 u3 ozxesbka 3.2.5 u3 [3]).
(3) Osy ocobuny hemo mokaszatu y cucremy NK. 3ramo na je dbopmyma
A< B o gedununuju dopmyna (A= B) A (B= A). 3aro, Kako je
A< B rteopema y cucremy NK, onja y TOM cHCTeMy IIOCTOjU J0Ka3 Te
dbopwmymne, 1j. bopmyne (A=B)A(B=A), nekn noka3 D. U3 Tor nokasza
npumenom npaswia (AFE1) u (AF2) mobujamo pemom gokase dhopmysia
A= B u B= A, nokaze Dy u Dy. Kopucrehin te mokase, mpaBumo
caemehn mOKa3:

Dy VA VxA Do VaeB + VzB
—VFE —VFE
FA=B VzAFA FB=A VYzBFB
=F =FE
VA B VeBF A
YU vyU
VexAF VB VB F VA
=U =U
FVrA=VxB FVrB=VzA

AU

F (VeA=VaB) A (VzB=VzA)
Haxiie, y NK nocroju jnokas ceksenra - (VoA = VxB)A (VzB = Vz A),
1j. dpopmyna VrA < VB je reopema Tor cucrema.
(4) Jokas oBor Aesa npaBy ce HA CAMYAH HAYUH KAO JIOKa3 Aera (3).

(5) doka3 oBor zeja je MOTHYHO aHAJOraH noKa3y zena (7) TEOPEME 7
u3 oneipka 3.2.5 y [3].

¢

v one/bKy 1.2.3 nokasaiu cmo TEOPEMY O MPEHEKCHOJ HOPMAJIHOJ ®OPMW
(TEOPEMY 6): 3a cBaky dopmyay F nocroju Gap jexna (opmy/ia y OPEHEKCHO]
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nopmasinoj dopmu FP/ koja je (cemamruuku) eksusajentna toj dbopmyau F, 1j.
= F< FPf. Cana hemo jokasaru ocobuny jia 3a csaky dopmyiy F mocroju 6ap
jenma dopmyna y mpenekcHoj nopmaianoj gopmu FP/ ca kojom je ta dopmyma F
CHUHTAKCHO €KBUBaJIeHTHA. Teopemy u3 omesbKa 1.2.3 3Baliemo u cemanTuyka Bep3uja
TEOPEME O NPEHEKCHOJ HOPMAJIHOJ ®OPMW, a TeopeMa Koja roBopu O CI/IHTaKCHOj
exsusasienrocru gopmyia F u FPY je cunrakcua Bep3uja TEOPEME O NMPEHEKCHOJ
HOPMAJIHOJ ®OPMW. Tokas Te Teopeme, Kojy fiemo popmyucaru 3a cucrem I, 6uhie
AQHAJIOTaH JIOKA3y IbeHe CeMaHTU4Ke Bep3uje u3 ojesbka 1.2.3, Tako MITO ce yMecTo
cBOjcTaBa: OuTwm BasbaHa (POPMYJIA U CEMAHTHYKA, €KBHBAJEHTHOCT KOPUCTE PEIOM
CBOjCTBA: OWTH TeOpeMa UM CHHTAKCHA eKBUBAJIEHTHOCT.

TEOPEMA 6

Y cuctemy K 3a csaky dopmyny F noctoju 6ap jegHa cdopmyna FP/ y npenekchoj

HOpManHoOj popmMu Takea Ja je:

FF < Frf,

[JOKA3
[Tocmarpajmo npoussospay dopmyry F Hamg mekuMm jesukom J. Kao u
y CeMaHTU4KOj Bep3uju (TEOPEMMW O MPEHEKCHOJ HOPMAJTHOJ ®OPMW
(TEOPEMU 6 u3 ogebka 1.2.3)) cMeMo sa upernocraBumo aa ce 'y (op-
mysiu F' mnojaBibyjy camo Be3uunu A, V u —. JlokazyjemMo TeopeMmy uH-
JYKIIAjOM IO CJI0KeHOCTH bopmyse F'; omHOCHO 10 OpOjy n, KOju je 30up
Opoja JIOrMYKUX Be3HWKA U Opoja KBaHTuduKaTopa y dopmymn F.
Baza wanykmuje, n = 0. @opmysna F Hema JOrMIKUX BE3HUKA HUTH
kBanTudukaropa, tj. F je mHeka emementapua dopmyna. /lakie, Tpa-
xena dopmyina FP7 je cama dopmyma F.

Wuanykiujcka mpeTmocTaBKa: TeopeMa BaxKu 3a cBaky dopmyiry F' Koja
HMa Mabe OJ] N JIOPUYKUX BE3HUKA U KBAHTH(DUKATOPA, OJHOCHO IOCTOjU
dbopuyna FP/ y npenexcroj nopmasnoj dbopmu, Taksa 1a je:

FEF e Pl

Jlokas 1a Teopema BaxKu 3a GOPMYJIy Ca 1 BE3HWKA U KBAHTH(DUKATOPA.

[Tocmarpajmo dopmyay F' koja uMa n TOTHYKAX BE3HUKA U KBAHTU(DUKA-
topa. @opmyna F' Moxke umaru jeman o cienehux ob/mKa:

AN B, AV B, —A, VA Wi dxA.
Bes o63upa koju o mer HaBeaeHux obsimka uma dopmysa F', mene mor-
dopmyne A u B umajy 6ap jeran Be3HUK WJIH KBAHTH(DUKATOD MAHE O]
te dopmyne F, na 3a BHUX BAXKU WHAYKINjCKA MPETIOCTABKA: MTOCTOje
dbopmyae APf u BPT y npenexcuoj Hopmasnoj dopmu Takse 1a je:

FAs APf u B < BrY.

owro cy dopmyrne APf u BPf y npenekcnoj mopmasuoj dpopmu, onma
je caka oz dopmymna APf u BPf
(¥) mim dbopmyna Koja ne caupaxu ksanruduxarope, j. dbopmyae APF
u BPT cy penom dopmyne C u D koje He caipzke KBAaHTHPHKATOPE;
(%) mim popmysa y K0joj Cy cBU KBAHTU(MUKATOPU HA HEHOM LIOYETKY,
1j. dopmymne APF u BPf cy penom obmmka Q121 ...Qix;C u Pyyy ... Py D
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3a meke [,m > 0, rze je cBaku Q; (1<i< ) u P; (1<j<m) wu V uiu
d u ¢popmysie C u D He caupzke KBaHTH(UKATOPE.

Ba 6miao koju obmuk APY u BPf nokasyje ce, amasorso kao y cema-
THYKO] BEP3UjH TEOPEME, Ja MOKEMO /A [IPETIOCTABUMO /14 Cy CKYIOBH
€000 1HUX mpoMer/buBuX (popmyse C' u cja000HUX IIPOMEH/bUBUX (POp-
Myne D nucjyHKTHH. Y OBOM J0Ka3y KOPHUCTH C€ apTyMeHT Jia Cy, 3a
cBaky dopmyry A y kojoj ce ne japba y, bopmyne VrA & VyAy u
3z A« JyAj reopeme (moxazano y Mpuvepy 5 w3 2.1.1) m To ymecTo
apryMeHTa M3 CeMaHTHYKe Bepsuje ja cy Te dpopmysie Basbane. Camna 3a
dbopmyay F onpesumo tpaxeny dopmyiry FPF.

< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka A A B.

13 exsusasientaoctu gopmyna A u AP u dopmyna B u BPS | 1j. u3
FAs APY u + B BPf

Ha ocHOBY aeioBa (Al), (A2) u (5) TEOPEME 5, *MaMO CUHTAKCHY €KBH-
pastenTHOCT popmyiaa A A B u APf A BP/ onnocno Bazku
F (A A B) < (APf A BPY).

Axo cy obe dopmyite APT u BPf obuka (*), onna je dbopmyna APF A BPY
y IIpeHeKcHoj HopMasHoj dpopmu. Jdakie, rpazxena dpopmyaa FPF je do-
puyma APS A BPS,
Axo je 6ap jemma ox dopmyaa AP m BPY obmmka (xx), onma je APF ABP/S:

(lel---QlelO) A (Plyl...PmymD)
rae je [ > 0 wam m > 0.
Unnykiujom mo 6pojy ksaurudukaropa y dopmymu APS A BPf | 6pojy
l4+m, aHaJIOTHO KA0 y ey JOKa3y CEMAaHTUYIKe Bep3uje Kaaa je hopmyia
F obauka A A B, nokasyjemo na je dpopmymna APF A BPf cunrakcuo ex-
BUBaJIEHTHA (DOPMYJIL:

Q171..Qx1 Pry1...Pryym (C A D),
KOja je y IPeHeKCHOj HOPMAJTHOj (hopMu.
V ToM J0Ka3y KOPUCTH C€ CHHTAKCHA eKBUBAJEHTHOCT, 8 HE CEMAHTHIKA.
Hauwme, kopuctumo ocobune ma cy dpopmyiie

Vr(A(x) AB) & (VzA(x) AB) u 3Fz(A(z) AB) < (3xA(z) A B)
3ax ¢ SF(B) n
Ve(B A A(z)) & (BAVzA(x)) wu  FJx(BAAr)) < (BAIzA(z)),
3ax ¢ SF(B)

Teopeme, IITO je joka3ano y Mpumepuma 7 n 8 u3 oxepka 2.1.1 (ymecro
ocobmna ma cy Te dopmyne Basbamne GopMmylse, Koje Cy KOopuiiheHe y
CEMaHTUYKO] BEp3Uju).

< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka AV B.

U3 exsusasientaoctu gopmyna A u AP/ u dopmyna B u BPS | 1j. u3
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FAe APy F B« BPf,
Ha ocHoBy nenoBa (V1), (V2) u (5) TEOPEME 5, IMAMO CUHTAKCHY €KBH-
BastenTHOCT popmyna AV B u APF v BPf | spaun Baxu
F(AV B) < (AP v BPY).

Kopucrehu reopeme (4) u (5) u3 MNpumepa 7 u (3) u (4) u3 Mpumepa 8 u3
ozespKa 2.1.1, mOCTYIIAMO aHAJIONHO Kao y Ciiy4ajy KaJa je popmyia FPF
0bsiuka A A B, u p1obujamo popmyily y LPeHeKCHO] HOpMaJHoj (popMu,
dbopmyay FP/| cunrakcro exBusasenrry dpopmyaua AV B.

< IIpermocraBumo 1a je dopmysaa F obauka —A.

113 exBuBanentaoct gopmyna A u APF | 1j. u3
FA s APF,
Ha OCHOBY JeJa (1) TEOPEME 5, MMaMO CUHTAKCHY €KBUBAJIEHTHOCT (DOP-
myna ~A u —APS | 1j. Baxu
F-A e AP,
Axo je dbopmyna APf obiuka (), onza je dopmyna —APS y npenexcioj
HopMmausinoj dopmu. JTakie, rpazena dpopmyra FPf je —APf,
Axo je dopmyna AP obmuka (xx), 1j. AP/ je obmmka Qiz1...QuxC,
1 > 0, onza je dbopmyna ~APf obuka
—(Q121...Qx C).

NunykiujoM 1o 6pojy ksanruduxaropa dopmymne ~APS | 6pojy | moxke
ce nokaszaru 12 je dpopmyta AP cunrakcro ekBuBasenTHA HOPMYIIH:
lel'-'Ql'rl_'Ca
KOja je y TpeHeKCHOj HopMaJsHoj (hopmu, rie je (; KBanTudHKaTOp pa-
3iaudaur o1 @Q;, 3a cee 1 < i < [. Taj je moka3 aHajoraH Hejy JI0Ka3a
ceMaHTHYKe Bep3uje Kaja je ¢gopmysa F obiauka —A, camo ce ymecro

ocobune ma cy Jle Mopranosu 3akonu 3a KBaHTH(MDHUKATOPE

—VzFE < dz-F " —dzF < Vz-F
Basbare hopmysie, KOpUcT 0coOdUHA Ja, Cy OHe TeopeMe (LITo CMO 1oKa3a-
mu y Mpumepy 6 u3 ogepka 2.1.1).

< IlpermocraBumo 1a je dpopmyna F obauka VrA.

113 exBuBanentaocr gopmyna A u APF | 1j. u3

FA s APF,
HA OCHOBY JeJ1a (3) TEOPEME 5, UMaMO CUHTAKCHY €KBUBAJIEHTHOCT (DOP-
myna VoA n Yo AP/ onrocro Baxku
FVzA < VzAPS
u dopmyra VrAP! je y mpemekcnoj mopmasnoj dopmu, Tj. dopmyia
VAP je tpaxena dopmyma FP/.

< IIpernocrasumo aa je dpopmya F obiuka Iz A.

U3 exsusasientaoct gopmyna A u AP/ 1j. u3
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FA s APF,

Ha OCHOBY JeJia (4) TEOPEME 5, MMaMO CUHTAKCHY €KBUBAJEHTHOCT (DOP-
myna 3z A u JzAPT | nakse Bazku
F3zA < 3z AP/,

ma je ¢popmyna Ir AP/ Tpaskena bopmyna FPS.

2.2 JledbuHunuja m NIpuMepHu Teopuja IIPBOr peaa

2.2.1 Hedununuja Teopuja mnpBor peaa

Beh cmo y yBOmy OBe ri1aBe pekjim [a Cy TEOpHje MPBOT pefa hOpMaJHe TEOpHje y
OKBHUPY HEKOT (POPMAJIHOT CHCTEMa IIPeJIUKaTCKe Joruke, cucrema K mmm N K, nmm
mekor Tpeher popmMasTHOT crcTema Te JIOrTuKe. ¥y rpabhemy jeaHe Teopuje mpBOr peaa
T mojasuMo oJ] JOruYKor Jeta ajidgabera IpeIuKaTCKe JOMMKe U HEKOr je3uka J.
Ibene gopmyiie cy upeaukarcke popmysie HaJ THM jJe3SMKOM. AKCHOME U LpaBUIIA
ussofewa reopuje T cy cBe akcuoMme u 1pasuia uzsohema (LpeuusHuje, cXxeme Tux
AKCHOMa, U TIPaBUJIa) U3adpaHor GpopMaJHOr CUCTEMA IIPEJIUKATCKE JIOTHKE U MOK /I
jJOIIT Heke CrHenujajHe akCHOMe U TpaBujia u3Bohema. A eBo u nedununmje reopuje
LIPBOI pejia.

JedbunHnunja Teopunje npeor pega

Teopwuja npBor pega 7T je dopmasHa TeopHja TakBa Ja

© weHn cuMbom cy cumbosn asipabera IpeaInKaTCKe JIOTHKE, Tj. CHM-
60J11 HErOBOr JIOrMYKOr jesa J; u Hekor jesuka J (4uju CKyu uHiu-
Buyaanux koucrantu C u ckyn onepanujeckux cumbosa O mory Guru
Ipa3Hu);

© meHe popmysie cy mpeaukarcke popmysie HaJ je3SuKoM J;

© IbEHE aKCHOME Cy aKCHOME HEKOr (DOPMAJIHOI CHCTEMA HPEIUKATCKE
JIOTUKE HaJl Je3WKOM J, M MOYKJA jOIl HeKe CHeIrjajHe aKCHOMe Koje
gmuHe cKym At;

© mpaBmiia u3BOhema Cy mpasuiia u3Bohema ucTor popMasHOr CHCTEMA,
MIPEINKATCKE JIOTUKE, U MOYKJIQ jOIII U HEKA, MPABUIIA M3BODEHA KOja, TIHE
KOHAYaH CKyn R.

[Ipumerumo oaMax g3 aKO UMaMO HEKH je3uK J, OHJA CBAKW (DOPMAJIHU CHCTEM
TIpeIMKATCKe JIOTHKe HaJ J jecTe je/iHa TeopHja MPBOT pPela, YWju je CKYM CIeln-
janHux akcwoma, ckyn Ag, npasaH, u KOjU OCHM CBOjUX HEMa JPYIUX [IPABUIIA
ussobea (1j. ckyu Ry je upasan). Hakie, namu cucremu NK u K naj nexkum
jesukoMm J cy Teopwuje mpBOr pema. JemaH TakaB (DOPMAJIHA CHCTEM MPEIUKATCKE
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JIOTUKE HAJI HEKUM je3MKOM J 30Be Ce U MPEIUKATCKU PAadyH IpBOr peja. Ako cy
jour y jesuky J CKyl MHIUBUIYAJTHUX KOHCTAHTU C U CKYIl OMEPAIUjCKUX CUMDOIIA
O npasHu, OHJIA Ce KOPUCTH U HA3UB YUCT IPEUKATCKHA PAYYH IPBOL PEJIA.

Kama xohemo nma medunuinemo jemry dbopMmalHy TEOpHjy MpBOr pema 7 Hau
HEKUM je3ukoM J, mpBO Oupamo (hbOpMaJIHU CUCTEM TPEIUKATCKE JIOTUKE HAJl TUM
je3sukoM y okBupy Kora he Ouru Ta reopuja. Y okBupy cucrema K aedunumniemo
dopmasnny teopujy npsor pema 7 Hax jesukoMm J UHju je CKyIl akKCHOMa, CKYII
A(T) = A(K) U A, rme A7 je ckyn cnenujaiHuxX akCHOMA, & CKYyII MPABHUJIA U3BO-
hemwa, ckyn R(T), uuHe camo npasuja ussohema cucrema : MP u Gen. Kana
TeOpHjy IPBOr pela 3aCHUBaMO y OKBupy cucrema N, OHIA Cy eleMeHTH CKyIia
A7 akcmomarckm cekBenTn Koje momajemo ckymy A(NK) u nobumjamo A(T); a crym
upasuia ussohema, ckyn R(T), je RINK) U R, rue je R KoHadaH CKyll HOBUX
npasuia u3sofema. IlomTo ce Teopuje IpBOr pesia 3aCHUBA]Y Y OKBUPY HEKOD CHC-
TeMa MpeIuKaTCKe JIOTHKE Te€ TeOpHje Ce jOIT 30BY U IMPEeINKATCKe TeopHje.

Kako je cBaka Teopuja nmpBor pefa jemna dbopMasHa Teopuja, TO Cy AeduHuUImje
noka3a (u3Bohema, JeAyKuuje), TeopeMe u nokasa hopMysie u3 CKyla XUIoTe3a 3a
Teopuje LPBOI pea ucre Kao 3a csaky dbopmasuny reopujy (Bugeru 3.1y [3]). Te
nepuaunuje cmo Beh HaBenu 3a mocebne Teopuje, cucreme N K u K. Opae hemo ux
[IPEJICTABUTH 33 JeJ[Hy T€OPUjy IPBOr Peia ] y OKBUPY CUCTEMA IPEIUKATCKE JIOMHKE
NK. ¥ Toj reopuju npsor pena T mokas cekpenta I'- F' je KOHAYHO IPBO y 4HjeM
KopeHy je Oamr cexksent [' - F', Ha CBaKOM JINCTY je jeJaH aKCHMOMATCKH CEKBEHT
e reopuje T, a CBAKO rpaHame je OlPABIAHO HEKUM HHEHUM [PABUIOM H3BODErba.
Kazahemo 1a je cekpenr I' - F' oka3uB y Teopuju 7 ako U caMo aKo IIOCTOjU JOKa3
y TOj Teopuju y dmjeM je koperny Taj ceksent I' - F'. @opmyna F' je reopema Teopuje
T ako je cexkBent - F' mokasuB y meopuju T, a MOCHeIWIA CKyIa Xumoresa ' ako
je cekBenr I' - F' mokasus y teopuju 7. O3naka ma je I’ reopema reopuje T Oulie
yobuuajena: 7 F (uwnu camo b F') u y oB0j o3Hamu cuMOoJI - je u3 meraje3uka
teopuje T .

Y HapeHUM O/E/bIIUMa OBOI IOIVIAB/bA [MPEJICTaBUIeMO YeTUpU TeOpuje IpBOr
pesa.

2.2.2 Ywucra Teopuja jegHAKOCTH

Baxknaa teopuja mpBor peaa, 9uCcTa TEOPHja jeIHAKOCTH, je IPEINKATCKA JOTHKA Ca,
jenmaxornhy. Hawnwme, dopmyse Te Teopuje ce pa3iukyjy O MpeanKaTcKux Gpopmysia
HaJ, je3ukoMm J IO TOME INTO OHE MOTY MMAaTH W pejanujcku cumbon =. Jlakie,
je3uk Te Teopuje je je3uk ca jemHakomhy J—, rae je J garw je3uK HaJ KOJUM Cy
upassbere npejukarcke dpopmyse. Taj cumbou ce, peksu cmo 1o (y noraasiy 1.3),
YBEK HHTEPIPETUPA PEIALUJOM JeHAKOCT, KOja je HEOIXOJHA Y MATEMATHIM. 3aTO
je uucTa Teopuja jeTHAKOCTH OCHOBA MHOTHX MAaTEMATHIKUAX TEOPH)a.

IToacerumo ce ocobuna pemamnyje jennakoctu. OHa je pesaruja eKBUBAJICHIIA]E,
Tj. jemHakoCT je pedIeKCHBHA, CAMETPUYHA ¥ TPAH3UTUBHA. JAMUIIUMO T€ OCOOMHE
dopmynama HaT je3uKoM J—:

(R) Vz(x=1x)
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(S) VaVy(z =y=y=ux)

(T) VaVyVz((z =yAy=2z2)=>x=2)

OcuM 0BUX 0COOWMHA W3 HAIlE MATEMATHIKE TPAKCE 3HAMO /1, C€ jeTHAKOCT J100pO
cJaazke ca onepanmjama u pejanujama. Haume, 3a 1pOU3BO/bHE BPEAHOCTH L1, « .y Ly,
Y1y ey Yn ¥ OWJIO KOJy OLIEPALU]Y [ JLy2KHHE N ¥ Pesialuujy p JAyzKHHE 1, Ie je n 6ujio
Koju npupoznan 6poj, sehu ozx 0, Baxku:

— AKO je &1 = Y1 U ... U Tp, = Yn, OHZA j& f(X1, ... Tn) = f(Y1, s Un)

u

— AKO jJe X1 = Y1 U ... U Ty, = Yy, OHAA U3 P(T1, ..., Tp) caeIl P(Y1, .y Yn)-

Te ocobune MOkeMO MpeaCcTaBUTH U (HOPMAIHO, hOpMyTaMa HAI je3UKOM J—, 3a
npupomaH opoj n, n > 1:

(EF) Ya1.Yz,Yy1..Yyn (21 = 1 A Ay = yn) = (f(@1, 0 20) = f(Y1, -, Yn)))

u
(Bp) Vo1.Vz,Vyr1..Vyn((z1 = y1 A o Az = yn) = (p(21, o, ) = (Y15, Yn)))

rie je f upousBoJbaH OHEpaLUjcKu cuMOOJI, a p HPOU3BOJ/bAH PEIalUjCKu CUMOOJI
jesuka J—, oba myxuue n. Moxemo pehu ma cy oBo HajBakHUje 0COOUHE jeTHAKO-
cru. Te ocobuHe ce MPOCTO MOAPA3yMEBAjy 3a jeIHAKOCT W OUEKYjEMO 113 TO OymIy
aKCcHoOMe KOje TOBOpE O jeTHAKOCTH.

Mebhytum, mpe HEro IMITO MPENU3HO KAXKEMO KOje Cy CIenujajHe aKCHOMEe UUCTe
Teopuje jeIHAKOCTU MOPAMO C€ OJIJIyYUTU y OKBHUPY KOI' CUCTEMA IIPE/INKATCKE JIOIU-
K€ rpajuMo 4ucTy Teopujy jegnakocru. 13abepumo, Ha npumep, CUCTEM IPUPOIHE
penykuuje NKC. Yucry reopujy jeaHakocTH Koja je 3acCHOBaHa y OKBUPY OBOI' CHC-
TeMa ImpeauKaTcke Jjoruke osHadapahemo NK_. CKyn aKCHOMaTCKHX CEKBEHATA,
reopuje NK— 4mHe camMo akcmoMaTcKu cekpeHTH cucrema NI, amm cy 3aro ene-
MEHTH CKyIla IpaBuJia udsohema re reopuje, ckyua R(NK =), csa upasuia us ckyna
npasusia ussobemwa cucrema NK, ckyna R(NK), u jom asa npasuia, 1pasuiio
yBOh€ma 1 MPABUIO ETUMUHAIK]E 33 jeTHAKOCT:

't =t A+ Afl

TruUAFr Afz
y3 yCJIOB 1a Cy TepMu t1 u t2 ciaobomum 3a ¢y A

(=U) Ft=t (= E)

Mok a Ha MpBH TOTJIER M3TJIENA 1A Ce OBA MPABUJIA KOja YBOAE W EINMUHHUIILY
JEIHAKOCT pas3/iuKyjy o1 Beh HaBeJgeHuX J00PO MO3HATHX OCOOMHA j€THAKOCTH. 3aTO
nokazxuMo 12 y reopuju NK— 3a jeanakoct paze ocobune: pedeKCUBHOCT, CUMe-
TPUYIHOCT U TPAH3UTUBHOCT.

3apatak 1 okaxumo ga cy el nasexene dopmyne (R), (S) u (T)
reopeme Teopuje NK—.
Hoka3z dopmymne  (R) Va(z = z).

Frx=2x

—VU
FVz(z =)

Hokasz dopmymne  (S) VaVy(r =y = y = z).
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z=yktaxz=y F(z=2a)Z
=F

r=yk (z=2)

=U

Fr=y=>y==z

FYy(z = =uzx) v
Yyr=y=>y==x
YU

FVaVy(z =y =y = x)

rae je (2 = z)Z npasuno (= U): Fx = .

Hoxkaz dbopvyne (T)VaVyVz((z =y Ay =2) =z = 2).

[Ipeo u3 nokasa dopmyne (S) U3ABOJUMO HErOB A0 KOJH Ce 3aBPIIABA
CeKBEHTOM -z =y = y = a:

r=ykFzx=y F(z=2)Z

=F
z

Y =U
Fer=y=y==x

z=yk (z=1x)

wro je mokas ¢opmyine r =y =y ==z y reopuju NK—, nokas D. Ko-
pucrehu m0ka3 D npaBuMO OBaKaB JI0KA3:

D r=yANy=zkFzrz=yAy==z
NEq
Fe=y=>y==2 r=yANy=zkz=y r=yANy=zkFarx=yAy==z
=E NE2
r=yNy=zkty==zx r=yANy=zkFy==z

r=yANy=zkax=z

( )
= ;p_y/\y_z > Tr=z
vU

FYz((z=yANy=2)=>z==2
(( ) ) i

FVyVz((e=yAy=2)=>x==2
Wz((z=yNy=2) ) VU

FVeVyVz(r=yANy=2) =>z=2)

3aparak 2
Iomenyre dbopmysie (EF) u (E}) 3a ceaku onepanujcku cumb6out f yxute
1 u cBakwm pemammjcku cum0bout p ayxuue 1 cy pemom ciaenehe dopmyae:

(E})  Vavyi((zr = 1) = (f(z1) = f(y)))

(E})  YoiVy((z1 = 1) = (p(x1) = p(y1)))

Jlokazkumo 1a cy Te popmyre Teopeme teopuje NK—.
Joxas 3a dbopmyay (E}).
zi=yiFz1 =y F(f(z1) = f(2))z,
1 =y1 bk f(z1) = f(y1)
Fz1=y1 = (flz1) = f(y1))
Fvyi((zr =y1) = (f(=1) = f(y1)))
F ViV (21 = y1) = (f(z1) = f(y1)))
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rae je = (f(x1) = f(2))Z, npasuno (= U): F f(x1) = f(z1).

Joka3s 3a popmyiry (E;)
T1=y1 =z =y p(z1) - p(z1)

z1 =y1,p(z1) - p(y1)
z1 =41 - p(z1) = p(y1)
F(z1 =y1) = (p(z1) = p(y1))
Fvyi((1 = y1) = (p(21) = p(y1)))
FVz1vy ((z1 = y1) = (p(z1) = p(y1)))
AnaJiorso ce Mozke JlokazaTu ja cy u gopmyne (E}) u (E£}), 3a csaku
npupogan 6poj n Behn ox 1, reopeme Teopuje NK—.

IIpumernmo fa exementapue bopumyne p(z1) u p(y1) u3 popmyne (E))
jecy y crsapu pesom eniementapue gopmyiie p(2)7, u p(2)7 . Akoy (Efl))
ymecto enemenTapue (opmyne p(z) ctaBuMo mpom3sosbHY (dopmyry A
Jobujamo popmyiry:

(E)  VarVyi((@1r = 1) = (A7, = 4])))

rje Cy HapaBHO X1 U Y1 KAO TEPMU CJIODOIHU 33 MPOMEHJBbUBY 2z y A.

[Mokaxkumo na je u dopumymna (F) Teopema Teopuje NK_.
r1=y1Fz1=1 A;II—A;I
T = yl,A;I = AZ1
1 =y F A;l = A;l
F(z1=w) = (A7, = 43,)
Fvyi((er =) = (A7, = A7)
F Vo1 Yy ((z1 = y1) = (A7, = A5,))

Cana npencraBumMo u Apyry MoryhHoCT medbuHICAHA 9UCTE TEOPHUjE jeTHAKOCTH.
To je Teopwuja mpBor peaa onpehena jesukom J— u cucremom K mpennKaTcKe JIOTUKE,
reopuja K—. Akcuome teopuje K_, koje ce omHoce Ha jeqaakoct, ¢y dopmyne (R) n
(E). OIro ce tuye HoBux npasusa ussohema, reopuja K— Hema JOAATHUX LPABUIA
n3Bobhera, ocuM MpaBuiIa u3Bohema cucrema K, mpasuia M P u Gen. EBo ommax
JI0Ka3a jeaHe Teopeme Teopuje K—.

3apgatak 3 Tlokaxkumo za je 3a x1 4 Y1, KOju ce He jaBibajy y hopmyiin
B, u tepme t u s, Koju cy cja000mHE 3a MPOMEHbUBY T y B, dopmyna
(Vo1 (Vyr (w1 =y1)= (B3, = By, )))) = ((t = s)= (B = BY))

Teopema Teopuje K—.

Nmamo akcuomy (Al1l) reopuje K—: VzA(z)= A}, rae je tepm t caobo-
JTaH 32 TPOMEHJBUBY 2z ¥y dopmynn A.

Axo je A dopmyna Yy ((z1=y1)=(B;, =By, )), u Tepm t croboman 3a
UPOMEH/bUBY T1 Yy T0j dopmysiu (TuMe U 33 HPOMEHbUBY X Y HOpMyIU
B, u jow 3uauu u Ja y1 HE cMe Ja ce jaBjba y 1), OHJA UMAaMO AKCUOMY
(A11) reopuje K=, Va1 A = AY*, bopmyary F':
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Vo1 (Vyi ((z1=y1)= (B3, =Bj,))) = (Yy1(m1=y1)=(B5,=B;,)));", 1i.
Va1 (Vyi ((z1=y1)= (B3, =Bj,))) = (Yy1((t=y1)=(Bf=Bj,)))
jep (By,)i" jecre BY u (By )" je By, (1 ce ne jaswa y B).
Kana je A dopmyna (t =y1) = (Bf = By ) u repm s ciobojan 3a
upoMensbuBy Y1 y 10j opmysau (tume u 3a x y dopmyiu B), onja
je akcuoma, (A11) reopuje K= dopmyna F”:
Vi ((t=y1)=(Bi =By, )) = ((t=y1)=(Bf =By, )){*, 1.
Vi1 ((t=y1)=(Bi =By,)) = ((t=s)=(Bi=By))
jep (Bf)Y* jecte BY (y1 ce me jaBma y t uutu y B) u (B )Y jecre BY.
[Tpumernmo na je akcmoma F' obmuka C'= D,
rze je C' bopmyna Vi (Vy1 ((z1=y1)= (B3, =Bj,)))
u D je popmyna Vy1 ((t=y1)= (B =By, )),
u akcroma I je obamka D= FE, rue je E dbopwmyia (t=s)=(Bf=BY).
Nmamo makse ga cy akcumome F’ u F” dopmyne mcror o6amka Kao Teo-
peme mocMarpane y 3agatky 7 u3 oxepka 2.1.3, peaom C=D u D=FE.
Baro F' u F” 3ajenno ca omgrosapajyhnm dopmynama Fi,...,F5 Kao y Tom
3apgatky 7 gune nu3 dopmyna, Koju je no gedbuHUnrju, 10Ka3 Gopmysie
C=FE y reopuju K=. Crora, nobujamo ma je nama dopmyra C = FE,
1j. dopmya

(Vo1 (Vyr ((z1=u1)= (B, = By,))))=((t = s)= (B =BY)),
rIe ce r1 U Y1 He jaBsbajy y dopmynun B u Tepmu t u S ¢y cao0o HE 34
MpOMeHJpbuBY x y B, reopema teopuje K—.

IIpumerumo ga popmysie KOjuM ce OIUCYjy CUMETPUTIHOCT U TPAH3UTUBHOCT jeI-
HAKOCTH HHCY y3ere 3a akcmome Teopuje K—. IlomrTo 3HaMO ma Te ocobmHEe Bayke
3a jeHAKOCT, OHEe MOpajy OWTH Teopeme Te Teopuje. 3aucra, y Teopuju K_ mory
ce nokazaru dopmyie (S) u (T), anu mu To oBae wehemo ypaguru. Mu hemo To,
na cy dopmyne (S) u (T) Teopeme teopuje K—, nobutn kao nocaemuny ciaenehnx
csojcrasa: (S) u (T') cy reopeme reopuje NK— (wro cmo nokasanu y 3agatky 1),
u teopuje NK— n K— cy ekBuBajieHTHe, MITO lieMO OKa3aTH y HAPEIHOM 3aJaTKY.

3apgatak 4  ITokaxkumo ja Baku:

F je reopema teopuje NK— ako u camo axko F' je Treopema Teopuje K—.
[Moncernmo ce ma cmo y oxesbky 2.1.4 npu J0Ka3UBAY €KBUBAJIEHTHOCTH
cucrema K u NK noxazamu crenehe ocobune:

(1) cBe akcuome cucrema K cy reopeme cucrema NKC;

(2) ako je cexsenr I' A jokasus y NK, onga y K nocroju jokas ¢op-
myJie A u3 ckyna xunoresa I

Ja bucMo moKa3am jeian ae0 Hamer TBphema, 1e0

ako je I teopema teopuje K—, ouma je F reopema reopuje NK—,

LPBO IOKaxKUMO Ja cy cse akcuome K— Teopeme teopuje NK—. Kako
umamo ocobuny (1), ocraje ma gokaxkemo ga cy (R) u (F) Teopeme
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reopuje NK—. To cmo seh ypamumu y 3agatky 1 u 3apatky 2, na 3ax-
mydyjemo, 1a cy cse akcuome Teopuje K— Teopeme teopuje NK—.
Kopucrehu 1o ¢BOjCcTBO, HA MOTILYHO MCTH HAYHMH KAO Y LPBOM JEJy
JoKa3a TEOPEME 4 u3 ogespka 2.1.4 mokasyjemMo ja je u mpou3BOJHHA
Teopema. Teopuje K— Teopema u reopuje NK—_.

Jaspe, 1a OuCMO T0KA3AINA €0
ako je F' reopema reopuje NK—, onua je F reopema reopuje K-

npBo hemo mokazatw 0By ocobumy Teopuja NK—_ u K_:
ako je cekpenr I' - A nokasus y NK_—, onza y K= nocroju nokas ¢dpop-
Mmysae A u3 ckyna xumore3a [.
Joka3 Te ocobune je MOTIYHO MCTH Kao JoKa3 TEOPEME 3 (Tj. ocobune
(2), kojy cmo naBesu) u3 oxesbka 2.1.4. Haume, nocmarpahemo jnoka3
cekBerra I' F A u unaykuujom 1o ayxunu gokasa (rj. 6pojy upasusa
ussofewa y n0ka3dy) nokazaliemo ja y K— nocroju nokas dbopmyne A
u3 ckyma xunore3a I'. Basa uraykmnuje: mokas ceksenra [' F A je camo
jemaH cekBeHT, Oarn Taj cekBeHT. 10 3HAYM 114 je OH: WJIM aKCHOMATCKU
cekBenT A A, u on y Teopuju K— naje 10ka3 ca jeJHUM 4BOPOM y KOME
je dpopmyna A; miu upasusio ysBohewa =, F t = t, Koje y reopuju K—
maje cienehn mokas:

Va(r=ux) Vz(z=2)) = (z=2a)f

\/

t=1t

NMunyknujcka npermocraBka: 0COOMHA BaXKu 33 CBAKH JIOKA3UB CEKBEHT
reopuje N K— umju 10Ka3 uMa JAyKUHY Maiby OJ 1. 3aTHM IIOCMATPaMO
moka3 D cexsenta I' - A koju je ayxkune n. Vmamo Bumre ciaydajesa y
3aBHCHOCTH O/JI ITOCJIEJFher IIPABHJIA TOI JIOKa3a, KOje MOYKe OMTH: WJIn
MPABUJIO €JIMMUHAIN]E WM yBODhema 3a Be3HWKE Win 3a KBaHTH(DUKA-
tope, uiu IlepcoBo npaBusio, wiu HPABUIO €JIMMUHALMAJE jeHAKOCTH.
CitygajeBu KaJia 1MOCHE/ e IPABUIO JI0Ka3a D HUje npaBuyio ejmMmu-
Hallgje jeJIJHAKOCTH Ce PellaBajy HOTIyHO UCTO KaO Y JI0OKA3y IIOMEHYTE
TEOPEME 3 (u3 2.1.4). Ocraje jour ciaydaj Kaja je MOCJEe/he IPABUIIO
JoKa3a cekpenra ' - A mpaBujio erumuHaIje =, npaBuwio = E:

Art=s A+ BY
AUAF BY

rie cy repMu t u S cj10004HM 3a HpoMeH/buBy Ty B, a cekenr I' F A
je obimmka A UA F BY. Tpeba nokazaru na y K= nocroju qoka3 ¢o-
pmyne BY u3 ckyma xunoresa A U A. Topmu cexBentn mpasuia =F,
ceksentn A-t=su AF BY, cy nokasusu y Teopuju NK_ u jomn Baxku
Jla BbUXOBU JOKA3W MMajy Mambu OpOj IMpaBuja W3BODema HEro I0Ka3
cekBerTa A UA F B?. Crora 3a HUX BazKi WHIYKIINjCKA MPETIIOCTABKA,
OJHOCHO y Teopuju K— 1ocroju joka3 popmysie t=s U3 CKylla XUIIOTe3a
A u noka3 BY u3 ckyna xunore3a A. Kopucrehn te moxaze npaBumo
noka3 BY m3 ckyma xumoreza A U A:
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VA E All
AV t =‘ s (t=s)= (B(t) = B(s))
! N
t t = BS
\ /

Bg
e E jecre Vo1 Vyi((v1 = y1) = (By, = By,)) 3a 21 u y1 koju ce ue
jaBipajy y dopmynu B, a tume cy ciaobomuu 3a r 'y B;
ALl je (Vo1 (Vyr (21 = 91) = (B, = B},)))) = ((t=s) = (Bi = BY)),
re ce r1 u y; He jaBmajy y dopmymu B u Tepmu t u S Cy CI000THU 3
IPpOMEHJBUBY = ¥ B; n
y dopmynu koja je 3akspydak M P ca mpemucama F u All mordopmyite
B(t) u B(s) cy penom BY u BY.
Q@opmysia E je akcuoma teopuju K—, a All je reopema reopuje K— u3
3agatka 3. ¥ reopuju K= nocroju apBo Koje je poka3 reopeme All u
y 4dmjeM KopeHy je Ta GpopMmysaa, a HA UAjUM JIHECTOBAMA Cy CAMO aK-
cuome. Jlakie, ako y Haimem japBery u3Hag reopeme All craBumo meH
JI0Ka3 1obuhemo HOBO IPBO Koje jecte jenaH Joka3 dbopmyse BY u3 ckyna
xunore3za A U A y reopuju K—.
Buaun Baxku ocobuHa: ako je cexsenT I' - A mokasus y NK—, onga y
K~ nocroju noka3 dpopmysae A u3 ckymna xumnoresa I'.
Cajia, ako je dbopmyna F reopema reopuje NK— (1j. cexkseur = F
je nokasus y NK_), na ocHoBy Te ocobuHe UMaMO, Jia HOCTOjU JI0KA3
dopmyne F' w3 ckyna XumoTe3a KOju je Mpa3aH CKYI, MITO 3HAYH 13 je
dopmyna F' reopema Teopuje K_.
Haxie, 3a reopuje NK— u K= pazu:
F je Teopema reopuje N'K— ako u camo axo F' je reopema reopuje K—,
1j. Teopuje NK— u K_ cy ekBuBajeHTHe.

2.2.3 Teopuja napuujasHor ypebema

[Ipeacrasumo jowr jenmy Teopujy mpsor pena, reopujy napuujasiaor ypehema K<.
Jesuk re Teopuje je J< = {=,<}, rae je = penaumjcku cumbos jepuakocru u <
penanujcku cumboat gyxube 2. Ocum akcuoma Teopuje K- reopuja napiujaassor
ypebema K< uma u oBe crenujajgHe akCHoMe:

(A<1) Va(zr <)
(AS?’) VIlv.IQ((Il < zo ANxg < Il) = (Il = IQ))
(AS?)) V;vlvgch;vg((xl < a9 ANxg < 1'3) = (LL'l < 1'3))

Teopuja K< Hema npyrux npasusa u3soherma, ocum npasuia ussohema cucrema kK,
npasusia M P u Gen.
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2.2.4 Teopuja rpyna

Jesuk reopuje rpymna G je jesuk Jg={=, , e}, e je = penanujcku cum0G0J jenHA-
KOCTH, * OIEPAIWjCKU CUMOOJI IyKUHE 2 W WHAWBHUIAYyaJIHA KOHCTaHTA je e. Ocum
akcroma teopwuje K_ teopuja rpyna G mma OBe CIEIHjaJTHE AKCHOME:

(Agl) VxiVoaVrs((z1 * m2) * w3 = o1 * (12 * 13))

(Ag2) Va(r*xe=ux)

(Ag3) Vxdy(z*xy=e).
Teopuja rpyna G, kao u reopuje K= n K<, Hema npyrux npasuiia u3sobema, ocuM
npaBuiia u3Bohema cucrema K, mpasuna M P u Gen.

Teopuja xkomyraruBHEX rpyna Gi, je Ha je3uKky Jg U meHe akcuome cy Beh

nomenyre (Agl), (Ag2) u (Ag3) u oBa akcuoma:

(Agd) VaiVao(zy 29 = x2 % 21)

2.3 OcobuHe u Moesn Teopuja IIPBOr peaa

2.3.1 Ocobune Teopuja mMpBOT peaa

VY napennuMm 3azanuma nokaszahemo neke ocobune Teopwuja HpBOr pexa Koje hemo
KaCHUje KOPUCTUTH.

3apatak 1  Csaka Teopema jeJHOr CHCTeMa, MTPEIUKATCKE JIOTHKE, Hal
HEKUM Je3UKOM .J, jecTe TeopeMa W CBaKe TeopHje mpBOr pema T Hal
TUM jE3UKOM.

[MocmarpaMo pou3BOIBHY TEOPHjy HPBOI pexpa, Teopujy T, y OKBUDPY
cucrema NK. Ako je F Teopema cucTeMa MPeIuKaTCKe JOTUKE, CACTEMa,
NK, onma y cucremy NK mocroju noka3 ceksenra F F, Heku moka3
D. Ha ocnoBy nmedunnnuje mokasa y cucremy NK, mokas D je jemno
KOHATHO JIPBO y 4HjeM KOpeHy je Oamr Taj cekBeHT - F', Ha CBAKOM Jin-
CTy TOT JIpBeTa je jeJaH aKCHOMATCKH cekpeHT cucreMa N, a cBako
IErOBO I'PaHalbe je OLPaBIAH0 HeKUM IpasuioM u3sohema cucrema N K.
[IpBo mpumerunmo 1a cse dbopmyne gokaza D jecy dopmyne u teopuje
T. Jae, CBH aKCHOMATCKH cekBeHTH cucrema N cy akcmoMarcKu
cexkpenTu u Teopuje 7, u upasusia ussohema cucrema NK cy npasuna
uzBohema u reopuje T. akie, D jecre nokas ceksenra - F'y reopuju
T. Crora dopmysa F' jecre reopema Teopuje T .

Y ozmemky 2.2.4. akcuomama reopuje rpyna G monara je akcuoma (Agd) u nobu-
jeHa je reopuja KomyrtaTuBHUX rpyna Gi. To je mpumep Kako ce o jenne Teopuje
upsor pezaa 71y okBupy cucrema K, noaajylin meHoM CKyIlly aKCHOMa HEKe HOBE
aKCHoOMe Koje umue CKyll [', mpaBu HOBa Teopuja, HeKa Teopuja T3. 3a Te Teopuje
T1 u T2, Ha OCHOBY JedUHWIMja MOjMOBA [IOKa3a W TEOpEeMe, BayKH I3 je CBaKa
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Teopema Teopuje 71 reopema u reopuje T2. Ako je popmysia A reopema reopuje Ta,
1j. F7, A, ouzma y Teopuju 71 nocroju mokas dopmyne A uz ckyna xunoresa I, Tj.
I'tr A

3apgatak 2 3a cBaky Teopujy mpBOr peda ] Koja je 3acHOBaHA Ha

cucreMy Tpenukarcke joruke K Baxku: y reopuju T 3a MpOU3BOJHAH

ckyn gopmysia @, HeKy pedenuily B u npousBosbHy (opmyiay A Baxku:
ako je PU{B} 7 A, ouzna je & H5+ B = A.

OBa ocobuna ce JI0OKa3yje Ha MCTU HA4YuH Kao TEOPEMA AEAVKUWIE y
cucreMy npeaukaTcke joruke K (TEOPEMA 2 u3 onespKa 2.1.3).

3apatak 3 Ilokazahemo g 3a cBaky Teopujy HPBOr peja HaJ, HEKUM
je3mkoM J BasKU: CBAKH CKYI YHjU Cy €JeMeHTH KOHAYHU HU30BHU CHM-
6osa ckyna J U J; (1j. andabera npenukarcke Joruke) je mpebpojus.
Kaxko je cBaku Tepm u cBaka (DOpMyJia MPEJUKATCKE JIOTUKE Y CTBAPHU
jemaH KoHadaH Hu3 cuMbosa mweHor anadabdera, To he 3HaIUTH /12 HABE-
JIEHA OCODMHA BazKU 3a CKYIl CBUX TepaMa, CKyl cBUX (hOpPMysa, CKyIl
CBUX PEeYEHUIla HaJ HEKUM je3UKOM J, Tj. Ja Cy CBH TH CKYIIOBH TIpe-
opojusu. Ilomcermmo ce ma 3a ckym X KaxkeMmo [a je mpeOpojuB ako
[OCTOjU jenHa Oujeknmja w3 cKyra npupojuux bpojeBa N y Taj ckymn
X. OaHOCHO, KAKO CMO TO CJIMKOBHUTO IPEJICTABUIIM, AKO CBE €JIEMEHTE
ckyma X moxkemo mopeharu y jeman mm3. Jla OmcMo mokazasm 1a ce
€JIeMEeHTH [TOCMaTPAHOT CKYIla, KOTa YiHe KOHAYHU HU30BU CUMOOJIA ajl-
dabera mpenukarcke jgoruke J U J;, mory mopeharu y Hu3 medunm-
muMo npBo dyHKIHMjy ¢ Koja he cBakom cumOboiy Tor asdabera J10-
JeuTh jenan npupoman 6poj. Ta ¢dpyukmumja g 6uhe 1-1, 1j. dyaKIIHIjOM
g paznuauTu cuMbosu amdadera modbuhe pazaudure MpupoaHe Opojese.
Y 0BOM 3a/1aTKy IPETIOCTABUMO /1 6a3a BE3HUKA Y JIOTUIKOM JIeJTy aji-
dabera, meny J;, jecre ckyn {—, =} u ga uMaMo camMO KBaHTUMDUKATOD
Y, a na kBantudukarop 3 gedunuimemo nomohy V (kao y omepky 1.2.2
nocsie 3agatka 5). Eso sedununuje dyukuuje g:

nomohuum cumbomu: g(() =3, g()) =5,9(,) =T;
normuku BesHunum: g(—) =9, g(=) = 11;
kBantubukarop: g(Vv) = 13;

[IPOMEH/bUBE 11PEOPOJUBOL CKYIa V', O3HAYHUMO CA T, ..., Tj, ..., 11d AMAMO

g(z;) =5+8i, i€{1,2,3, ..}

cuM0OJIe MHAWBUIYAJHUX KOHCTAHTH MpedpojuBor ckyma C, O3HAYMMO
Ca C1y .y Ciy ooy mOHTA Je g(c;) =T+ 80, i€{1,2,3,...};

onepanmjcke cumbodte npebpojusor ckyna O, ozaaummo ca fi, f2, ..., f1,
1 g2 j 1 42 j
U S U N o SN .er, [JI€ TOPEbU MHIEKCU POBOPE O JLy 2KH-

70 yJ g0
HHK CI/IM6OJ13,,‘3, J0bu pa3m/1Kyjy pasjmm4aunure cumboJie ucre AYyKHUHE, U
OHﬂaje g(fzj):9+8(2j3l)7 j7i€{15273a"'};
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penamujcke cumboste npebpojuBor ckyma P, o3HaYMMO ca pi, p7, ...,p{,
ey Py PRy ey Py ey PY P2y oy PL, ..., D€ TOPEGHM MHJEKCH TOBODE O JLy7KH-
HE cHM0OJIa, & JOIBH PA3JIUKY]y Pa3IHInTe CHMOOJIe HCTe Iy KHHe, I
onmaje g(pl)=11+8-(27-3%), j,ie{1,2,3,..}

Haxne, dyukujom g je cBaku cumb0s andabdera MpeanKaTcKe JIOTUKE
106mo jeman mpupoaan 6poj. Jlako ce mpoBepaBa 1a Cy pa3/IMauTHM CHU-
mbosma Jouesbern paznuaunru 6pojesu. (Ocum Tora csu tu 6pojesu cy
nenapuu.) Ocraje na 6110 KojeM KoHauHOM Hu3y cumbodia ror asdabdera
poxenumo jenan upuponan 6poj. Heka je si, s2,...,8m,, m > 1, jenan
TakaB HI3 cHMOOIIa, Tala ce IeMy Joesmyje Opoj 29(51) .39(s2) . -p%s’"),
rae je 2,3, ...,p, HA3 y3aCTOMHUX MPOCTHX OpOjeBa, Tj. pp, je m-tu
npocr 6poj. Ha oBaj maumn, mnedunncana je pyHKIHja g KOjOM CBAKHU
KOHAYaH HU3 cuMbosa andabera J U J; nobuja jeman npupomas Opoj.
Oyukiyja g jecre 1-1 dyukiuja, jep je ¢ 1-1 dynkuuja u Baxku j1a ce
CBAaKW MPHUPOIAH OPOj N MOXKe Ha jeIWHCTBEH HAYUH MPEICTABUTHA KAO
OPOM3BOJL, CTENEeHa HEKUX MpoCTuX Opojesa (Tj. 3a cBaKu IpUpPOJaH 6poj
n, n > 0, nocroje jeguncrsenu npuponuu 6pojesu j, ki, ..., k; Behu oxn
Hyse, U jeJuHCTBEeHU, MehycoOHO pasiu4uTi, npocru 6pojesu pi, ..., pj,
p1 < ... < p;, TAKBU 113 je n = P -p?j). Jakne dyuknujom g ce
Pa3IMYUTHU €JIEMEHTH CKYyTla, KOTd YWHEe KOHAYHU HU30BU CHMOOJIA TOT
andabera, caukajy y paziauuure npuponne dOpojeBe. (Crora ememeHTe
TOI' CKyIla MOXKeMO nopeharu y jejlan HU3 OBAKO: [PBU YIAH TOI HU3A
Ouhe OHAj eleMeHT 49uja je cauKa PYHKIUjOM g HajMambu Opoj; Jasbe pe-
hHamo esremenTe TOr CKyITa, Tako Ja ce cBaku cienehu uian GyHKIUjoM g
cauka y Behu nmpupoman 6poj HEro OHAj Tpe era, Tj. pehaMo eremeHTe
TOI' CKyIla TakKoO, /1a OpojeBH KOju Cy cinKe TUX OpojeBa (DYHKIUjOM g
quHe pacryhu HE3 npupoanux Opojesa.

3agatak 4  llokakuMmo f1a 3a CBaKy TEOPH]y MPBOT pefa | BaxKu:

() Fr Au b7 B akko -7 AN B;

(2) ako je b+ A wiu F1 B, onna je - AV B;

(3) ako je b+ Au b7 A= B, ouna je 1 B;

(4) ako je F+ A & B, onna Baxu: F7 A akko b7 B;

(5) akojer7 A= Buty B= C,ougajetr A= C;

(6) F1 A akko 1 VaA;

(7) ako je Vz1...Vx, A 3arBopemwe A, onua je: Fy A akko Fr Vrq...Va, A.
Cse oBe 0COOMHE JIAKIIE je JOKa3aTh ako Teopujy 7 IIoCMaTpamo y
oksupy cucrema NK. 3mamo ma, mo mepunmmmjn, dopmyna C jecre
TeopeMa reopuje 7 akko y T mocroju jmoKa3 cekBenra - C.

(1) Ako y T nocroju noka3 D cexsenra FAAB, onga kopucrehu D, upa-

D D D1 D2
FAANB FAAB FA B

BUMO: AE1 1 AE>. C mpyre cTpaHe, iMaMO ————A
A B FAAB

axko y Teopuju T mocroje nokasu D; u Dy penom ceksenrta - A u - B.

93
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(2) Ako y reopuju T nocroju goka3 D ceksenra - A, onja kopucrehu raj
D
A
— v
FAVB
u3 Hekor Jokasa D cekpenra - B nobujamo noka3 cekpenra - AV B.

JIOKa3, mpaBumo ciaegehun mokas: FE;. Ha mornyno uctu nHadux

(3) Ako y Teopuju T mocroje mokasu Di u D pemom cekBenta - A u
F A = B, ouza kopucrelin re mokase, npasumo caenehu mokas:
Dq Dy
FA=B FA
- B.

(4) Kaxko je A< By creapu (A= B) A (B=A), 1o b7 A< B 3na4u jna
y Teopuju T mocroju goKa3 cekBenta - (A=-B) A (B=A), HeKHn J10Ka3
D. Axo je -7 A, ouzma y Teopuju 7 mOCTOju JOKA3 CeKBeHTA - A, HEKH
noka3 Di. Kopucrehin D u Dy npasumo cienehn mokas:

=F

D
F(A=B)A(B=A) D1
NEq
FA=1B A

=K
- B.

KO MMaM H/I3, Ha IOTILyHO MCTH HAYUH U K U HEKOr
Ako umamo F7 B, onja Ha 110 0 HC a 3 gokaza D €KO
JI0Ka3a cekpenra F B nobujamo 10ka3 cekpenra F A.

(5) Ako y reopuju T mocroje nokazu Dy u D pepom ceksenra - A= B
un - B=C, ouga xopucrehu te mokase, mpaBumo ciaemehn mT0Ka3:

D1
Do FA=B AFA
=F
FB=C AFB
=F

AFC

— =U
FA=C.

[Tpumernmo 1a ako je 7 3acHOBaHA y OKBHUPY cucreMa K, OHIA OBY
0CODWMHY MOYKEMO TOKA3aTH Kao 0COOMHY m3 3agatka 7 y omepKy 2.1.3.

(6) OBa ocobuna ce joka3yje kao JIEMA 1 u3 ogebka 2.1.2.

(7) OBa ocobuna ce mokasyje kao 3agatak 6 (Tj. TEOPEMA 1) u3 Of1e/bKa
2.1.2.

IToacernmo ce BaxKHUX CBOjCTaBa KOja MOry mMmaru (DOpMAJIHE TEOpHUje, a TUME
U TeopuUje HPBOr Pejia: OJJIy9UBOCT, HEIIPOTUBPEYHOCT U HMOTILYHOCT. AKO mocroju
edekruBan nocrynak (upouemypa) nomolly kojer 3a csaky hOpMyily Teopuje Lp-
BOr' peja T MOKEMO YTBPAWUTH Ja JIK je OHa TeopeMa Teopuje T wuiu Huje, OHJIA
3a TeOpHjy mpBOr pefa 7 Kaykemo Ja je oijydumBa. Teopuja mpsor pema 7 je
HEMIPOTUBPEYHA aKO MOCTOju Oap jeaHa opmysa Te Teopuje Koja Huje Teopema.
V nporuBHOM, TeopHja MpBOr peaa 7 je mpormspedna. Teopuja mpsor pema 7T je
MIOTIIYHA aKO 3a CBaKy pedenuily F' Te reopuje Baxku: F' je reopema miau je ~F Teo-
pema Te Teopuje, Tj. Baxku Fr F wiu 7 —F. Hamame hemo gecro ymecro reopuja
IPBOT PEe/ia MPOCTO TOBOPUTH, TEOPH]a.
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3apatak 5 Ilokaxkumo sa 3a cBaky reopujy 7 Baxu:

T je mporuBpedHa akko je dpopmyna A A ~A reopema te reopuje T,

3a Heky dopmyay A reopuje T .

Heka je Teopuja T mara y okeupy cucrema NK. Ako je T mpoTuBpedna,
OHJIa je cBaka meHa (Gopmysa Teopema, ma u dpopmyna A A - A 3a HeKy
dopmyny A. C mpyre crpane, ako je, 3a HeKy dopmyny A, dopmyna
A N —A reopema reopuje T, OHIA y TOj TEOPUjU IOCTOJU HEKU J0Ka3 D
ceksenra - AA—A, 1j. cekBenra - AA(A = 1) . Kopucrehu raj nokas,
y 10j Teopuju T upaBumo ciejiehn Jokas:

ANA=DFANA=D)  ANA= D) F ANA= L)

NE2 1
ANA=L1L)F A=1L ANA=L)H A 5
=
ANA= L)L D
=U
F(AANA=1)) =1 FAAN(A=1)
=F
L
1F
= F,

JloKa3 cekBeHnta - F, rzue je F' mpomsBosbHA (opmysa. 3aKibydyjeMo
JlakJIe, Ja cy cBe popmysie Teopeme reopuje 7, Tj. ma je T mpoTUBpedHa.

TEOPEMA 1

Ako pedennua —F Huje Teopema HenpoTuepedHe Teopuje T v Teopuja 7' ce gobuja ns

T mopasarsem Hoge akcuome F', onpa je n Teopuja 7' HenpoTuepedHa.

JIOKA3
Heka je reopuja T y okBupy cucrema K. IlpermocraBuMo cynpoTHoO,
na je reopuja T’ nporuspedna. Ha ocHoBy medununmje ImporuspedHe
Teopuje, UMaMo 13 je cBaka (opmynaa teopema Te Teopuje. Jlakie, u
pedenuna —F je Tteopema teopuje T', Tj. Baxkm 7 —F. Kako cmo
reopujy T’ mnpasusu npomupyjyhiu ckym akcuoma Teopuje T pedeHwu-
nom F, nobujamo ga je y reopuju T pedenuna —F gokaszuBa u3 cKyna
xunore3za {F}, tj. {F} b+ —F. Onasne, na ocHoBy 3agjaTka 2, Baxku
Fr F=-F. Y 3agatky 5 u3 ogemka 2.1.2 nokazauu cmo Ja je popmyia
(F = —F) = —F Teopema cucrema NK, ma je tume, no 3agatky 1, u
reopema Teopuje T. akme, umamo Fy (F = —F) = —-F. Capna, y
reopuju T, u3 by F = —F u b7 (F = —F) = —F ua ocuoBy nena (3)
3apaTka 4, nobujamo aa je F —F, 1j. ga je ~F Teopema reopuje T, wro
j€ CyIIPpOTHO HAIIIOj MTOJA3HO]j MPETIOCTaBIM Aa —F' Huje Teopema Teopuje
T. Hdakne, 3ak/bydyjeMo ma Teopuja 7' He MOKe GUTH MPOTHBPEYHA.

¢

Jedunanmumo cama mojam mpommupema Heke (GOpMasHe TeOphje MPBOT PEIa:
aKo UMaMO JBe Teopuje LpBOr peja HaJ jesuxkom J, teopuje T u T', u axko je
cBaka Teopema Teopuje T Teopema u reopuje 7', oHia Kazkemo ja je Teopuja T’
npormmpeme Teopuje T .
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TEOPEMA 2

Csaka HenpoTuBpeYHa Teopuja NpBor pefa 7 nMa HENPOTUBPEHHO U MOTMYHO NPOLLIPEHSE.

JOKA3
[TocmaTpaMo jenHy HEIPOTUBPEYHY TEOpHjy 7 HaJ HEKUM je3uKOM 7.
Ha ocrnoBy 3apaTtka 3 mmMaMo [1a je CKyIl CBUX PEYEHHUId MPOU3BOJHHE
reopuje, a u Teopuje T, upedPOjUB, Tj. CBE HEHE PEUYCHUIE MOKEMO
nopeharu y nu3. Heka je Hu3 cBux pedenuna reopuje 7 uus Fi,...,Fp,...
Kopucrehu teopujy T u meHe pedenuiie JedUHUIIEMO Cala HI3 TeOprja
F0y--sFn,--- Ha Citeehu HAYUH:
(1) Fo je reopuja T;
(2) ako umamo reopujy JF,, onja je Fp41 6aw F, ako Baxu Fr, —Fp, 41,
unage F, 41 ce nobuja u3 F, nomasamwem F, ;1 Kao HOBe akcuowme.
Munykuujom 1o n nokaxkumo ga cy cse F,, n € N, Henporuspedse.
Baza unnyknuje: Teopuja JFy je reopuja 7 Koja je HEMPOTUBPEUHA.
Wanyknmjcka mpeTnocTaBKa: TeopHja J,, je HEMpOTHBPEIHA.

[Tocmarpajmo cama teopujy Fni1. Ako Baxku Fx, = F,4+1 OHAA je Fpi1
reopuja F,, U 0Max UMaMo 11a je u F, 41 HenporuBpedHa. AKO He BaxKu
Fx, " Fnt1, onsa je Fiq nobujena ox reopuje Fp, J10/1aBabeM aKCUOME
F,41, na va ocHoBy TEOPEME 1, umamo Ja je J, 41 HenpoTruBpedHa.
Haxkie, cBe Teopuje Fo,..., Fp,... CY HETPOTUBPEIHE.

Capma nocmarpajmo teopujy T HaJl ucTtuMm je3ukom J Uuje akKCHOME
Cy aKCHOME CBUX TeOpHja JFy,..., Fn,... JacHo je ma T* jecre jemHo
upompemne Teopuje 7 (Kao u reopuja Fo,..., Fn,...). LIOKaKuUMO 1a je
T* menporuBpedHa u moriyHa. AKo Ou Teopuja T Ousia IPOTUBPEYHA,
Ha OCHOBY 3afaTtka 5, umasu OUCMO Ja y HBOj MOCTOju JI0Ka3 GopmyIie
AN-A, 3a vexy dopmysy A. Taga 6u nocrojana jepua ox reopuja JFp,
(neN), reopuja F,,, 3a HEKO ng 13 N, TakBa /a CBe aKCHOME TEOPUje
T* Koje ce MOjaBJ/bYjy Y TOM JOKa3y jecy aKCHOME T€ Teopuje JFp,, Tj.
moMeHyTH noKa3 dpopmyne AA—-A 6uo 6u q0ka3 e hopMyse U Y TeOpUju
Frno- Nmamu bucmo gakie na je AA—A reopema Teopuje Fp,, Tj. 13
je reopuja F,, mporuspedna, mro je memoryhe. [laxie, teopuja T*
Mopa butu Henporuspedna. Ocraje n1a nokaxkemo Ja je reopuja 7 * nor-
nyua. Heka je F' mpou3BOJbHA pEYEHHUIIA HAT je3ukoMm J. 3HAMO Ja je
CBaKa PEUYEHNUIIa HAJ je3uKOM J y CTBApPH jeJHA PEUEHUId U3 HU3a CBUX
pedenunia vax J, wusa Fi, .., F,, ... Crora mocroju HeK HpUPOJIAH
6poj | TakaB ma je F' 6am peuenuna F; u3 tor umza. Ha ocnoBy Tora
Kako cMo npasusu teopuje T %, Fo, ..., Fp..., 38 pedenuny F; umamo Ja:
uu BaxKu Hx, , —F), ma Kako je reopuja 7 * mpommperse teopuje Fi_1,
ouza je —F; teopema u 7*; miu me Baxku Fx,_, —Fj, Te je F; akcuoma
teopuje Fi, a TMMe akcuoMa u teopuje T *. BakipydyjemMo na 3a CBaKy
peuenuny F Baxu wmu F7+ - F wiu F7- F| mwro 3ua4u Ja je reopuja
T* noryna. Jakse, reopuja T* je TpazKeHO MOTIIYHO ¥ HEIPOTUBPEIHO
MPOIINPERHE MOIa3He Teoprje 7 .
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Ako 3a jesuke J u J' Baxku ga cy ckyn Pz penangjeckux cumbosta, ckyn O 7 omne-
panujckux cumbosna u ckyn Cg MHIMBUyATHUX KOHCTAHTU je3uKa J HOACKYIOBH
peaom, ckyna Py pernanujeckux cumbosta, ckyma Oy OmepanujckKux cuM00JIa u
ckyna C7/ MHIMBUIYAJHUX KOHCTAHTH, OHZA je je3uk J' jeJHO IpOINpehe je3uKa
J. Ilocebro momennMo 14 je jesnk J' mpoImmperne HOBMM KOHCTaHTaMa je3uka 7,
ako je J' nobujen camo HpOLIMperbeM CKyla MHIUMBUIYyaIHUX KOHCTAHTHU je3uka J,
ckyna C7, TOMABAHEM KOHCTAHTH C1, ..., Cp, ..., Tj. aKo je Cq» = CyU{cy,...,cp, ...}, a
CKYyILIOBY OllepaljCKUX U CKy[IOBM pejauujckux cumboia jesuka J u J' cy jeaHaxu:
O7 =0z uPs =Pg. 3aneky reopujy T Hazm jesukom J, cBaka Teopuja 7' amjn
je jesuk J' mpommpeme je3uka J HOBHM KOHCTAHTaMa, HA3WBA Ce JOMYHA TEOPH)e
7. 3a cBaky Teopmjy TpPBOT pefa 7 MOCTOje IHeHe, 13 KarXKeMO, KOPHCHE JOIyHe
Koje fieMo mpescraBuTu y HAPEIHOM IIPUMEDY .

Mpumep 1  Ilocmarpajmo jesdy reopujy nppor pesa 7 HaJ HEKHM
jesukoMm J y okeupy cucrema K. Heka je Jy upoliuperme HOBUM KOH-
CTaHTAMA C1, ..., Cp, ... je3UKa J. EjJeMenTe ckymna mpoMeHbUBUX V), KOju

je mpebpojuB CKyIl, O3HAYUMO PEIAOM Ca X1, ..., Tn,.... CKym cBuxX Gop-
MyJIa Ca jeTHOM CJIODOIHOM MPOMEHJFUBOM HA/T JE3UKOM Jj, TAT jé OBAKO:
*1F1(£L'1) *2F2(CE1) *4F3(£L'1) .. Fl(l'l)
*3F1(£L'2) *5F2(CE2) Fg(,’Ez) ce Fz(l'g)
*GFl({Eg) F2($3) FB(Ig) ce Fz(.Ig)
Fl(z;)  F(z;)  F(z;) ... F'(x)

rze nakie, ceaka popmyna Fi(xz;) (4,7 € {1,2,...}) nma jenmy caobommy
IPOMEHJBUBY X', & *1, %2, *3,... IOKa3yjeMO KaKo NeMo 1a eseMeHTe TOK
CKylla, KOju je upema 3agaTky 3 upebpojus, nopehamo y uus, re umamo
Fl(wl)a F2(£L'1), Fl(w2)7 F3(£L'1), F2(£L'2), Fl({Eg),..., Fl(xl)a Fl_l(x2)7
FI=2(23) 0y F3(12), F2(@11), F (1)

3al € {1,2,,...} mwn-tu wian ror Hu3a hiemo o3navasaru Fy,(x;, ). Cana,
kopucrehu Taj Hu3 Bhopmysia, 01l HOBUX KOHCTAHTH ¢;, i € {1,2, ...}, npa-
BHMO HU3 Cj,,..., Cj, ,-.., Ha caegehn HadmH:

(1) ¢j, je ona KoHCTaHTa ¢;, ¢ € {1,2,...}, KOja ce He jaBpa y dbopMynn
Fi(x;,) v uMa HAjMAbU UHIEKC Ol CBUX TAKBUX C;;

(2) ¢;, je ona xoncranra c;, i € {1,2, ...}, koja ce ne jasma y popmyiama
Fi(z;,), Fo(xi,), pasnukyje ce oz ¢j, U UMa HAjMAlbU UHIEKC O CBUX
TAKBUX C;;

(n) ¢j, je ona xoucranra ¢;, i € {1,2,...}, koja ce ue jasmpa y popmynama
Fi(24),ey Fu(zi,), pasnukyje ce om CBUX Cjj ,...,Cj, , W MUMA HAJMABH
WHJIEKC OJ] CBUX TAKBUX C;;
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Kopucrehu cse oo wro cMo Hanpapuiu, gepUHUIIEMO Teopujy TN U
reopuje T, n € N.

Teopuja TN je momyna teopuje T Haz jesukom Jy, Koja mma cienehe
aKCHOME:

(AKn) (Vg Fo(ws,)) = ~F(cj,),

3an € {1,2,..}, rme, HapaBHO, 3a CBaKo TO n dopwmynaa Fy(c;, ) jecte
F:fé;l. Penumo na hemo m magame, 3a gopmynay ca jeaHnom caobom-
HOM mpoMersbuBoM F, (z;, ), bopmyse koje cy o mbe qo0ujeHe 3aMeHOM
poMensbuBe x;, TepMoM t, bopmyie Fo,"  samacusaru u F,(t). Teopuja
To je momyna Teopuja T HaI je3ukoMm Jo 0€3 T0IATHUX HOBUX AKCHOMA.
Haxkne, 7o uma akcuome (Al) — (A14) u3 omespka 2.1.3, rue cy A, B u
C upousposbhe popmyJie Hall je3SUKOM Jo.

Teopuja T, 3a cBako n, n € {1,2,...}, je nomyna teopuje T TaxksBa na
cy mene akcnome (AKy),...,(AK,,), ama ve u (AK,,), 3a cBe m > n.

A cazma mokaxkumo ocobune Teopuja Hampas/beHux y lNpumepy 1. Y mHapemnum
JemMaMma nocmarpahemMo reopuje y okBupy cucrema JC npeukaTcke JIOruKe.

JIEMA 1

3a cBaky HenpoTuBpedHy Teopujy T Hap je3ukom J, HEKN HW3 HOBUX KOHCTAHTH

Cly .-y Cn, ... KOjE HE Npunagajy J u 3a gonyte teopuje T Hag Jo = J U{c1, ..., Cny oo}

HanpassbeHe Kao y lMpumepy 1, teopuje T, n € N, n Teopunjy TN, BaXu:

(1) cse teopuje T, n € N cy HenpoTuspedHe;

(2) Teopuja TN je HenpoTuspedHa.

[JOKA3
(1) MapyknujoM 110 1 IOKaXKUMO Ja cy cBe T, n € N HenpoTuBpedHe.
Baza unaykuuje, n=0. Axko 6u Ty Oujia HpoTUBPEYHA, OHIA OU Y O],
3a Heky ¢opmyiy A, mocrojao mpokasz gopmyie A A A, Heku J0Ka3
By, ..., By, (m > 1), rae je By, dopmyna AN—A. Ha ocHoBy nedbununuje
JI0Ka3a, 3a cBaky dbopmyny B; (1 <14 < m) us nokasa By, ..., By, uMamo:
unn B; je akcnoma Teopuje To; wnn B; je 3akspydax jemuor mpasuia M P
ugyje npemuce cy mexe dopmyse B; u B; ror nusa 3a j,1<4; umu B; je
3aKJbydak jeaHor npasuia Gen duja npemuca je Heka gpopmysia Bj Tor
nu3a 3a [<i. Heka je x nupomens/buBa Koja ce He jaBjba HU y jeaHoj ¢op-
MyJId TOT JI0Ka3a. AKO ce y mweroBoj dopmyau B; (1 < i < m) cBe KOH-
CTaHTe U3 HU3Q Cl, ..., Cp, ... KOj& Ce ¥ BOj jaBIbajy 3aMeHe IPOMEHPIBOM
x nobuja ce dopmyna B;, u jom Baxku 13 je B, dopmyra AA A Tj.
AN-A. Tokazxumo fa je a3 dopmyna B, ..., By, jenan gokas Gpopmyste
A N—=Ay reopuju T. Ilpso, dopmyne By, ..., B,,, HaCTAIE OLUCAHOM
3ameHoM, cy dopmyie Haz jesukom J rTeopuje T. [lasbe, 3a CBaKo i,
1 <i < m, ako je B; akcuoma reopuje Ty, oHIA je B, akcuoMma Teopuje
T ako je B; 3akspyuak M P 4uje npemuce cy B; u B, onga je B; 3a-
kbyuak M P auje npemuce cy B; u Bj; ako je B; zakmydak Gen ca
upemucom By, onza je B; 3akmyuax Gen ca npemucom B;. 3aucra, Hu3
dbopmyna By, ..., By, jecre jenam mokas dopmyine A A —A y Teopuju T .
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Hakie, nobunau cMo Ja je Teopuja 7 HPOTUBPEYHA, IITO je CyHPOTHO
namioj npernocrasiu. Crora 3akipydyjemo ga reopuja To mopa Ouru
HEIIPOTUBPEYHA.

Wnaykmmjcka mpermocraBka. Teopuja 7,1 je HETPOTHBpEUHA.

[Tocmarpajmo caga reopujy Tp, U HOKaXKUMO JIa j€ i OHA, HEIIPOTHBPEYHA.
[Ipernocrasumo aa je 7, uporuspedra. To Ou 3HAYMIIO J1a CY CBE HbeHe
dopmyJie Teopeme, 1a je reopema u popmyaa —A,, rue je A, akcuoma:
—(Vx,, F(z4,)) = —F,(c;,) Tj. 6mno 6u 1, —A,. Teopujy 7, cMo Ha-
npasuim o1 reopuje T,_1 momajyhiu joj HOBY akcuomy A, , 3aT0 GUCMO
u3 b7 A, nobwmm na saxwm: {A, 7, —A,. Jom, na ocHoBy 3agaTka
2, u3 {A,} 1, _, — A, umamo:

'77—71,—1 An = _‘An (1*)

Ha camom moverky omesbka 2.1.1, nokazamu cmo n1a je (A=—-A4)=-A4
TeopeMa NpeMKaTCKe JOTHKe, a 1Mo 3agaTky 1, ta ¢hopmysa je reopema
u Teopuje T, a ouga u reopuje T,_1. 3aTo ako je A dpopmyna A, umMamo:

Fr_, (An = 0A,) = 04, (2%)
Ha ocuoBy nena (3) 3apatka 4, u3 (1*) u (2*) pobujamo 7, _, —A,,, 1j.

Fr 20V, Fo2i,)) = —~Fa(e;,))  (3%)

VY omemky 2.1.1 mokazanm cMo u ga cy u dopmyre (-(-A=-B))=-A4
u (=(—A = —B)) = B reopeme IpeARKaTCKe JIOIHMKE, T Tako (o 3a-
natky 1) u reopuje T, 1j. Th—1. Axo je y tum reopemama A dopmyia
Vi, Fn(zi,) u B dopmyna Fy,(cj, ), oHna umamo:

P70V, Fo(2i,)) = ~Fa(e),))) = (Vi Fa(zi,))  u
Fr (002, Fo(2i,)) = —Fa(c),))) = Falej, ),

onaksie kopucrehin (3*), Ha ocuoBy (3) 3agatka 4 (Tj. IPUMEHOM IIpaB-
usa M P) u3 oBux reopema u teopeme (3*) mobujamo:

I_ﬁlfl ﬁ(vxln Fn(xln)) (4*)

- Fn(cjn)
Cana hemo, xopucrehnu 7, | F,(cj, ), mokazarn ma je Va;, F(x;,) Te-
opema, Teopuje Tp_1, Tj. ma Baxwu b7, _, Vo, F,(z;, ). Hakre, umamo
Fr._. Fu(cj,), nay reopuju T,_1 nocroju noka3s dopmyne F,(cj, ), ne-
ku noka3 Ci,...,Cp, m > 1, tae je Cp, dopmyna F,(cj,). Heka je
T} IPOMEHJ/bHBA KOja Ce He II0jaBJjbyje y TOM J0Ka3y. AKO Ce KOHCTaH-
Ta c;, 3aMeHM ca T y cBuM dopmyrama Cp, 1 <1 <m, onma mgo0m-
jamo HoBu Hu3 bopMyJIa KOju je y Toj Teopuju aoka3 dopmyne F,(zk),
1j. umamo b7, , F,(xg). Ta rmeopema F,(xy), ua ocuoBy memna (6)
3apatka 4 (tj. npumenom Gen) maje br,_, VaopF,(zr). Nmamo na
je Tepm x;, caoboman 3a mpomensbuBy Zp y Fn(2r), ma je dopmyna
VapF,(zr) = F,(x;,) akcuoma cucrema K npeaumkarcke JIOTUKE, 0a U

99
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reopuje Tn—1. Hokaz reopeme Vi F,(xg) y reopuju T,—1 u akcuoma
Vo Fy(xg) = Fn(x;,) aure nokas dopmyne F,(z;,) y T0j Teopujum, Tj.
nmobujamo b7, F,(x;,). Konauno, u3 Tor nokasa, no meay (6) 3agaTka
4, nobujamo b1, | Vx,; F,(z;, ). Kako nmamo u reopemy (4*), To Ha oc-
HoBy nena (1) 3agatka 4 nobujamo 7, —(Va;, Fo(x;,)) AVx, Fp(z;,).
SakipydyjeMo akie, Ha OCHOBY 3afaTtka 5, ma je reopuja T,_1 npo-
TUBPEYHA, IITO je CYIPOTHO MH/LYKIMjCKO] IPETIOCTABIM. 34TO, TEOPHja
Ty Mopa buru HenporuspedHa. Tako cMo g00u/u aa cy cse reopuje Ty,
n €N, HempoTuBpevHe.

(2) Ako npernocraBuMo Ja je Teopuja TN NPOTUBPEUHA, OHIA, (Ha UCTH
HAYMH KAKO CMO JOKA3WBAJIH /13 je TeopHuja T * HempOTUBpeUYHA Y J0KA3Y
TEOPEME 2) 10061/ 6UCMO [IPOTUBPEYHOCT HeKe oJ reopuja Tp, n € N,
wro je cyuporso ca ocobunom (1) na cy cse re Teopuje HELPOTUBPEUHE.
Crora 3ak/by4dyjeMo z1a je reopuja TN HELIPOTUBPEYHA.

NEMA 2

Ako je Teopuja T HenpoTMBpedHa, OHAZA NOCTOju HheHa gonyHa 7', koja je Takohe
HENpOTUBpEYHa 1 3a Kojy Baxkm: ako je A(z) dopmyna ca camo jegHom cnobogHOM
NPOMEH/BUBOM, NPOMEHIBUBOM T, U ako je dopmyna —VaxA(z) Teopema Teopuje T,
oHAa y Toj Teopuju 7' noctoju Tepm ¢, Takas Aa je dopmyna —AY Teopema Te Teopuje.
NOKA3

3a nocmarpaHy Henporuspedny teopujy T Has je3ukom J y3MHMO HEKH
HU3 HOBUX KOHCTAHTH Cj, ..., Cp, ... KOj& He TMPUMIajy J U HAIPABAMO
jesuk Jo = J U{c1, ..., Cn,...}. 3arum, na Hauuu onucan y lMpumepy 1
HAMpaBUMO Teopujy TN Hal Jp, KOja je JomyHa mocMarpane reopuje 7 .
Ha ocuosy jsesa (2) NEME 1, uMamo Ja je teopuja TN HELPOTUBPEUHA.
[Mokaxkumo ja Teopuja TN uma rpaxeny ocobuny. Haumme, cBaka ¢op-
myna A(x) Koja uma camo jegHy CJ000AHY OPOMEH/bUBY, TPOMEHIbUBY
x, je jenna oz dbopmyiia u3 Harer Hu3a dopmyna F,(z;, ), n € {1,2,...},
HampassbeHor y MNpumepy 1, 1j. A(x) je Fj(z;,) 3a vexo | u3 {1,2,...}.
Hakue, ako 3a Teopujy Tn umamo ma je —(Vr;, Fi(x;,)) mena teopema,
oHma y TN BaxKu:

F ﬁ(V{E”E(ZE”)) u
Fre 7(Va;, Fi(zi,)) = —Fi(cj,) xao meHa akcuoMma, akcuoma (AK)),

na u3 Tux reopema, 1o neny (3) 3apatka 4 (Tj. OpuMeHOM IpaBuIIa
MP), nobujamo Fr —Fi(c;,). Hdaxie, KoucTanTa ¢j, je TpaskKeHu T€pM
t Takas ma je dopmysna ~AY teopema te reopuje Ti.
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2.3.2 Mogaenu Teopuja nNpBOr peaa

Y omemky 1.2.1 medwnmcaan CMO mojaM MOAENa 3a jemaH CKym ' mpeamKaTCKux
dopmysa va nekum jesukom J. Cana hiemo taj nojam Kopucruru ga 6ucmo gedu-
HUCAJIM MOJEJ 3a Teopujy upsor pega. Haume, cBaka Teopuja LPBOr peia Has,
HekuM je3ukom J ozapebhena je cBojum akcumomama. 3aro he momen 3a reopujy T
6utn oma maTepnperanuja I, = (Z,2) = ((S,17),1) koja je Momen 3a ckym dbopmya
cauurbeH of akcuoma Te reopuje T. [lakie, momen 3a Teopujy 7 mpBOr pea Ha
nekuM jesuxom J je cpaka mnrepuperanuja I, = (Z,1)=((S,17),1) y xojoj cy cBe
axcuome Te Teopuje 7 uctmaure. Mogen I,=(Z,1)=((S,17),1) 3a Teopujy T npsor
pena je mpebpojuB MOIET aKO je HOCAd MOJENA je3uka J, CKyIl S, mpedpojus.

Y HapeaHOM mpuMepy MokazaheMo Kako J1a 3a CBAKy HENPOTHUBPEYHY TEOPU]Y
T naz jesuxkom J HAOpaBUMO jeliaH, Ja Kaxkemo, moceban mouen Ly = (S, Ir)
wenor jesuka J. Mogen Zr = (S, Ir) je cuenududan 1mo Tome ImTo Cy €JIeMeHTH
bErOBOI HOCA4a, CKYyIIa ST, 3aTBOPEHU TEPMU jeiHe J0ILyHe Jare reopuje T, reopuje
To nanpassbere kao y [Mpumepy 1 u3 2.3.1.

Mpumep 2 TlocmarpajMo MPOU3BOJHHY HEIPOTUBPEUYHY TeOpHjy 7 Has,
mekuM jesukom J. IIpBo medunummo jeano npommpene je3uka J HO-
BUM MHJUBUILYAJHUM KOHCTAHTAMA C1, ..., Cp, ..., je3uK Jo. (Ilomcerumo
ce Ja TO 3HAYM Ja je3unu J U Jy UMajy HCTe CKyIOBE PeJIallijCKuX
u ouepauujckux cumbona.) Haswe, neka cy reopuje To u TN goiyHe
teopuje 7 uampas/beHe Kao y [Mpumepy 1 u3 2.3.1: 7j je reopuja Hasz
jesmkom Jp 4mje akcmome Cy akcmome Teopwmje 7; u TN je Teopwmja Ha.
jesukroM Jp KOja OCHM aKCHOMa 7 MMa U OBEe aKCHOME:

(AK,) ~(Vai, Fu(zi,)) = —Fnlcj,), ne{l1,2,.}

rue cy, napasuo, Fy, (x;,) dopmyse u3 nuza dopmyia ca jeanom ciaobol-
HOM HpoMeHsbuBOM Jiecpunucanor y [Npumepy 1 u unauBuyasHe KOH-
cramre ¢j,, n € {1,2, ...} cy u3abpaue u3 ckyma {ci, ..., Cp, ...} Ha HAUUH
omucan y Tom npumepy. Ha ocHoBy zena (2) JIEME 1 u3 ozebka 2.3.1,
UMaMO J1a je TeopHja TN HENPOTUBPEYHA. 3aTO0, Ha OCHOBY TEOPEME 2 u3
HCTOr O/IEJbKA, Teopuja TN MMa MOTIYHO HEIPOTUBPEYHO IMPOLIUPEHE,
reopujy Tr-

Kopucrehu reopuje Ty , Tn u T mHampasuhemo mozmen Zy = (S7,IT)
jesuka Jy (a tume u J). Hocau ror mozena, ckyun Sy, je cKyu cBux
3aTBOpPeHUX Tepama reopuje To, Tj. CKyll CBUX Tepama reopuje To Koju
He cajpzke npomensbuBe. Jlakie, eleMeHTrn HOCada HamIer Mojaesa Ly cy
CBEe KOHCTaHTe je3nka Jp M TePMH KOjH Ce I'pajie IOMONY oneparjcKux
cumboia jesuka Jo (1j. J) u 3arBopenux Tepama reopuje To. Ipyru geo
mozena Ly, dyaknuja I, CIMKa KOHCTAHTE, OIEPAIHjCKe U PeIAIIjCKe
cumboJie jesuka Jy y HEKe, PeJoM, ejleMeHTe CKylla S, ouepauuje u
penanuje HaJ eleMeHTuMa TOr ckymna. Ta dyukmmja I medunuie ce
Ha cjenehn Haum:

(1) 3a cBaky uHAMBUIYAJHY KOHCTaHTy ¢ jesuka Jy enemenr Ir(c) je
TEpM € U3 CKyIa S, Tj. DAl Ta UCTa KOHCTAHTA, C;
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(2) 3a cBakm omepamujcku cumbon f jesmka Jy myxkuue n, Ir(f) je
ouepanyja fr, fr: 87— S7, Koja je sedunucana opako: 3a CBaKH ejle-
ment (ti,...,tn) ckyma S

fr(tr, i tn) =def ft1, ..., tn),

Tj. 3a NPOU3BOJ/bHE €JIEMEHTE 11, ..., t, HOCa4Ya Sy (IOICETUMO ce Ia Cy
TO 3aTBOpEeHU TepMmu Teopuje Tp) pesyiarar onepaumje fr(ti,...,t,) je
enement f(ty,...,t,) u3 S7, KOju je y cTBapu 3aTBOpHU TEpM Teopuje To
HalpaB/beH oJ bam Tor ouepauujckor cumbona f u3 jesuka Jy U THX
3aTBOPEHUX TepaMa ti, ...,Tn;

(3) 3a cBakm pemamujcku cumbon p jesmxa Jo nyxmue m, Ir(p) je
penanuja pr ayxume m Ha ckyny S, pr € ST, nedunucana osaxo:
3a cBakm ejaeMeHtT (ti,...,tn,) cKyma ST

pr(ti,...stm) =1 akko mo med. b1z p(t1, ..., tm).
Ha oBaj maunu cmo, Kopucrehn mary memporuwBpedny Teopujy T HaI
jesukoMm J W HEKe HOBE WHIWBUIYAJIHE KOHCTAHTE C1, ..., Cn, ..., JeDUHI-
camu jenan mozen jesuka Jo = J U {cy, ..., cp, ...} (a TME U jesuka J),
MoOzeJ1 IT = (ST, IT).

Ucrakaumo 1a ce Kopucrehn Omao Kojy HEMpOTHUBpEUYHY TeOpHjy T HaJ HEKAM
jesukom J, Moxke HampasuTu Momea Tor jesuka Zr = (S, I7) u3 Mpumepa 2. ¥V
HapeaHoj Teopemu, TEOPEMU 3, moka3ahemo 1 3a MPOU3BOJbHY HEIPOTHBPEIHY
reopujy T BaxKu: CBaka uHTEpIperanuja ca mouesnom Ly = (St, I1), Tj. cBaka uH-
repuperaiyja I, = (Z7,1), je Mmozen reopuje T, u To theH npebpojus Mozes. Ilpe
TOra MOKaXKMMO HeKe OCOOWHE jelHe HempOTUBpedHe Teopuje T W WHTEpIpeTaly]ja
Ir, = (IT7 Z)'

3apatak 6 Heka je 7 mpou3sBo/bHA HEIPOTUBPEUHA TEOPHUja HAJT HEKUM
jesukom J. Jesuk Jy je JU{c1,...,Cpn, ...}, TAE CY €1, ..., Cp, ... HOBE UHIU-
BH/IyaJIHe KOHCTaHTe Koje He npumaznajy J. Teopuje To u TN cy Teopuje
HaJL, je3ukoM Jy HampasibeHe 3a reopujy T Kao y lpumepy 1. Teopuja
T je IOTIYHO HEIPOTUBPEYHO HpOLIUpebe Teopuje TN, Koje IIoCToju Ha
OoCHOBY TEOPEME 2 u3 2.3.1. IlocmaTpamMo Tpom3BO/bHY HHTEPIIPETAIIN]Y
Ir,=(Z7,2)=((St,I7),2), rue je (St, I[T) monen jesuka Jy HampaB/beH,
kopucrehu reopujy T, kao y MMpumepy 2. TTokaxkumo Ja 3a 1POU3BOJHHY
pevenuny VrA reopuje Ty Baxu:

(1) IT,(VzA) = 1 akko 3a cse t € St Baxu IT,(A7) = 1,
(2) b7y VA axxo 3a cse t € ST axu b7 Af.

(1) Axo je dopmysa A pedenuna, oHJa OUUIVIELHO BazKK OBa 0CODUHA.
[MTornemajmo 3aro ciaydaj Kaga dopmyna A uuje pedenuna. Taga, Kako
je Vx A pedenuna, dopmyia A uma camo jemHy CI0DOIHY MPOMEHJbUBY.
Buaun, popmyna A je jemra on dopmysia ca jeIHOM CIOOOTHOM TPOMEH-
JbMBOM M3 HM3a KOju je Halupass/beH kao y [lpumepy 1 u3 oxespka 2.3.1,
dbopmyna Fi(x;, ), 3ameko [ u3 {1,2,...} j. VzA je bopmyna Va;, Fi(z;,).
Ha ocuoBy nedununmje Bpennoctu hOpMyIie y HHTEPIPETAINjA TMAMO:
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IT,(VzA) =1 akko 3a cBe 7: V — S, ) ~, @ Baxu I1,(A) = 1.

To 3raum ma 3a OWJIO KOjy M-WHTEPIPETAIHN]Y 7, J 4 ¢, Tj. 3a OUIO KOjy
BpenHoct j(x) u3 Hocada Sy umamo Ir,(A) = 1. ¥ momeny Zr Hocad
ST je ckyn 3aTBOpeHHX Tepama Ha je3uky Jo, na je j(x) yBek HeKu 3ar-
BOpeHU TepM HA jesuxy Jo, Tj. 3a cBe J 2y ¢ Baxu: I1,(A) = ITZ(A;”(E)).
Haxkie,

Ir,(VxA) =1 akko 3a cBe 7: V — S, J ™2, 1 BaXKu ITZ(Af(w)) =1,

a Kako [-MHTEPIPeTalujaMa J, J ~, 2, BpeaHoct j(x) Moxe Ouru GUIIo
KOju €JIEMEHT U3 S, TO UMaMO:

It,(VxA) = 1 akko 3a cBe t € St Baxku I, (AY) = 1.

(2) Axo je b7 VzA, onna ce nokasyje, kao y jokasy JIEME 1 u3 2.1.2,
J1a 3a cBe Tepme caoboaue 3a &y popmynn A, 1a THME U 33 CBE TEpMe
t u3 ckyma St, Baxm: b7 A7. Tlokarkumo jorr ga ako 3a cse t € St
jecre b7 AY, onna Mopa na je b7. VzA. Hmamo apa ciydaja. Ako
je dopmymna A peuennra, oumga je AY mpocto dopmyna A u jacHo je
Aa saxu bre VoA, Iorneajmo cana ciyvaj xkata dopmyna A nuje
peuennna. Tana, kao u y nemy (1) dbopmyna A je bopmyna Fi(z;,), 3a
ueko | u3 {1,2,...}, 1j. pedennna VzA je peuenmna Vz; Fi(x; ). Iper-
nocTaBuMo M@ muje 1. VrA, Tj. mwuje 1. Vi, Fi(z;,). Tama, nomTo
je reopmja T mornyma, paxku b7 (Vi Fi(z;,)). Jom nvamo ma je
—(Vay, Fi(x;,))=—Fi(cj,) axcuoma reopuje T, ua 3aro no zery (3) 3a-
Aatka 4 u3 2.3.1 jobujamo F7- —Fi(cj,). A Kako je Ty neuporuspeuna,
T0 onna nuje Fre Fi(cj, ), tj. nuje s A’C”jl. Anm To je cymporHO mo-
JIA3HOj IPETIOCTABIM jep je KOHCTaHTa Cj,, Kao jeJaH 3aTBOPEHU TepM
Ha je3uky Jo, emement ckyma S7. /lakie, mopa ourum FT;IVJJA.

TEOPEMA 3

Csaka HenpoTuBpe4Ha Teopuja npeor pega 7 uma npebpojus mogen.

JOKA3
[TocmarpajMo LPOU3BOJbHY HELPOTUBPEYHY TEOPUjy LPBOr pena T Hal
garum jesukom J. IIpaBumo jemso mpommpeme je3uka J, je3uxk Jo,
Jo = JU{c1, ... Cn, ...}, TOE CY €1, ..y Cpy ... HOBE UHIWBUIYATHE KOH-
cTaHTe, Koje He mpunaaajy J. llocmarpamo mpon3BoO/bHY HHTEPIPETAIIH-
iy Irv=Z7,2)=((S1, I1),1), e je (St,Ir) moznen jesuka Jy Hampas-
speH, kopucrehn reopujy 7 u oxrosapajyhe reopuje Ty, Tn u Ty, Kao y
Mpumepy 2.
[Tokazahemo na je unrepnperanmja I, = (Z1,1) = ((S7,I7),) jenan
MoJiest 3a reopujy 7. YV crBapu, To hiemo noburu Kao mocaeauity ciaegeher
cBOjCTBa: 3a CBaKy peuenwuily F reopuje T Bakwu
unrepuperanuja I, je mogen 3a F akko je F' reopema reopuje T (*)
Tj. ((St,I7),s) EF AKKO b7 F

EBo kako y3 nomoh csojcrsa (*) mobujamo aa je I, mouen 3a reopujy
T, Tj. ma je cBaka akcmoma teopuje T wcrtuHUTa Y IT,.
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3a cBaky akcuomy A rmeopuje T BaxKu Ja je oHa TeopeMma Te Teopuje,
a rako u reopema reopuje Ty (kao jeanne mouyne 7). Ownua je, na oc-
HoBy aena (7) 3apatka 4 u3 2.3.1, u 3arBopeme re akcuome A reopema
teopuje To. Kako je T mpommpeme teopuje Tn (a tume u 7p) umamo
112 je 3aTBOpeme akcuoMme A reopema u reopuje Tyi. Camga Kopucrumo
cBojcrso (*), koje nam saje sa je 3arBopeme akcuome A UCTUHUTO y
unrepuperanuju Ir,. Ha kpajy, ma ocaoBy 3agatka 1 u3 1.2.2, no6u-
jamo na je onma u akcuoma A ucrunura y uarepuperanuju [7,. 3Hauu,
Ir, = (S, I7),1) jecre moaen 3a namy Teopujy 7. U jour, Kako je ckym
S, Kao jeman ckymn tepaMa, npebpojus (Ha ocuoBy 3agatka 3 u3 2.3.1),
10 je I, = ((ST, I7),?) jenan upebpojus Moaes 3a Teopujy 7 .

Ocraje nam jour na gokaxkemo HaseneHo cBojcrBo (¥). lokas he Guru
MHIYKIHJOM IO CJIOYKEHOCTH pedenwure F', OMHOCHO 1o Opojy n, Koju je
30up Opoja JTOrmYKuX Be3HHKA 1 Opoja KBaHTU(DHUKATOPA y pedeHuru F.
Baza manykmuje, n = 0. Pedenuna F' Hema JIOTUYKAX BE3HWKA HUTH
kBanTudukaropa. @opmyna F ue moxe Obutu |, ma je F' Heka eje-
meHTapha Gopmyiia p(t, ..., by, ), 38 HEKK pejanujcku cuMb0IL p Jly2KuHe
m W HEeKe TepMe 0e3 MPOMEH/bUBHX 11, ...,t,,. Ha ocHOBy medununuje
unrepnperamyje I, = (Ir,1) umamo:

I (F) = It (p(t1, s tm)) = pr(t1, oy t) = 1 axxo b= p(te, .o tim),
Tj. unrepuperanuja I, je mozein 3a F akko je F' reopema reopuje T

WNunykuujeka upernocraska: ocobuna (*) Baxu 3a cBaky pedenuny F
KOja MIMa Mambe OJl 1 JJOTMYKUX BE3HUKA W KBAHTU(DHUKATOPA.

Hoka3 ma (*) Baxku 3a pedenuny F' ca n Be3HuKa U KBaHTHU(DUKATODA.

[Tocmarpajmo pedenniry F' Koja mma n JIOTHIKUX BE3HUKA 1 KBAHTU(DUKA-
topa. Pedennna F' moxke umary jeman of caeaehux obnka:

ANB, AV B, A= B, VA Wi JxA.
[Ipumerumo ma ako F' uma jeman oz mpsa Tpu 0OJMKa, OHAA Cy U (op-
myne A u B pedenurie; a ako je obsnmka Ve A wnu Jx A, onga dopmyna
A uma HajBulie jesHy Ca000JHY IIPOMEH/bUBY, HpoMeH/buBy . Ho Oe3
063upa Koju of meT HaBeAeHuX obyimKa mMma (popmyna F' mere mordop-
myne A u B umajy 6ap jelaH Be3HUK i KBaHTU(DUKATOP Marbe o1 F)
a, aKO Cy PEYEHUIIE, 33 HUX BAYKU WHIYKIIA]CKA MPETIOCTABKA!

unrepuperanyja I, je moznen 3a A akko je A reopema reopuje T

u uHTepnperanuja I, je Mozen 3a B akko je B reopema reopuje T.

< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka A A B.

Nmamo ciienehe:
unTepnperanuja I, je momen 3a A A B

akko I, (AAB)=1
akko  min(Ir,(A), IT,(B)) =
akko I, (A) =1wu I1,(B)

, ned. Bp. GOpM. y UHT.

1
1
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AKKO I, je monen 3a A u I, je moses 3a B

akko  F7+ A m b B, HUHJYK. IPeT.

akko k7. AN B, neo (1) 3apatka 4 u3 2.3.1.
Jakje, narepnperanuja I, je momen 3a A A B akko je Fr AN B.

< IIpernocrasumo aa je popmyna F obiuka AV B.

Nwmamo cienehe:
unTepnperanuja I, Huje momaesa 3a AV B

akko I, (AV B) =0
akko  max(I1,(A), I+,(B)) =0, ned. Bp. dopm. y unT.
akko I (A)=0wu I1,(B)=0

akko Iy, uuje mozen 3a A u I, Huje mozen 3a B

aKKO Hyje Frx A u Huje br: B, WHIYK. TIPET.

akko  bF7e-A  m b 2B, jep je T noruyna

akko  F7. 2AA B, zeo (1) 3apaTka 4 u3 2.3.1

akko b7 -(AV B), neo (4) 3agatka 4 u3 2.3.1
jep je 7 (~AA-B) & (~(AV B))

akko  muje F7. AV B, jep je T HeupoTHBpedHA.

Haxune, unrepuperauuja I, je monen 3a AV B akko je b7 AV B.

< IIpermocraBumo 1a je dpopmyra F obauka A = B.

Nmamo ciienehe:
unrepnperanuja I, nuje momen 3a A= B

akko I (A=B)=0

akko Iy, (A)=1wu I (B) =0, ned. Bp. dopMm. y uHT.

akko I, je momen 3a A u I, Huje momen 3a B

akko k7. A wwuuje b7 B, MHJYK. IPeT.

akko b7+ A m br: B, jep je TX normyna

akko  F7: AA-B, neo (1) 3agaTtka 4 u3 2.3.1

akko b7 -(A = B), neo (4) 3agatka 4 u3 2.3.1
jep je b1z =(A= B) & (AN -B)

akko  muje F7: A= B, jep je TN HelpoTHBpedHA.

Jlakge, narepnperanuja I, je monen 3a A = B akko je Fre A= B.

< IIpernocrasumo ga je dpopmya F obiuka VrA.

Nmamo ciienehe:
uaTepnperanuja I, je moxen 3a Ve A
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akko I, (VzA) =1

aKko 3a cBaku tepM t € ST: IT,(A7) =1, neo (1) 3apatka 6
aKkko 3a cBaku TepM ¢ € St b7 A7, WHJI. TIPeT. 3a pedeH. AY
akko b7 VA, neo (2) 3agatka 6.

Jakje, narepnperanuja I, je momen 3a VrA akko je FT;I VzA.

< IlpermocraBumo 1a je dpopmyna F obauka JxA.

IIpBo mpumerumo ma 3a dopmyre JzA u ~Vr—A

Ha OcHOBY 3agaTtka b u3 1.2.2 Baxu:

A= —Va-A, 1j. Ir,(32A) =1 akko I, (—Vz—A) =1 (o1)

a ua ocuoBy [lpumepa 6 u3z 2.1.1, u 3agataka 1 u gena (4) 3apataka 4
u3 2.3.1 Baxu:

Fr: JrA & —Vo-A, 1j. b7z 3rA akko brx —Va—-A (02).
3aro umamo:

uHrepuperanuja I, Huje mouen 3a JrA
akko I, (3zA) =0

akko I, (=Vz—A) =0, (ol)

akko I, (Vz—A) =1, ned. Bp. dopM. y uHT.
akko b7 Va—A, no cayd.: F je obmmka VrA
akko  Huje 7. —Va—A, jep je T3 menporuspedHa,
akko  muje b7 JrA, (02).

Haxune, unrepuperauuja I, je monen 3a 3rA akko je b7 JrA.

2.3.3 Jom Heke ocoOmHE Teopuja IMPBOT peaa

TEOPEMA 4

Teopuja npeor pega je HEMPOTMBPEYHA akO M CaMO akO Ta TEOPKja MMA MOZEI.

AOKA3
[Mocmarpajmo Heky Teopujy 7 y okBupy cucrema K npeuKaTcKe JOruKe.
Axo je Teopuja T HemporuBpedHa, OHJIA, HA OCHOBY TEOPEME 3 u3 oe-
mbKa 2.3.2, ta reopuja mma monen, mogen I+, = (Zr,1) = ((St,I71),1).
[IpermocraBumo caja Jda Teopuja 7 WMa jeJaH MOJEN, HEKY WHTepIIpe-
raujy I, = (Z,1). Y Toj unrepuperanuju I, cBe akcuome teopuje T cy
UCTUHWTE, 1A 32 HeKY heHy akcuomy A umamo I,(A)=1. Ako 6u reopuja
T Ouiia nporuBpedHa, oHJa Ou MPoM3BObHA (DOPMYJIA, HA IPUMED He-
raupja akcuome A, dopmysna —A, Ouia reopema te rTeopuje. To Ou
3HAYUJIO Ja TOCTOju JoKa3 dopmysie A y Teopuju T y drjeM KOpeHy je
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dopmysa ~A. Popmy/ie Ha JUCTOBUMA TOI' I0KA3a Cy aKCUOME, KOje Cy
ucrunure y unrepuperanuju I,. Cse ocrase mwerose dopmyse jodbujene
Cy IOYeB OJ TUX aKCHOMA, Ka0 3aKJbydly IpaBuia u3sohewa M P nmm
Gen, Te cy ucrunure y I,, jep Ta npasujia dyBajy UCTUHUTOCT (Ha OC-
HOBY TEOPEME 2 (TEOPEME M P) u TEOPEME 3 (TEOPEME Gen) m3 1.2.2).
Hakue, rana 6u Baxuno u I,(-A)=1. Bnauu, paxuno 6u I,(A)=1u
I,(mA)=1, wro je, ma ocroBy nedununuje BpearocTu HOPMyNE y MH-
repuperaiyju, nemoryhe. 3aro Teopuja T Mopa 6urTH HENPOTUBPEYHA.

TEOPEMA 5
Ako Teopuja npsor peaa 7 nma mogen, oHpa teopuja 7 uma n npebpojus mogen.

[IOKA3
Axo Teopuja T uma momen, oHJa je, Ha oCHOBY TEOPEME 4, Ta Teopuja T

menporuspedna. /lakse, Ha ocnoBy TEOPEME 3 u3 oesbka 2.3.2, Teopuja
T, Kao jejHa HEIPOTUBPEYHA TEOPHUjA, UMA IPEOPOJUB MOLIEII.

2.4 IloronyHOCT u ipyre 0COOMHE MPEINKATCKE JIOTUKE

2.4.1 IlormyHOCT IpenuKaTCKe JIOTUKE

Cernmo ce 12 3a HajBaxkHuje hopMmyse ceMaHTHKe MCKa3He JIOTUKe, TayTOJIOoruje, 1
3a TeOpeMe Te JIOTWKE, BarKH:

ncka3ua ¢gopmyna F' je reopema nCKa3He JIOTHKE aKKO je F' Tayrosoruja.
Y ceMaHTHUIM IIPEIMKATCKe JIOTMKE TJIABHY YJIOrYy MMajy BajbaHe (OpMyIe, ma ce
namehe nurame 7@ jiu 3a BasbaHe (popMysie U TeOpeMme NPeIUKATCKE JIOTUKE BarKh
ucra Be3a? Oarosop je: JIA. Y oBoM omesbKy hiemo TO mokasarw, Tj. mokazahemo:
dopmyna F' je Teopema IpesuKaTCKe JOTHKE aKO U caMoO ako je F' BasbaHa Gpopmysa
OJTHOCHO, 3a CBaKy (opmyny F' npegukarcke JOTHKE BaXKH:

F F ako u camo ako = F.
Kao u y ucka3moj jorumum, ocobuny:
akoje HF, ommaje EF
Tj. ako je dhopmysa F Teopema mpenwkaTcke JIOTHKe, OHIA je F' u BasbaHa HopMmyIia,
Ha3MBAMO BaJbaHOCT, a OCODMHA
akoje EF, ommaje FF
Tj. ako je dopmysna F Baspana dopmyna, oHza je F' u Teopema MpeaInKaTcKe JIOTHKE,
je TOTIYHOCT, Tj. HOTIYHOCT y y’K€M CMHUCIY.

Ioka3 ocobune BapaHOCTU 33 LIPEAUKATCKY JIOTUKY jé AHAJIOrAH J0Ka3y Te 0CO-
GuHe 3a MCKa3Hy JIOTWKY (Buaern TEOPEMY 5 u3 omesbKa 3.2.5 y [3]).



108 I'JIABA 2. TEOPUJE IIPBOT PEJA

TEOPEMA 1 (BAJbAHOCT)
Ako je cpopmyna F' Teopema npenmnkaTcke noruke, oHpa je F' n BasbaHa cdopmyna.

[JOKA3
Y oBOM [I0Ka3y MpPeIuKaTCKy JOruky hemo mpemcraButu cucremom K.

(1) IIpBo je mOTPE6GHO MOKA3ATH Ja Cy CBE aKCHOME cucTeMa K, aKCHoMe
(A1) — (A14), Baspane dbopmyie. ckopucruliemo 3agatak 3 u3 ozesbKa
2.2.3 y [3] y xoMme je 3a mecer ucKa3HuX (HOPMYJIa MOKA3AHO Ja Cy Tay-
rosioruje. Hamme, caka oxn akcuoma (Al) — (A10) cucrema K nobuja
ce o jemme on Tux (PopMyJia HA HAYUH OIMUCAH Y HAIIEM O/esbKy 1.2.2,
Tj. 3aMEHOM HCKA3HUX CJIOBA Te (HOpMy/e HEKUM MpEeauKaATCKuM (hop-
mysama. Kako cy te mckasue (opmysie TayTosIoruje, TO Ha, OCHOBY TEO-
PEME 1 u3 ozesbka 1.2.2 nobujamo na cy akcuome (Al) — (A10)) cucrema
K Basbane dopmyite. Haswe, y opesky 1.2.2, 3agatky 6 u genosuma (3)
u (2) 3apatka 9, nokasanu cmo aa cy u akcuome (All) — (Al4) samane
dopmyJie. Jdakie, cBe akcuome cucrema K cy Basbane Gpopmy.Jie.

(2) ¥V ouespky 1.2.2 nokasasu cmo TEOPEMY 2 (TEOPEMY M P), KOja Ham
mokasyje Ja mpasuyio MP wqyBa CBOjCTBO Ba/baHOCTH, Tj. Ja BaXKMU: aKO
cy A u A= B Bamane dopmyie, ouna je u B Bajbana dopmysa; u
TEOPEMY 3 (TEOPEMY Gen), KOje HaM IOKa3dyje Ja npasuio Gen 4dyBa
CBOjCTBO BaJbaHOCTH, Tj. Ja Baxku: ako je A Baspana ¢dpopmyJia, OHIA je
u Vx A Basbana dpopmyJia.

W3 oBux pesymrara cienu ocobmra BasbanocTu. Hamme, ako je dopmyiia
F reopema npemukarcke Jjioruke, tj. cucrema K, OHIA y TOM CHCTEMY
[OCTOjU JI0KA3 y ODJIMKY JIpBETa HA YUjUM JIMCTOBHMA, CY AKCHOME CHC-
tema K, a y CBUM OCTaJIMM YBOPOBUMA Cy 3ak/bydurny uau M P unu Gen.
13 (1) umamo Ja Cy Ha CBUM JIMCTOBUMA TOT JIpBeTa BajbaHe (Ghopmyie,
au3 (2) ga cy ¥ y CBUM OCTaJIuM 4BOpOBUMA Basbane dopmyie. lakie,
y CBAM 9YBOPOBHMA, /T0Ka3a (popmysie F' cy Babane dpopmysie, na u Gpop-
MyJIa Y BEeroBoM Kopeny, dopmysia F. 3akibydyjeMo Jla CBaKa Teopema
[PEMKATCKE JIOPHKE MOPa OUTH Bajbana GOPMYIIa, Tj. /1 BaXKM:

akoje +HF, ommaje EF.
¢

Ocraje jomr ma mokaxkemo 13 Baku ocobmua mormyHoctu. [Ipmmermmo ma je
JTOBOJHHO Ty OCODWMHY JOKA3aTH 3a pedeHwure jep cmo y 3agatky 1 w3 1.2.2 u 3agaTtky
6 u3 2.1.2 nokazasu penoM Ja 3a upeaukarcke gopmyse Baxe ciejehe ocobune:

(1) dopmyna F je Baspana akko je BEHO 3aTBOperbe BasbaHa hopmyiia;

(2) dopmyna F je reopeMa akKoO je HEHO 3aTBOPEHE TEOpeMa.

TEOPEMA 2 (MOTNYHOCT)
Ako je cpopmyna F' BasbaHa, oHpa je chopmyna F' n Teopema npepgmkaTcke JIOrnke.

[OKA3
VY moka3y 0coOMHE MOTIIYHOCTH MPEIUKATCKY JIOTUKY NeMO MpeICTaBuTH

cucremom K. Ha ocnoBy nasenenux ocobuna (1) u (2) moxkemo ua noc-
MarpaMo BasbaHy dopmynry F koja je pedenmma. Ilorpebuo je moka-
3aTHu g je pedeHuiia I Teopema npeamkarcke joruke. IIpermocraBumMo
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CynpoTHO, Jia pedenuna F' nuje reopema cucrema K. Tana, ako momamo
dopmyny —F akcuomama cucrema K, mobujamo reopujy K' xoja je, na
ocHoBy TEOPEME 1 u3 ozespka 2.3.1, menporuspeuna. lakse, reopuja
K', ma ocmoBy TEOPEME 3 m3 ozme/bKa 2.3.2, mMa MOJE, HEKY HHTEp-
nperaryjy I, = (Zxs,1) = ((Skr, Ixr),t). Kako je ~F akcuoma reopuje
K’ ona je ucrunura y roj unrepuperauuju Ic/,, a ¢ Apyre crpaie u pe-
qenuria F', kao BasbaHa (GpopMyiia, je HCTUHUTA y TO] WHTEPIPETAIU]jH.
Suaum, 1006mu cMo ga cy u —F u F ucrunure y unrepuperanuju I,
mTo je, mo Aedununuju BpegrHocTr hOpMyJe y WHTEPIPETAIUjd, HEMO-
ryhe. 3aro 3akmydyjemo, peuenuria F' Mopa 6utu Teopema cucrema K.

2.4.2 HenpoTuBpe4YHOCT NPEANKATCKE JIOTUKE

Uckazua soruka je menporuspedna. Ocobuna g je cBaka reopeMa UCKAa3HE JIOTUKE
U TayTOJIOrHMja KOPUCTHU Ce y J0Ka3y HEIPOTUBPEYHOCTH UCKA3HE JIoruKe (BUIETH
TEOPEMY 15 u3 onesbka 3.2.6 y [3]).

U mpeankaTcKa JIOTHKA je HEMPOTUBPEYHA, a Y JOKA3UBAY TOT CBOjCTBA KIbY THA
je ocobuHa Ja je cBaka TeopeMa BasbaHa popmyna. Expusamenrnoct cucrema N u
K npemukarcke jioruke Ham omoryhasa Jja 0COOMHY HENPOTUBPEYHOCTH ITOKAXKEMO
caMo 3a jeaH Of IUX, HA mpuMep cucrem K.

TEOPEMA 3

Cucrtem npepukatcke soruke K cy HenpoTuspeydaH.

JOKA3
Axo 6u cucrem K 6wo mpormspedaH, onga Ou npousBosbHa dhopmya F
7 WeHa Heramnmja, dpopmyna —F, OGue Teopeme TOr CHCTEMa, a THUME,
Ha OCHOBY TEOPEME 1, m Bajbane opmysie, IITO je, 1m0 AedUHUIN]H
BpeHOCTU (popMyJie y mHTeplperanuju, nemoryhe. 3akipydyjemo na je
cucrem K HEMpOTHBpPEYaH.

&

Uckasua joruka uma joll jeqHy BaykKHy OCOOUHY, OHA je OJjIyumBa (BuUIETH
TEOPEMY 14 u3 ogeska 3.2.6 y [3]). Hamme, nornyHocr uckasne JIOIMKe U IOC-
TOjambe ePEeKTUBHUX IMOCTYIIAKa OfpehuBama J1a U je HeKa (POPMYJIa TayTOJIOTH]ja
(ma mpumep, Merona unnthema (BugeTn onesbak 2.2.3 y [3])) aajy edekrusan nocry-
IaK KOjUM 3a CBaKy MCKa3Hy (POPMYILY MOXKEMO JIa YTBPAUMO J1a JIA je TeopeMa HJIH
Huje. Y IPEeIVKaTCKOj JIOTUIM TTaK, He MOCTOju e(eKTUBHU MOCTymakK 3a, oapehu-
Bambe JIa JIM je HeKa npeiukarcka gpopmysra Basbana gopmysa. OBze camo pernumo,
6€e3 JI0Ka3a TOI CBOjCTBA, /1A MPEJUKATCKA JIOMMKA HUje OJIJIy YrBa.
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