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1

Uvod

Teoreme saglasnosti, potpunosti, kompaktnosti, odluivosti, Kregova interpolaciona
teorema, Robinsonova teorema neprotivre¢nosti za zadatu aksiomatizaciju i klasu
modela neke logike odreduju najvaznija svojstva te logike i omogucuju njeno dublje
proucavanje i uspesnu primenu. Ovaj rad rezultat je ispitivanja pomenutih svojstava
za iskazne verovatnosne logike.

Iskazne verovatnosne logike predstavljaju konzervativna raSirenja klasicnog is-
kaznog raguna pogodna za formalizaciju stepena verovanja u iskaz (verovatnoce
iskaza) odnosno opisa stanja znanja. Detaljan opis ovih logika dat je u [10] i [13].
Proucavanje ovih logika znagajno je ne samo za matematicke ve¢ i za ratunarske
nauke.

1.1 Organizacija rada

U poglavlju 2. najpre je dat je pregled najvaznijih osobina Bulovih algebri. Bulove
algebre znacajno mesto zauzimaju kako u matematickoj logici tako i u verovatnodi,
pa je prirodno oéekivati njihov doprinos tamo gde se te dve oblasti prepli¢u. Posebna
paZnja je posveéena merama na Bulovim algebrama. Kona¢no-aditivnhe mere na
poljima skupova detaljno su prouene u [1], odakle su preuzete glavne ideje za
prou¢avanje kona¢no-aditivnih mera na Bulovim algebrama. Rezultat tog prouca-
vanja su tvrdenja iz kojih ¢e proizaéi i najvaznija svojstva iskaznih verovatnosnih
logika ali i predikatske verovatnosne logike prvog reda.

U poglavlju 3. prikazane su iskazne verovatnosne logike LP i LP(n), n € N,
pri Cemu se polazi od rezultata iz [10] i [13]. Za razliku od pomenutih radova, u
kojima se uvodi klasa modela koji podse¢aju na modalne, ovde je posmatrana klasa
takozvanih Bulovih modela koji se sastoje od Bulove algebre i konagno-aditivne
mere na njoj. Ovako uvedena klasa modela, zahvaljujuéi rezultatima poglavlja 2.
omoguéi¢e dokazivanje najpre Robinsonove teoreme neprotivre¢nosti ali i, glavnog
rezultata ovog rada, Kregove interpolacione teoreme. Posto ¢e biti pokazano da
se interpolant moZe naéi samo u proizvoljno ’finoj’ logici LP(n), na kraju ovog
poglavlja, dati su neki algoritmi, za nalazenje interpolanta u LP, pri emu je glavna
inspiracija proistekla iz [4] 1 [5].

U poglavlju 4. u kratkim crtama je prikazana predikatska verovatnosna logika

prvog reda i mogucnost dokazivanja analognih rezultata kao za iskazne verovatnosne
logike.



1.2 Publikovani delovi rada

Neki delovi ovog rada su prihvaceni za Stampanje u [6] i [7].

1.3 Zahvalnost

Veliki doprinos ovom radu, najpre kroz predavanja i razgovore o algebri i logici, a
zatim kroz konkretne zadatke dali su profesor dr Miodrag RaSkovié¢, mentor rada
1 inicijator ovog istraZivanja i profesor dr Radosav Dordevi¢, komentor ovog rada.
Njihove sugestije prisutne su u mnogim delovima rada.

Pored dr Raskoviéa i dr Dordevica, zahvalnost dugujem i profesorima dr Slavisi
Presi¢u, dr Zarku Mijajloviéu i dr Zoranu Ognjanoviéu na ulozenom trudu oko
¢itanja teksta i korisnim primedbama i sugestijama.

Najzad, zelim da se zahvalim i Mariji Stani¢ na pomoé¢i oko kompjuterske obrade
i Stampanja teksta.
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Bulove algebre

Pocetak teorije Bulovih algebri datira od sredine XIX veka sa radovima Dzordza
Bula (George Boole, 1815-1864), koji je u svom 'IstraZivanju zakona misljenja’, ob-
Javljenom 1854. godine u Kembridzu, naveo spisak identiteta koji, kako je rekao,
vladaju zakonima misljenja, imajuéi u vidu sli¢nost izmedu dvoelementne algebre
tatno-netaCno i algebre skupova. Aksiomatizacija Bulovih algebri pojavljuje se
pocetkom XX veka, kada po€inje i izutavanje Bulovih algebri kao klase algebarskih
struktura koja zadovoljava odredene identitete. Danas, zna¢aj Bulovih rezultata
svakako prevazilazi okvire same teorije Bulovih algebri.

2.1 Osnovni pojmovi i rezultati teorije Bulovih algebri

Bulova algebra je svaka algebarska struktura B = (B, +,,—,0,1), sa dve binarne
operacije + 1 - na B, jednom unarnom operacijom — na B i dve konstante 01 1 iz
B takva da za sve z,y,z € B vazi:

r+y+2)=@C+y)+z z-(y-2)=(z-y) 2
T+y=y—+z T Yy=y-x

z+(z-y) =z z-(z+y)=c

- (y+z2)=z-y+z-z z+@y-2)=(z+y) (z+2)
z+(—z)=1 z-(—z)=

U daljem izlaganju, osim ako to posebno ne naglasimo, podrazumevaéemo da u
svakoj Bulovoj algebri vazi i nejednakost 0 # 1.

Za svaku Bulovu algebru B = (B, +, -, —, 0, 1) mozemo definisati binarnu relaciju
< na Bsa: ¢ <y akko -y = z ili ekvivalentno z < y akko z +y = y. Ovako
definisana relacija je poredak na B, u odnosu na koji su 0 i 1, tim redom, najmanji
1 najveci elementi, a z-y i £+ y su infimum i supremum, tim redom, skupa {z,y}.

Ako je B = (B, +,+,—,0,1) Bulova algebra i 4 C B zatvoren za operacije +,
-1 —, skup A je domen nove Bulove algebre A. Algebra A je podalgebra Bulove
algebre B. Octigledno svaka podalgebra od B mora da sadrzi elemente 0,1 € B.

Primeri. Neka je P(X) skup svih podskupova skupa X. Struktura P(X) =
(P(X),u,n,¢, 0, X) je Bulova algebra. Podalgebre ove algebre nazivaju se poljima
ili algebrama skupova.



Ako je X jednoelementni skup, tada P(X) ima dva elementa ) i X koje ozna-

cavamo sa 0 i 1, a skup P(X) sa 2 = {0,1}. Operacije ove Bulove algebre date su
tablicom:

T yjx+y|lrz-y|—x
0 0| O 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

Lako se vidi da je dobijena algebra operacija iskaznog ratuna, koja pri inter-
pretaciji 011 kao tatno i netaéno predstavlja algebru iskaznih operacija: disjunkcije,
konjunkcije i negacije. Inace, algebra 2= (2,+, -, —,0, 1) je, do na izomorfizam jedin-
stvena Bulova algebra sa dva elementa.

Jedan od, moZda, najznacajnijih rezultata u teoriji Bulovih algebri je Stonova

teorema reprezentacije. U strukturnoj teoriji ona u potpunosti karakterise Bulove
algebre. '

Teorema 2.1.1 Svaka Bulova algebra izomorfna je nekom polju skupova.

Prema Stonovoj teoremi sve probleme Bulovih algebri mozemo svesti na probleme
polja skupova, $to nikako ne znaéi da se takvim svodenjem ovi problemi trivij alizuju.
Ipak, u izvesnom smislu, Stonova teorema trivijalizuje aritmetiku Bulovih algebri.

Neka su B = (B, +3,'3,~8,08,18) i C = (C, +¢, ¢, —¢,0¢, 1c) proizvoljne
Bulove algebre. Funkcija f : B — C je homomorfizam Bulovih algebri B i C, ako
zasve 3,y € B, f(z+pY) = f(z)+cf(y), f(z-8Y) = f(2)-cf (), f(—BT) = —cf(z),
f(08) =0c i f(1B) = 1lc. Homomorfizam je saglasan, takode, sa poretkom, tj. za
sve 7,y € B, ako je z <p y, onda je f(z) <¢ f(y). Injektivan homomorfizam je
monomorfizam, sirjektivan homomorfizam je epimorfizam, a bijektivan homomor-
fizam je izomorfizam. Sa B = C ozna¢avamo da su Bulove algebre B i C izomorfne.

Neprazan skup F' C B je filter Bulove algebre B = (B, +,, —, 0, 1) ako za sve
z,y € B vazi:

i) 1eF,
(ii) z € Fiz <y implicira y € F,
(iii) t € Fiy € F impliciraz -y € F.

Filter F' je trivijalan filter ako je F = {1}, a pravi filter ako 0 ¢ F. Ubudude,
pod terminom filter podrazumevaéemo pravi filter. Dakle, predpostavljamo da
svaki filter F' zadovoljava uslov 0 ¢ F. Filter F je ultrafilter Bulove algebre
B = (B,+,,-,0,1) ako zasvako 2 € B,z € F ili -z € F, ali ne oba. Lako
se moze pokazati da je filter F' ultrafilter ako i samo ako je maksimalan, u odnosu
na inkluziju, u kolekeiji svih filtera date Bulove algebre.

Neka je B = (B, +,,—,0,1) proizvoljna Bulova algebra. Relacija ekvivalencije
skupa B saglasna sa operacijama je kongruencija Bulove algebre B. Ako je F filter



Bulove algebre B, lako se proverava da je binarna relacija ~r skupa B definisana
sa

z ~py akko (z+ (=y)) - ((-z) +y) € F

kongruencija algebre B. Za proizvoljno = € B neka je [z]r = {y € B :  ~r y}
klasa ekvivalencije elementa z, a B/F = {[z]r : ¢ € B} koli¢nicki skup u odnosu na
relaciju ~p. Saglasnost operacija Bulove algebre B sa relacijom ~r omogucdava da
na koli¢ni¢kom skupu B/F definiemo strukturu Bulove algebre: za sve z,y € B,

[2lr ® [WlF = [z + ylF, [2]F © lylr = [z - ylp, Olz]r = [—2]F.

Bulovu algebru B/F = (B/F,&,0,6,[0]r, [1]r) u odnosu na ovako definisane
operacije nazivamo koli¢nikom algebre B po filteru F'. Treba primetiti da je [1]p = F
i da je [0]p = {x € B : —z € F}. Trivijalno se pokazuje da je preslikavanje
7 : B — B/F definisano sa 7(z) = [z]r, £ € B homomorfizam koji Eesto nazivamo
kanonskim homomorfizmom. Takode se lako proverava da je B/F = 2 ako i samo
ako je F' ultrafilter Bulove algebre B.

Kako Bulove algebre Cine varijetet, mozemo definisati pojam slobodne Bulove
algebre.

Bulova algebra B = (B, +, -, —, 0, 1) je slobodna nad skupom-X C B ako za svaku
Bulovu algebru C i svako preslikavanje f : X — C, postoji jedinstven homomorfizam
f : B — C koji prosiruje funkciju f. '

Teorema 2.1.2 Neka su B, 1 By slobodne Bulove algebre redom nad skupovima X,

i Xo. Ako su X, 1 X, jednake kardinalnosti Bulove algebre B, ¢ By su izomorfne.

2.2 Iskazni ra¢un i Bulove algebre

Bulove algebre su algebarske strukture nastale iz radova DZorza Bula, koji je pri-
menio algebarske metode u analizi tradicionalnih oblika zakljudivanja. I danas,
mnogi opsti koncepti kojima se bavi matematicka logika mogu se interpretirati i
njihov smisao razumeti u klasi ovih algebarskih struktura. Zato, iako je po svojo]
prirodi teorija Bulovih algebri Eisto algebarska teorija ona se ipak smatra delom
matematicke logike. Mi éemo se zadrzati na vezi izmedu iskaznog racuna i Bulovih
algebri.

Iskazni racun formalizuje deo logike u kojem opravdanost argumentacije zavisi
samo od toga kako su recenice konstruisane, a ne i od njihovog znacenja ili unutrasnje
strukture. U ovom kontekstu irelevantan je njegov smisao. Bitna je samo njegova
struktura u odnosu na logicke veznike.

Skup formula For([) iskaznog racuna, sa skupom iskaznih slova I, ima veoma
bliska svojstva Bulovoj algebri. Implikacija je refleksivna i tranzitivna, a konjunkcija
i disjunkcija imaju sva svojstva bliska binarnim bulovskim operacijama. Medutim,
sam po sebi, skup formula For(J) shvaden kao slobodna algebra nad operacijama
V, A 1 - ipak nije Bulova algebra. Implikacija nije antisimetri¢na, pa nije poredak.
Tek izjednacavanjem ekvivalentnih formula, na koliénic¢koj strukturi dobija se Bulova
algebra.



Za proizvoljne formule iskaznog racuna ¢,y € F or(I), neka je
¢ ~ 1 ako i samo ako F o & Y.

Lako se vidi da je ~ relacija ekvivalencije na skupu For(I) i da za sve @1, ¥2, %1,
1y € For(I) vazi:

(i) ako je ¢ ~ 11, onda je i =y ~ —r;

(ii) ako je @1 ~ ¥y 1 g ~ 1o, onda je i (p1 V 2) ~ (¥ V ), kao 1 (1 A @2) ~
(1 A ).

Neka je za ¢ € For(I), [p] = { € For(I) : ¢ ~ 9} klasa ekvivalencije formule ¢
u odnosu na relaciju ~. Osobine (i) i (ii) omoguéuju nam da na koli¢nickom skupu
B(I) = For(I)] ~= {[¢] : ¢ € For(I)} definiSemo sledece operacije:

[o] + (0] = o V¥, [o] - (W] = [p A 9], —[0] =[]

za proizvoljne ¢, € For(I). Ako stavimo da je 0 = [fA-0] 11 = [0V 0], gde je 0
proizvoljna formula, lako se pokazuje da je B[I] = (B(I),+,-,—,0,1) Bulova alge-
bra. Ova Bulova algebra naziva se Lindenbaumova Bulova algebra iskaznog racuna,
ili samo Lindenbaumova algebra. Ocigledno je Bulova algebra B(I] generisana sa
[I] = {[z] : = € I}, jer se svaka formula moze zapisati pomoCu iskaznih slova i
logickih veznika. Ali vazi i vide, o Cemu govori naredna teorema.

Teorema 2.2.1 B[I] je slobodna Bulova algebra sa skupom [I] slobodnih generatora.

Dokaz. Neka je C proizvoljna Bulova algebra i f : [I] = C proizvoljno preslika-
vanje. Definisimo preslikavanje f : B[I] = C sa:

za @, € For(I).

Za svaku formulu ¢ € For(I) ako je - ¢, onda je F([¢]) = 1, 5to se lako pokazuje
indukcijom po duzini dokaza za ¢ u iskaznom racunu, odakle neposredno sledi da je
f dobro definisano preslikavanje. Oc¢igledno je f i homomorfizam. O

Lako se vidi da je poredak u B[I] definisan sa: [¢] < [4] ako i samo ako I~ ¢ = 1),
za sve @, € For(I).

Za svaki J C I, skup B[J] = {[] : sva iskazna slova koja se pojavljuju u formuli
¢ su iz J} je domen podalgebre algebre B[I].

Neka je T C For(I) i Dr = {[¢] : T - ¢}. MoZe se pokazati da vazi:
(1) T je neprotivrecna teorija ako i samo ako je Dr filter Bulove algebre B(I};

(2) T je kompletna teorija ako i samo ako je Dr ultrafilter u B{I].



Dakle svaki neprotivrecan skup formula T C For(I) odreduje Jedan filter Dy Bulove

algebre B[J], pa time i faktor algebru B[I]/Dr. Elementi te nove Bulove algebre su
skupovi formula

ol ={v € For(I): T+ ¢ & ¢}, za ¢ € For(),

pri Cemu je jedinica 17 skup Dr, a nula O skup {[¢] : T + —¢}. Faktor algebru
B(I]/Dr oznatavamo sa Br[I] i nazivamo Lindenbaumovom algebrom teorije T

Prema tvrdenju (2), za svaku kompletnu teoriju T C For(I), je Br[I] = 2.
Uopste, postoji obostrano jednoznaéna korespondencija medu kompletnim ragire-
njima neke teorije T i ultrafiltera na B[I]. Takode, lako se vidi da ako su I i
I, beskonacni skupovi takvidaje I; C L a Ty C For(I,) konzervativno rasirenje
neprotivrecne teorije Ty C For([), tada se By, [[;] moze utopiti u Brp,[5), tj. prva
Bulova algebra se moze shvatiti kao podalgebra druge, pri cemu se [elr, 1 [@lg,
identifikuju za sve ¢ € For(I}).

Glavna interpretacija klasi¢nog iskaznog racuna Je Bulova algebra 2. Medutim,
za interpretaciju klasi¢nog iskaznog ratuna moze se uzeti ma koja Bulova algebra
B = (B,+,-,—,0,1); u tom sluaju znaci V, A, = interpretiraju se kao odgovarjuée
operacije Bulove algebre B, +, -, —, dok se iskazna slova. interpretiraju kao elementi
skupa B. Dakle, ako je I skup iskaznih slova, tada je svaka funkcija f : I — B
jedna interpretacija skupa I u algebri B, koja se na prirodan nacin moze prosiriti
do funkcije f : For(I) — B, definisane na svim iskaznim formulama, indukcijom po
slozenosti formula:

o f(=p) = —f(y),
o fleny)=fle) f(¥),
o fleVvy) = flo)+ f(¥),

za ¢, Y € For(I). Ovako definisano preslikavanje nazivamo B-—interpretacija for-
mula skupa For(I). Takode kazemo da je B—interpretacija f : For(I) = B model
formule ¢ ako i samo ako je f(p) =1. Akoje T C For(I) neprotivreéna teorija lako

se vidi da je preslikavanje fr : For(I) — Byp[I], definisano sa fr(p) = [p]; model
svih formula skupa T.

Kao $to je veé redeno, svaka Bulova algebra se moze predstaviti kao algebra
skupova (Stonova teorema), ali, kako je u [2] primeéeno, tvrdedi da je formulisao
spisak identiteta "koji izrazavaju zakone miSljenja’ Bul je moZda imao u vidu sledeéu
reprezentaciju ovih algebri.

Teorema 2.2.2 Za svaku Bulovu algebru B, u iskaznom racunu postoji teorija T C

For(I), za neki skup iskaznih slova I, takva da je B = Br(!].

2.3 Mere na Bulovim algebrama

U ovom delu razmatracemo konaéno-aditivne mere na Bulovim algebrama. Defini-
cije i teoreme u ovom odeljku uglavnom su preuzete iz [1] i (11].

8



Definicija. Neka je B = (B, +,-, —,0,1) Bulova algebra. Preslikavanje u: B —
[0,1], gde je [0,1] realni interval, nazivamo (konatno- aditivnom verovatnosnom)
merom ako je 4(1) = 1izasve z,y € B, takvedajez-y = 0, p(z+y) = u(z)+ u(y).

Teorema 2.3.1 Neka je p mera na nekoj Bulovoj algebri B = (B,+,-,—,0,1).
(1) u(0) = 0.
(2) Za z,y € B, z < y implicira p(z) < u(y).
(3) Zaz,y € B, u(z +y) < p(z) + uly).

(4) Neka je mk € N, k < m, Smk skup suth nizova prirodnih brojeva
(pi)i<k takvih daje 1 <py < ... < pr <m. Tada za proizvoljne by, ..., b, € B
vazi:

S ub) =S (S IIb).

k<m k<m  pesm.k i<k

Dokaz. Tvrdenja (1), (2) i (3) neposredno slede iz definicije. Tvrdenje (4)
dokazuje se indukcijom po m, i predstavlja uopstenje poznate formule () +uly) =
pe+y)+p(z-y). O

Na svakoj Bulovoj algebri moze se definisati mera. Na primer, karakteristi¢na
funkcija ultrafiltera je jedna {0, 1}-vrednosna mera.

Primer 2.3.1. Kada se teorija verovatnoce izlaze intuitivno jedan od osnovnih
pojmova je dogadaj i on se obitno odreduje kao neki skup mogucih rezultata izvesnog
eksperimenta. Pri tom se podrazumeva da svaki dogadaj moze da se desi ili da se ne
desi. Takode, u klasi svih dogadaja definisu se tri operacije, povezane sa logickim
veznicima 'il7’, '7 i'ne’. Ako su A i B dogadaji, onda su dogadaji i A ili B, koji se
deSava kada se bar jedan od dogadaja A i B desi (ili oba), i A 7 B, koji se desava
samo kada se oba dogadaja Ai B dese. Ako je A dogadaj, onda je i dogadaj neA, koji
se deSava ako i samo ako se dogadaj A ne desi. Uvodi se i pojam sigurnog dogadaja
koji se uvek desava i pojam nemogudeg dogadaja koji se nikada ne desava. Dakle,
ako je {2 skup svih moguéih ishoda nekog eksperimenta (elementi skupa  nazivaju
se Cesto elementarnim ishodima), svaki dogadaj identifikujemo sa nekim podskupom
od ©, pri ¢emu se podrazumeva da je kolekcija svih dogadaja zatvorena za uniju,
presek i komplementiranje u odnosu na , tj. da je ’algebra dogadaja’ zapravo
Bulova algebra skupova, gde unija skupova odgovara operaciji ili medu dogadajima,
presek skupova operaciji %, operacija komplementiranja u odnosu na Q odgovara
operaciji ne, skup Q je tada siguran dogadaj, prazan skup 0 nemogué dogadaj,
dok je verovatnoca mera na toj Bulovoj algebri. U najjednostavnijem slu¢aju kada
je skup © = {wy,...,w,} konatan za ‘algebru dogadaja’ uzima se Bulova algebra
P(£2). Verovatnoéa se definise tako §to se najpre svakom elementarnom dogadaju
w;i pridruzi realan broj P(w;) =r; > 0,4 =1,...,n tako da je iy =1, pase
zatim uzima da je verovatnoa dogadaja A C Q, P(A) = Ywea P(w), ako je A # 0,
a da je P(0) = 0.



Primer 2.3.2. Bul je smatrao da je centralni problem teorije verovatnoée: kako
izraCunati verovatnocu nekog dogadaja ako su poznate verovatnoée dogadaja 'logicki
povezanih’ sa njim. Zapravo on je proucavao vezu izmedu logickih veznika ¢z, ¢ i ne
i formalnih osobina verovatnoce. Zato je umesto o dogadajima govorio o iskazima,
a trazenje verovatnoée da se izvestan dogadaj desi zamenio traZenjem verovatnocée
istinitosti odgovarajuceg iskaza, imajuci u vidu prirodne veze: dogadaj > skup
iskaz, il <+ U <V, i <N A, ne +» ¢+ . Za takvo proucavanje bilo je potrebno
na skupu svih klasi¢nih iskaznih formula definisati [0, 1]—vrednosnu funkciju koja
¢e imati sve elementarne osobine verovatnocée. Definisimo jednu takvu funkciju na
skupu formula For(p,...,p.) u kojima se pojavljuju samo iskazna slova py, ..., p,.
Kao $to je poznato svaka formula pomenutog skupa, koja nije kontradikcija, ekvi-
valentna je disjunkciji konjunkcija oblika pi*W A ... A p,<™ € € {0,1}", pri éemu je
p° = —p a p* = p. Da bi definisali verovatnoéu na skupu F or(p1,-- -, Pa), dovoljno je
svakoj konjunkciji p ‘M A. . . Ap<™) e € {0, 1}" pridruziti realan broj P(p,*WA...A
Pa™) =r. > 0, tako da je Y.crq)» 7e = 1. Dakle, ako formula ¢(py, ..., p,) nije
kontradikcija, ekvivalentna je formuli oblika V5, (p M A. . . Ap,5(™), zaneko k € N
i neke €i,...,e € {0,1}", pa je njena verovatnoéa P(p(py,...,ps)) = XX 7, a
ako je ¢(py,...,pn) kontradikcija uzima se da je P(p(pi,...,pn)) = 0. Lako se
dokazuju sledece osobine ovako definisane funkcije P:

(i) ako je F ¢, onda je P(y) = 1;

(i) P(=p) =1- P(p);
(iii) Ako je ¢ A ¢ kontradikcija, onda je P(pV %) = P(p) + P(¢);
(iv) ako je F ¢ < v, onda je P(p) = P(v).

Posto je osobinom (iv) utvrdeno da ekvivalentne formule imaju jednaku verovatnocu,
na ovaj naéin je zapravo definisana mera na Lindenbaumovoj algebri B[py, . .., pa].

Iz prethodnih primera vidi se znacaj proucavanja osobina mere na Bulovim al-
gebrama. Od posebne vaznosti biée re3avanje problema postojanja ekstenzije mere
sa neke podalgebre date Bulove algebre na ¢itavu algebru. Prirodno je postaviti pi-
tanje kada se data funkcija u* : A — [0, 1], gde je A dati podskup domena B Bulove
algebre B, moze prosiriti do mere u: B — [0, 1] na B. O¢igledno, ako 1 € A, onda
mora biti u*(1) = 1. Pokazatemo da od svih [0, 1]-vrednosnih funkcija definisanih

na A C B, pri ¢emu 1 € A, takozvane parcijalne mere na A se mogu prosiriti do
mere na B.

Neka je B = (B, +,-,—,0, 1) data Bulova algebra, B<“ skup svih konaénih nizova
elemenata iz B, a " binarna operacija dopisivanja nizova definisana na B<“. Neka je,
dalje za m, k € N, k < m, S™F skup svih nizova prirodnih brojeva (pi)i<k takvih da

je 1 < py <...<pr <m. Zakonacne nizove {(ay,...,an) i (by,...,by) elemenata
iz B neka je (ai,...,am) < (b1,...,by) ako i samo ako vazi:
> Ilan < > o
pesm.k 1_<_k pesm,k ;Sk
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Na skupu B<“ definiimo relaciju < na sledeéi naéin:

za sve (a1, ..., am), (b1,...,bn) € B, (ay,...,an) < (by,...,b,) ako i samo ako je:
(a1,...,am) < (by,...,b,), usluéaju daje m =n,
(al,...,am)A(O,...,O) < (b1,...,bs), uslutaju da jem < n,
N ——
n—m
(a1, ., am) < (b1,...,bs)" (0,...,0), uslutaju da je m > n.
N ——

Navedimo najpre, bez dokaza, neke elementarne osobine upravo definisane rela-
cije.

Teorema 2.3.2 Neka je B proizvoljna Bulova algebra.

(1) Relacija < na B<¥ je refleksivna, tranzitivna i saglasna sa operacijom dopisi-

vanja nizova.

(2) Za svaki niz (ai,...,an) € B<Y i svaku permutaciju 7 skupa {1,...,m} je

(a1, ...,am) < (Qr(1), -+ -y Gr(m))-

IN

(8) Za sve (ay,...,am), (b1,...,bn) € B i svaki c € B, ako je (a1, ..., am)"(c)
(b, ..., bn)"(c), tada je i (@1,...,am) < {by,...,by).

(4) Za sve (ai,...,am), (bi,...,bn) € B<¥ i svaki ¢ € B, ako je (ay,...,am) <
(b, b)Y e) 1 a;-c = 0 20 sve i = L,...,m, onda je i {(aj,...,anm) <
By, b).

9) Za sve (ay,...,am) € B<Y, ako je by = 3 pcomi [Lick ap, k=1,...,m, onda je
pE <k Qp;

(al,...,am) S (bl,...,bm> S (al,...,am).

Definicija. Neka je B Bulova algebra i S C B, takav da 1 € S. Funkcija
p: S — [0,1] je parcijalna mera na S ako za proizvoljne ay, ..., am, bi,...,bp €8,
iz (a1, 8m) < (b1, ba), sledi da je S, p(as) < T2y p(B).

Iz definicije neposredno sledi da je restrikcija parcijalne mere na, podskup takode
parcijalna mera kao i sledeéa dva tvrdenja.

Teorema 2.3.3 Neka je p parcijalna mera na podskupu S, domena Bulove algebre

B, pri éemul e S.

(1) Ako a,be S ia <b, onda je u(a) < u(b).

11



(2) Ako a,b,a+b,a-b€ S, onda je u(a+b) + u(a-b) = ua) + u(d).
(3) Ako 0 € S, onda je u(0) = 0.
Dokaz. (1) Uslov a < b je u stvari uslov (a) < (b), pa tvrdenje sledi iz definicije.

(2) Prema prethodnom tvrdenju (5), je (a,b) < (a+b,a-b) < (a,b)
(8)Iz(2)zaa=1ib=10.0

Teorema 2.3.4 Neka je B proizvoljna Bulova algebra, 1 S C B zatvoren za op-

eractje + 1 - takav da 0,1 € S.

(1) Funkeija p: S — [0,1] takva da je u(l) = 1 koja zadovoljava uslove (1)-(3)

prethodne teoreme je parcijalng mera na S.

(2) Ako je S podalgebra od B, funkcija u: S — [0, 1] je parcijalna mera na S ako

1 samo ako je mera na S.

Definicija. Neka je u parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre B
takvom da 1 € §. Za svaki b € B,

=1 u(as) — ?:1 U(bj)

1 b) = )
(t) = sup .
gde je supremum uzet preko svih konaénih nizova (ay, .. ., am), (b1, . . ., bs) elemenata
iz B takvih da je
(al,...,am) S (bla--~ybn>/\ (b,b),
N e’

k
je unutrasnja mera od b u odnosu na parcijalnu meru yu skupa S.

Sliéno, za b € B,
Sy N(ai) - ?:1 N(bj)
k )
gde je infimum uzet preko svih konagnih nizova (ai,...,an), (b1,...,b,) elemenata
iz B takvih da je

pe(b) = inf

by, b)) (b, ..., B) < {ar, ..., am),
k

je spoljasnja mera od b u odnosu na parcijalnu meru p skupa S.

Teorema 2.3.5 Neka je yu parcijaina mera na podalgebri A Bulove algebre B. Za
svaki b € B je pi(b) = sup{u(a): a € A,a < b} i p(b) =inf{u(a): a € A,b < a}.
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Dokaz. Neka je g(b) = sup{u(a) : a € 4,a < b}. Ocigledno je p;(b) > g(b). Neka

je € > 0. Postoje nizovi (ay,...,ax) i (by,...,b) elemenata iz A da je
<a1,...,ak>g(b1,.. bk> (b)
P ——
m

m - (pi(b) — €) < gu(ai) - 2#((’%)

Na osnovu 2.3.2 moZemo pretpostaviti da je a; > a;41, b > biy1,za 1 < i < k. Neka
Jec=a;—bidi=0b; —a;, 1 <i<k. Tada je, takode prema 2.3.2,

<C]_,...,Ck> S <d1,...,dk>/\(b,...,b>
———

m

p(e:) — plds) = pla;) — p(bi), zal <i < k.

Kako su elementi d;, 1 <17 < k disjunktni sa ¢, ..., ¢, imamo
<Cl,...,Ck> < <b,,b)
|
m

Neka je e; = ¥ ek [Tj<iCri za i < max{k,m}. Tadajee; <bzal <i<m,
dok je e; = 0 za 1 > m. Dakle,

m'-g(b) > Zu e;) Zu(cz >Zﬂ(cz Eu(d
= Z;ual lu (pa(b) = €).

‘Kako je € > 0 proizvoljno, bi¢e g(b) > u;(b), pa time i g(b) = p;(b).
Dokaz za p, je analogan. O

Teorema 2.3.6 Neka je u parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre

B, takvom da 1 € S.

(1) 0 < pia) < pe(a) <1, za sve a € B.

(2) Ako a € S, tada je pi(a) = pe(a).

(3) Za sve a,b € B, takve da je a-b =0, vazi

pi(a) + 5i(0) < pila +0) < pi(a) + pe(b) < pe(a+5) < @) + pe(0).

(4) Ako sua € S ib€ B takvi da je a-b =0, tada je
pila+b) = pu(a) + u(0)
pe(a+0) = p(a) + pe(b).
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(5) Ako jea,be B,a-b=01ia+be S, onda je

pla +b) = pi(a) + pe(b) = pe(a) + p(b).

Specijalno, za sve a € B, p;(a) + pe(—a) = 1.

Dokaz. (1) Za svaki b € S, (b) < (b, a), pa je

pi(a) > M = 0.
Takode je (a,1) < (1,1), pa je
1)+ u(1) — p(1
Neka su a = (a1,...,am), 8 = (b1,...,ba),7 = (c1,...,6p), 1 8 = (dy,...,d,)
proizvoljni nizovi elemenata iz S, takvi da je @ < 8" {(a,...,a), za neki k € N i
e ——

k
7" (a,...,a) <4, za neki | € N. Tada sabiranjem | prvih i k£ drugih nejednakosti,
!

permutacijama i skra¢ivanjem koordinata jednakih a, prema teoremi 2.3.1, dobijamo

oo AN My < BB NS
l k ! k

pa je

n

zimw—imm

1=1

SO ulds) = 3 (e

i=1 =1

<k

Kako su nizovi izabrani proizvoljno, sledi da je u;(a) < pe(a).
(2) Posto je za sve a € B, (a) < (a), imamo da je za sve a € S, prema definiciji
parcijalne mere, u;(a) = pe(a).
(3) Neka su a = (ar,...,am), 8= (b1, .., ba), 7 = {C1,...,6), 10 = (di,...,dg)
proizvoljni nizovi elemenata iz S, takvi da je o < B"(a,...,a), zaneki k € N i
k
v < 0" (b,...,b), zaneki | € N. Tada je

N —
l

A AN A A oA A A QA Ah
oo M l a<dn. . heph. B $a+b,.;.,a+b>
k k l Kl

v

pa imamo da je

) > LR wla) + k28 ple) = ISR, w(b) — kT, p(di)

tj.
ZEL ,U(ai) - ?:1 ,U(bi) ?:1 U(Cz) - g:l /L(di)
; >
pila +0b) > p + ;

odakle sledi da je ui(a +b) > pi(a) + pi(b).
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Pokazimo da je ,Uz(a +b8) < pila) + pe(b). Neka su o = (@1,...,am),

B = (br,....,b.),y = {(c ...,c,,), id = (dy,...,d,) proizvoljni nizovi elemenata
iz S, takv1dajea<ﬁ"< b,...,a+0b),zaneki k€ Niy"(b...,b) <4, za neki
- / |
k !
[ € N. Tada je
A AN A A A SAY-TaY AN
o l a v ... My <§ k ' ph. .. B S“*_*;-:“l
k ! Kl
pa je
Yim plas) =, pwlb) T u(d) - 52, ue
o) > B0 “T ) _ Tl ) ~ S ple)
Uzimajuéi supremum preko (ay,..., am), (b1,...,bn) ik, a zatim supremum preko
{c1,...,¢p), (d1,...,dy) i1 dobijamo p;(a) > u,(a + b) — pe(b), odakle sledi trazena

nejednakost Ostale nejednakosti se sliéno dokazuju.
(4) Sledi iz (2) i (3).
(5) Sledi iz (3). O

Sada smo u mogucnosti da opisemo uslove postojanja ekstenzije parcijalne mere
do mere Bulove algebre.

Teorema 2.3.7 Neka je p parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre B,
takvom da 1 € S, b € B proizvoljan element i p* [0, 1]-vrednosna funkcija definisana
na S U {b} koja se poklapa sa pu na S. Funkcija p* je parcijalna mera na S U {b}
ako 1 samo ako je 11;(b) < p*(b) < pe(b).

Dokaz. (<) Neka je pi(b) < u*(b) < pe(b), i neka su Qlyevsm, b1y..., by
elementi iz S takvi da je

(al,...,am)’\(b,...,b> < by, ...y b)) (b, . b)
S—— S——
P q
za neke p,q € N. Treba da pokazemo da je

m

Pt () + D p(a) < g p( +Zu (bs).

=1

Za p = q nejednakost neposredno sledi iz 2.3.2(3). Pretpostavimo da je g—p = r > 0.
Tada prema 2.3.2(3), :

(al,...,am) S <b1,...,bn)/\(b,...,b>,
pa je

rout(0) > pi(b) > iu*(ai) - Zn:fv‘*(biL

=1
Cime je tvrdenje dokazano. Ako je ¢ < p, koristimo &injenicu p*(b) < pe(b).
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(=) Neka je u* parcijalna mera na S U {b} i ¢ > 0. Tada postoje elementi
@1y .5 Qm, by, ..., by 12 S tako da je

(@t am)™ (b, .., 0) < (b, by)

Medutim,
pou(0) + D w(a) <5 pr(b).
i=1 - =1

Dakle, u*(b) < e(b) + € za proizvoljni e > 0, te je #*(b) < pe(b). Sliéno se pokazuje
p*(b) > w;(b).0 .

Teorema 2.3.8 Ako je u parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre B,

takvom da 1 € S, tada postoji mera na B koja je ekstenzija funkcije fu.

Dokaz. Dokaz izvodimo pomoéu principa transfinitne indukcije. Neka je B\ S =
{ae : € < K}, gde je k kardinalnost skupa B \ S. Za svaki ordinal ¢ < , neka je
Se+1 = SgU{ac}, pricemu je Sy = S. Akoje & granicni ordinal, neka je S¢ = U< S;.
Ako je p¢ parcijalna mera na S, tada je funkcija Bet @ Ser1 = [0,1], takva da je
tei(a) = pea) za a € Se i (pe);(ag) < pesrlag) < (ue),(ag), parcijalna mera
na Sgiq koja prosiruje pe- Ako je & graniéni ordinal, parcijalnu meru pe na S,
definiSemo na sledeéi naéin: za sve a € S¢ = Ug<eSe, je a € S¢ za neki ¢ < &, pa
mozemo staviti da je ug(a) = uc(a). Ocigledno, je za ¢ < € < k, e[S = pe. Posto
j& B = Ugck Se, parcijalnu meru 7 : B — [0, 1] definiSemo na sledeéi naéin: za svaki
a € B, bi¢e a € S¢ za neki € < k, pa stavimo A(a) = pe(a). Tada je T trazena
ekstenzija parcijalne mere y na S. Otigledno je 7 parcijalna mera na B.0

Neka su B, i B, podalgebre Bulove algebre B. Ako su yu; i yy mere na By i B,
tim redom, postavlja se pitanje, pod kakvim uslovima se moze definisati mera /i na
B koja je ekstenzija obe mere p; i u,. Odgovor na ovo pitanje daje sledec¢a teorema.

Teorema 2.3.9 Neka su By i B, podalgebre Bulove algebre B, 1 1y i puy mere na
B: i By, tim redom. Potrebni i dovolyni uslovi da postoji mera u na B koja je

zajednicka ekstenzija obe mere yy i uy su:
(i) wi(a) < us(b), za svea € By, b € By takve da jea < b,

(1) p1(c) > pa(d), za sve c € By, d € By takve da jec>d.
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Dokaz. Uslovi (i) i (ii) su o¢igledno potrebni. Dokazimo da su i dovoljni. Iz datih
uslova neposredno sledi da za sve a € By N By je u;(a) = pa(a). Definidimo funkciju

L : By U By — [0, 1] na slede¢i naéin:

—/n _ |} m(a), akoae€e B
Ala) = { u2(a), akoa€ By °

PokaZimo da je 7z parcijalna mera na B; U B;. Neka su ay,...,8m4n 1 b1,...,bp4q
proizvoljni elementi iz By U Bs, takvi da je

<b1a s 'abp-l-q) S <a1) .. -yam+n>-

Bez gubljenja opStosti mozemo predpostaviti da ai,...,am € By, Gmt1,- -+, Gmen €
By, by,...,by € By ibpyq,...,bp4q € By. Tada iz gornje nejadnakosti sledi

<bl, Ca ,bp>A<bp+1, ceay bp+q> S <a1, N ,am>/\<am+1, . .,am+n>.

Posto 0 € B, N By, mozemo takode predpostaviti da jeim = pin = ¢q. Prema
teoremi 2.3.2(2) mozemo uzetidajea; > ... > am, Gmi1 = -2 = G, b1 = ... 2 b,
i bp+1 _>_ D & bp+q \ekaje Ci = a4 - ('—bz) i di = bi . (—ai) Za 1 = 1,...,m,
& = Am4i * (=Omyi)l fi = bmti - (—amss) 22 2 = 1,...,n, pa je, prema gornjoj
nejednakosti

<d1, e ,dm>/\<f1, . '7fn) S <C1,, ..,Cm>/\(€1,.. .,en).

Primetimo da je ¢;-d; = 0,zasve,j =1,...,mkaoie;: f;,—-O za sve 1, ]-——1 ..,n
Prema teoremi 2.3. 9( ) mozemo predpostav1t1 dajeci > ... 2 cp, di > > dm
eg > ...>epi fi >...> f,. Gornja nejednakost daje:

(fl,...,f> <Cl,.-.,Cm>i<d1,.o-,dm>_<_<el,...,6n)-
Posto Cly...,Cm, dl,...,deB]_iel,...,en, fl,...,fREBQikakOjefiSCii
d; < e;, za sve i, prema datom uslovu je

m n

domle) =Y pa(fi) i im(ei) > il-‘l(di)-

i=1 i=1 i=1
Dakle,

Zu + uezZi Z (fi)

i= t=1

odakle sledi da je """ 71(a;) > S04 7(b;). Dakle, T je parcijalna mera na B; U B,.
Prema prethodnoj teoremi postoji mera u na B koja je ekstenzija parcijalne mere
L. Ovim je dokaz zavrSen.O

-Definisimo, najzad pojam strogo pozitivne mere na Bulovoj algebri.

Definicija. Mera u Bulove algebre B je strogo pozitivna ako je za svaki b € B,
u(b) = 0 ako i samo ako je b= 0. v

Teorema 2.3.10 Slobodna Bulova algebra dopusta strogo pozitivnu meru.
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Dokaz. Neka je B slobodna Bulova algebra nad skupom slobodnih generatora
X CB. NekajeY CXize X\Y. Oznatimo sa A podalgebru generisanusa Y, a
sa C podalgebru generisanu sa AU {z}. Svako y € C je oblika y = (a-z) + (b —z),
za neke a,b € A.

Ako je p strogo pozitivna merana A i 0 < r < 1, neka je u* realna funkecija na C
takva da za svakoy € C, p*(y) = 7~ p(a) + (1 —r) - pu(b), gde je y = (a-z) + (b- —2),
za neke a,b € A.

Neposredno se proverava da je u* strogo pozitivna mera na C koja proSiruje meru
p. Neka je P skup svih strogo pozitivnih mera na podalgebrama Bulove algebre B
koje su generisane podskupovima skupa X. U odnosu na inkluziju, P je parcijalno
uredenje. Za svaki lanac £ C P, UL je gornje ogranicenje za £. Prema Zornovoj
lemi, lanac £ sadrzi maksimalan element y, koji je strogo pozitivna mera na B. Neka
je A domen mere p. Ako je A prava podalgebra algebre B, prema konstrukeiji, za
neko z € B\ A postoji prosirenje mere 4 na algebru generisanu skupom A U {z},
t]. 4 nije maksimalan element u parcijalnom uredenju (P, C).0

U opstem slucaju strogo pozitivnu meru ne dopuéta svaka Bulova algebra.
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3

Iskazna verovatnosna logika

Logike LP i LP(n), za n € N predstavljaju konzervativna rasirenja klasiénog
iskaznog ra¢una. Ove logike uveo je profesor dr Miodrag Raskovié u [13]. Polazeéi od
rezultata iz pomenutog rada (13| dr Zoran Ognjanovié, u svojoj doktorsko j disertaciji
[10], detaljno je prouéio i opisao ove logike dajuéi za logiku LP novu beskonaénu
aksiomatizaciju koja je koriSéena u ovom radu. Treba naglasiti da se beskonaénost
odnosi na meta jezik, tj. dokazi mogu biti beskonaéni dok su formule konacne. U
pomenutim radovima pokazana je saglasnost i potpunost u odnosu na klase modela
u kojima su verovatnoce definisane nad moguéim svetovima. Ovi modeli podsecaju
na modalne modele, s tim §to je umesto modalne relacije dostiznosti svakom svetu
pridruzen jedan prostor mere. Taj prostor sastoji se od skupa svetova za koje se
smatra da su u izvesnom smislu dostiZni iz posmatranog sveta i verovatnoée defin-
isane nad podskupovima tih dostiZnih svetova. Ovde ée biti pokazana saglasnost i
potpunost u odnosu na klasu takozvanih Bulovih modela koji se sastoje od Bulove
algebre i konagno-aditivne mere definisanje na njoj.

3.1 Logika LP

Neka je @ skup racionalnih brojeva, a [0, 1] realni interval. Skup koji sadrzi:
e beskonacan skup iskaznih slova I,
* logitke veznike: negaciju -, konjunkeiju A,
e listu verovatnosnih operatora: Ps; za svaki s € [0, 11N @,
e interpunkcijske simbole: desnu ") ilevu " (" zagradu,

naziva se jezik logike LP i oznagava sa £,(I)

Skup For{p(I) klasiénih formula, ovog jezika, Je najmanji skup konaénih nizova
simbola iz £,(I) koji sadrzi iskazna slova i zatvoren Je za sledeca pravila: ako su ¢
1% klasi¢ne formule, to su i ~p, (¢ A). Skup Forlp(I) verovatnosnih formula je
najmanji skup konaénih nizova simbola iz L,(I) koji zadovoljava sledeée uslove:

e ako p € Forg,;(l) 1s€[0,1]NQ, onda je Ps ¢ verovatnosna formula;

e ako su @ i ¥ verovatnosne formule to sui —®, (® A ).
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Skup Foryp(I) formula ovog jezika je For$p(I) U Forfp(I). Radi lakseg pisanja
formula usvajamo standardnu konvenciju o izostavljanju nekih od interpunkcijskih
simbola. Takode, radi preglednijeg zapisivanja formula, u ovoj logici, uvode se i
sledec¢i verovatnosni operatori:

f
d -st(;pdé PZS(;D/\—'P>S§0'

Klasi¢ni iskazni veznici V, = i < uvode se na standardan nain. Takode, sa L
oznacavacemo formulu ® A ~®, za proizvoljno ® € Foryp(] ).

Aksiomatski sistem, za logiku LP, sadrzi sledeée shema aksiome:
1) sve instance klasi¢nih iskaznih tautologija,

2) Psop, za sve g € For$p(I),

b

(1)
(2)
(3) P<rp = Peyp, zasve p € ForSp(I)is,r €0, 1N Q takve da je s > r
(4) Pesp = Pespzasve p € For$p(I)is €0,1)NQ,

(5)

5) (Psro A Psgip A Psi(mpV-y)) = Psmin{1,r+53 (0 V) 2a sve @, 1 € For$p(I),
r,s€[0,1]NnQ,

(6) (P<rp A Pegth) = Peoys(p V 1)) za sve @, € Forfp(I), s, € [0,1] N Q takve
dajer+s<1.

i pravila izvodenja:
(R1) iz®1® = U, sledi ¥, zasve ®, ¥ ¢ Forfp(I) ili ®,¥ € Forfp(I),
(R2) iz g, sledi P50, za sve p € ForCp(I),

(R3) iz & = PZS_%(,D, za svaki prirodan broj k& > %, sledi @ = Ps,p, za sve ® €
Forfp(I), p € Forgp(I)

Definicija. Formula ® je teorema aksiomatskog sistema za logiku LP, u oznaci
Frp @, ako postoji najvise prebrojiv niz formula ®;, @,,..., ®, takav da je svaka
formula ®;, aksioma ili je pomoéu nekog od pravila izvodenja izvedena iz prethodnih
formula tog niza. Niz formula ®;,®,,...,® je dokaz formule ®.

Definicija. Formula je sintaksna posledica skupa formula T' C Foryp([) ili
teorema teorije T, u oznaci T . p @, ako postoji najvise prebrojiv niz formula
@y, ®,,..., 9, takav da je svaka formula ®;, aksioma ili pripada skupu T'ili je pomoéu
nekog od pravila izvodenja izvedena iz prethodnih formula niza.

Indeks LP u oznakama bFyp ... 1 T Frp ... neéemo navoditi kad god nema
opasnosti od zabune. Oznaku .../ ... koristimo.sa znadenjem: nije ...+ ...

Definicija. Teorija T C Foryp(I) je neprotivreéna ako postoji formula ¢ €
For{p(I) takva da TV, po i postoji formula & € Forfp(I) takva da Tl p®. Teorija
T je maksimalno neprotivreéna ako i samo ako je T neprotivreéna teorija i vazi:
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- za sve 9 € For§p(I), ako je Thrpp, ondap € T i Psjp € T,
- zasve ® € Forfp(l),ili® €T ili ~® € T.

" Teorema 3.1.1 Za sve ¢, % € ForCp(I) va:
(1) & Ps1(p = 1) = (Pssp = Psg1)).

(2) b Por(p = ¢) = (Po1p = P1y).

(3) F Psro=> Poyio, 7> s.

(4) F Po1(0 Ap) = (Po10 A Poyth).

(5) b (Ps19 A P>19) = Psi(p A ).

(6) = Psi(0 AY) & (P10 A Ps1y).

Dokaz. (1) Ako je s = 0, tvrdenje oCigledno vazi. Neka je s racionalan broj iz
(0,1]. Primetimo najpre da je, prema pravilu izvodenja (R2),

F Py (mpA-l) 1)
jer je = =@ A —L. Sli¢no, iz - (mp A =L) V =—¢ imamo
= Poy((mp A L) V). (2)
Prema aksiomi 5, imamo
F (Psso A Psom L A Psi(mp V —L)) = Pos(pV L).
Posto je - Pso—.L, prema aksiomi 2, iz (1) sledi da je
F Poso = Pss(pV L). (3)

Formule P>,(V L) i =P>,——¢ moZemo zapisati i na sledeci nadin Pei—s(—¢p A -L)
i Pes—=p, redom. Prema aksiomi 6, imamo

- (Paios (o9 A L) A Pegmmip) = Py (9 A= L) V =mp).

Iz (2) dobijamo F (Pci—s(-p A =1) A Peymmp) = (Pa((—@ A =L) V =) A
=Py ((mp A =L) V ==yp). Dakle, - Pei_s(mp A —L) = 2Py, tj.

k- st((P vli)= PZS—'_'SD- (4)

1z (3) i (4) dobijamo
- PZs(P = PZs_'—'(p- (5)

Negacija formule & P> (¢ = 1) = (Pss0 = P>41) ekvivalentna je sa Psi(—p V
%) A P53 A Peyip. Prema (5) poslednja formula implicira Ps1 (- V 9) A Psg=mp A
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Pt ili, zapisano u drugom obliku, Ps1(=¢ V) A P<i_s=¢ A Pcgtp. Prema aksiomi
6 je
F Pei—smp A Pegth = Py (o V 9),

1 kako je P.yp o P51, imamo da je:

Fa(Poi(p = ¥) = (Posp = Psh)) = Poi(mp V) A=Psi(-p V ),

Sto je kontradikcija. Dakle - Pyi(p = 1) = (P>50 = Pss1h).

(2) Posledica tvrdenja (1).

(3) Prema aksiomama 3. i 4. je - Popp = Ps,p,2a1 > sik Psoyp = Pss,
sledi da je = Psro = Pogp, 2a 1 > 5.

(4) Dokaz je:

FloAy) =

FleAY) =9

F Poi({p A) = @)

F Poi((p Av) = )

FPsi(pAY) = Poio

FPsi(pAY) = Poryp

FPsi(p AY) = (Ps1o A Ps19).

(5) Dokaz je:

Fo= (Y= (pAY)

FPoi(e = (¥ = (pAY)))

FPoip = P = (9 AY))

F Po190 = (P19 = Po1(p A )

F (P19 A Po1h) = Psi( A ).

(6) Posledica tvrdenja (4) i (5). O

Teorema 3.1.2 (Teorema dedukcije) Ako je T proizvoljan skup formula a ® i

¥ obe bilo klasicne, bilo verovatnosne formule takve da je T U {®} + ¥, onda je
TH®= V.

Dokaz. Ako su ® i ¥ klasi¢ne formule, dokaz je identican kao dokaz teoreme
dedukcije u klasi¢nom iskaznom raéunu. o

Dokazimo da za sve verovatnosne formule @ i ¥ iz TU{®} - ¥ sledi T+ & = .
Dokaz izvodimo transfinitnom indukeijom po duzini dokaza za ¥ iz TU {®}. Akoje
duzina dokaza 1, tada je formula ¥ aksioma ili ¥ € T ili je ¥ = ®. Ako je ¥ aksioma
ili ako ¥ € T, s obzirom da je ¥ = (® = ¥) instanca klasicne tautologije, koristeéi
pravilo (R1) dobijamo T'+ ® = ¥. Kada je ¥ = &, imamo da eThHF® =V,
jer je = & = ®. Pretpostavimo, dalje, da tvrdenje vazi za sve formule, dokazive
iz T U {®}, cija je duzina dokaza manja od k£ > 1. Neka je k duzina dokaza za ¥
iz T U {®}. Formula ¥ ponovo moze biti aksioma ili pripadati skupu T ili je pak
¥ = & pri ¢emu je iz istih razloga kao i malopre T+ ® = ¥. Formula ¥, u ovom
slu¢aju, moze biti dobijena i primenom nekog od pravila izvodenja na prethodne
formule u dokazu. Pretpostavimo da je ¥ dobijeno iz 7 U {®} primenom pravila
(R1) na formule © i © = ¥. Dokaziza @i0 = VU, iz TU{®}, su kraéi od k, pa na
osnovu indukcijske pretpostavke je T+ & = © i T+ & = (O = ¥). Dvostrukom
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primenom pravila (R1) na aksiomu (& = (0 = ¥)) = ((& = 0) = (& = ¥))
dobijamo daje T+ ® = V. Neka je ¥ = P>, dobijeno iz TU{®} primenom pravila
(R2) na klasi¢nu formulu ¢. Posto je ¢ klasiéna a ® verovatnosna formula imamo
da je T+ . Primenom pravila (R2) dobijamo da je T + Ps ¢ odnosno T' + .
Primenom pravila (R1) na aksiomu ¥ = (& = ¥) dobijamo da je T + & = V.
Konagno, neka je ¥ = © = Ps ¢, zaneke © € Forf(I), p € For®(I)is € [0,1]nQ,
dobijeno iz T'U {®} primenom pravila (R3). Tada je
TUu{®}+0=> P,,_1¢, za svaki prirodan broj k >3

TH®=> (0= st—%SO) za svaki prirodan broj k > 1, prema indukcijskoj
hipotezi,

TH(®AO)=> P,,_1¢, za svaki prirodan broj k > 3,

T+ (® A©) = Ps,p, primenom pravila (R3),

TH®= V.0

Teorema 3.1.3 Svaka neprotivreéna teorija T, logike LP, moZe se prodiriti do mak-

stmalno neprotivreéne teorije.

Dokaz. Neka je T neprotivreéna teorija, 7° skup svih klasi¢nih posledica teorije
T i®;,®,,... jedno nabrajanje svih verovatnosnih formula. Defini§imo niz teorija
To,T7,Ts,. .. na sledeéi naéin:

1. Neka.je TO ’—'TUTCU{PZl(p TpE Tc}

2. Za svaki ¢ > 0, ako je T; U {®;} neprotivretan skup formula, tada je Tjy; =
T; U {®;}, inale,

3. ako je T; U {®;} protivrecan skup formula, a ®; formula oblika ¥ = P51,
tada za neki prirodan broj n > 1 stavljamo da je T,y = T; U {¥ = -P,,_ 1/)}
inace,

4. Ti+1 =T;.

Skupovi formula dobijeni u koracima 1,2 i 4 su oligledno neprotivreéni. Korakom
3 takode se dobija neprotivrecan skup formula. Ako pretpostavimo suprotno, da je
T; U {®;} protivretan skup formula i da za svaki prirodan broj n > 1 ~ dobijamo
protivre¢an skup T; U {¥ = ﬂP>s__1,b} tada imamo: :

Ti,® = =P,_19 L, za svaki prirodan broj n > I,
T+ =(® = -P,_ L v¥), za svaki prirodan broj n > 1, prema teoremi dedukcije,

T; = ® = P,_1%, za svaki prirodan broj n > 1 , prema klasi¢noj tautologiji
-(A= B)=> (A = -B),

T; = ¥ = P>, prema pravilu izvodenja (R3),

odakle sledi da je T; protivrecan skup formula. Kontradikcija. Dakle svaki skup T}
je neprotivrecan.

Neka je T* = U2, T;. Dokazimo da je T* deduktivno zatvoren skup formula koji
je neprotivrecan, tj. ne sadrzi sve formule. Ako je ¢ klasi¢na formula, po definiciji
skupa Tp, formule ¢ i —¢ ne mogu istovremeno pripadati skupu Tp. Sliéno za svaku
verovatnosnu formulu @ skup 7™ ne sadrzi obe formule ® = ®; i =® = &;, jer bi
tada Tmax(ij}+1 bio protivrecan skup. Dalje, ako je ¢ klasi¢na formula takva da je
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T* & ¢, tada, prema definiciji skupa Ty, ¢ € T* i P51 € T*. Za svaku verovatnosnu
formulu @ takvu da je T* - ® mozemo dokazati da ® € T*. Neka eV, ¥y, ..., P
dokaz za @ iz T*. Dovoljno je dokazati da za svaki i € N, ¥; € T*. Lako se vidi da

svaka formula ¢iji je dokaz iz T* konacan mora pripadati skupu T*. Pretostavimo da
je formula ¥;, oblika ¥ = P41, dobijena primenom pravila (R3) na odgovarajuée
formule skupa T*. Prema indukcijskoj hipotezi za svaki k > L= Py, 1y €T

pa za svaki k > % postoji T;, da ¥ = PZS_%w € T;,. Ako U; ¢ T*, prema koraku
3 konstrukcije, skup T};;, pa time i skup T*, sadrzi formulu ¥ = st— 1%, za neki
n > %, Sto je nemoguce jer je skup Tnax{i+1,in}+1 Neprotivrecan.
Najzad, dokazimo da za svaku verovatnosnu formulu ®, ili @ ili - pripada T*.

Neka je @ = ®; i = = &,. Tada je

Tma.x{i,j}a Ol -L:

Tma.x{i,j}, —® + -La

Tma.x{i,j} [ ¢i} A “(D, ‘
Pa je Tmax{i,;) Protivrecna teorija. Kontradikeija.O

Definicija. Bulov model za LP logiku je svaka struktura (B, f,u), gde je B

Bulova algebra, f B-interpretacija skupa For$p(I) klasi¢nih formula a 4 mera na
B.

Definicija. Neka je (B, f, ) prizvoljan Bulov model za logiku LP. Formula
® € Forpp(I) vazi u modelu (B, f, 1), u oznaci (B, f,u) = 9@, ako vazi:

- ako ® € Forfp(I), onda (B, f, 1) | ® ako i samo ako f(®) = 1,

~ ako je & = Py, ¢ € Forfp(I), s €[0,1]NQ, onda (B, f, 1) = @ ako i samo
ko u(F(g) 55, '

—ako je ® = A O, ¥,0 € Forfp(I), onda (B, f,u) = @ ako i samo ako
(B,f,) EYi(B,fu k=6,

—ako je & = -, ¥ € For[y(I), onda (B, f,u) = @ ako i samo ako nije

Definicija. Formula & je zadovoljiva ako i samo ako postoji Bulov model
(B, f,u), takav da (B, f,u) E ®. Formula & je valjana, u oznaci = @, ako i
samo ako je zadovoljiva u svakom Bulovom modelu. (B, f, u) je model teorije T ako
i samo ako za svaku formulu & € T, (B, f, 1) = . Oznaku ... ¥ ... koristimo sa

znacenjem: nije ... =....

Teorema 3.1.4 (Teorema saglasnosti) Svaka teorija logike LP koja ima model

Jje neprotivreéna.
Dokaz. Dovoljno je pokazati da su aksiome, za LP, valjane u odnosu na klasu

Bulovih modela i da pravila izvodenja ¢uvaju valjanost.
Lako se pokazuje da su sve aksiome valjane. -
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Neka su @ i ¥ obe klasi¢ne ili obe verovatnosne formule, takve da su ® i ® = ¥
valjane. Ako pretpostavimo da [ ¥, postojace Bulov model (B, f, x), takav da
(B, f,u) ¥ ¥. Po pretpostavci je (B, f,u) = ® = ¥, pa je (B, f,u) ¥ @, sto
protivreci valjanosti formule ®. Ako je ¢ € For{p(I) valjana formula, onda je za
svaki Bulov model (B, f,u), f(¢) =1 pa i u(f(p)) = u(l) = 1, odakle sledi da je
(Bv f’ M) # PZl(p

Konagno, pravilo izvodenja (R3) ¢uva valjanost jer je uredenje realnih brojeva
arhimedovsko.O

Teorema 3.1.5 (Teorema potpunosti) Svaka neprotivreéna teorija logike LP

ima Bulov model.

Dokaz. Neka je T neprotivretna teorija. Prema teoremi 3.1.3. postoji maksi-
malno neprotivretno prosirenje T* teorije T. Neka je T° skup svih klasiénih posledica
teorije T, a Br. Lindenbaumova algebra teorije 71 f : For¢p(I) — Bre kanonsko
preslikavanje definisano sa f(¢) = [¢]ze, ¢ € For§p(I). Neka je u : Bpe — [0,1]
definisano sa:

u([@lpe) = sup{r € [0,1]N Q : Ps,p € T*}, p € ForSp(I).

Dokazaéemo da je 4 mera na Bye.

Prvo, dokazimo da je 4 dobro definisano. Dovoljno je dokazati da za sve Y, Y €
Forfp(I), ako je [¢lre < [y, onda je i p([¢lpe) < u([¥ly.). Zaista, ako je [lpe <
[¥re, bice T¢ + (o = ) pai THPsi1(@ = ). Dakle, ako Pssp € T*, onda
Posp € T, pa je u([@lre) < u([Wlre).

Lako se vidi da je u(1) = 1.

Najzad, pokazimo da je u([¢lr.) + w([¥lre) = p((@lpe + [Ylre), za sve @, ¥ €
ForZp(I) takve da je []p - [Y]p. = 0. Neka je u([@lp) = r, p([¥]pe) = s. Tada’
jer+s < 1. Pretpostavimo da je r > 0i s > 0. Zbog monotonosti, za sve
racionalne brojeve ' € [0,7) i s’ € [0,s) imamo da Psup, Psgtp € T*. Dakle,
Poryo(pV ) € T*, pajer+s <sup{t € [0,1]NQ : Psi(p V) € T*}. Ako
je 7 +s = 1, otigledno tvrdenje vazi. Pretpostavimo da je 7 +s < 1. Ako je
r+s <ty=sup{t € [0,1]NQ : Ps;(¢ V¥) € T*}, tada je za sve racionalne brojeve
t € (r+s,t), Pou(p V1) € T*. Izaberimo racionalne brojeve " > ri s > s
takve da = Psup, Poup, ~Poguth, Pegntp € T* i 1" + 5" = ¢ < 1. Tada, imamo
da Pepip € T* 1 da Pegrsgs(pV ), ~Poyoyyn (90 V %), ~Pou(@ V %) € T* Sto je
nemoguce. Dakle, u([¢]r.) + p([¥lre) = pu([@lpe + [¥]pe). Dokaz je slitan za r =01 .
s = 0. Dakle, u je mera na Bre.

Lako se vidi da je (Bre, fre, ) Bulov model teorije 7.0

Bulov model neprotivreéne teorije T konstruisan u dokazu teoreme potpunosti
naziva se kanonski Bulov model.

Teorema 3.1.6 Neka je T C Forpp(I) maksimalno neprotivreéna teorija, a T°
skup njenih klasi¢nih posledica. Funkcija p : Bre — [0,1] definisana sa p([@lpe) =
sup{r € [0,1]NQ : Pyrp € T}, ¢ € ForSp(I) je jedina mera na Bre, takva da je
(Bre, fre, ) Bulov model za T.
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Dokaz. Neka je T C Forpp(I) maksimalno neprotivreéna, teorija, T skup njenih
klasi¢nih posledica, a p : Bre — [0, 1] mera na By takva da je (Bre, fre, 1) Bulov
model za T. Neka je, dalje, ¢ € For$y(I) proizvoljna klasi¢na formula, i m =
sup{r € [0,1]NQ : Ps,¢ € T}. Dokazimo da je p([plre) =m. Zasvakor € [0,1]NQ
takvo da Py, € T je p([plp) > 7, pa je u([@lpe) > m. Pretostavimo da je
#([¢lre) > m. Tada postoji racionalan broj g iz [0, 1] takav da je p(lelre) > ¢ >m.
Prema izboru broja m, Psqp ¢ T. Posto je T maksimalno neprotivreéna teorija, iz
poslednjeg, sledi da ~P5,p € T, pa posto je (Bre, fre, i) Bulov model za T, imamo
da je u([olre) < g §to je nemoguce prema izboru broja ¢.00

Interesantno je pomenuti da svaka neprotivrecna teorija T C Forpp(I) ima i
Bulov model (B, f, 1) sa strogo pozitivhom merom 4 na B.

Teorema 3.1.7 Svaka neprotivrecna teorija T C Forpp(I) ima Bulov model sa

strogo pozitivnom merom.

Dokaz. Neka je T neprotivreéna teorija, a T* njeno maksimalno neprotivreéno
prosirenje. Neka je dalje T = {p € Forfp(I) : P>1p € T*}. Pokazimo, indukcijom
po duzini dokaza, da za svaku formulu ¢ € For¢,(I), ako je T¢ ©, onda mora
biti ¢ € T, odakle ¢e slediti i neprotivreénost teorije 7. Ocigledno sve klasi¢ne
tautologije pripadaju skupu 7. Neka je formula ¢ € For§p(I) dobijena iz ¢ i ¢ =
¢ primenom modus ponensa. Na osnovu indukcijske pretpostavke sledi da Ps 1),
Psi(¥ = ¢) € T*. Prema teoremi 3.1.1(2) je F Psi(v = ¢) = (P>1% = Ps19),
pa primenom modus ponensa, dobijamo da Ps,p € T*, posto je T* deduktivno
zatvorena teorija. Dakle, p € Te. -

Neka je Bre Lindenbaumova algebra teorije T¢, f For$p(I) — Bre kanonsko
preslikavanje, a p : Bre — [0, 1] definisano sa:

w(lelpe) = SUP{T €[0,1]NQ: Porp e T}, ¢ € Forfp(l).

Kao u dokazu teoreme 3.1.5 se pokazuje da je u mera na By, kao i da je (Bre, f, 1)
Bulov model teorije T. Pokazimo da je {4 1 strogo pozitivna mera na Br.. Ako je

% € Forfp(I) klasitna formula takva da je u([g]y.) = 1, tada se lako zakljuéuje da
P19 € T*, pa 9 € T, tj. [¢]p = 1.0

3.2 Logika LP(n)

Logika koju ¢emo razmatrati u ovom odeljku je restrikcija logike LP, u kojoj su
dozvoljene samo verovatnoée sa konaénim unapred fiksiranim rangom, $to ima za
posledicu vazenje teoreme kompaktnosti.

Neka je n > 0 prirodan broji S, = {0, w211} Jezik logike LP(n) razlikuje

Y o ?

se od jezika logike LP jedino u tome $to su dozvoljeni samo verovatnosni operatori
P>szas € Sp. Skup Forfp, (I) klasi¢nih formula ove logike isti je kao za logiku LP,
dok u skup Forf p(n)({) verovatnosnih formula ulaze sve verovatnosne formule ® €
Forfp(I) u ¢ijem gradenju ucestvuju samo verovatnosni operatori dozvoljeni u ovoj
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logici, tj. operatori Py, 5 € S,. Neka je Forpppy(I) = Forgp(n)'(f) U Forfp(n)(f).
Primetimo da je Uneny Forpp)(I) = Forpp(I).

Skup aksioma za logiku LP(n) isti je kao za LP, uz ogranicenje da instance
akioma moraju biti u skladu sa pravilima za, formiranje formula, tj. u verovatnosnim
formulama mogu se pojavljivati samo operatori Ps, s € S,. Takode, i ovde su
pravila izvodenja (R1) i (R2), dok je pravilo (R3) zamenjeno novim:

(R3n) za sve ® € Forppm)(I), p € Forfp(n)(f), 120= P, 1p,sledi ® = P, za
s €S, \ {0}, aiz ® = Py, sledi d = P 1.

Pojmovi teorema i dokaz (iz hipoteza) definisu se na uobiajen naéin. Posto
beskonagno pravilo izvodenja (R3) logike LP nije uklju¢eno u aksimatski sistem ove
logike, dokazi su konaéni, tj. nizovi formula u dokazima mogu biti samo konaéni.

Pojam Bulovog modela za LP(n) definise se na isti naéin kao za LP, s tom
razlikom Sto se za kodomen mere na odgovarajuéoj Bulovoj algebri uzima skup S,.
Zadovoljivost formule u modelima pomenute klase definige isto kao za LP, aidokaz
teoreme saglasnosti je isti. Dokaz teoreme potpunosti se sprovodi kao u prethodnom
odeljku, uz jasno ogranicenje da su izvodenja konacna (u konstrukciji maksimalno
neprotivrecne teorije ne koristi se korak (3)), pri ¢emu se u kanonskom modelu, za
datu neprotivreénu teoriju T' C Forppmy(I), mera definiSe sa:

/"‘([QD]T"') = max{r € Sn : PZr(P € T*}1

gde je T skup klasi¢nih posledica od T, a T* maksimalno neprotivrecna ekstenzija
teorije T

3.3 Veza izmedu LP i LP(n)

Primetimo da je formula = ®(p,, ..., p,) valjana (zadovoljiva), u LP ili u LP(n),
ako za svaku (neku) meru . : B(py,...,p,) — [0,1]ili B(p1,...,ps) = S, imamo
da (B(p1,...,pn), f, 1) E @, gde je B(py,. .., Pn) Lindenbaumova, algebra formula

u Cijem gradenju ucestvuju samo iskazna, slova skupa {p1,-..,pn}, ti- Blpy, ..., pn)
je slobodna Bulova algebra generisana sa {p1,--.,on}
Neka je ® € Forfp(I) apy,...,p, lista razlicitih iskaznih slova medu kojima se

nalaze sve promenljive koje se javljaju u formuli ®. Atom a je svaka formula oblika
Ep1 A ... AEpy, gde je £p; ili p;, ili -p;. Klasiénim iskaznim rasudivanjem moZe se
dokazati da je formula ® ekvivalentna, u LP a takode i u LP(n), formuli

m ki

DNF(®) = \/ /\ Pi,jSNDF;:,j(pla"‘rpn)

i=1j=1

gde je B, ; operator Psr; ili Pe,; a SNDF, (pi,...,p,) je klasiéna formula u
savrSenoj disjunktivnoj normalnoj formi, tj. SNDF;;(p,...,pn) je disjunkcija
nekih atoma. Formula @ je zadovoljiva ako i samo ako je bar jedan disjunkt iz
DNF(®) zadovoljiv. Neka je z; mera atoma a;. Izraz a € SNDF;;(p1,...,pn)
oznacava da se atom a javlja u SNDF;(p,...,pn). Dakle, disjunkt D; =
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/\;?"':1 PjSNDF;j(py,...,pn) iz DNF(®) je zadovoljiv ako i1 samo ako.je zadovoljiv
sledeci sistem linearnih jednaéina i nejednagina: '

271

Z.’L’i:l

=1
z;20,za1=1,...,2"

Z xl { 2 Tij, ako P = PZ"i]‘

<ry, akoP,;=P.,..
ﬂlESNDFi.j(P1’~~-yPn) 3 b <r1]

Teorema 3.3.1 Ako je @ € Forfp(I), onda k=, p® ako i samo ako FLpm)® 2a sve

n € N takve da ® € Forfp(n).

Dokaz. Za svaki disjunkt D;,i =1,... k iz DNF(—®) neka je S(i),i=1,...,k
odgovarajudi sistem jednaéina i nejednacina sa racionalnim koeficijentima.

Ako je |=;p®, tada svaki S(i),i=1,..., k nema reSenja u skupu realnih brojeva
R, pa ni u skupu S,, za svaki n € N. Dakle, |=LP(n)<I> za sve n € N, takve da
® € For? ()

S druge strane, ako je |=Lp(n)<I>, tada svaki sistem S(i),7 = 1,..., k nema reSenja
u Sy, zasven € N takve da @ € For? P(n)» P2 neéma reSenja ni u skupu racionalnih
brojeva Q. Posto su koeficijenti sistema S (¢),4=1,..., k racionalni brojevi, svaki
S(i),1=1,..., k nema resenja ni u R. Dakle, 2.0

3.4 Interpolacija

Teorema 3.4.1 Neka su T, C Forrp(lh) i Ty C Forpp(ly) neprotivredne teorije
takve da je Ty,NT, C F orLp(Iy N Iy) maksimaino neprotivreéna teorija. Ako suTY i
T3 konzervativne ekstenzije teorije (TyNT3)°, a (Ty UTh)® konzervativna ekstenzija
teorija Ty 1 T3, gde su TF, Ts, (TN Ty)° ¢ (Ty U T3)° skupovi suih klasiénih posledica
redom teorija Ty, T, Ty N'Ty i Ty UT;, tada je Ty U T, neprotivreéna teorija.

Dokaz. Neka su (BT{.—, fre,m) i (B, fre, 12) kanonski Bulovi modeli redom
teorija 17 i Ty. Pokazaéemo da postoji mera 4 na Brun)e takva da je
(B(riun)®, firiumye, 4) Bulov model za T, UT,. Posto je (T U T»)° konzervativna
ekstenzija teorija T¢ i T¥, Brs 1 Bre su podalgebre od Bnumn)e. Sliéno, Brinm) je

podalgebra kako od Bre tako i od Bre. Dakle,

(B(TlﬂTz)ca f(TlﬁTz)c7 )u].!B(Tlﬂ’Fz)c)

(B(TlﬂTz)c 3 f(T1ﬁT2)C7 ,Ule(TlnTz)C)

su Bulovi modeli teorije T, N T%. Posto je Ty NT, maksimalno neprotivreéna teorija,
imamo da je p1([f]) = p2([8]) za sve 8 € For§p(I, N I,).
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Za sve ) € ForSp(I}) i sve ¢y € Forgp(L) takve da je = ¢, = o, prema
teoremi interpolacije za klasican iskazni racun, postoji formula ¢ € Forfp(I; N 1)
daje = o1 = ik ¢ = o, Dakle, za sve g € For$p(l}) i sve g, € For$p (L),
takve da je [p1] < [ia], bice wi([p1]) < m(le]) = pa(e]) < pa(la)), 22 neko o €
Forlp(I; N I,). Prema teoremi 2.3.9 postoji mera u na Br,ur,)e koja je zajednicka
ekstenzija mera y i g, pa je (Bryum)e, firyumy)e, 1) Bulov model teorije 71 U T5.00

Sli¢no prethodnoj teoremi moze se pokazati da vazi i sledeée tvrdenje.

Teorema 3.4.2 Neka su T} C Forppmy(l) ¢+ Ty C Forppm)(I2) neprotivreéne
teorije takve da je Ty N Ty C Forppmy(I) N Io) maksimalno neprotivreéna teorija.
Ako su T} i T3 konzervativne ekstenzije teorije (NT»)°, a (Ty U Th)® konzervativna

ekstenzija od Tf i T%, tada je T, U Ty neprotivrecna teorija logike LP(n).

Teorema 3.4.3 (Interpolaciona teorema) Ako Jje ® verovatnosna formula, neka
je T'(®) skup svih iskaznih slova koja se pojavijuju u formuli ®. Ako su ® i ¥
verovatnosne formule takve da ® nije kontradikcija, U nije valjana i =, (@ = ¥),
tada za proizvoljno veliki prirodan broj n € N, takav da ®,T € Forfp(n), postoji

verovatnosna formula © takva da je Frpm® = 6, Frpm© = ¥ i1(0) CT(®)N
(o).

Dokaz. Neka je ng € N prirodan broj takav da @, ¥ € F O p(ny)- POStO
® nije kontradikcija postoji n; € N i mera p o B(D(®)) — S, takva da je
(B(T'(®)), f, 1) = ®. Slicno, posto T nije valjana formula postoji ny € N i mera
p2 + B(T(¥)) — S, takva da je (B(T(¥)), f,u2) = —¥. Neka je n € N priro-
dan broj takav da je SnorSniySny € Sn, 2 ay, ..., ase lista atoma iskaznih slova iz
['(®) NT(T). Neka je

A={(u@),...,uan)) : p: BT(®)) = Sn, (B(T(®)), £, 1) k= ©}

B ={(u@), .., mas)) : p: B(L(T)) = Sn, (B(L(T)), £, u) = ~T}.

Posto je =, 5(® = T) bice i }=Lp(n)(¢> = ¥), prema prethodnoj teoremi imamo
da je AN B = (. Neka je O, = /\f.i1 Praa:, gde je m;[A] skup i—tih koordinata
2% —torki iz A i Priga: = Vsema) P=sa;. Sli¢no, neka je ©, = /\?;P,,.iiglai, gde
je m;[B] skup i—tih koordinata 2¢—torki iz B i Prga; = Vsem(B) P=sai. Tada je

Frpm® = O1 i Frpm ™Y = Oy pai Frpm) ™02 = ¥. Posto je, AN B = () imamo
ELp(n) ©1 = —0,.0
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3.5 Odredivanje interpolanta u nekim sluéajevima

U nekim specijalnim slu¢ajevima interpolant se moze efektivno odrediti i u LP
logici. Radi jednostavnijeg izrazavanja, u daljem tekstu, kazemo da netrivijalno
vazi = & = ¥ samo ako formula & nije kontradikcija a ¥ nije valjana formula.

Primer 3.5.1. Neka su ¢ i 9 klasi¢ne formule, a s i ¢ racionalni brojevi iz [0,1],
s 2 t tako da je netrivijalno = P>, = Psy1p. Primetimo najpre da je t > 0 i
da v nije tautologija jer P> nije valjana formula, a posto je s > ¢t > 0, ¢ nije
kontradikcija jer to nije formula P5s¢p. Takode treba primetiti da tada netrivijalno
vazi i = ¢ = . Ako bi bilo £ ¢ = 9, skup {®, ¥} bi bio neprotivrecan, pa bi
takav bio i skup {¢, -, P19, P11}, u LP logici, $to je nemogude jer u modelu za
poslednji skup formula ne bi vazilo Pss¢ = P53). Posto je netrivijalno = ¢ = 1,
prema interpolacionoj teoremi za klasi¢an iskazni rac¢un postoji formula 8, koja je
gradena samo od iskaznih slova koja se pojavijujuiupiup, takvadaje = =6
i =0 = v, odakle se lako vidi da ée vaziti E P>sp = P50 i = P50 = P54 za
svaki racionalan broj r takav da je s > r > ¢. '

Primer 3.5.2. Bulove ideje pomenute u Primeru 2.3.2 uopstio je Halperin
(Theodore Hailperin) u [3] resavajuéi sledeéi problem: ako su 01(A1, .., An)y -y,
om(A1, ..., As), ¥(A1,..., A,) 'Bulove kombinacije’ dogadaja (skupova, iskaza)
Ay, ..., Aniako je s < Ppi(Ay,..., Ap)) < ti, i = 1,...,m, pri ¢emu su dati re-
alni brojevi s;,t; € [0,1], 7 = 1,...,m, kako odrediti verovatnoéu P(¢(Ay,. .., An)).
Glavni rezultati ovog istrazivanja sumirani su u narednom tvrdenju formulisanom u
terminima teorije Bulovih algebri.

Tvrdenje Neka su uy,...,un,v termi jezika Bulovih algebri u kojima se po-
Jjavljuju samo promenljive z,...,z,, a p: B — [0, 1] mera na Bulovoj algebri B =
(B,+,+,—,0,1). Tada za svaku valuaciju a1, ..-,0, € B promenljivih z,,..., z,
postoje 2m—arne funkcije Ly, ., Di . :[0,1*™ — [0,1] takve da kad god je
$i < w(uifay, ... an)) <t zasvei=1,...,m vasi s < p(vlay, ..., a,]) < t, gde je
Lzl ,,,,, um(Sl, ooy Smy tl, ceey tm) =351 Dz"il,...,um(sl’ ceey Smyty, ... ,tm) =t

Ovaj rezultat se lepo moZe primeniti na ispitivanje odnosa medu verovatnosnim

formulama. Pre toga uvedimo sledeée oznake, koje ¢e nam biti od koristi: ako je

¢ klasi¢na iskazna formula, a s i ¢ racionalni brojevi iz [0,1], neka je B¢ &

P>50 A Peyp. Sada, prethodno tvrdenje ima za posledicu sledeée tvrdenje.

Tvrdenje Neka su ¢i,...,0m, ¥ klasz'éne formule. Tada postoje 2m—arne
funkcije Ly, DY o+ [0,1"™ — [0,1] takve da je za s, ..., 5 by, ..
s, t€[0,1]NQ

'7tm7

P[sl,tx](pl AN P[sm,tm](Pm i= P[s,t]l/)

ako i samo ako je

[Lfﬁh_“,(pm(sl, .. .,sm,tl,...,tm),Dﬁl,m,%(sl,...,sm,tl,...,tm)] C [s,t]-
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Neka netrivijalno vazi = ® = U, pri ¢emu je ® ekvivalentno sa

L

VA Puas g5 (%)

1=1j=1

za neke k,ly,...,l € N, aj, 0t € [0,1]NQ, ¢t € Forfp, i=1,...,k j=1,...,0.

Posto je = ® = U, zasve i = 1,...,k bite = /\g-"=l 13[a§,b;180§ = VU. Neka su

P1,---,Pm sva iskazna slova koja se pojavljuju u obe formule ® i ¥, a 6y,...,0m
lista. svih 3toma nad promenljivim py,...,pp. 6Za fiksirano i« € {1,...,%} neka
: [ t i i pt i i t i X 1 —
je et = ch'i,...,cpfi(al""’ali’ Leoabh), fi = Dﬁp;ww;i(al,...,ali, L), t =

1,...,2™. Lako se vidi da tada vazi @ = VE, AL, B si6:, a takode i da je
Vi A2y Beg e = 0.

Prethodni postupak je neprimenljiv ukoliko formula ¥ nije ekvivalentna formuli
oblika (%), u LP logici. Medutim, postupak se uvek moze primeniti za nalazenje
interpolanta u logici LP(n), za svako n € N, zahvaljujuéi pravilu izvodenja R3,.
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4

Predikatska verovatnosna logika
prvog reda

U ovom poglavlju bi¢e razmatrana logika koja je prosirenje klasi¢ne logike prvog
reda. Ova logika je uvedena i detaljno prikazana u [10],(13]. Definisanjem po-
Jma Bulovog modela za predikatsku verovatnosnu logiku prvog reda mogu se i za
ovu logiku dobiti analogni rezultati kao u prethodnom poglavlju, zato ée samo biti
pokazana teorema potpunosti za klasu Bulovih modela.

Predikatsku verovatnosnu logiku prvog reda oznacavademo sa LFOP.

Klasiéni jezik prvog reda je svaki skup £ = Rel; U Fun, U Const., gde su Rel,,
Fung, Const; medusobno disjunktni skupovi. Elemente skupa Rel,; nazivaéemo
relacijskim znacima, elemente skupa Fun. operacijskim znacima a elemente skupa
Const simbolima konstanti. Za svaki Jezik £ na skupu Rel; U Fun, definisana je
funkcija ar : Rel; U Funy — N, koja svakom znaku S € Rel, U Fung pridruzuje
neki prirodan broj ar(), takozvanu arnost ili duzina znaka S. Jezik logike LFOP
je svaki skup koji sadrzi neki klasi¢an jezik prvog reda i sledeée simbole:

¢ klasi¢ne iskazne veznike: A i =
¢ univerzalni kvantifikator: V;
® promenljive: vy, vy, ..., vy, .. .
e interpunkcijske znake: zarez , desnu ) ilevu ( zagradu;
e listu verovatnosnih operatora: PZS za svaki s € [0,1] N Q.

Skup terama Term, (LFOP) je najmanji skup koji sadrzi promenljive i simbole

konstanti i zatvoren je za pravilo: akosut,...,t, termiu F operacijski znak arnosti
n, onda je i F(ty,...,t,) term.

Zatvoren term je term koji ne sadrzi promenljive.

Ako su ty,...,t, termi a R relacijski znak arnosti n, onda je R(ty,....t,) atomi-

¢na formula.

Skup Forg(LFOP) klasi¢nih formula Je najmanji skup koji sadrzi atomiéne for-
mule i zatvoren je za pravila:

® ako su i 9 klasiéne formule, to su i CAY 1

e ako je ¢ klasi¢na formula, a z promenljiva, tada je Yz klasiéna formula.
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Skup Forf(LFOP) verovatnosnih formula je najmanji skup koji zadovoljava
uslove:

* ako je ¢ klasiéna formulai s € [0,1] N Q, onda je P55 verovatnosna formula;
e ako su @ i ¥ verovatnosne formule, to sui ® A ¥ i -&.

Skup formula je For (LFOP) = ForS(LFOP)U For® (LFOP). Klasiéne vez-

nike V, = i & i verovatnosne operatore Pss, Peg i Peg uvodimo kao u odeljku

3.1, dok egzistencijalni kvantifikator sa dzp o -Vz-p. Kako je skup formula

induktivno definisan, za svaku formulu potpuno Je odreden skup njenih potformula.
Niz susednih simbola u nekoj formuli, koji je sam po sebi formula je potformula te
formule. Pojavljivanje promenljive z u formuli ¢ je vezano ukoliko je z pod dejstvom
kvatifikatora, tj. z se pojavljuje u potformuli formule ¢ oblika Vzv ili 3z1), inace
je slobodno. Regenica je svaka formula koja ne sadrzi slobodne promenljive. Ako
je t term, a ¢ formula, sa ¢(¢/z) oznaGavamo formulu dobijenu iz ¢ kada se sva
slobodna pojavljivanja promenljive z u formuli © zamene sa t. KaZemo da je term ¢
slobodan za promenljivu z u formuli ¢ ako nijedna promenljiva terma ¢ nije vezana
u formuli p(¢/z).

Aksiomatski sistem, za logiku LP, sadrzi sledeée shema aksiome:
(1) sve instance klasiénih iskaznih tautologija,
(2) Vz(p = ¢) = (¢ = Vz1b), gde z nije slobodno u @, za sve ¢ € ForS(LFOP)
(3) Yz = ¢(t/z), gde je t term slobodan za z u ¢, za sve ¢ € ForS(LFOP)
(4) Psop, za sve p € For$(LFOP),
(5) P<rp = Py, za sve ¢ € For$(LFOP)is,r e [0,1] N Q takve da je s > r,
(6) P<sto => Peyp zasve o € ForS(LFOP)is €[0,1]NQ,
(7)

7 (Pzrcp/\PZSv,b/\le(ﬂcpvﬂw)) = Psmin{1,r+s} (V1) zasve o, ¢ € Forg(LFOP)
r,s €[0,1]NQ,

(8) (P<rp A Pesth) = Peryy(0 V) 2a sve @, 9 € For¢(LFOP), s,r € [0,1]NQ
takve dajer 4+ s < 1.

i pravila izvodenja:

(R1) iz ®i® = T, sledi ¥, zasve &, T ¢ For(LFOP)ili ®,¥ € ForE(LFOP),
(R2) iz o, sledi Vzp, za sve ¢ € For$(LFOP),

(R3) iz ¢, sledi Ps1¢, za sve p € For$(LFOP),

(R4)

R4) iz & = PZS_%go, za svaki prirodan broj k& > %, sledi @ = Ps;p, za sve ® €
For[(LFOP), ¢ € For§(LFOP)

Pojmovi teorema, dokaz, sintaksna posledica skupa reéenica, neprotivreénost sku-
pa recenica, maksimalno neprotivreéan skup redenica definidu se kao odgovarajuéi
pojmovi za LP. Skup konstanti C je skup svedoka teorije T', ako za svaku formulu ¢
takvu da T F 3zy, postoji konstanta ¢ € C takva da je T+ ¢(c/x). Na standardan
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nacin se moze dokazati da za svaku neprotivreénu teoriju T iskup novih simbola kon-

stanti C' kardinalnosti | For (LFOP)|, postoji maksimalno neprotivreéno progirenje

T* u jeziku L U C teorije T' takvo da je C skup svedoka teorije T*.

Neka je £ jezik prvog reda i B = (B, +, -, —,0, 1) kompletna Bulova algebra.
B—interpretacija jezika £ u skupu M, gde je M neprazan skup, je svako preslikavanje
J ¢iji je domen £ da je:

e za sve ¢ € Constc, J(c) € M;

e zasve I € Fung, J(F) : M®) — 0,

e zasve R € Rel;, J(R) : Mo (B) 5 B,

Umesto J(.S) pisaéemo S™ za sve S € L.

B-model jezika £ nad nepraznim skupom M Je svaki par (M, J), gde je J neka
B-—interpretacija jezika £ u M.

Valuacija promenljivih Var = {v},v,,...} u skupu M je svako preslikavanje v :
Var -+ M. Zav:Var - Mia € M sa v(z/a) oznacavamo valuaciju koja svim
promenljivim dodeljuje iste vrednosti u M kao i valuacija v, osim promenljivoj z
- kojoj dodeljuje vrednost a € M.

Vrednost terma t jezika £ u B—modelu istog jezika nad skupom M za valuaciju
v:Var — M, u oznaci t™[v], definiSemo indukcijom po slozenosti terma t:

* ako je ¢ promenljiva z € Var, onda je tM[v] = v(z);
e ako je ¢ simbol konstante ¢ € Const,, onda je t™ [v] = M,

e ako je t oblika F(ty,...,t,), pri ¢emu je F € Fung,ar(F)=nity,...,t, termi
jezika L, onda je t™ = FM(tM[y), ... tM[u]).

B-—vrednost klasi¢ne formule ¢ jezika £ u B—modelu nad M za valuaciju v :
Var — M, u oznaci ||¢[v]||g, definisemo indukeijom po slozenosti formule :

e ako je o oblika R(ty,...,t,), R € Rel,, ar(R) =nat,...,t, termi jezika L,
onda je [¢[v]llg = RM(t}[v], ..., tM[v]);

e ako je ¢ oblika 9 A9, za neke formule 1 i 6, onda je lelvlils = lvvllis- 18[]Ilg;

* ako je ¢ oblika —), za neku formulu ¥, onda je lelvllls = = llvvilg;

e ako je ¢ oblika Vzy, za neku formulu ¢ i promenljivu z, onda je [lo[v]||g =

Haenm [[¥[v(z/a)]lls.

B—vrednost recenice ¢ u nekom B—modelu ne zavisi od valuacije promenljivih
Pa jednostavno pisemo ||o||g.

Bulov model jezika £ za logiku LFOP je svaka uredena éetvorka (B,M, T, pn),
gde je B Bulova algebra, M neprazan skup, J B—interpretacija jezika £ u M i 7
mera na B. Formula ® € For (LFOP) vazi u Bulovom modelu (B,M,T,u), za
valuaciju v : Var — M, u oznaci (B, M, J, 1) = ®[v], ako i samo ako je:

* ako je @ klasi¢na formula, [|®[v]||5 = 1;

¢ ako je ® oblika Ps;p, za neku klasiénu formulu v ineki s € [0,1] N Q,

u(llelvlllg) == s
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* ako je ® oblika ¥AO, za neke verovatnosne formule ¥ i ©, (B, M, J, W) = ]
i(B,M,J,u) o[

* ako je ® oblika -V, za neku verovatnosnu formulu ¥, nije (B, M, J, u) = ¥[v].

"Teorema saglasnosti u odnosu na ovako definisanu klasu modela lako se dokazuje.

Teorema 4.0.1 Svak: neprotivrecan skup reéenica T ima Bulov model

Dokaz. Neka je T* maksimalno neprotivreéna ekstenzija skupa T sa skupm
svedoka C, T° skup svih klasiénih posledica skupa T, Br. Lindenbaumova al-
gebra teorije T¢ i D skup svih zatvorenih termova jezika teorije T*. Definisimo
Brc—interpretaciju J datog jezika u D na sledeéi nagin:

® za c € Const,, neka je J(c) = ¢;

* za I € Fung, ar(F) = niproizvoljnety,...,t, € D, neka je J(F)(t1,...,t,) =
F(tl,...,tn); '

* 23 R € Relg, ar(R) = n i proizvoljne t1,...,t, € D, neka je J(R)(t, .. tg) =
[R(t1, .. ) pe.

Neka je w: Bre — [0,1], preslikavanje definisano sa
u({@lre = sup{r € [0,1]NQ : Ps,p € T*}.

Lako se pokazuje da je 4 mera na By, kao i da je (Bre, D, J, 1) model skupa
recenica T, pa time i skupa 7.0
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