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ALLE RECHTE, EINSUHLIESSLICH DE3 UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEL

Aus dem Vorwort zur dritfen Auflage.

Die giinstige Aufnahme und der starke Absatz der zweiten Auflage
baben mich ermutigt, das Buch noch mehr als friher den Bediirfnissen des
fortgeschrittenen Studiums anzupassen. . . .

Ich habe einen Abschnitt mit dem Thema ,Die Kraftibertragung® von
den tibrigen vollstindig getrennt und diesen Stoff erst nach der Lehre von
der Elastizitit und Festigkeit behandelt. Dadurch ist eine auch den tech-
nischen Bediirfnissen entsprechende Berechnung der Spannungen in den
Mechanismen, dem Fachwerk sowie eine Beriicksichtigung der Reibung még-
lich geworden. . . . .

Die Obertlichenspannung und Kapillaritit habe ich neu bearbeit. Um-
fangreiche Anderungen und Vertiefungen hat die Wirmelehre erfahren. Be-
sonders ist alles das, was mit den beiden Hauptsitzen der mechanischen
Wirmetheorie zusammenhingt, neu bearbeitet worden. In der Lehre vom
Lichte sind die die Photometrie behandelnden Kapitel erweitert und vertieft
worden. Eine starke Erginzung hat die geometrische Optik durch die Be-
handlung der Abbildung durch zentrierte, sphiirische Flichen erfahren. In
der physikalischen Optik sind die Interferenzerscheinungen und besonders die
Beugungserscheinungen sehr eingehend behandelt worden.

Hamburg, im Juni 1914. E. Grimsehl.

Aus dem Vorwort zur vierten Auflage.

... Die Bearbeiter waren bestrebt, die Eigenart und die Vorziige der Grim-
sehlschen Darstellungsart nach Moglichkeit zu wahren und in den hinzuge-
tretenen oder gefinderten Abschnitten diese zu erreichen. . . .

Die Abinderungen und Neubearbeitungen erstrecken sich besonders auf
die Einleitung und die §§ 2, 8, 15, 22, 27, 29, 31, 34, 35, 36, 40, 41, 42, 56,
58, 59, 68, 15, 76, 96, 97, 99, 104, 109, 110, 111, 113, 115, 122, 153, 155,

156, 158, 159--163, 175, 176, 177, 185, 204, 212, 234, 257, 260, 267, 269,

278, 279, 310, 322, 326, 300, 362. Von diesen wurden die §§ 8, 41, 109,
153, 155, 156, 1509—163 sowie die Darstellung der Quantenlelire in § 175
von Professor Starke umgearbeitet bzw. neugeschrieben, der auch in den
{lbrigen Kapiteln mannigfaltige Ratschlige gegeben hat.

Hamburg, Avgust 1919, Wilhelm Hillers,
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v Vorwort zur sechsten Auflage

Aus dem Vorwort zur fiinften Auflage.

Im ganzen hai die vorliegende Auflage des I. Bandes gegenfiber der
vorigen nur wenige Anderungen und Vermehrungen erfahren. Letztere hatten
sich zum Teile als wiinschenswert erwiesen, um den Aufbau des Lehrbuclhies
in sich geschlossener zn gestalten. Es sei auf die 8§ 36, 42, 53, 59, 154, 211,
212, 268, 269, 304, 362 verwiesen. . . .

Die Zahl und Anordnung der einzelnen Paragraphen ist unverfindert ge-
blieben; ebenso ist die Anzabl der Abbildungen die gleiche wie frivher; aller-

dings wurden einige I'iguren dureh neue ersetzt.

Hamburg, Janvar 1921, Wilhelm Hillers.

Vorwort zur sechsten Aunflage.

In der neuen Auflage ist Auderungs- und Erweiterungswiinschen, die
von Freunden des Buches und bei den Besprechungen der letzien beiden Anf-
lagen geiuBert worden sind, in griBerem Mafistabe Rechnung getragen worden,
Die einzige tiefergreifende Andernng besteht allerdiugs nur in der neuen Dar-
stellung der neuzeiilichen Anschauungen fiber den Bewegungswiderstand in
Flissigkeiten und Luft, welche in den Hiinden von Kutta, Jounko wski und
L. Prandtl endlich zu einer mit der Erfahrung gut iibereinstimmenden Trag-
flichentheorie gefiihrt haben. Das Bestreben, diese Anschauungen in geschlos-
senem Aufbau darzubieten, machte die Einfihrung und die Entwicklung zahl-
reicher neuer Begriffe notwendig, so dal dem Gegensiande acht neue Para-
graphen gewidmet werden muBien. Im allgemeinen wurde bei der Neubear-
beitung niemals die Richtschnur aus dem Ange verloren, einer Umfangsver-
mehrung des Bandes zu steuern. Die neuen experimentellen Ergebnisse, be-
sonders der Gottinger Schule, iher die Widerstands- und Auftriebsmessnngen
(§111), schienen uns aber in allgemein physikalischer Hinsicht so bedentungs-
voll, die notwendigen Auseinandersetzungen iiber Potentialstromung (§ 114),
Drehstromung (§ 115), Stromlinien, Stromfiden und Drucke (§ 116), sowie
die eigentliche Auftriebstheorie (§ 118) schienen uns in Hinblick auf die ganz
entsprechenden Begriffe und Lehren des elektromagnetischen F eldes so lehr-
reich, daB wir demgegeniiber glaubien, die unerwiinschte Umfangsvermehrung
mit in den Kauf nehmen zu miissen. — Sonsiige Erweiterungen und Ande-
rungen sind euthalten in: § 2, Zusammenstellbare Kndmabe; § 8, MaBsysteme
und Dimensionen; § 31, erweiierie Betrachtungen iiber den Massebegriff; § 34;
§ 60; § 68; §85; § 87, Kohiision flissiger Korper und die innere Reibung;
§ 97, der Bernoullische Satz vom dynamischen Fliissigkeitsdruck; § 102,
Stationsbarometer; § 105, Gaede-Kolbenpumpe und Dampfstrahlpumpe; § 120,
Segelflug und Bumerang; § 130, Temperaturbegriff; § 134, Geometrische Tem-
peraturskala; § 183, 16.; § 187-—200; § 245, Richtungshéren; § 259, Einheit-
liche Vorzeichenfesisetzing; § 2601 261, Bildwélbuugen und Blenden; § 270,

?
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Vorwort zur sechsten Auflage A

Brechungsgesetz von Mébius; § 271; § 275; § 276; § 277; § 278, Berech-
nung der Grundpunkte von Linsen endlicher Dicke; § 282; § 283, Tangens-
bedingung; § 284; § 285; § 286, 4.; § 290; § 299, VergréBerung des Mikro-
skopes; § 300; § 301; § 304; § 507, Bedingung der Achromasie; § 323;
§ 824, 4.; § 333, 6, die Sinusbedingung; § 358; § 359, Fluoveszenz; § 861;
§ 862; § 303, Assimilation; § 364; § 365; § 373, Farbenempfindung und
Farbenblindheit. Demgegeniiber isi nar an wenigen Stellen geltirzt worden
(§ 89). — Dem Bestreben, auch diesen Band auf reitgemiBer wissenschaft-
licher Hohe zu erhalten und moderne Fortschritte zu beriicksichtigen, ent-
springt daher im ganzen doch eine Umfangsvermehrong von etwa sechs Drnck-
vogen. Wenn wir nicht allen uns zugegangenen Anregungen nachgekommen
sind, dem einen oder andern Absehnitt oder die eine oder andere Tatsache
eingehender zu behandeln, so mag uns die Riicksicht zugute gehalten werden
dabB noch weitere Umfangsvermehrungen vermieden werden sollten. — Die
historischen und biographischen Anmerkungen, sowie das Tabellenwerk
wurden erginzt und erweitert.

Den zahlreichen Freunden des Buches, die uns in liebenswiirdigster Weise
Hinweise und Anregungen haben zukommen lassen, sei dafiir der herzlichste
Dank ausgesprochen; insbesondere verdanken wir Herrn Prof. 0. Kassner
(Berlin) und Herrn Dr. Semmelhack (Hamburg) wertvolle Winke in bezug
auf die Meteorologie, Herrn Prof. H. Ahlborn in Hamburg in bezug auf die
Widerstandslehre der Fliissigkeiten, Herrn Prof. R. Béger (Hamburg) in be-
zug auf die geom. Optik (§ 270). Herr Prof L. Prandtl in G8ttingen, hatte
die Giite, die Darstellung fiber den Fliissigkeitswiderstand (§ 110—119),
Herr Prof. H. Ahlborn denselben Abschnitt einschlieBlich der folgenden
Paragraphen itber das Fliegen (§ 110—121), Herr Dr. Semmelhack den
11. Abschnitt: Wetterkunde in der Korrektur durchzusehen; treue und weri-
volle Hilfe hei der Bearbeitung dev gesamten Koriekiur leisteten uns Herr
Dr. Erich Boehm und Herr cand. phil. Kar! Kuhlmann, deneu wir dabei
auch manche wertvolle Anregung verdanken. Diesen Herren, die in so eni-
gegenkommender Weise uns viele Stunden threr kostbaren Arbeitszeit opferten
und das Werk forderten, sagen wir flir ihre selbstlose Mihewaltung an dieser
Stelle unseren besonderen und wirmsten Dank.

Hamburg, im Juni 1923 Wilhelm Hillers.
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Einleitung.

Beobachtung, Yersuch, Gesetz; induktive Methode, Theorie, Hypothese,
Prinzip, deduktive Methode.

Aufgabe der experimentellen Physik ist die Beobachtung der sich in der
Natur abspielenden Ereignisse. Wenn man eine einzelne Erscheinung aufmerk-
sam beobachtet hat, so wird man imstande mmE, die Erscheinung auch nach-
_:w_. wieder zu wmmorg%mnd doch wird man im allgemeinen kein vollstindiges
Bild der Erscheinung aufgefallt haben, sondern es wird dem Beobachter eine
groBe Nm.E von Teilerscheinungen entgangen sein. Wiederholt sich dieselbe
H«mo.rm_ugm noch einmal, s0 wird derselbe Beobachter das Bild der Er-
scheinung vollstindiger auffassen, also auch vollstindiger beschreiben kénnen
da er Emmporo Erfahrung, die er bei der ersten Beobachtung gemacht hat nur
zu befestigen braucht, daher also fir andere Einzelheiten mEvmﬂ_mm&umw ist.
Un_.ow mehrfache Wiederholung der Beohachtung derselben Erscheinung wird
dasBild, dag sich der Beobachter von der Erscheinung macht, immer vollstindiger
:wa a_m.p. Erscheinung selbst dhulicher. Besonders werden auch Beobachtungen
die bei dem ersten Eintreten der Erscheinung nicht ganz den Tatsachen ont-
sprechend, also nicht ganz richtig aufgefaBt worden sind, bei Wiederholung
der Erscheinung verbessert werden. “

) .Hﬂ :.um.uormu Féllen ist man imstande, eine einzelne Erscheinung will-
WEH_&._ eintreten zu lassen, also dann hervorzurufen, wenn man die Absicht
hat, sie zu beobachten, wenn man also seine Aufmerksamkeit schon vorher
auf die erwartete Hrscheinung gespannt hat. Eine solche absichtlich hervor-
gerufene Krscheinung heiBt ein Versuch oder ein Experiment.

HH..o”m mehrfacher Wiederholung derselben Erscheinung bleibt sie immer
noch eine Kinzelerscheinung, und trotz der mehrfachen Wiederholung der
Beobachtung eine Einzelbeobachtung. LiBt man z. B. einen Stein mehrere
Male m.Em.a_E. Héohe von 5 m auf den Erdhoden fallen, 30 beobachtet man als
Fallzeit eine Sekunde. Die Beobachtung wird bei Wiederholung des Versuches
nur erneuert, die beobachteten Werte erreichen einen hiheren Grad der Ge-
nauigkeit; trotzdem bleibt die Beobachtung nur eine Einzelbeobachtung.

Ewu w.m.nz bei Ausfihrung eines Versuches eine oder mehrere Bedingun-
geu, %m die zu beobachtende Erscheinung beeinflussen, abindern oder die-
(réBe eines den Versuch bedingenden Faktors verindern. Tut man das, so
Wmnz mmw.m_mﬁ eintreten, daB die Erscheinung selbst wieder denselben doumpﬂm
nimmt wie vorher; im allgemeinen wird aber ein Teil der Erscheinung anders
verlaufen als WEE ersten Versuche (Beobachtungsreihe). Andert man z. B.
TJEE fallenden Steine das Gewicht des Steines ab, oder verwendet man beim
¥allversuche statt des Steines ein Stick Metall, #ndert aber dic Hohe des
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2 . Einleitung

durchlaufenen Fallraumes nicht, so bleibt die Fallzeit ungeiindert. Andert
man dagegen die Fallbohe, so éindert sich auch die Fallzeit.

Das Ergebnis einer Beobachtungsreihe kann in einem SatZe zu-
sammengefaBt werden, der in mathematischer Zeichensprache eine Formel
genannt wird. Beispiele: ,Die Fallzeit eines Korpers ist vom Gewichte und
Stoffe des fallenden Korpers unabhiingig. |, Die Fallbihe ist dem Quadrate

der Fallzeit direkt proportional ,s= I .«

Die Giiltigkeit eines Satzes ist einstweilen nur auf die tatstichlich beob-
achteten Erscbeinungen beschrinkt. Werden die Beobachturgen hiiufig wieder-
holt, und werden die in dem Satze oder in der Formel auftretenden GroBen
immer aufs neue planmiBig abgeiindert, so kann die Giiltigkeit des Satzes
erweitert werden. Je groBer die Anzahl der gemachten Beobachtungen ist,
um so griBer ist die Wahrscheinlichkeit, daf die ndchsten noch zu machen-
den Beobachtungen dem Satze geniigen. Findet die Giiltigkeit des Satzes
oder der Formel immaer weitere Bestiitigung, so sprichi man ihn als allgemein-
giiltiges Gesetz aus. Es ist die vornehmste Aufgabe der physikalischen For-
schung, mbglicbst umfassende Naturgesetze aufzustellen. Je griBer die Zahl
verschiedener Einzelerscheinungen ist, welche von- dem gefundenen Natur-
gesetze beherrscht werden, desto allgemeiner ist dieses und desto grober ist
die Aussicht, das wahre Wesen der Erscheinungen von Grund aus zu erkléren,
d. h. unserem Verstiindnisse nabezuriicken.

Die beschriebene Methode, die zur Aufstellung eines Gesetzes fiibrt, heiBt
die direkte induktive Methode. Sie ist in erster Linie die Forschungsmethode
der experimentellen Naturwissenschaften. Es gibt aber auch einen anderen
Weg: Man bildet sich {iber eine Erscheinung oder eine Gruppe von solchen
eine bestimmte Vorstellung und macht diese zu einer Hypothese, aus welcher
man mit Hilfe rein logiscber SchluBfolgerungen, insbesondere rein mathe-
matischer Operationen ableitet, wie sich die betreffenden Erscheinungen ge-
stalten miissen, um mit der gebildeten Vorstellung vereinbar zu sein. Die
Hypothese wird alsdann ricbtig sein, wenn alle beobachtbaren Dinge sie be-
stitigen; sie fillt aber mit dem Auftreten auch nur einer einzigen Erscheinung,
welche nicht mit ihr in Einklang zu bringen ist. Die Gesamtheit aller logi-
schen SchluBfolgerungen, welche man aus bestimmten physikalischen Grund-
vorstellungen oder Grundannahmen machen kann, fabt man unter dem Namen
Theorie zusammen. Auch fir diese sogenannte deduktive Methode der For-
schung bietet die Geschichte der Physik groBartige Beispiele. Es seien der
zweite Hauptsatz der Warmetheorie und das Nahewirkungsprinzip der Elek-
trizitdtslebre genannt, zwei Sitze, auf denen sich die gesamte Theorie der
Thermodynamik nnd der modernen Elekirizititslehre aufbauen. Eipe deduk-
tive Ableitung kleineren Umfanges ist es, wenn beispielsweise aus der Voraus-
eetzung, daB der freie Fall eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung ist, die
Beziebung zwischen Fallraum und Fallzeit unter Benutzung der Lehren der
Mathemakik hergeleitet wird.

Einleitung 3

Jede nmfangreiche Induktion enthiilt notwendig ein deduktives Element,
indem sich der Beobachter nach den ersten Beobachtungen bereits die For-
mulierung eines allgemeinen Gesetzes zurechtzulegen sucht, dessen Giltigkeif
er durch die folgenden Versuche und Beobachtungen weiter priifen mug. Die
nachtrigliche Priifung einer vorher aufgestellten Hypothese heift die indirekte
induktive Methode.

Das Wesen der Induktion ist daher -— logisch betracbtet — eine Re-
duktion, d i. ein Zuriickfihren des logischen SchluBsatzes auf seine Primissen.

Eine Hypothese, di¢ zu einer planmiBigen Anordnung einer Versachs-
reihe veranlaBt, durch die sowohl die Bestitigung der schon gewonmenen
Wahrheiten, wie die Auffindung neuer Wahrheiten angebahnt wird, heibt
eine Arbeitshypothese.

Wie es nun in der Mathematik einige letzte, unbeweisbare Sitze, die
Axiome, gibt — z. B. in der Geometrie den Satz von den Winkeln an Paral-
lelen —, an deren Allgemeingitltigkeit niemand zweifelt und welche scblieB-
lich die Grundlagen des ganzen mathematischen Lehrgebiudes bilden, so
sind auch in der Physik aus den Erfahrungen solche letzte, allgemeingiiltige
Grundwahrheiten herausgearbeitet worden, die rein logisch nicht weiter be-
griindet oder auf andere Gesetze zuriickgefiihrt werden konnen. Man hat
sich gewdhnt, diese Lehrsiitze mit dem Begriffe Prinzip von den Hypothesen
zu sohdern.

Dag Einordnen einer Erscbeinung in ein sie umfassendes Nat.rgesetz
bedeutet gleichzeitig ein Erkliren der Erscheinung, d.i. Zurtickfibren der-
selben auf andere, uns bekannte oder geliufige Erscheinungen. Da mit unseren
Sinnen die Bewegungserscheinungen der greifbaren Materie am leichtesten auf-
zufassen sind, so ist uns die Neigung, alle Naturerscheinungen durch solche
Bewegungen, d. h. mechanisch, erkliiren zu wollen, gewissermabBen angeboren,
und die mechanistische Weltanschanung die unseren Sinnen nichstliegende.

Bewegung ist eine zeitliche Ortsverinderung; der Ort wird durch relative
Lingenmessungen bestimmt, mithin ist -eine Bewegung durch eine Zeit- und
Langenmessung charakterisiert. Die Masse bildet ein Mab fiir die Menge der
Materie (s. dazu S.21), und so bendtigen wir zu einer mechanischen Defi-
nition pbysikalischer GroBen dreier GrundgréBen, nimlich der Ldnge, Zeit
und Masse. J

Erst dann, wenn einem Begriffe in der Umwelt der Erscheinungen etwas
entspricht, das man durch Messungen feststellen kann, wollen wir dem Begriffe
eine ,Wirklichkeit* im Sinne der Physik, eine physikalische Realitit zu-
schreiben. Die Atome baben z, B. deshalb von dem Augenblicke an eine
physikaliscbe Realitit erhalten, wo man Metboden kennen lernte, ihre An-
zahlen, ibre Einzelgewichte, ihre Abmessungen durch Messungen in wider-
spruchsloser Weise zu bestimmen; der ,Lichtither” bingegen hat bisher
noch in keiner seiner Eigenschaften durch Messungen widerspruchsfrei fest-
gelegt werden konnen, er ist infolgedessen micht ,wirklich” im Sinne der
Physik,

Hu
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§ 1. Liingenmessung.

Lingeneinheit. Um die Messungsergehnisse, also die MaBzahlen der
Lingenmessung, auch dann vergleichen zu kénnen, wenn die Messungen von
verschiedenen Personen ausgefiihrt worden sind,
ist man @hereingekommen, allerorts dieselbe
Lingeneinheit zugrunde zu legen. Als solche
dient die Linge des Urmeters, eines im Bureau
der MaBe und Gewichte im Pavillon de
Breteuil auf der Hohe von St. Cloud in
der Nihe von Sévres bei Paris aufbewahr-
ten Stahes aus einer Legierang von 907, Platin
und 10%, Iridium von der in Fig. 1 abge-
kiirzt gezeichneten Form. Auf der in der Figur
mit @b bezeichneten Fliche auf dem Grunde der Rinne sind zwei feine Striche
eingerissen (StrichmaBstab), deren Abstand bei der Temperatur 0° C ,ein
Meter (1 m) ist.

Im Mirz 1791 setzte die franzésische Nationalversammlung eine Kommission
ein, der die bedeutendsten Mathematiker und Physiker Frankreichs angehdrten, mit
dem Auftrage, ein neues MaB- und Gewichissystem in Vorscblag zu bringen. Diese
Kommission beschloB, den vierzigmillionten Teil des durch die Pariser Sternwarte
gehenden Meridians als Lingeneinheit zu wihlen. Zu dem Zwecke wurde eine
Messung des zwischen Dinkirchen und Monjuich bei Barcelona liegenden Bogens
dieses Meridians mit den damals besten Hilfsmitteln ausgefiibrt, und diese Messung
warde der neuen Lingeneinheit zugrunde gelegt. Spitere, noch genauere Mes-
sungen, die von Bessel?) ausgefihrt wurden, ergahen, daB die Linge des Erdqua-
dranten, nach dem festgesetzten Meter gemessen, 10000 856 m hetrigt, dab also
das von der franzosischen Kommission festgesetzte Meter um 0,0856 mm zu kurz
ist, wenn man die urspritngliche Absicht heibehalten wollte, der neuen Lingenein-
heit den zehnmillionten Teil des Erdquadranten zu geben. Man hat trotzdem die
Lange des von der franzbsischen Kommission angenommenen Meterstabes als Lingen-
einheit beibehalteu, da es natirlich ganz unméglich ist and zwecklos wiire, nach
jeder genaueren Erdmessung wieder eine andere Langeneinkeit einzufiihren.

Alle im Gebranche befindlichen Meterstibe sind mittelbar mit dem Urmeter

verglichen worden. Um dieses zu ermdglichen, hat man eive Anzahl von Stiben

Fig. 1. Form des Normalmetermafss.

1) Friedr. Wilh. Bessel, 1784—1848, urspringlich Kaufmsnn in Bremen, dann
Prof, der Astronomie in Konigsberg, der durch peinlich genaue Messungen nnd tiber-
legene theoretische Betrachtnngsweisen fiihrende Astronom des damaligen Dentschlanis
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aus demselhen Materiale und von derselben Form wie daz Urmeter und von mog-
lichst genau gleicher Linge mit den vollkommensten Hilfsmitteln hergestellt und
ihre Langenabweichung durch wiederholtes, sorgfiltiges Vergleichen mit dem Ur-
meter ausgemessen. Dann sind die Kopien an die einzelnen Kulturstaaten verteilt
worden. Sie dienen in diesen Staaten als Normale der Lingeneinheit. Das bei
der Verteilung an Deutschland gekommene Normalmeter fiihrt die Nummer 18
und wird in Cbarlottenburg anfbewahrt, Die moglichst sorgfiltig hergestellten
Kopien der Normalen sind an die Eichimter verteilt worden, deren Aufgshe es
ist, die Linge der Gehrauchsmafstibe durch direktes oder indirekies Vergleichen
mit den ihnen amtlich gelieferten Normalen zu priifen.

Das Meter wird nach dem Dezimalsysteme in 10 Dezimeter (dm),
100 Zentimeter (em), 1000 Millimeter (mm) eingeteilt. Dort, wo noch
kleinere MaBeinheiten erwiinscht sind, nimmt man wieder Dezimalteile des
Millimeters als MaBeinheit. Der tausendste Teil eines Millimeters heift
Mikron, es wird mit g bezeichnet, der millionte Teil eines Millimeters ist
ein Millimikron (1 mg = 10-% mm). Fiir gréBere Lingen verwendet man
als MaBeinheit das Kilometer (1 km = 1000 m).

Als Filicheneinheit dient das Quadratmeter, d.i. ein Quadrat, dessen
Seitenlinge 1 m betrigt. Es wird amtlich mit qm, in der Physik ond in
der Technik mit m? bezeichnet; die 104 mal so kleine Einheit ist das Quadrat-
zentimeter (cm?).

Die Volumeneinheit ist das Kubikmeter (cbm =m?), d. i ein Wilrfel,
dessen Kantenlinge 1 m betriigt, der 10°te Teil der Einheit ist das Kubik-
zentimeter (cm?). . .

§ 2. Hilfsmittel zur Ausfiihrung einer Lingenmessung.

Die einfachste Art, eine Lingenmessung auszufihren, besteht darin, daB
man an die zu messende Linge unmittelbar einen eingeteilten Meterstab an-
legt und nun vergleicht, wievielmal der MetermaBstab oder ein Teil desselben
aneinandergelegt werden mufl, damit eine Linge entsteht, welche der zu
messenden Linge gleich ist.

Endmafstabe sind Stibe von rechteckigem Querschnitte, deren Endflichen

1 m voneinander entfernt sind.

Die Endfiichen der meist ans Holz gefertigten Stibe versieht man mit
metallischen Bekleidungen (Endschuhen), um sie vor Beschidigung zu schiitzen.
Man gibt den Endschuhen der MaBstitbe die Form einer
gtumpfen Schneide, von denen die eine beim flachen
Auflegen des Stabes vertikal, die andere horizontal liegt.
Legt man den horizontalen Endschuh des einen Maf-
stabes mit dem vertikalen Endschub des in der Verlingerung des ersten Stabes
liegenden zweiten Stahes zusammen, so kann man die Stibe mit groBer Genanig-
keit ohne Zwischenraum aneinanderlegen (Fig. 2).

Zusammenstellbare EndmaBe. Um in einfachster Weise, zugleich aber mit
einer sehr hohen Genauigksit besonders Maschinenteile auf ihre vorgeschriebenen
MaBe pritfen zn kbnnen, sind in den _mnﬁm: Jahren die sog. zusammoenstell-

{

Fig. 2. EndmaBstibe.
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baren EndmaBe hergestellt worden. Sie sind eine Erfindung der >wmmum&od...

gchaft von C. E. Johansson') und haben rasch eine groSe Bedeutung erlangt.
Die EndmaBe hestehen aus eincr Anzabl von Einzel-EndmaBen aus Stabl mit par-
allelen Endflichen, die sich zu beliebigen MaBwerten vereinigen lassen. Zu diesem

Fig. 3. Zusammenstellbars EndmaSe vox C, E.Johansson.

Zwecke sind die Mafe in Gruppen eingeteilt, von denen jede eine Reibe von MaB-
gréfen bestimmter Abstufung darstellt. Die 103 EndmaBe des gebrauchlichen
EndmaBsatzes Nr. 2 — wir folgen den Mitteilungen der Firma Schuchardt & Schiitte

1) In Eskilstuna in Schweden.

P (T
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in Berlin, welche den Vertrieb der Johanssonschen EndmaBe hat — sind
z. B. in folgende Gruppen eingeteilb:

1. Gruppe 49 EndmaBe 1,01— 1,43 mm um 0,01 mm abgestuft,

2. , 49 . . 0,50— 2450 , , 050 , "

3. n 4 " 25 —100 n n 25 n "

1 EndmaB 1,005 mm.
Fig. 3 gibt uns den Anblick des EndmaBsatzes in dem zugehorigen Kasten-
Es ist mit dem Normalsatze moglich, jeden belicbigen MaBwert innerbalib

0,01 mm, oder mit Hilfe des EndmaBes 1,005 mm innerhalb 0,005 mm durch Zusam-

. menstellen von EndmaBen der verschiedenen Gruppen als festes Endma8 darzustellen.

¥lg. 4. Znsammenstsllung anainander haftendor EndmaBe.

Die MeBflichen aller EndmaBe sind dabei s¢ eben und so vollkommen parallel,
daB duvch bloBes Andriicken die EinzelmaBe fest aneinanderhaften und sich so zu
sinem einzigen zusammengestellten EndmaBe vereinigen. Fig. 4 zeigt eine solche
Zusammenstellung, Bei Zusammenstellungen, die nus 4 bis 5 EndmaBen bis
100 mm Gesamtlinge gehildet werden, wird eine groBte Abweichung von nicht
mehr als 0,001 mm verbiirgt, der wirkliche Lingenfehler soll aber maeist erheblich
untor diesem Grenzwerte bleiben, Um das zu erreichen, miissen die EinzelendmaBbe
selbst mit einer sehr viel hdheren Genauigkeit geschliffen sein, Der Erfinder
C.E. Johansson teilt mit, daB er sogar einen EndmaBsatz hergestellt babe, von
dem jedes EinzelmaBstiick Y gonqpe ongl- Zoll (etwa Y 000 trn) dicker sei als g
das unmittelbar vorangehende, und da8 die Genauigkeit, mit der die Endmafe
dieses Satzes ausgefihrt seien, 1 bis 2 Milliontel Millimeter betrigt.

MeBketten und StahlbandmaBe, Lingen von 50 m und mehr werden
mit MeBketten gemessen. Das sind Ketten, deren einzelne Kettenglieder
gewdhnlich 20 em lang sind, und deren Gesamtlinge 10 m, 20 m oder
auch 50 m betrigt. In neuerer Zeit werden statt der Ketten meistens
lange StahlbandmaBe benutzt (Fig. 5).

Schublehre. Die Schublehre (Fig. 6)

eines Korpers. Sie besteht aus eine
ZentimetermaB M mit einem rechtwink-
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ligen Ansatzstiicke 4. An dem MaBstabe ist ein Schieber N mit dem Ansatz-
stiicke B angebracht. Wenn der Schieber so weit vorgeschoben ist, daB sich
die beiden Ansitze 4 und B vollstindig berihren, so muB eine auf dem Schieber
angebrachte Marke auf Null zeigen. Bringt man zwischen den Schieber und
das Ansatzstiick den zu messenden Korper, so kann man seine Dicke an der
Zentimeterteilung ablesen.
SpiegelmaBstiibe. Wenn man einen MaBstab nicht unmittelbar mit den
ol Flichen des zu
messenden Kor-
pers in Beriih-
rung  bringen
kann, so mub
p man an den Endflichen entlang nach dem MaBstabe vi-
sieren. Der Abstand der Endflichen des Kérpers kann
aber nur dann an dem MaBstabe genau abgelesen werden,
wenn die Visierlinien selbst auf dem MaBstabe senkrecht stehen. Beim schrigen
Visieren tritt eine scheinbare Verschiebung des Korpers gegen den MabBstab ein
(Parallaxze).!) Um die Parallaze zu vermei-
den, legt man den MaBstab und den Kérper
anf einen Spiegel (Fig. T) und visiert so an
den Endflichen des K&rpers vorbei, dab
sich das Spiegelbild der Pupille des beob-
d achtenden Auges mit der Endflache desKor-
2 pers deckt. Auch bringt man wohl den MaB-

Fig. 4. Hchoblehrs,

hinterlegt den MaBstab mit einem Spiegel.

Kathetometer.?) Das Kathetometer (Fig. 8) dient zur Messung lot-
rechter Lingen. FEs besteht aus einer lotrecht stehenden prismatischen
Ssule, die mit einer Zentimeterteilung versehen ist. Lings der Siule kann
man ein Fernrohr mit wagerechter Achse auf- und abschieben. Man be-
obachtet nun durch das mit einem Fadenkreuze versehene Fernrohr erst das
eine, z. B. das obere Ende der zu messenden Hohe und liest die Stellung des
Fernrohres an der Siule ab. Dann verschiebt man das Fernrohr so lange,
bis das andere Ende der zu messenden Hohe mit dem Fadenkreuze zur
Deckung kommt, und liest an der Teilung wieder ab. Der Unterschied der
Ablesungen ist die gesachfe Hohe.

Schraubenmikrometer.’) Das Schrasbenmikrometer (Fig. ) hat die Form
einer Schraubenzwinge. Die Schraube hat meistens eine Ganghéhe von 1 mm.
Dreht man die Schraube einmal herum, so bewegt sie sich um 1 mm vor-
wiirts. Dreht man sie nar um einen Bruchteil einer Umdrehung, so bewegt
sich das vordere Ende um denselben Bruchteil eines Millimeters vorwirts.

1) paré (griach)) = neben, allisso {griech.) == ich &ndere.

2) kath (griech) == herab, hetos (griech.) = gesendet.
2) mikroa {griech.) = klein.

stab unmittelbar auf einem Spiegel an oder

§ 2. Hilfamittel zur Ausfibrung einer Lingenmessang 9

Man hringt an der Schraubenspindel einen in 100 Teile geteilten Teilkreis

an, der die Ablesung des 100. Teiles einer Umdrehung ermdglichs. Ist die

Schraube ganz eingeschraubt, so steht die Teilung auf 0. Bringt man in das
_ : Schranhenmikrometer einen Korper, und bewegt man
die Schraube so weit vorwirts, bis der K&rper mit
leichtern Drucke festgeklemmt ist, so kann man die An-
zah] der ganzen Millimeter an einer an der Spindel an-
gebrachten Lingsteilung, die Bruchteile eines Milli-
meters am Teilkreise ablesen.

Eine Fehlerquelle bei der Dickenmessung mit dem
Schraubenmikrometer einfachster Form besteht darin,
daB es der Willkiir fiberlassen bleibt, die Schraube
mit geringerem oder grofierem Drucke anzuziehen. Um
diese Fehlerquelle zu vermeiden, ist bei besseren Aus-
fihrungen der drehbare Kopf mit der Schraubenspin-
del nicht starr verbunden, sondern greift durch einen
Kranz flach geformter Zihne in einen entsprechenden
Zahnkranz an der Spindelachse ein. Die beiden Zahn-
radanordnungen werden durch eine schwach gespannte
Feder ineinandergedriickt. Ubersteigt nun bei der Be-
rithrung des zu messenden Gegenstandes der Drack,
mit dem man die Schraube anzieht, eine gegehene
GréBe, so hebt sich der Schraubenkopf aus der federn-
den Verbindung mit der Spindelachse heraus und

Fig. 8. HrEanoEmnmn. Fig. 9. Schraubeumikrometer.

dreht sich leer weiter, ohne die Spindel mitzunehmen, Man erreicht auf
diese Weise, daB in jedem Einzelfalle der Korper zwischen der Schraube und
dem Widerlager immer mit demselben Drucke festgeklemmt wird.

Im Wildschen Dickenmesger ist die Fehlerquelle noch vollkommener
vermieden. Die Schraube ist hier (Fig. 10) lotrecht angeordnet, hat in einer
Hiilse E ihre Mutter und schiebt bei Rechtsdrehung einen Btift St nach oben,
der seine Fiahrung auch in der Hillse H hat. Auf dem Stifte hefindet sich
ein kleiner Teller T; zwischen ihu und, das nach unten schneidenférmige
Widerlager W wird der zu messende Gegenstand gebracht. Das Widerlager
ist wie der Stift in einer Fithrung verschiebbar und bewegt beim Heben
oder Senken eine um ihre Schwerpunktsachse A4 drehbare Libelle L. Zur

o3

o
T
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Ausfiihrung einer Dickenmessung ‘gieht man die
Schraube so weit an, his die Lihelle awummwm_m“
liest die Schraubenstellung ab, entfernt den Gegen-
stand, schraubt die Schranbe nun soweit in die
Héhe, bis die Libelle noch einmal einspielt, und
liest die Stellang wiederum gb, Die Zahl der
vollen Umdrehungen wird an der seitlichen Skala
Sch, die Bruchteile der Umdrehungen auf dem
geteilten Umfange der mit der Schraube verbun-
denen Kreisscheibe } ahgelesen, Die Einstel-
lungen sind so zuverlissig, daf die Ganghohe der
Schraube zu Y, mm hergestellt und der Umfang
der Kreisscheibe in 500 Teile geteilt werden kann,
s0 daB eine MeBgenaunigkeit von 0,001 mm er-
reichf wird.

Sphirometer.)) Das Sphirometer (Fig. 11)
besteht aus eimem Gestelle, das auf drei FiiBen
. C,C,C, ruht, die die Ecken eines gleichseitigen
Dreieckes bilden und durch dessen obere Fliche
eine Mikrometerschranbe geht, die der beim Schrau-
benmikrometer besprochenen gleicht. Setzt mau

Fig. 10, Wildscher Dickenmesser.

das Sphirometer mit seinen drei FiiBen auf eine

genau ebene Fliche, und dreht man die Schraube so weit herunter, bis ihr
unteres Ende B die Fliche bertihrt, so stehen die Lingsteilung und der Teil-
kreis auf 0. Legt man auf die benutzte ebene Fliche den Korper, dessen Dicke
bestimmt werden soll, z. B. ein mikroskopisches Deckglischen, nachdem man

Tig. 11. Sphirometer.

Fig. 13. Theorie des Sphirometers.

vorher die Schranbe zuriickgeschraubt hat, und schraubt sie nun bis zur Be-
rtihrung mit dem Deckglischen nieder, so kann man wieder an der Teilung
% der Schraube die zu messende Dicke bis auf Hundertstel Millimeter genan
ablesen; die ganzen Millimeter werden an der Teilung D abgelesen.

1) sphafra {griech.) == Kugel.

g 2. Hilfsmittel zur Ausfilhrung einer Lingenmessung 11

Mit dem Sphirometer kann man auch den Kritmmungsradius einer Kngel-
fliche, z. B. den einer Glaslinge, bestimmen. :

Es seien C,C,; C, (Fig. 12) die Beriihrungspunkte der Kugelfliche mit den
3 PFiiBen des Sphirometers, die den gegenseitigen Ahstand o voneinander haben
mogen; B sei der Beriibrungspunkt der mittleren Kontaktschraube, dessen Ab-
stand & von der Ebene (,C,C; an der Mikrometerteilung abgelesen ist; O sel
der Mikttelpunkt der Kugel, deren Radius r bestimmt werden soll. Zieht man
den zu B gehorenden Durchmesser BH, so schneidet dieser die Fliche des Drei-
eckes ¢, (;C, im Schwerpunkte G. Nra ist C, @ gleich zwei Dritteln der Hohe
um]._\w des gloichseitigen Dreieckes, also gleieh !Md\m. Ferner ist ¢, ¢ die mittlere
Proportionale zwischen BG und ¢ H, also folgt:

BG:0,G=0,G:GH,

oder . wumd\w Hm,._\wnﬁm*.l.“@.
2 1
Hieraus berechnet sich r= % .

Alle Dickenmesser, die eine Schravhe benuizen, leiden fiir Feinmessungen
an Fehlern in der GleichmiBigkeit der Ganghthe und an dem Ubelstande, dab
eine Schraubenspindel bel nicht vollkommenster mechanischer Ausfiithrung bis zu
einem gewissen Grade in ibrer Mutter schlottert, sich also wegen eines geringen
Spielraumes einmal mehr, ein andermal weniger fest in die Ziige .
der Mutter eindriickt. Daher ist es auch eine Regel, bei allen Mes-
sungen mit Sehraubenmikrometern die Sebraube stets im selben Dreh-
sione zur Einstellung zu bringen, denn bei einer Einstellung dureh
Rechtsdrehung kann die Lage der Spindel zur Mutter eine merklich
andere sein wie bei dor Einstellung durch Linksdrehung. Diesen F£yf
Fehler nennt man den ,toten Gang® der Schraube.

Dickenmesser von Zeil, Beide Fehler
einer MeBschrauhe vermeidet im wesent-
lichen der Dickenmesser von Zeil
nach Abbe (Fig. 13). Ein lotrechter
MaBstab M zwischen zwei Fitbrungsschie-
nen F, und F; hiingt hierbei an einer Schnur,
die tiber eine Rolle B geftthrt wird. Das Fig. 18.
Eigengewicht des Mafistabes wird groBten- Dickenmesser von Zeis.
teils durch ein Gegengewicht G am ande-
ren Ende der Schnur aufgehoben, so daB ==
der MaBstab vermittels eines Kontaktstiftes K mit sanftem Drucke eine Grund-
platte bzw. den zu messenden Gegenstand beriihrt. Der Kontaktstift besteht
aus Achat mit-gewdlbt geschliffener Endfliche. Bringt man nun zwischen
die Grundplatte und den durch die Rollg mit Knépfen in H, und H; ange-
hobenen MaBstab den zu messenden Gegehstand, so kann die Verschiebung des
MaBstabes gegentiber einer festen Marke durch das Mikroskop B abgelesen
werden. D sind Belenchtungsspiegel zur Beleuchtung des MaBstabes, A ist
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das Okular des Mikroskops. Verschiebungen um Bruchteile der Teilung lassen
sich dabel vermittels eines Fadenmikrometers sehr genau bestimmen. Dieges
besteht in der Einrichtung, da darch Drehung eines kleinen mit einer Ab-
lesetrommel versehenen Radehens C ein feiner Faden oder zwei parallele Fiden
in geringem Abstande voneinander im Gesichtsfelde des Mikroskops gehoben
oder gesenkt werden kbonnen. Die Teile des MaBstabes sind Y,, mm. Die
Trommel triigt 100 Teilstriche auf dem Umfange und ist so geregelt, daf hei
einmaliger voller Umdrebung der Faden von einem beobachteten Teilstriche
des Mafistabes bis zum nichsten gehoben wird. Ein Trommelteil entspricht
daher dem 100. Teil von 0,1 mm, so dab die Verschiebung des Mikrometer-
fadens um einen Trommelteil immer 0,001 mm angibt.

Fiihlhebel. Der Fiihlhebel (Fig. 14) besteht aus zwei nach Art einer
Zange miteinander verbundenen Hebeln, bei denen als Lingenverbalinis der
Hebelarme passend 1:10 gewahlt wird. Eine zwi-
- schen den Hebeln angebrachte elastische Feder
sorgt dafiir, daB die kiirzeren Hebelarme immer
mif leichtem Drucke aneinandergedriickt werden.
Das Ende des einen langen Hebelarmes ist mit
einer auf einem Kreishogen ausgefithrten Tei-
lung versehen, wihrend das Ende des anderen langen Hebelarmes als Zeiger
iiber dieser Kreisteilung spielt. Die Kreisteilung ist eine Millimeterteilung.
Zwischen die kiirzeren Hebelarme wird der Korper, dessen Dicke gemessen
werden soll, gebracht. Die an der Teilung abgelesene Dicke betriigt dann das
Zehnfache der wahren Dicke des Kérpers.

Pig. 14.
Fihlhebel.

§ 3. Winkelmessung.

Einheit des Winkels. Als Einheit der Winkelmessung verwendet man
in der Physik meist den Grad (1° = 60", 1"= 60"). Bruchteile der Sekunde
werden nach dem Dezimalsysteme gemessen. AuBlerdem verwendet man zum
Winkelmessen das Verhiltnis des zwischen den Schenkeln liegenden Kreis-
bogens eines um den Scheitelpunkt des Winkels als Mittelpunkt gezogenen
Kreises zu diesem Radius.

Wenn man als Radius 1 cm withlt, so ist die in Zentimetern gemessene
Linge des Bogens zugleich ein MaB fiir den Winkel, Um einer Verwechslung
vorzubeugen, welche Art der Winkelmessung man benutzt, setzt man entweder
die Bezeichnung der MaBeinheit hinter die MaBzahl, oder man bezeichnet den
Winkel dadurch, daB man schreibt arce = n. Man sagt im letzten Falle, der
Winket ist im BogenmaB gemessen. Praktisch fihrt man die Messung immer
in Graden aus und rechnet, wenn man BogenmaB einfilhren will, den Winkel

in dieses MaB um. Es ist arc 360° = 2x, daher ist der ma arca = 1 gehdrige
OG » 7 £} . . -

Winkel z = mlmmm; = 57917 45”. Es ist vorgeschlagen worden, dieser Einheit des

Winkels in Bogenma8 den Namen Radian (rd) zu erteilen. Diese Bezeichnung wird

in der praktischen Optik schon vielfach gebraucht. Der Vollwinkel um einen

|

m
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ian. Da fiir praktische Zwecke
Punkt heram enthilt also 360 Grad oder 2mRadian ] v
Hnm_m&mﬁ oft eine zn groBe Einheit darstellt, hat Emuou_ﬁ.mu hundertsten Teil als
Zentradian (ctrd) eingefiihrt. Es ist 1 ctrd = 0,5738°

§ 4. Hilfsmittcl fitr die Winkelmessung.

ransportenr (MaBlreis) ist ein mit einer Gradeinteilung versehener
thu MMmMu m%rﬁmw.mvm dessen Ewﬁa_v:nww mif dem m.nw.pmw..&wﬁuwnm des ﬁqzﬂ.
kels zur Deckung gebracht wird, wahrend die Z::E.S des Emmwummmm. H.wz
pinem Schenkel des zu messenden Winkels ssmmsﬂomm&w. Die Zah!, bel @mn
der andere Schenkel den Teilkreis schneidet, gibt die Grofe des zu messenden
Winkels in Graden an. .

Das Anlegegoniometer?) (Fig. 15) besteht aus zwel um eine Achse dreb-
paren Schenkeln aus Metall, deren Verlinge-
rungen durch die Achse gehen. Es dient .mmNF
den Winkel zn bestimmen, unter dem zwel Ha-
chen eines Korpers, z. B. die eines Kristalles,
ginander schneiden.

Fig. 18. Thoodolit.

Fig. 15. Anlegegonicmeter.

Der Theodolit?) (Fig. 16) ist ein Fernrobr, das nm eine Vertikalachse
iiber einem horizontalen Teilkreise drehbar ist. UE Drehung des H.Jm.ﬂuwo_pamm
kann an dem Teilkreise abgelesen werden. Er dient dazu, den _pozuoimwmu
Winkel zu bestimmen, unter dem zwei entfernte Punkte 48.%5 Auge Qmm
Beobachters avs erscheinen. Meistens ist der Theodolit (wie auch in m,n.z.
Figur) noch mit einem Vertikaikreise qwum&umf dann gestattet er msoﬂ :w
Bestimmung eines Hohenwinkels. Mit Hilfe mEmwfuunm A.me Fernrohre si Nmrﬂ
den Réhrenlibelle wird die Vertikalachse in ihre‘richtige Stellung m&.u.wmn )

AuBer den ecwahnten Apparaten finden noch Qmﬁ. Spiegelsextant uhd mwwm
Spiegelgoniomster Anwendung, deren Einrichtung in der Lehre vom Lichte

beschrieken wird. x

1) gdnia (griech) = Winkel. 2) Herkunft des Wortes unbekannt.

B
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§ 5. Hilfsmittel zum genauen Ablesen der Teilung (der Nonius).")

Um Bruchteile einer an einem MaBstabe vorhandenen Teilung bequem
und sicher abzulesen, verwendet man den Noniug; das ist ein neben dem
HauptmaBstabe verschiebbar angebrachter NebenmaBstab, bei dem 9 Teile der
Hauptteilung in 10 gleiche Teile eingeteilt sind (Fig. 17); daher betragen die

Abstinde zweier Teil-

S O T O W D A K striche der Nebenteilung

s s U5 W 8 EEE 22 45 s 25 % nur 9, der Abstinde

A Fig. 17, Nouius-Ablosang. zweier Teilstriche der
Hauptteilung.

Bei den MeBinstrumenten ist manchmal der Noniusbeweglich und die Haupt-
teilung feststehend, manchmal umgekehit. Ahzulesen ist jedesmal zunichst
die Einstellung des Noniusnullstriches auf der Hauptteilung. Man liest dazu
an der etwa in Millimetern ausgefilhrten Hauptteilung die ganze Anzahl der
Millimeter ab; dann beobachtet man, welcher Teilstrich des Nonius mit einem
Teilstriche der Hauptteilung zusammenfillt (das ist in der vergréBerfen Fig. 17
der dritte), dieser Teilstrich gibt die Anzahl der Zehntel-Millimeter an; denn
da jeder Teil des Nonius um %, mm zu kurz ist, so ist der Abstand des zwei-
ten Teilstriches des Nonius von dem benachbarten Teilstriche der Hauptteilung
1/ ,mm, der Abstand des ersten Teilstriches %/, mm, der des nullten Teilstriches

‘ des Nounius %, mm von dem ent-
sprechenden Teilstriche der Haupt-
teilang entfernt. In dem Beispiel
der Figur ist die Ablesung 16,3 mm.

Der Nonius findet beim Able-
sen von Kreisteilungen, z. B. eines
Theodoliten, vielfache Verwendung.
In Fig. 18 ist ein Modell eines
Kreisnonius abgebildet. Auf dem
Bogen A4 ist eine Kreisteilung
(Limbus?)), deren Mittelpunkt in
C liegt, in Graden ausgefihrt. Um
denselben Mittelpunkt C als Achse
M\ dreht sich der mit der Nebentei-
A lung (Nonius) B versehene Arm D
S (Alhidade®). Hier ist der Abstand
von 29 Teilen der Hauptteilung in

1) Petrus Nonius (Nufies), ein Portugiese, geb. 1492. Die Vorrichtung ist in
der jetzt gebriuchlichen Form von dem Niederlander Petrus Vernerius (Vernier)
im Jahre 1631 angegeben worden.

92) limbus (lat.) = Saum, Streifen. 8) al-hadAit (arab) = Lineal.

!
i
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jeder Teil des Nonius um %y, eines Teiles der Hauptteilung zu kurz. Steht

nun die Alhidade so, daB z. B. der 26. Teilstrich des Nonius mit einem Teil-
striche der Hauptieilung zusammenfallf, so ist der nullte Teilstrich des Nonius
von dem latzten Teilstriche der Hauptteilung, bis zu dem der Nullstrich des
Nonius fast heranreicht, um 3/, entfernt. Da aber der Limbus in Grade geteilt
ist, 80 betriigt der Abstand des Nullstriches des Nonius vom letzten Teilstriche
des Limbus ®, Grad oder 56 Bogenminuten. Man liest an der Hauptteilung
die Winkeldrehung bis auf Grade ab und figt dann noch zweimal soviel Mi-
nuten hinzu, wie der zusammenfailende Teilstrich des Nonius angibt.

Ist der Limbus in ganze Grade geteilt, und kommen auf 11 Teils der
Haupéteilung 12 Teile des Nonius, so entspricht jeder Teil des Nonius dem
Abstande von Y, Grad oder b Bogenminuten.

§ 6. Das Yolumen.

Die GroBe des von einem Korper eingenmommenen Raumes heiBit sein
Rauminhalt oder sein Volumen. Das Volumen eines Korpers von mathe-
matisch bestimmter Form, z. B. von der Form eines Wiirfels, einer Kugel,
eines Zylinders, kann nach den Lehren der Mathematik berechnet werden,
wenn die Linge der die mathematische Form bestimmenden Strecken be-
kannt ist. Das Volumen eines Korpers von unregelmiBiger Form, z. B. von
der Form eines beliebigen Steines oder eines Metallstiickes, das nicht durch
planmiiBige Bearbeitung eine mathematische Form erhalten hat, kann dadurch
bestimmt werden, daB ein anderer Korper von derselben Form und GrdBe
hergestells und dann ohne Volumenverinderung auf eine mathematisch be-
stimmte Form gebracht wird. Beispielsweise kann man, um das Volumen
eines Steines zu bestimmen, durch Abformen einen gleich gestalteten und an
Volumen gleichen Korper aus Wachs herstellen und diesen nachtriglich
durch Kuneten in die Form eines Wiirfels bringen, ohne dadurch sein Vo-
lumen zu verindern. Das Volumen des Wachswiirfels kann man dann durch
Ausmessen seiner Kantenlinge @ und durch Berechnung seines Volumens
nach der Formel ¥V — g®* bestimmen. Das so bestimmte Volnmen
ist gleich dem Volumen des gegebenen Steines. Es kann also sowokhl
bei Kérpern von mathematisch bestimmter Form wie bei unregel-
miBig gestalteten Kérpern die Volumenbestimmung auf die ,,Ads-
messung einer Linge* zurickgefiihrt werden.

- A Volumenhestimmung einer Flilssigkeit.

Am einfachsten gestaltet sich die Bestimmung des Rauminhaltes
einer Flissigkeitsmenge, da diese leicht ohne Volumenverinderung
in eine beliebige Form gebracht werden kann,

Die Mensur oder der MaBzylinder (Fig. 19) besteht aus einem

meist zylindrischen Glasgefifie, an Mmmmmu Wandungen Teilstriche Eﬂﬁuﬁ_-

dar oder

und Zahlen angebracht sind. Diesg geben das Volumen der in ensur.
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. Biiretten!) (Fig. 22) sind #hnlich wie die MeBpipetten eingeteilt; sie
sind aber am unteren Ende durch einen Hahn oder eine Schlauchklemme
verschlossen. Man kann auch hier beliebige Volumenteile der Flissigkeit

durch Offnen des Hahnes ausflieBen lassen. .
MaBflaschen, Pyknometer?), Tarierflischchen®) (Fig. 23) sind
Glasflischchen mit eingeschliffenem StSpsel von genau bestimmtem
Rauminhalte. Der Stdpsel ist mit einer feinen Bohrung versehen,
die es ermdglichi, daB man die Flasche erst bis zum Rande fiillt
und dann den Stopsel einsetzt. Die tiberschiissige Flitssigheit kann
durch die Bohrung des Stopsels austreten und durch Abwischen g3
mit einem Tuche oder mit FlieBpapier entfernt werden. Vielfach ist Fig, 5.
das MaBfiischchen mit einem Thermometer (Fig. 24) versehen, an Massasche
dem man gleichzeitig die Temperatur der eingefiillten Flussigkeit wqrumua,ou,

ablesen kann. :
Das UberlanfgefiB*) (Fig. 25) besteht aus einem zylindrischen GefiBe

mit einem seitlich angebrachten Uberlaufrohre. Wenn man das GefsB bis oben
wit einer Fliissigkeit fiillt, so flieBt die oberhalb der Miindung des AusfluB-
rohres befindliche Fliissigkeit bis genau zu dieser Hohe ab; daher enthalt das
UberlaufgefiB immer eine ganz bestimmte Menge Fliissigkeit.

B. Volumenhestimmung fester Kérper.

Weunn ein Korper keine mathematisch be-
stimmte Form hat, die eine Berechnung sei-
nes Volnmens zulassen wiirde, so miBt man
sein Yolumen, indem man den Korper in Was-
ser eintaucht und nun das Volumen der ver-
driingten Wassermenge mittels einer der an-
gegehenen Methoden miBt.

Mar kann auch den festen Kérper unmittel- &t
bar in ein teilweise mit Wasser gefilltes MaB. _Fla 2t ° Fig. 35
gefaB tauchen und beobachten, um wieviel das Frimometer Dberlantaetas.
Wasser steigt. Die scheinbare Volumenzunahme des Wassers ist gleich dem
Volumen des eingetauchten Korpers,

) Endlich kann man mittels eines Pyknometers das Volumen eines in das
Pyknometer gebrachten Korpers (z. B. Sand, Schrot) messen, indem man be-
stimmt, wieviel Wasser jetzt weniger zur Filling ausreicht, als wenn das
ganze Pyknometer ohne den Kérper mit Wasser gefiillt wird,

1) burette — Kénnchen mit Ausgufirbhre von buirs (frans.) = Kaune.

2) pyknos (griech) = dicht. ;

8) tara (ital.) = Abzug.
4) Die UberlaufgefiBe sind zuerst von dem Araber Al Bérdmi {973—1038) zur

Veiamenmessung von Metallstlicken bsnutat worden,
Grimnohl, Phreik L @robsy Aagahs 5 .ww?\ 2
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§ 7. Die Zeit.

Der Zeitbegriff entspringt aus der Erfahrungstatsache, daB jeder Vorgang
aus einer Aufeinanderfolge von Ereignissen besteht.

Wir unenuen zwei Zeiteu gleich, wenn in ihnen vellkommen gleiche Vor-
ginge statifinden.

“Wenn z B. der Sand aus dem oberen GefiiBe einer Sandubr (Fig. 26) in
das untere GefiB abliuft, so erfordert das eine gewisse Zeit. Erfolgt dann das

T Ablaufen des Sandes bei umgekehrter Sandubr aus dem oberen
GefiBe in das untere unter genau gleichen Bedingungen, so
schlieBen wir, daB zu beiden Vorgingen die gleiche Zeit erfor-
derlich ist.

Die MaBeinheit der Zeit istdie Sekunde (sec) mittlerer Sonnen-
zeit, also Yy, ,qo des mittleren Sonnentages.

L iy Wihrend eines Jahres, also wihrend eines einmaligen Um-

= laufes der Erde um die Sonne (tropisches Jahr), dreht sich die
Erde 366,24224 (abgerundet 366'/,) mal um ibre Achse. Das
erkennen wir an der Stellung der Fixsterne zur Erde. Da sich
wihrend dieser Zeit die Erde einmal um die Sonne dreht, so erfolgt die
scheinbare Drehung der Erde im Vergleiche zur Stellung der Sonne nur
3651, mal. Wir nennen den 365%,ten Teil des tropischen Sonnenjahres
einen mittleren Sonnentag. Der wahre Somnentag, d. h. die Zeit zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Kulminationen der Sonne, hat nicht zu allen Zeiten
dés Jahres dieselbe Lange, ist daher nicht zur Zeitberechnung geeignet,

Zur Zeitmessung ist jeder Vorgang geeignet, der gich in
regelmiBiger Folge in immer derselben Weise wiederholt. Vor-
wiegend werden die Pendelschwingungen und die elasti-
_ schen Schwingungen zar Zeitmessung be-
nutzt, da diese, wie sphter eingehend darge-
legt werden wird, in immer gleichen Zeiten
erfolgen, fast unabhingig von der Schwin-
gungsweite, falls diese einen gewissen Wert
(bei den Pendelschwingungen etwa 4°) nicht
ithersteigt (§ 24).

Das Sekundenpendel (Fig. 27) ist ein
Pendel, das zu einer Hin- und Hersechwingung
(zu einer vollstindigen Schwingung) zwei
Sekunden braucht. Es ist gebriuchlich, an
den bei Beobachtungen physikalischer Vor-
ginge benutzten Sekundenpendeln ein Schlag-
werk anzubringen, das auch dem Obre den
Ablauf einer Sekunde wahrnehmbar macht;
man kann dann gleichzeitig die Zeit mit dem

Tig, 26. Sandohr.

!

===

= S e = . Tig. g6, Azkar vad
Fig.37. Seknndenpends. Obre und den Vorgang mit dem Auge be- steigemd dorFenastubs,
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obachten. Das Schlagwerk bei dem in Fig. 27 abgebildeten Sekundenpendel
besteht aus zwei oberhalb der Achse angebrachten kleinen Hiimmern, die ab-
wechselnd bei jeder halben Schwingung laut gegen die Pendelstange schlagen.

Bei der Pendeluhr greifen die beiden Enden eines mit einem Pendel ver-
bundenen Ankers abwechselnd in die Zihne eines Zahnrades (Steigrad) ein
und hemmen so die Bewegung dieses Zahnrades jedesmal nach einer halben
Pendelschwingung (Fig. 28). Das Steigrad iibertrigt seine Drehung mittels
anderer, in der Figur nicht dargestellter Zahnrider auf die beiden Uhrzeiger,
die sich gleichmiBig so fiber dem Zifferblatte bewegen, daB der grofle Zeiger
zu einem Umlaufe (d. b. zu einer Winkeldrehung von 360°) 60 Minuten (min.)
gleich 60 . 60 Sekunden, der kleine Zeiger 12 Stunden (h) gleich 12 . 60 - 60
Sekunden (sec) braucht. Die Bewegung der beiden Zeiger ist, genau betrachtet,
eine Aufeinanderfolge von ruckweisen, gleiche Zeitriume andauernden, gleich
‘groBen Bewegungen. Der Sekunden-
zeiger braucht zu einem Umlaufe 60 Se-
kunden.

1

Fig. 39. Metronom. Fig. 50. Elaetische Schwingangen.

¥ig. 31. Unruberegulierang.

Das Metronom?) (Fig. 29) ist ein mit einem lauten Schlagwerke versehenes
Pendel, dessen Schwingungszeit man innerhalb weiter Grenzen dadurch ver-
#indern kann, daB man ein auf dem oberen Teile der Pendelstange befindliches,
verschiebbares kleines Laufgewicht auf und ab bewegt. Schiebt man das Lauf-
gewicht nach oben, so gebt das Pendel langsamer, bei einer tieferen Stellung
geht os rascher (§ 57). Hinter dem Laufgewichte befindet sich eine Skala,
an der man ablesen kann, wie viele Schlige das Metronom in einer Minute
ausfihrt, wenn das Laufgewicht an der betrefferden Stelle der Skala steht.
So bedeutet z B. die Zahl 132, daB in einer Minute 132 Schlige erfolgen;
der zwischen den einzelnen Schligen liegende Zeitranm betrigt dann

Hm.|.ww = 0,45 sec.

Elastische Schwingungen. Klemmt man einen Stahlstab in einem

Schraubstocke mit dem einen Ende fest (Fig. 30), so fihrt dae freie Ende

1) métron (griech.) = MaB, néme (griech) = ich teile zu,

*
o 2

-
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nach einem AnstoBe Schwingungen aus, die denen des Pendels ahulich sind,
Die Schwingungszeit der elastischen Schwingungen ist von der Schwingungs-
weite nahezu unabhiingig; daher sind die elastischen Schwingungen auch
zur Zeitmessung geeignet.

In unseren Taschenuhren dient als Zeitmesser eine mit eimem lkloinen
Schwungrade versehene schwingende Spiralfeder, die Unruhe (Fig. 31), die
mit einem in die Zghne eines Steigrades eingreifenden Anker verbunden ist. Die
Unrohe der Taschenuhren braucht zu einer halben Sehwingung Y, Sekunde.
In diesen Zeitabschnitten erfolgen die einzelnen Schlige der tickenden Uhr.

Das Chronoskop?) oder die Stechuhr (Fig. 32) besteht aus einer Taschen-
uhr mit einem groBen Sekundenzeiger, der sich in einer Minute einmal heram-
dreht; auBerdem dreht sich auf einem kleineren Zifferblatte ein kleiner
Zeiger in 30 Minuten einmal herum. Durch einen Druck auf die Aufzugs-
vorrichtung wird das Uhrwerk und damit auch der Gang des Sekunden-
zeigers ausgeldst. Beim zweiten Drucke stebt der Sekundenzeiger still, beim
dritten Drucke springt er wieder auf Null zuriick. Mit der Stechuhr miBt
man die Zeit, die zum Ablaunfe sines Naturvorganges nétig ist, indem man bet
Beginn des Vorganges zum ersten Male und am Schlusse degselben zum zweiten
Male auf den Knopf dritckt. Man kany dann die wihrend der Beobachtung
verflossene Zeit auf Funftel Sekuuden ablesen. Ein dritter Druek auf den
Knopf macht die Uhr fiir eine nene Beobachtung fertig,

Fir die Messung kleiner Bruchteile einer Sekunde
ist eine Stimmgabel besonders geeignet, deren Schwingungs-
zahl (Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde) bekannt
ist. Man bestimmt die Schwingungszahl einer Stimmgabel
am einfachsten dadurch, daB man die eine Zinke mit einer
feinen Spitze versicht, dann die Stimmgabel durch An-
schlagen zum Ténen bringt und yr—
sic nun wéhrend des Tonens
eine Sekunde lang auf einer
beruBiten Glasplatte so entlang
bewegt, dab die Spitze die Glasplatte beriihrt (Schreibstimmgabel Fig, 33).
Die Spitze F zeichnet auf die Glasplatte eine Wellenlinie mn, aus der man
die Schwingungszah] sofort abzihlen kann. Eine Stimmgabel, die den Ton a’
(das eingestrichene a) hervorbringt, machtin einer Sekunde 435 Schwingungen,

ey A

Fig. 33. Schrefhstimmgahel.

Fig. 39. Stachuhr.

§ 8. Kraft, Gewicht. Masse. MaBsysteme. Dimeusion.
1. Eraft. Fir die Betrachtungen des folgenden, zweiten Abschnittes sind die

bisher gegebenen Definitionen der ersten beiden Fundamentaleinheiten, nim-
lich der Léngen- und der Zeiteinheit ausreichend. Zur Gewinnung der Grund-
lagen des (sog. absoluten) MaBsystemes der Physik wollen wir noch in diesem

Abschnitte die dritte FundamentalgréBe mit ihrer Einheit festlegen.

1) chrénos (griech.) = Zeit, skopein {griech.) = schen, spihen,
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Aus der zum Halten von Kérpern erforderlichen Muskelanspannung be-
merken wir, daB jegliche Materie auf unserer Erde einer Kraft ausgesotzt ist,
die sie nach unten, nach dem Erdmittelpunkte hin zieht. Esist die Sebwerkraft,
welche der Erdball auf die Materie austibt. Die Materie driickt deshalb auf
ibre Unterlage oder zieht an einem Faden, an welchem sie aufgehingt ist; sie
hat, wie man sagt, Gewicht. Die GriBe des Druckes oder Zuges kommt
ung durch das Gefihl der Muskelspannung und Muskelermiidung zum Be-
wuBtsein, und wir kénnen sie daraus zwar grob schitzen, zur genaueren Bestim-
mung bedirfen wir jedoch eines MeBinstrumentes. Ein solches bistet uns eine
einfache Spiralfeder, deren Lingeninderung als MaB fir die GroBe des Ge-
wichtes dienen kann. Es sollen gleichen Lingeninderungen gleiche Zunahmen
der wirkenden Kriifte entsprechen.

2 Masse. Nebmen wirmehrere genau gleiche Stiicke
derselben Substanz, 2. B. einige Wirfel gleicher Grofe
aus fehlerfreiem MessingguB, so zeigt die Feder-
wage (Fig. 34) bei Belastung mit jedem einzelnen
der Wiirfel die gleiche Verlingerung, bei Belastung
mit mehreren das entsprechende Vielfache der Ver-
lingerung. Das Gewicht, die Kraft, mit welcher die
Materie von der Erde angezogen wird, ist also der
Menge Materie oder, wie man sagt, ihrer Masse pro-
portional. Wir wollen festsetzen, daB auch zwei Kir-
per verschiedener Substanz, wenn sie an der Spiral-
feder gleiche Verlingerungen hervorrufen, also glei-
ches Gewicht besitzen, eine. gleiche Menge Materie
enthalten, d. h. die gleiche Masse haben. Die Foder-
wage, in ihrem Wesen ein MeBinstrument zum
Vergleichen von Kriiften, von Gewichten, kann
daher gleichzeitig zum Vergleichen von Massen ——
dienen. — Es ist bei dieser Betrachtung noch vor-
ausgesetzt, daB die Lingeninderung der Feder
nicht zu groB ist, so daB die Federgestalt wesent-
lich gedndert wird oder gar bleibende Verlingerungen entstehen.

_ Fig. 54. Federwage.

Der Begriff Magsse, wie wir ihn soeben erklym haben, soll nur eine vor-
Idufige Festsetzung des Begriffes bedeuten; wir werden spater in § 31 noch einmal
auf diesen Begriff zurtickkommen und ihg schirfer, unabhingig von dem unsicheren
Materiebegriff definieren. Die hier oben gegebene Begriffsdefinition der Masse als
yQuantitit der Materie® ist historisch begriindet; sis stammt von J. Newton (1687)
(§ 38), der damit den Massebegriff in die Wissenschaft eingefiibrt hat.

3. Masseneinheit. Mit Hilfe eines Massensatzes, den man Gewichtssatz
zn nennen pflegt, d. i einer Reihe von Stiicken im Massenverhaltinis ganzer
Zablen (meist 1, 2, 2, 5, 10, 20, 20, 50, 100 usw.) zu einem Einheitsstiicke,
kann man die Angaben verschiedener Federwagen untereinander eichen.

Als Masseneinheit hatte man urspriinglich die Masse eines Kubikdezimeters
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Wasser von 4° Celsius, bei welcher Temperatur dieses sein Dichtigkeitsmaximum
besitzt, gewithlt und diese Masseneinheit als 1 Kilogramm bezeichnet. Inter-
national auf Vorschlag der gleichen Kommisgsion, welche das Normalmeter fest-
setzte, angenommen ist alsdann das Kilogramm des Archives, ein Platin-TIridium-
zylinder, dessen Masse derjenigen des Liters Wasser moglichst gleich gemacht
worden ist, und der wie das Urmeler in Stvres bei Paris im bureau international
des poids et mesures aufbewahrt wird, Der tausendste Teil desselben, das Gramm
bildet dis Emmmmuﬁuw&w des Systemes der Physik, das man nach seiven mmswmmgm_
auch Zentimeter-Gramm-Sekunde-System, ahgekiirzt C. G. S.-System, nennt
(s. unten 5.).

_ Es war beabsichtigt (1799), als Masseneinheit die Masse einss Kubikzentimeters
reinen Wassers, gemessen bei der Temperatur seirer grifien Dichte, n#mlich 4% ¢
mmm‘musmmenmm. Zu dem Zwecke wurde der Auftrieb (s. dazu § wmvummumm Messin -
zylinders von vorher genau bestimmtem Volumen in reinem Wasser méglichst m-
naut bestimmt, und es wurde ein Platinzylinder hergestellt, der an Gewicht dem m.m&.
ein Kubikdszimeter kommenden Auftriebe gleich war. Da die Wigung nicht hei 4° C
ausgefithrt werden konnte, und da sie auBerdem im E?m«m_u:ﬁwu Raume gemacht
werden muBlte, so muflte man die hierdurch hedirgten Fehler durch besondere Rech-
nung ermitteln und nachher beriicksichtigen. Infolge dieser und anderer Fehler-
quellen ist das Urkilogramm nicht genau so groB geworden, wie urspriinglich ge-
plant war. Bpiitere Messungen haben ergeben, daB es um anp#hernd 4 Zentigramm
zu grofl ausgefallen ist. Man hat aber trotzdem das urspriingliche Urkilogramm als
dasTausendfache der Masseneinheit beibehalten und im Jahre 1889 ein dem alten
%«H.nw@m mumﬁgwwmm gleiches aus Platin-Iridium sowie 40 Kopien hergestellt, die an

iejenigen Staaten verteilt wordsn sind, die d i - i
e mm_...p T Staate . as metrische Mafi- und Gewichissystem
4. Gewichtseinheit. In der Technik hat man als urspritngliche Einheiten
(fewichtseinheiten — statt Masseneinheiten in der Phy-
sik — definiert und zwar das Kilogramm- Gewicht
oder kg*!), d.i. das Gewicht des Normalkilogramms auf
dem 45.Breitengrade in Meereshihe, Letztere Angabe
ist erforderlich, da, auf der Erdanziehung beruhend
das Gewicht vom Breitengrade des Ortes abhiingt, an
dem sich die vom Orte unahhiingige Massenmenge he-
findet. Fiir das Gramm-Gewicht ist der Name ,Bar?)
vorgeschlagen worden. . “

) DieFederwage wird je nach den Zwecken, welchen sie
_H.Su_: in mannigfachen Formen hergestelli. Die gswohn-
liche Hausstandswage (Fig. 85) ist eine Federwage, in der
zwei Spiralfedern durch den zu wigenden Kérper anssin-
andsrgezogen werden. Die Ausdehnung der Federn wird
durch eine Zahnstange und eineaTrieb auf einsn drehharen

1) Wir werden in dem Buche die Bezeichnung kg*,
g* usw. gebrauchen, wenn wir damit ,Gewichte* aus-
dricken woller, kg, g new. aher, wenn wir Massen angeben,
2) barys (griech.) = schwer. >

&

Fig. 85. Hansiandswage,

r
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Zeiger iibertragen, an dessen Stellung vor einer kreisformigen Teflung dag Gewicht
hzw. die Masse des Kérpers abgelesen wird.

Uber die genaucre und mehr verwendete anf den Hehelgesetzsn beruhende
Wags siehe § 75.

5. Absolutes MaBsystem, Das Zentimeter-Gramm-Sekunde-System (. oben
unter 3)) wurde von GauB und Weber (1836) in die Wissenschaft einge-
fuhrt. Im Glegensatze zu ganz willkiirlichen MaBeinheiten, die zur Ausmes-
sung physikalischer GriBen dienen kinnten, nanmte GauB einmal die von
ihm vorgeschlagenen Einheiten ,ahsolute“ Einheiten, und daher fiihrt das
MaBsystem hiufig auch den etwas ungliicklichen Namen absolutes MaBsystem.
Der Grundgedanke dieses MaBsystemes ist der, daf alle Einheiten der Physik
immer mit Hilfe bestimmter physikalischer Gesetze oder aus der Begriffsbe-
stimmung der mit ihnen gemessenen GroBen auf die Gruudeinheiten Zenti-
meter, Gramm und Sekunde!) znrickgefithrt werden. Das hietet eine groBe
Vereinfachung; denn Umrechnungskonstanten werden in physikalischen Ge-
getzen und Rechnungen dadurch weitgehend vermieden. Alle anderen Einbeiten
auBer den drei Grundeinheiten heiBen ,abgeleitete Einheiten®

Ein Beispiel moge das Wesen der absoluten Einheiten erliutern. An und fiir
sich wire es durchaus zulissig, fiir die Liugenmessung, die Flichenmessung und
die Volumenmessung je eine willkiirliche Einheit festzusetzen. Mar kdnnte etwa
sich daran gewthnen, die Linge in Zentimetera anzugehen, die Flichen in Quadrat-
zoll und den Rauminhalt in Xubikfn8. Dann hitte man aber bei allen Rechnungen,
die von Lingen auf Flichen urd Rauminhaltsangahen schliefen, zu beriicksichtigse,
wie viele Quadratzentimeter auf einen Quadratzoll und wis viels Kubikzenti-
mster auf einen Kubikfuf gehen. Es seien @ c¢m-und b em die Lingen eines
Rschteckes. Die GroBe der Rechteckflachs ist denn f= o -a-b Quadratzoll, worin
« augeben soll, wie viele Quadratzoll auf einen Quadratzentimeter gehen. Das ab-
soluts MaBsystem schrsibt daher vor, alle abgeleiteten Einheiten
so festzulegen, daB die Umrechoungskonstanten in den zugrunde ge-
legten Formeln den Wert 1 annehmen. Im vorerwihnten Falle verlangt das
die Begriffshestimmung: Die Flicheueinheit ist ein Quadrat der Seitenldnge 1 cm.

Das Wesen des absoluten MaBsystemes kann also so beschrieben werden:
Als MaBeinheiten sollen die physikdlischen GriBen festgesebzt
werden, die in ihrer Ahhingigkeit letzthin den drei Grundein-
heiten 1 em, 1 g, 1 sec entsprechen.

6. Dimensionen. Zur Bezeichnung der abgeleiteten Einheiten pflegt man
hiufig symbolisch die Rechenoperationen anzudeuter, die notwendig sind,
um von den Angaben in Grundeinheiten auf die in Frage stehenden GroBen
zu sehlieBen. So miissen die MaBzahlen zweier Strecken miteinander multi-

1) GanB uud Weker bedienten sich urspriinglich des Millimeters, des Milligramms
wud der Sekunde als Grundeicheiten; der Ubergang znm Zentimeter, Gramm und der
Sekunde fand unter englischem Einflusse statt (British associstion for the advancement
of ecience). Der elektrische KgngreB in Paris 1881 hewirkte die allgemeine Einfiihrang
der von England aus vorgeschlagenen ahaolnten Eiuheiten.

e
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pliziert werden, um die MaBzahl einer Fliche zu erhalten. Das wird sym-
_bolisch ausgedrilckt, indem man statt des Wortes Quadratzentimeter schreibt
em®, statt Kubikzentimeter em® usw. Die Potenzexponenten dieser Symbole
‘pllegt man in der Physik Dimensionen (Fourier, Maxwell) zu nennen,
In der Anwendung des Wortes Dimension in bezug auf die Grondeinheiten
g und sec geht die Physik tiber den Gebrauch des Wortes in der Mathematik

hinaus. So hat die Geschwindigkeit die Dimension WM = em - see—! (8. 28),
die Beschleunigung % = cm sec™* (8. 36), die Kraft die Dimension g cm - sec—2

(S. 86).

Die Physik kennt aber auch Dimensionen: g=* cm? sec~2 (Gravitations-
konstante 8. 245), g} em3 see~? (eloktrostatische Ladungseinheit, B. IT. 8, 39);
diese sind also allgemein von der Form g? - em? - see”, worin je nach der Eigen-
art der Grofe die Exponenten bestimmte Zahlenwerte annehmen.

Diese Dimensionen erweisen sich als recht hrauchhar, als sie dazu dienen
kinnen, physikalische Rechnungen auf ihre Richtigkeit zu prifen. Es gilt nim-
lich: Nor Grdéflen gleicher Dimensionen konnen addiert werden. Daher
milssen z. B. auch die heiden Seiten einér Gleichung dieselbe Dimension haben,
Es ist aber im Auge zu behalten, daB je mach dem zur Definition der Einheiten
verwandten Naturgesetze die Dimensionen verschieden ausfallen kénnen; die Dimen-
sionen sind nicht frei von Willkiir. So schreibt man der Gravitationskonstanten
(8. 245) eine bestimmte Dimension zu, macht aber durch Festsetzung entsprechen-
der Einbeiten in den dem Newtonschen Gravitationsgesetze entsprechenden Cou-

lomhbschen Gesotzen (Bd. II) die eatsprechende Komstante dimensionslos nod
zum Werte 1. ’ .

1. Natiirliches MaBsystem, Trotz des durchgefithrten absoluten MaBsystemes
bleiben in der Physik einige der ohen erwahnten Umrechnungskonstanten in den
GrdBenbeziebungen zueinander tbrig. Daraus geht bervor, daB sich die Naturge-
setze durch Wahl anderer Einheiten in noch einfachere Form bringen lassen, als
die iibliche ist. Man kinate z. B. die Einheiten fiir die Linge, fir die Masse und
fir die Zeit selbst wieder durch die Naturgesetze nach dem Grundgedanken des
absoluten MaBsystemes so festsetzen, daB auch die Lichtgeschwindigkett, die Gra-
vitationskonstante und die beiden Konstanten % und % der Planckschen Strahlungs-
formel (s, diese) den Wert 1 annehmen. Ein darauf gegriindetes MaBsystern ist
von Planeck das natiirliche genannt worden. In dem C.-G.-8.-Systeme sind die
Grundeinheiten Zentimeter, Gramm und Sekunde. willkiirlich festgesetzt; da sie alle
Beziehungen zur Erde haben, hat man dieses MaBsystem auch wokl irdisehes
MaBsystem genannt. Das natiirliche MaBsystem ist von Willkiir vollig frei, ,seine
MaBe wilrden thre Bedeutungen fiir alle Zeiten und auch far alie auBerirdischen
und auBermenscblichen Kulturen hehalten (Planck). Allerdings sind die Ein-
heiten dieses MaBsystemes von etwas ungeschickter GréBe fiir den menschlicken
Gebrauch; sie haben nimlich die Werte 3,99 - 10~ *¥ cm filr die Langeneinheit,
5,37-10-%g fiir die Masseneinheit, 1,33 - 10~%3 sec fir die Zeiteinheit und
3,60 - 105 Grad C fiir die Temperatursinheit.
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§ 9. Das spezifische Gewicht.

Dag spezifische') Gewicht (Eigengewicht) eines Korpers ist das Gewicht
der Volumeneinheit des Korpers. Man pflegt hierbei als Volumeneinheit das
- Kubikzentimeter anzunchmen und das Gewicht in Grammen auszudriicken.

Die Bestimmung des spezifischen Gewichtes fithrt man in der Weise aus, daB
man nach Anleitung der §§ 6 und 8 das Volumen in Kuhikzentimetern und das
Gewicht inGrammen bestimmt und hieraus durch Diviston dasGewicht von 1em®
berechnet. Da das spezifische Gewicht des Wassers 1 g#/cm® ist, so stimmt das
spezifische Gewicht eines K&rpers der Zahl nach mit dem Verhiltnisse des Ge-
wichtes des Kérpers zu dem einer gleich groBen Wassermenge iiberein. Man
pennt diese Verhiltniszahl das relative Gewicht des Korpers (hezogen auf
‘Wasser). Bei der Bestimmung des spezifischen Gewichtes bildet man den Quo-
tienten aus dem Gewichte und dem Volumen; der Quotient aus Masse und
Volumen wird die Dichte des Kérpers genannt. Es gilt also:

Spezifisches Gewicht == Gewichi des Kbrpers : Volumen des Korpers,

w4 (Dimension: [gem=2sec=®]), .. f s

4 - Relatives Gewicht = Gewicht des anwmﬂm : Gewicht einer volum englei-

;

! “chen Wassermenge (Dimension: Null®), v o0 o 40 oo S
Dichie = Masse des Korpers : Volumen des' Kirpers (Dimension:
[g - em=3). EENERT 23 s
Der Zahl nach stimmen relatives Gewicht und Dichte iiberein, wihrend das
spez, Gewicht mit dem Erdorte entsprechend dem Gewichte seinen Wert indert.?)
Die Kenntnig des spezifischen Gowichtes eines Korpers gestattet eine
leichte Berechnung des gesamten Gewichies des Kirpers, wenn man sein Vo-
lumen kennt. Es ist G = V- 8, worin G das Gewicht, ¥ das Volumen und
S das spezifische Gewicht des Kdrpers hedeutet. Legt man andere MafBein-
heiten als Gramm und Knbikzentimeter zugrunde, so entsprechen einander
mg* und mm? g* und em? kg® und dm?, t* (Tonne) und m?
Das spezifische Gewicht einer groBeren Zahl von Kérpern ist in Tabelle I
zusammengestelit. . .

LA it Wy
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1) spezies (lat.) = Art; spezifiach — der Art (dem Stoffe) eigentiimlich.

2) Die Dimensionen cm®, sec’, g° oder deren Produkte nemnt man ,Nullte Dimen-
sionen®, oder kurz: Dimension Null. Alle reinen Verbiltniszahlen hahen die Dimen-
sion Null. Wird ein Winkel ir Radian gezihlt (§ 8), so ist die WinkelgréBe die reine
Verhiltniszahl auns den Liingen eines Kreisbogens und des zugebdrigen Kreisbalbmessers.
Die Winkeleinheit ,Radian® hat also die Dimension Null,

3) Meiat gehraucht man das Wort | spezifisches Gewicht* als gleichhedeutend
mit ,relatives Gewicbt.

p———



Zweiter Abschnitt.

Bewegungslehre (Phoronomie).

In diesern Abschnitte sollen die in der Nabur vorkommenden Bewegungen rein analytisch
und geometrisch behandelt werden ohne Ricksicht anf ihre physikalische Verarnlassung
und ihre Beziehungen zu den sie verursachenden Kriften.

§ 10, Relativbewegungen.

Wenn ein Korper gegen einen anderen Korper seinen Ort 49.&.&9._: 50
sagen wir: er hewegt sich in hezug auf den zweiten Korper. Wir F.mmmu
hierbei unentschieden, ob dieser zweite Kdrper sich selbst etwa gegen einen
dritten Korper hewegt. Wenn wir vou der Bewegung eines Korpers morrwow?
weg reden, so pflegen wir seine Bewegung in bezug auf mmm Erdoberfiiche
zu betrachten, die wir dann als ruhend ansehen ohne Ritcksicht darauf, dab
sie selbst in Bewegung ist. o

Die Bewegungen der Himmelskorper werden in der Astronomie in bezug
auf gewisse Punkte unseres Planeten- oder des Fixsternsystemes verfolgt, und
es bleibt dabei der Kenntnis entzogen, ob das gesamte MilchstraBensystem
eine Bowegung im Weltall ausfihrt. Es sind also alle Bewegungen als Re-
lativhewegungen definiert, als Bewegungen relativ zu einem als E.:umum an-
genommenen Bezugspunkte. Kine Abgolutbewegung hat so lange keinen Sinn,
als man dem Raume selbst nicht eine physikalische Existenz zuschreibt und

Mittel findet, Bewegungen relativ zu diesem absolut ruhenden Raume zu er-

kennen.

§ 11. Translation und Rotation.

Wenn die Wege, die die einzelnen Punkte eines Kdrpers nznmnﬁom.om.
einander parallel und kongruent sind, so heiBt die Bewegung eine wouﬁ.&ﬁﬁ-
tende Bewegung oder Translation. Wenn bei der Bewegung eines Kérpers
eine gerade Linie unveriindert dieselbe Lage beibehilt, wibrend die E&.E.mu
Punkte des Korpers konzentrische Kreise um diese Achse herum beschreiben,
so heiBt diese Bewegung eine Drehbewegung oder Rotation.

Wenn wihrend der Bewegung eines Kdrpers die Achse m»_.vmw auf omumwB be-
stimmten Wege fortschreitet, so fithrt der Kérper gleichzeitig eine fortschreitonde

§ 12: Gleichférmige und ungleichférmige Bewegung. Geschwindigkeit 27

Bewegung und eine Drehbewegung aus. Beispiel: Die Bewegung eines rollenden
Rades. .

Es ist immer méglich, den augenblicklichen Bewegunpszustand eines Korpers
aus einer Translation und einer Rotation zusammenzusetzen, selbst wenn die Drehungs-
achse eines Korpers andauernd verirnderlich ist.

§ 12, Gleichformige und ungleichfgrmige Bewegung.
‘Geschwindigkeit. :

Dis Bewegung eines K&rpers ist vollstindig bestimmt, wenn der Ort
jedes seiner Punkte in jedem Zeitpunkte bestimmt ist. Fiihrt der K&rper nur
eine fortschreitende Bewegung aus, so geniigt ez, den Ort eines einzelnen
Punktes (des ihm zugeordneten materiellen Punktes) in jedem Zeitpunkte zu
bestimmen. .

Der Weg eines Kérpers wird seine Bahn genannt, wenn man nur auf die
Form des Weges Riicksicht nimmt. Ist die Bahn des Kérpers vorgeschrieben
oder sonstwie bekannt, so ist der Ort des Korpers in der Bahn durch seine
Entfernung von einem gegebenen festen Punkte, lings der Bahn gemessen,
bestimmt. Man pflegt hierbei die Zeit von dem Augenblicke an zu messen,
wo der Kbrper in dem vorher gegebenen festen Punkte, dem Nullpunkte der
Bahn, war. Die lings der Bahn gemessene Wegstrecke, schlechtweg Weg ge-
nannt, ist eine Funktion der Zeit, die in vielen Fillen durch einen mathema-
tischen Ausdruck bestimmt werden kann.

Die Bewegung eines K&rpers heiBt gleichformig, wenn der Korper in
gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegt; die Bewegung heiBt ungleichformig,
wenn der Kérper in gleichen Zeiten ungleiche Wege zuriicklegt. Ist hei einer
ungleichférmigen Bewegung der in der einen Zeiteinheit zurtickgelegte Weg
immer groBer als der in der vorhergehenden gleichgroBen Zeiteinheit, so heiit
die Bewegung beschleunigt, im umgekehrten Falle verzigert.

Die Gteschwindigkeit ist der zahlenm#fige Ausdruck fiixr den Bewegungs-
zustand eines Kdrpers in einem bestimmten Augenblicke. Man pflegt im ge-
wohnlichen Leben die Geschwindigkeit eines Kérpers entweder durch die Zeit
anzugeben, die der K&rper zum Zuriicklegen eines gewissen Weges gebraucht,
oder durch den Weg, den der Korper ii einer bestimmten Zeit, z. B. in einer
Stunde, zuriicklegt. Da es aber praktisch ist, einer gréBeren Geschwindigkeit
eine griBere Zahl zuzuordnen, so ist es in der Physik gebrauchlich, letztere Be-
griffsbestimmung allgemein anzuwenden, Hiernach wirddie Geschwindig-
keit durch den Weg, den der K&rper in der Zeiteinheit zurick-
legt, gemessen. Legt ein K&rper in ¢ Sekunden den Weg s m zuriick, so finden
wir den Weg in der Zeiteinheit, d.1. die Geschwindigkeit v, indem wir die
Anzahl der Wegeinheiten s durch die Anzahl der Zeiteinheiten ¢ dividieren.

Es ist also o = - Hieraus folgt, da wir auch festsetzen konnen:

Die Geschwindigkeit wird durch Waxu Quotienten aus Weg und Zeit gemessen.
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j i iese i hl beachten, daB man nur
1 1d dieses Quotienten muB man wo N man
b wmhbﬂMuwau_MMmm durcheinander dividieren kann und als Ergehnis «.ﬂmmow
e benannte Zahl erhilt. Daher bedeutet der Ausdruck Weg/Zeit nur
MH_Q mwommu%h aus der Anzahl der Wegeinheiten und der Anzahl der

Zeiteinheiten. Das Ergebnis gibt dann die Zashl der fFeschwindigkeitsein-

heiten an. . N
Einheit der Geschwindigkeit. Nach § 8, 5. ergibt sich als Geschwindig-
keitseinheit der Weg von 1 em in 1 seq,

oo o
Die Bezeichnung fiir diese abgeleitete Einheit ist nach § 8, 6. 200 | oder

[em/sec] oder [cm - sec=1].Y) .
Aus der Definitionsgleichung v = .wl ergehen sich die beiden anderen

Gleichungen -t und f— ..w .

In Tahelle II sind die Geschwindigkeiten einiger Korper zusammen-
gestellt. . o .

Bei der gleichfdrmigen Bewegung ist wegen der Hu_.oﬁmw?oum_;m_“ zwischen
Weg und Zeit die Geschwindigkeit konstant. Man erhilt dsher mmumm_w.mu
Wert fir die Geschwindiglkeit, einerlei ob man zur wmwmowuﬁu.m der Geschwin-
dighkeit den wihrend eines lingeren Zeitraumes oder den nur in einem Bruch-
teile einer Sekunde zuriickgelegten Weg eines Korpers benutzst. Ein m.mw;..w_m_-
ner Zeitraum heifit ein Zeitelement; es wird At geschrieben. . US” in einem
Zeitelemente zuriickgelegte Weg ist ebenfalls sehr klein, er heiBt ein Wegele-

ment und wird As geschrieben. Die Geschwindigkeit eines Korpers ist dem-

As

nach auch bestimmt durch den Quotienten v — &y der bei der gleichférmigen

wmﬂmmﬁ_m denselben Wert wm_u wie ¢ = W

Man nennt den aus den beiden sehr kleinen GriBen As und At gebil-
deten Quotienten den Differenzenquotienten. . o .
° Lassen wir die beiden GroBen As und At unter jedes beliehige MaB klein

. . . As . .
werden, so dndert das an dem Werte des Differenzenquotienten 7; Wichts. Wir

fihren noch die Bezeichnung
- (AR ds
v = lim Amv =
(At=0, Az=0)
ein, wobei das Zeichen lim (spr. limes®) bedeuten soll, Qm.m As und At allmih-
lich beliebig klein gemacht werden sollen, so daB sie sich vom ﬂ.ﬂmim Z ull
beliebig wenig unterscheiden. Diesen Quotienten nennt man einen Differential-

quotienten.

1) Es ist anzustreben, fiir diese Einheit einen Namen allgemein wumﬂborﬁau“ vor-
geschlagen wurde 1 ,cel”, eine Bezeichnung, die manchmal gebraucht wird
2) limes (lat) = Grenze.

i
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Das Wesen der gleichférmigen Bewegung ist dann, in mathematischer
Form aunsgedriickt: d

8
V== konstant,

Bei der ungleichfirmigen Bewegung ist der von einem Korper zuriick-
gelegte Weg nicht proportional mit der Zeit. Daber ist der Quotient w

keine unverinderliche Grge, Der Wert des Quotienten mub dlso davon ah-
hiingen, wie groB die heobachtete Zoit und der gleichzeitig beobachtete Weg
sind. Wilrden wir daher die Geschwindigkeit, also den Bewegungszustand
eines ungleichfrmig bewegten Kérpers in einem hestimmten Augenblicke
dadurch festzustellen suchen, da wir den wiihrend einer Sekunde, einer halben
Sekunde, oder des hundertsten Teils einer Sekunde vorher oder nachher zuriick-
gelegten Weg messen und dann diesen Weg durch die entsprechende Zeit
dividieren, so wiirden wir Jedesmal einen anderen Wert erhalten. Das komm$
daher, daB wir zur Beurteilung des Bewegungszustandes in einem be-
stimmten Augenblicke die Vorginge wihrend eines Zeitraumes be-
nutzen, die sich wihrend dieses Zeitraumes dauvernd indern Woller wir
die Geschwindigkeit in einem bestimmten Augenblicke bestimmen, so miissen
wir die Annahme machen ; daB der ungleichférmig bewegte Korper wiihrend
eines kleinen Zeitelementes A¢ alg gleichfirmig bewegt angesehen werden
kann. Dann gilt fiir diesen kleinen Zeitraum die Definition » ~2°. Die

At
oben gemachte Annahme ist um so mehr herechtigt, je kleiner das Zeiteloment

ist. Daher kénnen wir die augenblickliche Geschwindigkeit bei der ungleich-
férmigen Bewegung nur durch dje Gleichung definieren:
. fAg ds
v = lim Awnmv = &ln .
) (at=0)
Die Geschwindigkeit eines ungleichférmig bewegten Korpers wird durch
den Differentialquotienten des Weges nach der Zeit Eemessen,

Zur Erliaterung dieser Begriffe untersuchen wir im emzelnen die Be-
wegung eines frei fallenden Karpers.

§ 13. Der freie Fall, (Experimentell.)

Wir lassen einen Stein, den wir in der Hand balten, in demselben Avugenhblicke
los, wo wir den Schlag eines neben uns stehenden, Sekunden moEm.mmummn Metronoms
héren, und verindern die Fallhghe (z. B.im Treppenhause) so lange, bis der zweite
Schlag des Metronoms mit dem Aufschlagen des Steines zusammenfillt, Die jetzt
abgemessene Fallhihe betrigt 5 m = 500 em.

Machen wir denselben Versuch mit groBeren Steinen, mit Metallstficken oder
Holzstiicken verschiedener (irgfe oder lassen wir mehrere derartige Kérper von
verschiedenem Gewichte gleichzeitig fallen, so kommen alle Kérper glsichzeitig
unten an. Ein ansgebreitetes Stk Papier, das wir gleichzeitig mit einem Steine

[ |

ioaidssen, kommt aber bedoutend spiter als der Stein unten an, Wihrend des
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Fallens flattert das Papier hin und her, es wird von der Luft zurfickgehalten.
Ballen wir jetzt das Papier zusammen, so fallt es schneller als vorhin. ReiBen
wir ein Stiick Papier in der Mitte durch, bhallen die eine Hilfte zusammen und
lassen sie gleichzeitiy mit der amseinandergebreiteten Hilfte los, so kommt der
Papierball frilher unten an als das ansgehreitete Papierstick, Aus dem letzten
Versuche schlieBt man, daB der langsame Fall des aunsgebreiteten Papierstiickes
dadurch veranlaBt wird, daB es eine groBere Luftmenge beim Fallen zur Seite
driingen muBte, daB also der Fall des Papierstiickes nicht ein freier Fall war.
Eigentlich beziehen sich daher die Gesetze des freien Falles auf den luftleeren
Raum,

Der von einem Kdrper in eincer Sekunde suriichyelegie Fullraum ist beim ,freien
Falle" vom Gewichte und vom Material des Kirpers unabhdingiy.

Die folgende Uberlegung fiihrt uns zu demselben Schlusse: Zwei gleiche Korper,
nebeneinander gleichzeitig losgelassen, fallen gleich scbpell. Verbindet man nun
diese beiden gleichen Kirper z. B. durch Zusammenkitten miteinander zu einem
Korper, so indert sich an dem Fallranme in einer Sekunde nichts. Ein Hmm.émn von
doppeltem Gewichte fillt daher ebenso schpell wie ein solcher von einfachem
Gewichte. )

Bei weiterer VergroBerung des Fallraumes finden wir, daB der Fallranm in
2 Sekunden 20 m betriigt.

Da uns eine grifiere Fallhthe kaum zur Verfiigung steht, so wihlen wir zu
weiteren Versuchen kleinere Zeiteinheiten. Wir verstellen das Metronom so lange,
big der in dem ersten Zeitraume znriickgélegte Weg gerade 1 m betrigt. Die zu
wiihlende Zeiteinheit betriigt 0,45 Sekunde (das Laufgewicht des Metronoms mﬂg
auf 132). Der Fallraum in eimer solchen Zeiteinheit betrigt 1 m, in 2 Na#.oE-
heiten 4 m, in 3 Zeiteinheiten 9 m, in 4 Zeiteinheiten 16 m, in 5 Zeiteinheiten
25 m. Hierans folgt:

Die Fallhihen sind den Quadraten der Fallzeiten proportional.

womsmwmmmuwmﬂmmwmondﬂmmmmmnmEmnmspmwm.ﬁmnwmm_zuwﬂoumowﬂmﬁﬁ.
Der mathematische Ausdruck hierfir ist: s =a % - .

Da nach unseren ersten Beobachtungen der Fallraum in der ersten Sekunde
500 cm betriigt, so ist @ = 500 em, also 5 = 500 2 - em.

In dieser Gleichung kowmt der Fallrawm in der ersten Sekunde mH.m ein unver-
anderlicher Faktor vor, der fir alle Kérper denselhen Wert hat. Daher ist eine mig-
lichst genaue Bestimmnng dieser GréBe erwiinscht. Bei der Ausfiihrung der <o.1=n
beschriebenen Versuche findet man aber, duB jede einzelne Beobachtung um einen
meBbaren Betrag von jeder anderen abweicht, weil es schwierig ist, den Kirper genau
in dem Augenblicke loszulassen, wo man den Schlag des Metronoms oder des
Pendels hiirt; auch entgehen dem Ohre geringe Zeitunterschiede, die zwischen dem
Aufschlagen des Kérpers auf dem Erdboden nnd einem Pendelschiage des Metronoms
vergehen. Durch hesonders angeordnete Gerite kann man aber den Fall des Kor-
pers selbstdndig durch das Schlagwerk des Pendels auslisen, »E.vw kann man durch
selbsttitige Aufzeichnung sehr genau feststellen, in welchem N.wavcbwg der Naé.ﬁ.
seine Bewegung beendet hat, Mitfels derartiger Hilfsmittel ist der Fallraum in
der ersten Sekunde zu 490,5 cm bestimmt.

Man bezeichnet gewshnlich das Doppelte des Fallraumes in der ersten Se-
kunde mit dem Buchstaben g. Es ist also ¢ eine Abkiirzung fiir den Zahlenwert $81.

§ 13. Der frefe Fall. (Experimentell) 31

Unter Benutzung dieses Wertes betriigt der Fallraum eines Korpers wihrend
¢ Bekunden p
8= |mlmm-

Um zu untersuchen, ob auch fiir kleinere Zeiteinheiten dassslbe Gesetz
gilt, benutzen wir zur Zeitmessung eine schwingende Stimmgabel (o
mit bekannter Schwingungszahl in folgender Weise (Fig. 36): = % ,
Auf einem Brette von etwa 2 m Linge sind parallel mit den :
Lingskanten zwei Fhrungsleisten fiir eine etwa 60 cm lange recht-
eckige Glasplatte befestigt. Das Brett wird auf einer weichen Unter-
lage auf dem FuBboden aufgestellt und mit der Hand lotrecht ge-
halten. In der Mihe des oberen Endes des Brettes ist eine mit einem
Einschnitte versehene Querleiste so angebracht, daB eine Schreibstimm-
gabel, die in dem Einschnitte der Leiste Lingt, das untere Ende der
Glasplatte bertihrt, wenn man die vorher beruBte (Glasplatte zwischen
die Leisten einfilirt und am oberen Ende mit dem Daumen der das
Brett haltenden Hand festhslt, L&Bt man die Platte los,
so fillt sie, und die Schreibspitze der nichtschwingenden
Stimmgabel zeichnet anf der Platte eine lotrechte gerade
Linie auf. Versetzt man aber die Stimmgabel in Schwin-
gungen, und 148t man nun die Glasplatte los, so zeich-
net die Stimmgabelspitze auf der Glasplatte eine Wellen-
linie, bei der die Wellen unten eng aneinander lisgen,
sich aber nach dem oberen Ende hin weiter voneinander
entfernen, wie in Figur 37 abgebildet ist. Da die Stimm-
gabel zu einer Schwingung stets denselben Bruchteil einer
Sekunde braucht (S. 20), so giht der Ahstand der einzelnen
Wellen die in den einzelnen Zeitteilen beim Fallen der Glag-
platte zuriickgelegten Wegstrecken an, die man mit einem
MaBstabe unmittelbar abmessen kann. Es ergibt sich
= auch hier, daB die Fallrinme den Quadraten der Fall-
= zpiten proportional sind.
Beispiel eines Versuchsergebnisses. Fig. $1. Von
;umms mﬂwu. . Die Schwingungszahl der benutzten Stimmgabel be- mmﬂa mE.«E..
.ows?un“%n trug 128 in einer Sekunde; die Zeit, die dis Stimmgabel zu %Ly, S25¢
Stimmgabel.  giner Schwingung brauchte, war also '/, Sekunde. Der Ab- . Linte.
stand eines Wellenanfanges von dem viertnichsten wurde
mit einem MillimetermaBstahe gemessen. Die beobachteten Zeiteinheiten waren also
zweinnddreiBigstel Sekunden. Die gemessenen Werte sind in der folgenden Tabelle
zusammengestellt, und zwar sind die Werte in der ersten senkrechten Reihe dis An-
zahl der Zeiteinheiten, in der zweiten Reihe die durchfallenen Gesamfwegstrecken.
Die dritte Reihe enthalt die in den einzelnen Zeiteinhoiten zuriickgelegten Weg-
strecken, nimlich die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Werte der zweiten
Reihe. Die vierte senkrechte Reihe enthilt dann noch die Unterschiede von je zwei
aufeinanderfolgenden Werten der dritten Reihe, also die Differenzen der in Je ein
zweiunddreifigstel Sekunde zurtickgelegten Wegstrecken,
Auch aus diesen Beobachtungen folgt, daB die gesamten Fallriume den Qua-
draten der Fallzeiten proportional sind; demn wenn man jeden Wert der zweiten

kS

Fig. 36, Fal.
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Reihe der Reibe nach durch die Quadratzahlen 1, 4, 9 ... teill, so erhilt man
immer dasselbe Ergebnis.

T ) Fallraum in einer | Unterschied zweier
Beobachtungszeit | Gesamter Fallraum Zeiteinheit _ aufeinanderfolgen-
(Yss Sekunde) Millimeter (s Sekunde) | der Fallriume
I i 7 I _ Iv
1 4,8 4,8 W —
2 19,2 14,4 | 9,6
3 43,2 24,0 , 9,6
4 78,7 “ 33,5 9,5
F} 119,9 i 43,2 9,7
6 172,6 52,7 9,5
7 264,9 62,3 9,6
8 306,8 71,9 m 9,6
9 588,2 81,4 ‘ 9,6
10 4793 j 91,1 : 97
11 §80,0 100,7 | 9,6
| Mittelwert
W 9,59

Wenn wir hier den Begriff der Geschwindigkeit als den in der Zeiteinheit
zuriickgelegten Weg festsetzen wiirden oder als den Quotienten » = mﬂ“ so wie

wir es hei der gleichformigen Bewegung tun komnten, so wirde sich hei der Fall-
bewegung ein Wert ergeben, der je nach der Linge der beobachteten Fallstrecke
und des zum Fallen gebrauchten Zeitranmes verschieden ausfallt, wie folgende Be-
rechnung zeigh:

Zur Berechnung der Fallgeschwindigkeit am Ende der ersten Sekunde nehmen
wir an, daB das Gesetz der quadratischen Fallriume auch fir die spiteren Zeit-
abschnitte giltig ist. Wir berechnen mit Hilfe des im ersten ZweiunddreiBigstel
der ersten Sekunde heobachteten Fallraumes (4,8 mm) den Fallraum in der ganzen
ersten Sekunde und erhalten so den Weg 327. 0,48 om = 491,56 cm. Dieser Wert
wiirde die Geschwindigkeit des Falles wihrend der ganzen ersten Sekunde sein,
wenn wir die angegebene Begriffsbestimmung heibebielten; aber das ist offenbar
falsch, denn der Korper fillt zuerst langsam und dann schueller. Der herechnete
Wert ist die ,durchschnittliche® oder die ,jmittlere Geschwindigkeit'* wihrend der
ersten Seknnde.

Wir legen jotzt der Berechnung fiir die Geschwindigkeit am Ende der ersten
Sekunde den in der zweiten Hilfte der ersten Sekunde zurfickgelegten Weg zu-
grunde. Da der Korper in der ganzen ersten Sekunde 491,5 om, in der ersten
Hilfte der ersten Sekunde 122,9 em fillt, so betriigh der Fsllraum in der zweiten
Hialfte der ersten Sekunde 368,6 cm. Unter Zugrundelegung dieses Fallraumes
folgt féir die mittlere Geschwindigkeit in der zweiten Hilfte der ersten Sekunde

8 368,6

O ‘
Wert ist; aber auch dieser Wert entspricht dem tatsichlichen Bewegungszustande
am Schlusse der ersten Sekunde nicht, wenn er ihm auch niher kommt als der
erste Wert. ’

== 787,2 cm/sec (cel), die natiirlich gréfier als der zuerst berechnete

-~
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Jetzt berechnen wir die Geschwindigkeit unter Benutzung des Fallraumes im
letzten ZweiunddreiBigstel der ersten Sekunde; dieser ist 52%. 0,48 — 317. 0,48

= 491,56 — 461,83 = 30,2 om. Die hierans berechnete Geschwindigkeit ist » = =

- 1
ﬁ.e”M.um = 966,4 cm/sec (cel). Wenn wir in derselben Weise den Fallraum im
nichsten Zeitabschnifte zur Berechnung benutzen, erhalten wir
g 5 337048327048  622,7— 4916 81.9 .99 = 998.4

13 Y Yas = = o ! ﬂB\mmo Aommu.
Auch diese beiden Zahlen weichen noch voneinander ab, es kann daher keine von
beiden die wirkliche Geschwindigkeit am Ende der ersten Sekunde angeben. Um
die wirkliche Geschwindigkeit in dem Augenhlicke zu bestimmen, wo die erste

Sekunde abgelanfen ist, miiten wir einen noch kleineren Zeitraum, ein Zeit-

element, der Berechnung zugrunde legen, also den Quotienten bilden » H.WL”,
dessen Grenzwert fiir unendlich abnehmendes Af¢ der Differentialquotient mm ist.

Aus diesem Grunde sind wir gezwungen, fiir die ungleichformige Bewegung
zu definieren:

Die Geschwindigkeit wird durch den Differentialquotienten des Weges
nach der Zeit gemessen: ds

P o=

dt

Wir kinnen die Geschwindigkeit eines ungleichfSrmig bewegten Korpers auf
keine Weise véllig genau durch unmittelbare Beobachtung bestimmen, weil wir
dabei immer einen, wenn auch Eleinen Zeitraum hindurech beobachten miissem.
Wir erhalten also niemals ein Zeit-Element und ein Weg-Element, die Teile
des Differenzenguotienten. Noch weniger aber ist die unmittelbare Becbachtung
der Teile des Differentialquotienten méglich, da ja Zibler und Nenner dieses Quo-
tienten unter jedes MaB hinaus klein sein sollen. Wohl aber kbnnen wir durch
Rechnung zum Ziele kommen, indem wir aus dem Weg-Zeit-Gesetze s = m .
den Differentialquotienten herleiten: Wir berechnen den in einem Zeit-Elemente
zuriickgelegten Weg und dividieren diesen Rechnungswert durch das Zeit-Element.
Lassen wir daon das Zeit-Element unter jedes MaB klein werden, so geht der
Differenzenquotient in den Diffeientialquotienten #her.

Der in ¢ Sekunden zuriickgelegte Weg ist s = m -1, der in ¢+ At zurick-
galegte Weg ist s 4+ As = M (t + AE?, folglich ist

As=L. [+ a0~ =1L (atat 4+ AP,

. Bds_ g g

also . w;m!.m{w“._.ﬂ.bm..

Machen wir das Zeit-Element Af unter jedes angebbare Ma8 klein, so versehwindet
der zweite Summand, und es wird

Aus dieser Gleichung, dem Qcma#ﬂmﬁ&m_w@m.ﬁ.smmﬁ.mommdno, folgt:

Die Geschwindigkeit eines frei fallenden Korpers ist proportional mit der Fallgeif,
Grimsshl, Physik, 7. GroBe Ausgabe. & Anfl. 3
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Bezeichnen wir die nach einer Sekurde (3 == 1) erlangte Geschwindigkeit mit
v,, 8o folgt ferner, daf v = g ist.

Der frither angegshene Wert g = 981 gibt daher die Geschwindigkeit an,
die der fallende Korper nach der ersten Sekunde erlangt bat. In derselben Weise
folgt vy = 2g, v = 3g, usw. Die Geschwindigkeit des frei fallenden Korpers
nimmt in jeder Sekunde um den Wert g = 981 zu.

Entfernen wir ans den heiden Gleichungen v —g-¢ und s = W -2 die GriBe

¢, so erhalten wir die Gleichung
vP=2g8 oder v=V)2gs.

§ 14. Die Beschleunigung.

Nimmt die Geschwindigkeit bei ungleichformmiger Bewegung dauernd zu,
g0 heiBt die Bewegung beschleunigt, nimmt sie dauernd ab, so heiBt sie ver-
gogert. Der freie Fall ist eine beschleunigte Bewegung. Ein Blick auf die
Tabelle S. 32 zeigt, dab der in jedem Zeitteile (V;, Sekunde) zuriickgelegte
Fallraum stets um denselben Betrag zunimmt (im Mittel um 9,59 mm, die
einzelnen Abweichungen vom Mittel rithren von ungenauen Messungen her).
Eine solche Bewegung heift gleichmiBig beschleunigt.

Bei einer gleichmiBig beschleurigten Bewegung kann man festsetzen: Dis
Beschlennigung wird durch die Geschwindigkeitszunahme in der Zeiteinheit
Zemassen.

Da bei einer gleichmiBig beschleunigten Bewegung die Geschwindiglkeits-
zunahme in jeder Zeiteinheit denselben Wert hat, so folgt filr die Beschlen-
nigung b die zweite Definition durch die Gleichung aﬂwq die mit der
ersten Definition dem Sinne nach vollkommen tibereinstimmt.

Bei einer ungleichmiBig heschleunigten Bewegung liBt uns diese
Definition im Stiche, da sich auf Grund derselben fiir die Beschleunigung
in einem Zeitpunkte ein Wert ergibt, der je nach der Linge des der Be-
rechnung zugrunde gelegten Zeitraumes verschieden ist. Eine Uberlegung,
die der im § 12 fiir die Geschwindigkeit bei ungleichférmiger Bewegung aus-

gefiihrten durchaus hnlich ist, ergibt, daB wir den wirklichen Wert der Be-.

schleunigung in einem Zeitpunkte nur berechnen kinnen, wenn wir der Be-
rechnung den in einem Zeitelemente erfolgenden Geschwindighkeitszuwachs zu-
grunde legen, und wenn wir das Zeitelement mbglichst klein wihlen. Nennen
wir den Geschwindigkeitszuwachs Av, das Zeiteloement A¢ und die Beschleu-
nigung b, sc folgt hieraus :

gung %, 50 08 b=1lim (39) =5

(ar=0) Al di

Wir definieren dzher: Die Beschleunigung wird durch den Differentialguo-
tienten der Geschwindigkeit nach der Zeit gemessen.

Berechnung der Fallbeschleunigung aus der Tahelle 8. 32: Die
dritte senkreehte Reihe enthilt die Fallriume in je ', Sekunde. Wenngleich dieser
Zeitraum noch kein verschwindend Kleines Zeitelement ist und daher die Geschwin-
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digkeitswerte nur Miitelwerte Gber diese Y%, Sekunde sind, so kdnnen wir dennoch
die Beschlednignng berechnen.

. Aus den Werten der dritten Reihe finden wir die angenblickliche Gteschwin-
digheit durch Bildung des Quotienten v — m_ und da At =1/, sec ist, so muB
man die einzelnen Werte mit 32 multiplizieren, wn # zu erhalten. Die Geschwin-
digkeitsunterschiede in je zwei aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten werden-daher
auy der vierfen Reilhe durch Multiplikation mit 32 gebildet; es ist in jedem Zeit-
punkte Av gleich dem 32 fachen des aus der vierten Reihe entnommenen Wertes

9,69 mm, folglich ist Av—9,59.32=2306,9 nm = 30,69 cm. Jetzt kinnen wir

Ay . .
auch 7= bilden, wo wieder A¢ = Y3, sec ist, nimlich i
Ay 30,69
= A= 50— 306952 — 982,

(Es ist schon erwihnt, daB der genaue Wert 981 cm/see? betrigt; dis Abweichung
des berechneten Wertes ist in der ungenanen Beobachtung begriindet.)

. Auf rechbnerischem Wege kann auns der am Schlusse von § 13 mitgeteilten
Gleichung v = ¢ - ¢ dis Beschleunigung des freien Falles folgendermaBen gefunden
werden: )

Aus der Gleichung v =g - ¢ folgt die Geschwindigkeit zur Zeit { + At zu
v+ Av =g(t + Af), also bieraus Av = g - At, oder w.m = ¢. (ehen wir zu ver-
M&ﬂw:mmnmon_ Zeitelementen tber, so erhalten wir das Beschleunigung-Zeit-

eselz:
Ay dv

b =lim (39 = Gi=o

HDB mmmmm“«n Falle war es einerlei, oh wir den Quotisnten eﬂ oder den Quotienten
] F] )

Az “der 7 bildeten, da die Fallbewegung gleichm48ig beschleunigt, d. h. von
der Zeit unabhingig ist.

. Bei der Berechnung der Geschwindigkeit wird die Differenz zweier auf-
einanderfolgender Wege durch die Zeit dividiert; dunn wird zur Berechnung
der Beschleunigung die Differenz zweier aufeinanderfolgender Geschwindig-
keiten wieder durch die Zeit dividiert; es wird also zweimal die Differenz der

Wege gebildet, und diese wird durch das Quadrat der Zeit dividiert. Deshalb
. - Al .

schreiben wir auch b = Mm“ wobei durch das Symbol A%s die zweimalige

Differenzhildung ausgedriickt werden soll. Beim Ubergange zur Grenze fiir

unendlich kleine Zeitelemente wird dann

__ye., [Als d's
o=lin5) =@
Die Beschleunigung wird durch den zweiten Differentialquotienten des
Weges nach der Zeit gemessen, ST

Wegen m.mn zweimaligen Division durch die Zeit schreibt man w& der
.P_u,,m.mcm fiir die GroBe einer Beschleunigung die Bezeichnung em/sec® Fiir die
EFalibeschleunigung ist daber zu schreiben g — 981 em/sec?.

Nu
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DaB die Bezeichnung der Beschleunigung durch das Symbol{cm /sec?] beim
freien Falle herechtigh ist, ergibt sich sofort aus dem Weg:Zeit- Gesetz

§ == IM. - t% das wir schreiben k#nnen

Im Zihler des Quotienten steht ein in Zentimetern gemessener Weg, im
Nenner das Quadrat einer in Sekunden gemessenen Zeit; daher miissen wit
setzen: g = 981 em/sec!. Die Dimension der Beschlemnigung ist nach § 8, 6.
[cm - sec™?].

Es ist anzustreben, fiir die C.G.S.-Einheit 1 cm/sec? der Beschleunigung
einen besonderen Namen zu gebrauchen. Vorgeschlagen und z. T. eingefiibrt ist
die Bezeichnung 1 ,.gal“.!}

§ 15. Ableitung der Fallgesetze aus der beobachteten Tatsache, daB
der freie Fall eine gleichmiiBig beschleunigte Bewegung ist.
‘ Bewegungsdiagramme.

Aus der als hekannt angenommenen Voraussetzung, daB der freie Fall
eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung mit der Beschlennigung g ~— 981
cm/sec? (gal) ist, kdnnen wir die Fallgesetze durch folgende Uberlegungen
gewinnen. .

Das Beschleunigung - Zeit- Gesets b = g bhesagt, daB die Beschleunigung
von der Zeit unabhiingig ist, die Geschwindigkeit also in jeder Sekunde gleich-
mifig um den Wert ¢ zunimmt. Ist zur Zeit £—=0 die Geschwindigkeit auch
Null, so muB nach ¢ Sekunden die Geschwindigkeit von O auf g¢ angewachsen
sein. Es gilt also das Geschwindigheit- Zeit- Gesels

v =gt

Um die Abhiingigkeit des Weges von der Zeit zun finden, kinnen wir
zuniichst folgenrde Betrachtung anstellen. Die Geschwindigkeit nimmt nach
dem letzten Gesetze von Null bis zum Werte g ganz gleichmiBig mit der
Zeit zu. Wir dirfen daher zur Berechnung des zuriickgelegten Weges die
Annahme machen, daB wihrend der Zeit ¢ der Korper denselben Weg mit

einer gleichformigen mittleren Geschwindigkeit v, zurtickgelegt hat. Hierbei

e 11 ¢
mm_uasmmwgmg&mnmmmﬂ.bswm:mm-sﬁm Eum&ﬁo&ﬂbmﬁ#&ﬁ mHersﬂ .aﬂ

]
Daher ist s = vt = .m_wul .

Auf einwandfreierem Wege finden wir dieses %@-N&“- Gesetz, wenn wir
uns erinnern, dab allgemein die Geschwindigkeit der Differentialquotient vom
Wege und der Zeit ist, also MW.M =v. Mit dem Geschwindigkeit-Zeit- Gesetze
v =gt ergibt das Mm = gt. Aus dieser Gleichung findet man nach den Regeln

?
gt
.m."p\‘.ﬁ. &u..t!iw ,

der Integralrechnung
1) Zu Ehbren vor Galileo Galilei (1564—1642), welcher zuerst die Gesetze des
freien Falles erkannte.
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wenn wir voraussetzen, deB der Korper zur Zeit £ = 0 den Weg s = 0 zurlick-
gelegt hatte. _

In den Figuren 38 bis 40 sind die den freien Fall darstellenden Schaulinien
gezeichnet. In diesen Figuren ist g — 981 cm/sec? (gal) durch die Strecke von
4 mm und die Zeiteinheit (eine Sekunde) durch die Strecke von 5 mm dar
gestellt. Man kann nun aus den Figuren fiir jeden Wert von ¢ unmittelbar
jeden Wert von s, v oder b durch Messung entnehmen

A / _
/ 2 . 5.
4
g ad
/
7y y @:\.
/ pid
A / 54
/ \ N ar - f
— o
Fig. 38. Fig. 89, Fig. 40.

‘Weg-Zeit- Schanlinie, Geesehwindigkelt- Zedt - Schanlinie. EBeschlonnignng - Zeit- Sehanlinie.

" Der Hauptvorteil derartiger Diagramme oder Schaulinien liegt in der Uber-
sichtlichkeit des Verlaufes der Funktionen. Man erkennt z. B. sofort aus Fig. 38,
daB der Fallraum zuerst ganz langsam zunimmt, dane rascher und rascher gréBer
wird, daB endlich fiir spitere Zeitrfume die Zunahme anpihernd linear, aher immer
noch stirker als linear erfolgt. Aus Fig. 39 erkenni man die vollkommen gleich-
miBige Zunahme der Geschwindigkeit und aus Fig. 40 die Bestandigkeit der Be-
schleunigung, da die Beschleunigungskurve eine der A hszissenachse parallele Gerade ist.

- Bei der Beschleunigung- Zeit-Schaulinie in Fig. 40 stellt der Flacheninhalt der
zwischen der Kurve, den Koordinatenachsen und einer QOrdinate liegenden Fliche
die GroBe der Geschwindigkeit dar. Im Geschwindigkeit-Zeit- Diagramm (Fig. 39)
stellt die zwischen der Kurve, der Abszissenachse und einer Ordinate liegende Fliche
die Linge des zuriickgelegten Weges dar. ‘

§ 16. Zusammensetzung der Bewegungen.

Wenn sich ein Kérper in bezug auf einen andern Kérper hewegt, der
in hezug anf einen dritten in Bewegung ist, so wird im allgemeinen auch
der erste in bezug auf den dritten in Bewegung sein (in besonderen Fillen
kann er anch in hezug auf den dritten in Ruhe sein), Die Bewegung, die
der erste in bezug auf den dritten ausfihrt, nennen wir zusammengesetzt
aus den beiden ersten Bewegungen :

Auf einem Brette, das laings der einen Kante mit einer Zentimeterteilung ver-
sehen ist, mége eine rechteckige (Glasplatte verschiehbar sein, die an der der Zenti-

meterteilung zugekehrten Seite mit einer Marke, auf der gegeniiberliegenden Seite
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mit einer Zentimeterteilung versehen ist (Fig. 41). Bewegt man nun die Glas-
platte auf dem Brette, wahrend eine Bleistiftspitze immer an demselhen Punkte
der oheren Teilung hleibt, so filhrt auch diese die Bewegung der Glasplatte gegen
das Brett aus (Bewegung I).

Geht man mit der Glasplatte in die Anfangsstellung zuriick und hewegt jetzt
den Bleistift langs der auf der Glasplatte befindlichen Teilung, so fiihrt er eine
Bewegung relativ. zur Glasplatte aus (Bewegung ).

" Pihrt man dann heide Bewegungen in beliebiger Reihenfolge nacheinander
oder gleichzeitig aus, so erhilt man die aus den beiden Teilbewegungen oder
Komponenten zusammengesetste Bewegung, die resultierende Bewegung, die
gleich der Summe oder Differenz der Einzelbewegungen ist.

Legt man an die geteilte Seite der Glasplatte eine zweite nmmrnmaﬁw@ Glas-

Fig. 42. Additlen gletcbgerichteter Tailhewegungen,

Fig. d1. Huﬂ‘dnsam.pung derselben Hndnnuw.

plaite derselben Art (Fig. 42), so kanu der Schreibstift eine Bewegung sowohl
relafiv zur ersten, wie relativ zur zweiten Glasplatte und relativ zum Brett aus-
fiibren. Die resultierende Bewegung ist auch hier,  wo die Bewegungen parallel
zueinander ausgefihrt werden, gleich der algebraischen Summe der Teilbewegungen
(entgegengesetzte Bewegungen werden durch entgegengesetzte Vorzeichen ansge-
driickt). - : .
SVJHE die heiden Teilbewegungen einen Winkel einschlieBen, so erfolgt die
Zusammensetzung nach Art des folgenden Versuches: Man legt auf das mif der
Zentimeterteilung vers hene Brett eine dreieckige Glasplatte (Fig. 43), deren eine
geteilte Kante mit der Grundkante des Brettes einen Winkel einschlieBt. Bewegt
man die Glasplatte mit dem an unveriin-
derter Stelle gehaltenen Bleistifte um die
Btrecke von 20 ¢m, so bewegt sich der Blei-
stift z. B. von 4 bis B. Bewegl man nun
den Bleistift lings der geteilten Kante der
Glasplatie um 30 ¢m, so entsteht die Linie
BD, welche die zweite Bewegung darstellt.
Der durch beide Bewegungen erreichte Ort
Fig 43. Addltien gégemeslnander gemeigter  is der Punkt D). Jetzt geht man mit der
Teilbeweogungen. Glasplatte und dem Bleistifte in die Aufangs-
stellung wieder zuriick und bewegt zuerst
den Bleistift lings der Glasplatte um 30 cm (4 C) und dann die Glasplatte hei
festgehaltenem Bleistifte um 20 em (CD). Man erreicht dann den Ort D wie bei
der ersten Aufeinanderfolge der Bewegungen. Tihrt man die beiden Bewegungen
50 aus, daB zuerst der Bleistift um 3 cm, die Glasplatte um 2 cm, damn wieder
der Bleistift um 3 em und die Glasplatte um 2 em hewegt werden, urnd fihrt man
so fort, his die ganze erste Bewegung von 30 e¢m und die ganze zweite Bewegung
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von 20 cm vollsténdig ausgefiihrt worden sind, so ist die Babn der Bleistiftspitze
durch eine von A his D gehende Zickzacklinie angegeben. Der erreichte Ort ist
wieder der Punkt D.

Fithrt man die- beiden Teilhewegungen in irgendeiner anderen Reihenfolge
aus, aber so, daf die gesambe erste und die gesamte zweite Bewegung ausgefiihrt
werden, so ist stets der erreichte Ort der Punkt D. Hieraus folgt:

1. Fiahrt ein Korper gleichzeitip zwei Bewegungen aus, so ist der von dem
Horper erreichte Ort unablingig davon, ob die Bewegungen gleichzeitiy oder in
belicbiger Reihenfolge einzeln nacheinander ausgefihri werden. (Geselz oder Prinzip
von der Unabhdngligkeit der Bewegungen. Superposition') der Bewegungen.)

Wenn man die einzelnen Teilbewegungen in eine Anzahl sebr kleiner Teile
teilt, so geht die in Fig. 43 dargestellte Zickzacklinie um so mehr in die Be-
wegung lings der Diagonale AD des Parallelogramms ABCD iher, je kleiner
die einzelnen Teile sind. Fihrt der Korper die beiden Bewegungen gleichzeitig
aus, sind aber die einzelnen Anteile der Teilhewegungen den Gesamtbewegungen
proportional, so bewegt sich der Korper lings der Diagonale des Parallelogramms.

Jm besonderen:

2. Fiihrl ein Korper gleichzeitly zwel gleichformige, geradlinige Bewegungen
aus, 50 bewegl er sich ldngs der Diagonale des aus den beiden Teilbewegungen
(Seitenbewegungen) konstruierten Parallelogramms. (Parallelogramm der
Bewegungen.) .

Der Ort, an dem sich ein Kérper befindet, der gleichzeitig an mebreren
Bewegungen teilnimmt, wird durch den Satz vom Parallelogramm der Ma
wegungen gefunden. Darans folgt, daB, wenn man den Ort in jedem ein-
zelnen Zeitpunkte durch Zeichnung aufsucht, man auch den Weg, den der
Kérper zuriicklegt, mit Hilfe des Satzes vom Parallelogramm der Be-
wegungen aufsuchen kann.

Wegelement

Da die Geschwindigkeit durch den Quotienten - —~ definiert ist,

. Zeitelement
so folgt auch, daB die Geschwindigkeit eines Kérpers, der an mehreren Be-

wegungen teilnimmt, in genau derselben Weise durch eine Zeichnung gefun-
den werden kann, wie die Wege nach dem Parallelogrammgesetze gefunden
werden. In derselben Weise folgt, daB sich die Zeichnung und Berechnung
der Beschlennigung durch dieselbe Zeichnung und Berechnung ausfithren
lassen. Man spricht daher auch von dem Parallelogramm der Geschwindig-
keiten und dem Parallelogramm der Beschleunigungen.

Nur in dem Falle, daB die Bewegungen, an- denen ein Korper gleich-
zeitig teilnimmt, dieselbe oder entgegengesetzte Richtung haben, findet man
die resultierende Bewegung, Geschwindigkeit und Beschleunigung, indem
man die den einzelnen Teilhewegungen zukommenden Gré8en addiert oder
subtrabiert, wie einfache ZahlengréBen. In den Fillen aber, wo die Rich-

tungen der -Bewegungen einen Winkel miteinander einschliefén, muB men

&mmmmmnrgumgvmwmaﬂﬁowornzsmEpmwmnmo_uuﬂumgmwmn&mm_umncm:mobw?

sultierenden GriBe beriicksichtigen.

1) super {(lat) = Gber; m.owmﬂo (lat.) = Lage, Lagerung.
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Solche GréBen, die einen einfachen Zahlenwert haben und die wie
algebraische Zahlen bebandelt werden, heifen Skalargrofen. SkalargroBen
sind z. B. die Linge, die Masse, die Zeit. -Diejenigen Groben, die zu ihrer
Bestimmung die Angabe eines Zahlenwertes und einer Richtung im
Raume verlangen, heiflen VektorgriBen. Zu ihnen gehdren der Weg, die
Geschwindigkeit, die Beschleunigung eines Kérpers. ‘

Es ist iiblich geworden, in der physikalischen Literatur die VektorgréBen mit
deutschen (gotischen) Buchstaben zu bezeichnen, wenn man sie in ihrer Wesens-
art vor den Skalaren unterscheiden will; lateinische Buchstaben verwendet man
dann, wenn nur die GroBe, nicht die Richtung des Vektors betrachtet werden soll.

Wir konnen mittels des Satzes vom Bewegungsparalielogramm Be-
wegungen jeder Art zusammensetzen, wenn wir die Bewegungen in kleine
Teile zerlegen, die in den kleinen Zeitelementen At erfolgen; denn wihrend
eines solchen Zeitelementes kann jede Bewegung
als geradlinig und gleichformig angesehen werden.

P
o

48

o A3p 0

Fig. 44. Fig. 45,
Bkalare Addition zweler Jtreckenelemente.

Fig. 48. Bkalare Additinn
mehrerer Btreckenelemenie.

Ein Korper, der an zwei durch die Gleichungen 8, = f,(f) und =L@
bestimmten Bewegungen teilnimmt, sei zu einer gewissen Zeit in O (Fig. 44).
Wiirde er nur der ersten Bewegung folgen, so wiirde er wihrend des Zeit-
elementes Af nur den Weg A3, zuriicklegen; wiirde er nur der zweiten Bowe-
gung folgen, so wiirde er den Weg A3, zuriicklegen, Nimmt er aber an
beiden Bewegungen teil, so erreicht er den Ort P, den Endpunkt der Dia-

gonalen des Parallelogramms mit den Seiten A3 und A,

Wir finden den Ort P einfacher, wenn wir annehmen, daf der Kérper
die beiden Teilbewegungen (Kompouenten) einzeln nacheinander ausfihrt
Wir schlieBen dann einfach nach der in Fig. 45 ausgefiihrten Zeichnong
an den Endpunkt'von A3, den Vektor Ag, in seiner Grife und Richtung an.

Diese Zeichnung kénnen wir auch fiir mehrere Bewegungen wihrend
des Zeitelementes Af ausfiihren. So entsteht durch Zusammensetzung der
Bewegungen A3,, Ag,, A%, und A3, der in Fig. 46 ahgebildete Streckenzug.
Verbinden wir noch den Anfangspunkt O mit dem Endpunkte P des Strecken-
zuges, 80 ist OP die resultierende Bewegung.

"~ In genau derselben Weise geschiebt die Zusammensetzung aller vek-
toriellen GréBen. In Fig. 46 ist OP der resultierende Vektor der Kom-
ponenten A8,, A3, A3, und A8,. Man nennt diese Art der Zusammen-
setzing eine geometrische Addition im Gegensatze zur algehraischen Addition
der SkalargroBen. T

Zerlegung eines Vektors. Die Aufgabe, einen gegobenen Vektor als
geometrische Summe mehrerer gesuchter Vektoren darzustellen, ist nicht ein-
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dsutig bestimmt. Damit diese Anfgabe eindeutig wird, miissen noch Nehen-
hedingungen angegeben wsrden. Besondere Wichtigkeit hat die Aufgabe,
einen Vektor in zwei Komponenten zu zerlegen, deren Richtungen vorge-
schrieben sind. Das geschieht oft dadurch, daB die Komponenten parailel zu
zwei gegebenen rechtwinkligen Achsen sein sollen. So wird nach Fig. 47
der Vektor PQ = Ag zerlegt in die beiden Vektoren ¥

Az und Ay, die den heiden Achsen OX und OY par- 1
allel gind. Ist der Vektor As gegen die X-Achse um ¢
den Winkel o geneigt, so hestehen die Beziehungen

As,
Lz =As.cosa, (As) = (Ax)+ (Ay)? 4
P
. A a5 -
Ay =As.sine, nmannbm. d
Als Beispiel fiir die Zusammensetzung zweier Be- p 4 L

wegungen n—mmﬂm noch: Fig. 47. Zerleguug eines

Vektora 44 in dle Eompo-
nenten 4z und Ay,

, Zusammensetzung einer
ﬁumwowormmﬂﬁmm@mmmﬂmmznm.ﬂ.mwmmnmumﬂmmnrmawﬂmmmuw.wﬂmmnum.

Um die Zusammensetzong einer lotrechten, gleichmiBig beschleunigten Be-
wegung mit einer wagerechten, gleichfirmigen Bewegung zm éam.umorm..ﬁmn_umn.
bewegen wir eine grofle, rechteckige Glasplatte lings der Fihrungsleiste des
Brettes mit der Marke so, daB die Marke
in jeder Sekunde den Weg von 10 cm zu-
riicklegt (Fig. 48). Wihrend dieser Bewe-
gung balten wir den Bleistift danernd an
der oberen linken Ecke der Glasplatte. Der
Bleistift legt dann in 5 Sekunden eine
Btrecke von im ganzen 50 cm zuriick
Gehen wir nun in die Anfangsstellung wie- . —
der zurtick und verschieben dann den Blei- u._m..ah”mmmmmm_ﬂﬂﬁwwenwm,“ﬁmmwwﬂnauu o
stift langs der lotrechten, geteilten Kante wegung.
der Glasplatte, so daB er in der ersten
Sekunde 1 ¢m, in den ersten heiden Sekunden 4 em, in den ersten 5 Sekunden
9 cm, in den ersten 4 Sekunden 16 cm und in den ersten 5 mmWﬁc.mmn‘ 25 cm zu-
riicklegt, so beschreibt die Bleistiftspitze eine lotrechte, gerade Linie. Daraunf be-
wegen wir in der ersten Sekunde gleichzeitig die Glasplatte uwm 10 cm nach
rechts, den Bleistift um 1 c¢cm nach unten, dann in der zweiten Sekunde die Glas-
platte wieder um 10 cm nach rechts, den Bleistift um 3 ¢m nach unten und
fahren so fort, bis am Schlusse der fiinften Sekunde die Glasplatte um 50 cm
und der Bleistift lings der vertikalen Kante um 25 cm bewegt worden ist. Die
entstehende resultierende Bewegung ist eine krummlinige Bewegung vom Funkte O
his zum Punkte ¢. In der Figur sind die in den eiuzelnen Sekunden dusgefiibrten
Teilbewegungen sbenfalls dargestellt. . .

In der Figur sind ferner die Bahnen aufgezeichnet, die ein Punkt Tmmnrmeﬁ
wenn er sich in horizontaler Richtung gleichférmig mit der Geschbwindigkeit 5 a.E\mma
(cel) und in lotrechter Richtung gleichmiBig beschleunigt mit der w@moEmﬂEm_.:.p.m
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2 emfsec” (gal) hewegt (Bahn O B); desglei i i :
m/sec® (; t (Babn gleichen, wenn die horizontale Bewegung die
.m_._mua_u.mom.EHmm Qmm.nrﬁ:m_mwm; 1 cmfsec hat, mmo lotrechte Bewegnng mrm-.m.&mmm_wm
ist s._Hm in _amn beiden anderen Fillen (Bahn 0 4).
n allen drei Fillen entsteht eine gekriimmte Bahn, die i
! ten F lang-
gestreckt, im letzten Falle besonders im Anfange sehr mmmLM m_.MﬁM.nmE“ﬂ mmmm_m 8

§ 17. Die Wurfbahn (experimentell untersucht).

4.42:._ ein Kérper mit einer bestimmten Anfangsgeschwindigkeit gewor-
fen wird, so legt er eine gekritmmte Bahn, die Wurfbahn, zuriick ‘Wir unter-
suchen die Wurfbahn mit folgender Versuchsanordnung Nm_hm. mw.vn

: : Auf einer lotrechten Siule von
54,5 em Hohe ist eine Federpistole um
ein Scharnier dvehbvar so angebracht,
daB sie mit ihrem Rohre sowohl wage-
recht als anch mit verschieden nach
oben gerichteter Neigung befestigt wer-

mit einer Zentimeterteilung versehene
lotrechte Scheibe, deren Nullpunkt in
der Héhe der Pistolenmiindung liegt.
Wir laden in die Pistole ein GeschoB
eer. VO B0 g* Gewicht ein und stellen die
<= Scheibe in verschiedenen Abstinden von
=2 der Pistole auf Bei wagerecht ge-
richteter Pistole liegt der Treffpunkt
. . . : auf der Scheibe um so tiefer, je weiter
die Scheibe von der Pistole entfernt ist. Wenn wir nun die Scheibe nm immer
denselben Abstand von der Pistole entfernen, z. B. um 20 em, dann um 40 em
. dann um 60 em und so fort, so liegen die Treffpunkte nicht immer um die-
gelbe mr.mowm Eﬂ.ﬁ.u sondern der gegenseitige Ahstand der Treffpunkte wird
um so groBer, je weiter die Scheibe entfernt ist, je linger das GreschoB also
schon unterwegs war. Die Abstinde der einzelnen Treffpunkte voneinander
stehen im Verhdltnisse 1:3:5:7:9:11:13; die vom Nullpunkte der Scheibe
an gerechneten lotrechten Abstinde sind also den Quadratzahlen 1, 4, 9, 16
25, 36, 49 proportional. Das GeschoB ist wihrend des Fluges nach Mmmm_mm_vmn*
Gesetzen gefallen, die es frei herabfallend befolgt. Die Bewegung des wage-
rechten $~.E,mmm ist demnach aus einer wagerechten, gleichformigen Bewegung
und aus einer lotrechten, gleichmiBig beschleunigten Fallbewegung zusam-
mengesetzt. .

D_.a lotrechte Teilbewegung iet vollkommen unabhingig davon, wie
groB die dem Kérper erteilte Anfangsgeschwindigkeit ist, sie mmEEm mit
der w.msam_:._m des freien Falles ohne wagerechte Anfangsgeschwindigkeit
Mw%wwm_mmv Das heweist auch der folgende, von Loewy mumam%mum Versuch

ig. 50):

Flg.

43. Fallhdhen der S‘E.nmnuo..

den kann. Ferner henutzen wir eine .

I
i
A
5

. eine wagerechte Konsole mit einem kleinen Ansatze, vor dem
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An einem lotrechten Standbrette von btwa 70 cm Hghe ist
ein Hammer um eine Achse drehbar aufgehingt, vor dem eine
Blattfeder angebracht ist. Etwas unterhalb des Hammers sitzb

ein Loch in die Konsole gebohrt ist. Zwischen dem Ansatze und
der Blattfeder wird eine kleine Kugel festgeklemmt uod hier-
durch am Herahfallen durch das Loch verhindert. Vor der
Blattfeder liegt eine zweite, der ersten gleiche Kugel. Hebt man
nup den Hammer und 188t iha dann los, so schligt er gegen
die Blattfeder, Hierdurch wird gleichzeitig die festgeklemmte
Kugel losgelassen und die vor der Feder liegende Kugel fortge-
schleudert; beide Kugeln erreichen den Tisch gleichzeifig. Die
Fallzeit ist unabhingig davon, oh dis Kugel frei herabfillt, oder
oh sie mit einer beliebigen wagerechten Anfangsgeschwindigkeit
fortgeschlendert wird.

Die Tatsache, daB ein Korper gleichzeitig an mehreren
Bewegungen teilnimmt, und daB hierbei die einzelnen Be-
wegungen sich gegenseitig nicht stéren, heibt das Prinzip g
der Superposition der Bewegungen (S. 39). Dieses Prinzip
hat unbeschrinkte Giltigkeit fiir jede Art von Zusammen-
setzungen der Bewegungen,

Wenn der ans der wagerecht gerichteten Distole (Fig. 49) abgeschossene
Korper von der Hohe 54,5 cm herunterfallt, so braucht er zum Fallen gerade /g Se-
kunde; dena er fallt in einer Sekunde 490,5 em, also inY/, Sekunde 490,5:9= 54,5 cm.
Wir kénnen daher die Geschwindigkeit, mit weleher das GeschoB die Pistole ver-
1iBt, bestimmen, wenn wir wissen, in welcher Entfernung von der Pistolenmiin-
dung das GeschoB auf den Tisch fallt. Betragt diese Entfernung z. B. 150 em, so
ist der in einer Sekunde zuriickgelegte Weg, in wagerechter Richtung gemessen,
3 - 150 = 450 em, die Geschwindigkeit betrigt daher 450 nB\mmnv (cel).

Kig. 50. Loewyscher
Fallverauch.

§ 18, Der Waurf

(theoretisch aus seinen Komponenten zusammengesetzt). ,

Im vorigen Paragraphen haben wir erfaliren, daB die Bewegung eines geworfenen
Kbrpers aufgefaBt werden kann als zusammengesetzt aus einer gleichformigen gerad-
linigen Bewegung, deren Richtung mit der Wurfrichtung zosammenfillt, und einer
gleichmiBig beschleunigten Bewegung, die lotrecht nach abwirts gerichtet ist.

Bei der mathematischen Behandlung der Wurfbewegung miissen der Weg
und die Geschwindigkeit der Komponentea einzeln berechnet und dana als Vektoren
zugammengesetzt werden. ,

Dor Wurf lotrecht abwirts. Da dis Richtung des abwirts gerichteten Wur-
fes mit der Fallbewegung zusammenfillt, so tindet man den zurickgelegten Weg s
und die Geschwindigkeit v durch algehraische Addition der aus den beiden Teil-
hewegungen folgenden Grifen. Ist die Anfangsgeschwindigkeit ¢, so ist

.w"ﬁ.ﬂ-_lm.nmu V=4 gt
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Der Wurf lotrecht R0fWiirts, Hier ist die Wurfrichtung entgegengesetst zur

Fallrichtang; folglich sind die einzelnen Teilgroflen zu subtrahieren. Man erhiilt:

mﬂn.ul.m..%u v=c—gt
Der Kérper bewegt sich so lange aufwirts, als ¢ positiv ist; abwirts, wenn v
negativ wird, Der Korper erreicht seipe grobte Hohe, wenn o = 0 wird. Dann

iste—g.t=0, also ¢ — w. Diese Zeit ¢ — w heiBt die , Steigzeit des Kor-
pers. Die dann erreichte groBte Hohe betrigt
o , ¢ g ct c?

g 2 g* 2g

Beispiel: Ein mit der Anfangsgeschwindigheit ¢ = 500 MMm aufwirts ge-
worfener Korper steigt, (wemn ¢ — 10 2. gesetzt wird) ¢ < u%% "momma?nm.me

5001 gect
erreicht die Héhe " — 270 = 19500 m.

Nach einer Zeit, die gleich der doppelten Steigzeit ist, ¢ = 2¢, wird o” — _ c
und 5" = 0; der Korper kommt mit entgegengesetzter Geschwindigkeit wieder zum
Ausgangspunkte seiner Bahn zurlick. In zwei Zeitpunkten, die ebensolange vor als
nach Erreichung des héchsten Punktes liegen, erreicht der Kérper denselben Ort,
aher znerst in anfsteigender, dann in absteigender Bewegung. Die Geschwindigkeit
ist in beiden Fillen gleich grofl, aber entgegengesotzt. Der Nachweis wird gefihrt,

indem man in die Formeln fiir » und s die Werte £ — W =+ t” einsetzt.

Der wagerschte Wurf, Wird ein Kirper wagerecht mit der Anfangsgeschwin-
digkeit ¢ geworfen, so nimmt er gleichzeitig an der wagerechten gleichférmigen
und an der lotrechten Fallbewegung mit der Besehleunigung ¢ teil. Wir finden
den Ort, in dem er sich zur Zeit t befindet, indem wir den in wagerechter Rich-

tung zurfickgelegten Weg & = ¢ t mit der lotrechten Fallstrecke y — ..Nl 2 nach

dem Parallelogrammsatze {die Wege sind VektorgroBea, 8. 40) zusammensetzen
(Fig. 51). Dabei beziehen wir die Bewegung auf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system, dessen X-Achge wagerecht, dessen Y-Aechse senkrecht nach unten gerichtet
ist. Der Punkt P ist der zur Zeit ¢ erreichte Ort. Entfernen wir aus den beiden
Gleichungen

T=¢-:f und Q“LMI.&»
die GréBe ¢, so folgt ¥ ﬂwl.mm . z?
H
oder &mnw.m..w\-

Das Quadrat der Abszisse ist der ersten Potenz der Ordinate proportional.
Die analytische Geometrie lehrt, daB eine durch digse Gleichung dargestellte Kurve
eine Parabel ist, deren Scheitelpunkt im Woon&ﬁmﬁmuﬁmwa:umm liegt, deren Achse
. 1
mit der ¥Y-Achse znsammenfullt und die den Halbparameter - hat.

. g
Die Geschwindigkeit im Punkte P findet man, indem man die wagerechte Ge-

schwindigkeit ¥z=¢ und die senkrecht nach abwirks gerichtete Geschwindigkeit

VAL T v
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v, =g - ¢ dls VektorgriBen nach dem Parallelogrammsatze Zusammensetzt, 5o wie
e in Fig. 52 ausgefithrt ist. Die Bahnrichtung, d. h, die Richtung der Tangente
an die Bahn in diesem Punkte, ist durch den Winkel & bestimmt, den die Tangente
mit der Richtung der X-Achse einschlioft

. Y, g
Es ist - ﬁmumn"ﬂﬂnl;.

Die tangentiale Geschwindigkeit ist
v H._\eaml_.. equ =Y+ (g-0%
Aus tang ¢ — 4M| -t folgt, daB o mit der Zeit immer mehr wichst und sich fiir
einen groBen Wert von ¢ immer mehr dem rechten Winkel nihert; d. h. der Wurf
nthert sich dem lotrechten Falle.

0 et r 0 e

rie

P

5ee

F

ygt N\

4 | y

" Fig s , Fig. ba.

Wagerechter Wurt, Geachwindigkeit belm wagerechlen Warfe.

Der schrige Worf (Fig. 53). Wir benutzen ein rechtwinkliges Koordinaten-
system mit wagerechter X- Achse und lotrechier, nach ohen gerichieter X -Achse.
Die Richtung des mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢ geworfenen Kbrpers mnE:wm&
mit der wagerechter X-Achse den Wurfwinkel & oin, Der Ort und die Geschwin-
digkeit des Korpers zur Zeit ¢ finden wir durch geometrische Addiffon der Kom-
ponenten. Nihme der Kérper nur an der mit der Wurfrichtnng zusammenfallenden
gleichférmigen Bewegung teil, so befinde er sich zur Zojt t im Orte @. Es ist
0@ =c-t. Nzhme er nur an der lotrechten Fallhewegung teil, =0 wire er nach

t Sekunden in einem Punkte R, dessen Ordinate OR — m - t* itt. Den wahren
Ort finden wir, indem wir O0Qund OR als VektorgrdBer zusammensetzen, Zu dem
Zwecke brauchen wir nur von ¢ aus die vertikale Btrecke QP — .Ml - 8 zu giehen.
Zur Bestimmung der Lage von P verlingern wir QP bis zum Durchschnitte S mit
der X-Achse. Wir setzen ferner 0§ — 2, SP=y. Es ist

y=c-t.sine— 5.1, xe=o.t.cone

Durch w&&mmdum von £ aus diesen beiden ‘Gleichungen entsteht die Gleichung
g __. ac?
2etcos’e ’

y=oa.tangs —

die sich umformen laBt in

. 9 VM Aa. - v 2ctcosty
—— - — —_— m‘_.u m — - -
Aa sin 2¢ %3 Y K,
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Diese Gleichung stellt eine Parabel dar, deren Achse senkrecht nach unten
gerichbet ist und deren Scheitel die Koordinaten. . ,
cooert e
. aﬂ&.mﬁmr ‘Qﬂmh
Die Geschwindigkeit im Punkte P finden wir durch die Zusaminensetzung
der parallel zur Wurfrichtung und zur Lotlinie verlaufenden Teilgeschwindigkeiten
(Fig. 54). Wir zerlegen die parallel zur Wurfrichtung gerichtete Teilgeschwindig-
keit in die beiden Komponenten

- sin?e hat,

’

v,==C-C08& ©,=c-sing;

h ¥
Vedane/ ¢
(0 e
ct f4P L
. f g6
\ \\
/s S A} 4 (3 X [
R Fig. §3. Fig. 54.

Schiefer Wurl. Geechwindighkeitskomponenten beim schiefen Wurfe.

dann ist die wagrechte und die lotrechte Geschwindigkeit
¥, = C - COS £, ee"a..mmum —g-t
Die .w.moEEum. der Tangente ist durch den Winkel «, den sie mit der X-Achse
- . . Y, -t
bildet, bestimmt. Es ist ﬁm_.sm «= m = tang¢ — mﬁ.
Die tangentiale Geschwindigkeit ist .
v =)ol + v} =V cos¥e + (¢-sine — g - )%
tang «, also auch « hat fiir kleine Werte von ¢ einen positiven und fir grofe Warte

von ¢ einen negativen Wert. Wenn « = O ist, so bewegt sich der Kdrper wage-
recht, er erreicht seinen h&chsten Punkt. Das ist der Fall fiir

_ 9t _
tang ¢ ccoss =0

Der dieser Gleichung entsprechende Wert ist ¢’ = I.“- - gin . Die in diesem Augen-
blicke erreichte Héhe heiBt die Wurfhohe .

Warfhiohe — 5’ — < - sin?e — = . sin?e — &= - sin®e
—_— g 2g S 2g T

wie oben fiir die Ordinate des Scheitels der Wurfparabel.
Die Wurfweite erhalten wir, indem wir denjenigen Wert ¢ fiir # ausrechnen,
N . ﬂ:m
Werte " =0 und ¢ = m.% -sine. Der orste Wert bezeichnet den Beginn des

Wurfes, entspricht also unserer Frage nicht. Setzen wir den zweiten Wert ven

= 0 und E.wm:mn zwel

fir den y = 0 wird. Wir setzen y — ¢t” sine —

. selben Winkel an, unter dem er schrig nach

. § 19. Der Fall auf der geneigten Bahn 471
¢’ in den Ausdruck z = efcos: .&P so erhalten wir fir die Wurfweite
g - Lo 23sins - cos ¢ oder

. Wurfweite = %" = % - sin Ze,

Hieraus folgt, daB die groBle Wurfweite fiir sin 2z = 1, also fir ¢ = 45° ex-
reicht wird. )

Da sin 2& = sin (180° — 2¢) ist, so folgt, daB dieselbe Wurfweite fitr die
beiden Wurfwinkel ¢ und (90°— ¢) erreicht wird (Fig. 55). Die beiden Bahnen,
auf denen dasselbe Ziel erreicht wird, heiBen .
der Bogenwurf (I) und der flache Wurf (I1) J, !

(s. auch Fig. 231). . 17

. 2e . .
Setzen wir den Wert ¢ = 7 - sine in

den Ausdruck fir tge ein, so wird tga” = |
- tge. Beim Auftreffen auf der Horizontal- g|7z¢ H .
ebene ‘kommt der geworfene Kérper unter dem- 7 A

Fig. b5.

oben geworfen wurde. Bogenwnrf (I} und fiacher Wurf (II).

Ebenso ergibt sich, daB in diesem Aungen-
blicke die tangentiale Geschwindigkeit gleich der Anfangsgeschwindigkeit ist.

§ 19. Der Fall auf der geneigten Bahn.

Wir legen eine auf sinem starken Brette befestigte ebene Spiegelglas-
platte von ca. 2 m Linge und 25 cm Breite wagerecht auf den Tisch und
-getzen einen kleinen, leicht beweglichen Wagen mit leichten Ridern, der
durch aufgelegte Metallplatten beliebig belastet werden kann, auf die wage-

Fig. 56. Fallvereuch auf geneigter Bahn.

rechte Glasplatte. Der Wagen bleibt in Ruhe. Dann legen wir unter das eine
Ende der Glasplatte einen Holzklotz, damit die Platte geneigt wird (Fig. 56);
jetzt geriit der auf die Glasplatte gesetzte Wagen in Bewegung; er bewegt sich
abwiirts, erst langsam und dann immer schneller: die Bewegung ist beschleunigt.

Fillen wir von den einzelnen Punkten der geneigten Bahn Lote auf die
wagerechte Tischplatte, so ist das Verhiltnis der Linge des Lotes (Hohe der
Bahn) zu der Entfernung des Punktes von der Schnittlinie der Bahn mit dem
Tische (Lénge der Bahn) unverinderlich. Dieses Verhiltnis heiBt die Neigung
der Bahn, Der Winkel, den die Bahn mit der Horizontalehene bildet, heilit
Neigungswinkel, Der Sinus des Neigungswinkels stimmt mit der Neigung
der Bahn iiberein. Hohe
Lange

Neigung = = gina.
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U die Neigung bequem zu messen, stellen wir peben der Bahn einen [ot-
rechten MaBstab anf und messen lings der Bakn die Abstinde derjenigen Punkte,
die je 1 cm Hohendifferenz haben. Der reziproke Wert der gemessenen Linge ist
zahlenmiBig gleich der Neigung der Bahn,

Machen wir die Messung an verschiedenen Stellen, so gibt das Mittel der ein-
zelnen Messungen einen genaneren Wert als jede cinzelne Messung.

Wir stellen am unteren Ende der Babn einen festen Holzklotz auf, gegen
den die Vorderkante des herabrollenden Wagens hirbar anschligt. Ferner
stellen wir unmittelbar vor den Wagen einen Holzklotz, der den Wagen vor
Beginn des Versuchs am Hinunterrollen hindert.

Mit dem einen Schlage eines Sekundenpendels oder eines Metronoms
nehmen wir den oberen Holzklotz fort und beobachten die Zeit, die der Wagen
zum Hinunterrollen gebraucht. Wir kinnen dem oberen Holzklotz eine solche
Stellung geben, daB der StoB des Wagens gegen den unteren Holzklotz mit
einem Sekundenschlage zusammenfillt, wenn wir den oberen Holzklotz bei
einem Sekundenschlage fortnebmen, dab also der Wagen zum Hinabrollen
genau 1, 2, 3 usw. ganze Sekunden gebraucht.

Bei der Neigung 1: 50 betriigt der in 1, 2, 3, 4 Sekunden zuritckgelegte
Weg 10, 40, 90, 160 cm.

Die Fallrdume sind den Quadraten der Fallzeiten proportional.

Die beim freien Falle gemachien Uberlegungen (8§ 13 u. 14), aus deuen
folgt, daB die Fallbewegung eine gleichmiBig beschleunigte ist, finden fiir die
Bewegung auf der geneigten Bahn sinngemiifie Anwendung. Der einzige Unter-
schied ist der, daB die Beschleunigung hier wesentlich geringer ist. Da der
zuriickgelegte Weg (bei der Neigung 1:50) in der ersten Sekunde 10 em be-
triigt, die Beschleunigung bei der gleichmiiBig beschleunigten Bewegung aber

"gleich dem doppelten Wege in der ersten Sekunde ist, so ist die Beschleuni-

gung 20 emfsec? (gal).

Wir wiederholen die Versuchsreihe mit den Neigungen 1:50, 1:40,1:25,
1:20,1:10,1:5. In allen Fillen sind die zuritckgelegten Wege den Qua-
draten der Bewegungszeiten direkt proportional, in allen Fillen ist also die
‘Bewegung gleichmiBig beschleunigt. Die aus den Beobachtungen berechneten
Beschleunigungen benutzen wir zur Aufstellung einer Tabelle: A

Neigung | 1:60  1:40 1:25 1:20 1:10 1:5 h
Beschleunigung | 20 25 40 50 100 200 cm/sec?

Die Beschleunigung auf der gemeigten Bahn ist der Neigung der Bahn

direkt proportional, sie Bt sich also ausdriicken durch die Gleichung

b=f-sinea, , :

wo f ein noch niher zu bestimmender Faktor ist.

1) Die angegebenen Werte sind auf ganze Zentimeter abgerundet. Bei groBeren
Geachwindigkeiten nebmen die Bewegungswiderstiinde zum, daher bleiben die aus den
Beobachtungen bereckneten Werte fiir die griBeren Neigungen etwas hinter den ange-
gebenen Werten zuriick.

O
- s =

ey e

oS e, e

£
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Wenn die Bahn bis zur lotrechten Lage gehoben wird, so geht die
Bewegung auf der geneigten Bahn in den freien Fall tber; wir kénnen die
lotrechte Bahn als eine Bahn mit der Neigung 1:1 ansehen; fiir sie wird,
da ¢ = 907 ist, sine = 1. Die obige Gleichung muB also auch fiir den freien
Fall gelien, d. h. es muB by = f sein. Da nun by = g ~ 981 cm/sec? (gal)
wenn ist, so folgt f = g, also hieraus

b= g sina(cm/sec?). _ (1)
Die Formeln fiir die Endgeschwindigkeit und fiir den zuriickgelegten Weg

sind den beim freien Falle entwickelten Formeln vollkommen entsprechend,
man statt g den Wert g - sin o setzt. BEs sind

die Endgeschwindigkeit v = ¢ - sin a - ¢ (cm/sec), (2)
der zuriickgelegte Weg s = < gsinea - £ (cm). (8)
Ersetzen wir hier sin o durch den Quotienten Hohe/Lénge = .“h, so wird
A -k
enum:ml“.ﬁ mﬂ@ma.t. -

Aus diesen beiden Gleichungen beseitigen wir £, indem wir den aus der ersten Glei-
v

chung folgenden Wert ¢ = o in die zweite Gleichung einsetzen, uad wir erhalten
. W@ 2.1 ,
§ = ww|q . .WuMT woraus weiter folgt v®*= 2gh.

Das ist dieselbe Gleichung wie die letzte Gleichung in § 13 beim freien Falle.
Dieses wichtige Ergebnis kann man in dem Satze ansdriicken: ,

Die Endgeschwindigheit eines auf einer gemeigten Bahn fallenden Korpers
hingt lediglich von der durchfallenen Hohe ab; sie ist also vollig unabhdngig
von dem Neigungswinkel der Bahn, auf der der Fall erfolgt.

Hat der Korper schon eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit ¢, so treten
die Gleichungen in Kraft, die fir den lotrechten Wurf abgeleitet worden

- #ind, mit dem Unterschiede, daB statt der Beschleunigung g die Beschleuni-

nigungg-sine auftritt. Die Gleichungen lautenv =c4-gsin« -, m"&Hm - sin -£3,

wo das positive Zeichen fiir die Abwiirtsbewegung, das negative Zeichen fiir

die Anfwirtshewegung gilt. Wenn wir in diesen Gleichungen mmﬂaﬁm

mm»mmumummgu.uwmmmw&moﬂ,mcm.mEmmguvnmmmw m_mmaﬁbm wﬁ.mﬁfﬂum
wir erhalten W= eft 2gh. .

Der Fall auf stetig gekrimmter Bahn mit wechselnder Neigung: Wenn
eine geneigte Bahn an ihrem unteren Ende plotzlich in die Horizontalebene
ithergeht, so erleidet der Kérper nach der Abwirtsbewegung an der Uber-
gangsstelle einen StoB, infolgedessen seine Geschwindigkeit pltzlich ver-
mindert wird. Wenn dagegen der Ubergang durch eine stetig gekritmmte
Kurve vermittelt wird, so tritt keine Geschwindigkeitsinderung ein. Der
Eorper bewegt sich auf der Horizontalebene mit der am unteren Ende der

Grimsehl, Physik. Y. Gro8e Ausgabe. 6. Aufl. 4
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geneigten Bahn erlangten Endgeschwindigkeit gleichfrmig weiter (§ 29). Wenn
mehrere geneigte Bahnen mit ihren Enden aneinanderstoBen, so wird beim
pldtzlichen, knickweisen Ubergange von einer Bahn zur anderen die ou.m-
. ﬁ schwindigkeit des bewegten Kdrpers vermin-
&

Fig. 57. Fall anf

dert, wibrend bei stetig gekrtimmtem Uber-

4 |% gange die Gescbwindigkeit unverindert bleibt.
Wenn nach Fig. 57 drei oder mehr ge-

neigte Bahnen, deren Neigungswinkel «), ¢y,

usw. sind, mit stetig gekrlimmten Ubergingen

aneinanderstoBen, so ist die Endgeschwindigkeit auf der einen Bahn gleich

der Anfangsgeschwindigkeit auf der niichsten, Die Lingen der einzelnen

Bahnen selen 5,, 8,, §; usw., die diesen Lingen entsprechenden Hohen seien

By, hy, kg usw. Bezeichnen wir die Endgeschwindigkeiten an den unteren

Enden der Bahnen mit v, v, v, nsw, so ist

Qw = M.Q.s.f.

v =12 4 2gh,,

v3— v+ 2gh,

vi =vl_, + 2gh,.
Durch Addition simtlicher Gleichungen folgt, da sich alle v-GriBen bis auf
v8 fortheben, v3 = 2gh + 2ghy +---+2gh, =2g9(h +h +---+ By )
Der in Klammern stehende Ausdruck ist gleich der gesamten, in lotrechter
Richtung gemessenen Fallhthe k. Es folgt also auch fir den Fall auf den
Bahnen mit wechselnder Neigung

v =2gh.

Endlich betrachten wir eine nach Art einer Zylinderfliche mit beliebiger
Leitlinie hergestelite Bahn, bei der die Erzengenden simtlich wagerecht sind.
Diese Bahn kann angesehen werden als bestehend aus unendlich vielen, unend-
lich schmalen ebenen geneigten Bahnen, fir die die obige Ableitung unverin-
derte Giiltigkeit hat. Hieraus folgt:

 Die Endgeschwindigheit eines Kirpers, der auf einer geneigten Bahn be-
liebiger Kriimmung fillt, hingt lediglich von der lotrechten Fallhthe ab.

Der Satz behilt seine Giiltigkeit auch dann noch, wenn einige Teile der
Bahn ansteigen, denn dann tritt der entsprechende Summand 2gh als Sub-
trahend auf, dndert aber an dem Gesamtergebnisse nichts. ,

§ 20, Die krummlinige Bewegung. Die Zentralbewegung.

Wie in § 29 eingehend dargelegt werden wird, bewegt sich ein Korper,

der auf irgendeine Weise in einen Bewegungszustand versetzt und mﬁnmi.
allen suBeren Einfliissen entzogen worden ist, dauernd geradlinig nnd gleich-
formig. Soll er eine krummlinige Bewegung ausfihren, so ub in ._mam_mn
Augenblicke eine Bewegungskomponente hinzutreten, deren Richtung mit

3

|

§ 20. Dis krummlinige Bewegung. Die Zentraihewegung b1

der urspriinglichen Bewegungsrichiung einen Winkel einschlieBt. Bei der
in § 18 bebandelten Wurfbewegung trat in jedem Auvgenhlicke zu der Ge-
schwindigkeit des Korpers eine lotrecht abwirts gerichtete Beschleunigung
hinzu. Im aafsteigenden Aste der Wurfbahn (Fig. 58) knnen wir im Punkte
A die Fallbeschleunigung ¢ in zwei zueinander senkrechte Komponenten z
und » zerlegen, von denen die in der Richtung der Tangente wirkende Tan-
gentialkomponente = eine Verminderung der Geschwindigkeit und die in
der Richtung der Normale witkende Normal-
komponente v die Krfimmung der Bahn be-
wirkt. Jm absteigenden Aste der Wnrfbaln
kénnen wir im Punkte B die Fallheschleuni-
gung g ebenfalls in die beiden Kompornenten
v und » zerlegen, von denen die Tangential-
komponente z eine Beschlennigung in der
Richtung der Babn und die Normalkompo-
nente v die Kriimmung der Bahn bewirkt.
Im hichsten Punkte C der Wurfbahn steht die- Fallbeschleunigung g
auf der Bahutangente senkrecht, sie hat die Richtung der Normalen. Sie be-
wirkt hier keine Verinderuug der Bahngeschwindigkeit, sondern sie bewirkt
niir die Kriimmung der Bahn; daher ist an dieser Stelle die Bahn am stérksten
gekriimmt,

Fig. 5% Tangentialkomponente * und
Norwalkomponente » der Geschwindigkeit.

Aus diesem Beispiele seben wir, daB eine Beschieunigung, deren Rich- -

tung mit der Bewegungsrichtung eines Korpers einen Winkel einschlieBt, im
allgemeinen zwei verschiedene Wirkungen auf die Bewegung ausiiht, die wir
dadurch finden, daB wir die Beschleunigung zerlegen in eine in die Richiung
der Bahntangente fallende Tangentialbeschleunigung, die eine Veriin-
derung der Bahngeschwindigkeit bewirkt, und in eine in die Richtung der
Normalen fallende Normalbeschleunigung, diz eine Verinderung der
Richtung, also eine Kriimmung der Bahn bewirkt. .

Nennen wir die Gesamtbeschleunigung b, die Tangentialbeschleunigung =
und die Normalbeschleunigung v, so gilt die Bezichung

b=z + o3

Zur tbersichtlichen Darstellung der Anderung der Richtung und Ge-
schwindigkeit eines krumimlinig und ungleichisrmig hewegten Ko rpers fithrt man
nach W.R.Hamiiton den Hodographen') ein: In Fig. 59 durchlaufe ein Kérper
eine krummlinige Babn LL; im Ponkte M sei der Geschwiudigkeitsvektor v,
im Punkte M, sei er v,. Ziebt man nun von dem beliebigen Punkte O aus
den Vektor OM’ gleich und parallel zno v und den Vektor OM," gleich
und parallel zu v, und verfihrt man so bei jedem Punkte der Bahm, so
durchliuft der Endpunkt M’ der von O aus gezogenen Geschwindigkeitsvek-

1} hodds (griech) = Weg, graphein (griech) = schreihen. Sir William
Roman Hamilton (1805— 1866) ist einer der fruchtbarsten theoretischen Physiker
Englands.

4%
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zm.o_.o: ‘eine gewiste Kurve HH', die Hodograph der Bewegung des Punktes M

. nm@uh“.uu“ ﬁ“m ung des mmwm.@c::i% M’ auf dem Hodographen stellt geome-
iisch @i Jnderung des Geschwindigkeitsvektors des Punktes I bei der Be-

auf seiner - Bakn &ﬁﬁ.mﬂmﬁazm
Naww:%:a&. “Die Geschwindigheit des

Hilfspunktes M’ auf dem Hodogra-
phen stellt geometrisch den Beschleu- \?.\m.
7

Fig. 60. Der Flicheneatz
der Zentralbewegung.

Fig. 59. Krummlinige Bewegung und %
ibr Hodograph.

nigungsvelitor des Punktes M bei der Bewegung auf seiner Bahn dor.

Tritt zu einer geradlinig gleichfGrmigen Bewegung in jedem Augenblicke
eine neue Bewegungskomponente hinZu, die stets nach demselben Punkte
gerichtet ist, so entsteht eine Zentralbewegung., Der Punkt, nach dem die
neue wmﬂmmﬁmm_moawoumim gerichtet ist, heiBt das Bewegungszentrum; die
Verbindungsgerade eines Bahnpunktes E; dem Bewegungszentrum heiit ein
Leitstrahl (Radinsvektor). )

‘dr jede Art der Zentralhewegung gilt ein Satz, der aus dem Bewegungs-
vmqmcm_omgBB abgeleitet wird, und der zwischen der Richtungsinderung und
der Geschwindigkeit des bewegten Kérpers eine einfache Beziehung herstellt:

Der Flichensatz: Bei jeder Zentralbewegung sind die Flichen, die in
.&23% Nm;m; vom Leitstrahle bestrichen werden, glejch grof.

Beweis: Wird ein Kérper, der sich in der (beliebig groBen) Zeiteinheit von
A, bis A, bewegt hat {Fig. 60) und der sich nun in der folgenden Zeiteinheit von
A, bis B, bewegen wiirde, durch die in 4, hinzutretende, nach dem Punkte O
gerichtete zentrale Bewegungskomponente 4, C, aus seiner urspriloglichen Rich-
tung abgelenkt, so ist er nach Ablauf der nichsten Zeiteinbeit nach 4, gekommen
{nach dem mwimwmmmmvmwm.:m_ongB ist O hw:h B, und B, A, 4, C}). Von hier
ans wiirde er, wenn nicht eine neue Nmuﬁ.&m WaﬁququwOEvoumu«m hinzutreten
wiirde, mpach b_u_mam der nichsten Zeiteinheit nach B, kommen, und zwar wiirde
A A, = A; B, sein. Die neu hinzutretende Zentralkomponente 4,C; bringt ibn
aber (wieder nach dem Bewegungsparallelogramm) nach dem Punkte A;. Von
hier aus wiirde er sich wieder geradlinig bewegen, wenn nicht wieder eine nene
zentrale Komponente eine neue Richtungsverinderung (und evtl. Geschwindigkeits-
verdinderung} bewirken witrde.

Aus Fig. 60 folgt, da 4, 4y = A, B, ist, daB & 04, 4, = L O A B, ist. Da
auBerdem A OA; By —AOA A, ist (denn B, A4, 4,0), so folgt AOd A4,

-
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§ 21. Die Kreisbewegung 53

= AOA;4, In derselben Weise folgt fiir jede weiters Zeiteinheit, daB das Drei-
eck, dessen eine Seite die tatsd chlich zurlickgelegte Strecke und dessen gegenilber-
rmmmumm Spitze das Bewegungszentrum ist, einen unveréinderlich bleibenden Flichen-
inhalt hat.

Diese Beziebung, die unter der Voraussetzung entwickelt wurde, dab die zen-
tralen Bewegungskomponenten ohne Rticksicht auf ihre GriiBe jedizmal nach der
gleich groBen (aher belishig groBen) Zeiteinheit hinzutreten, gilt auch fiir den Fall,
daB die zugrunde gelegten Zeiteinheiten sehr klein, also Nﬁﬁm_mﬂmﬁﬁm sind, daB
also aus der gebrochenen Bahn eine stetiy gekriimmte Bahn wird; die einzelnen
Teile der Bahn werden dann zu Bahnelementen, und die Dreiecke werden zn sebr
schmalen Elementardreiecken.

Auch dic in groBeren Zeitabschnitten bestrichenen Flichen haben diesen unver-
anderlichen Flicheninbalt, wenn sie aus gleich vielen Elementardreiecken bestehen,
d. h. wenn die Zeitrfiume, die beim Zuriicklegen der entsprechenden Baknlingen
verflieBen, gleich sind. Hiermit ist der Flichensatz fiir jede Zentralbewegung
bewiesen.

Eine Folge des Flichensatzes ist, daf die Bahngeschwindigkeiten eines

Kérpers an verschiedenen Stellen &E.mm;mu Zentralbewegung den Entfer-
nungen der Bahntangenten des Kérpers vom Bewegungszentrum umgekehrt
proportional sind. . )

Flichengeschwindigkeit. Die vom Leitstrahle in der Zeiteinheit iiber-
strichene Fliche wird hiufig Flichengeschwindigkeit mmE::; Ihre Ein-
heit und Dimension ist [em? - sec™1].

§ 21. Die Kreishewegung.

Es soll sich ein K&rper mit gleichhleibender Geschwindigkeit v auf einer
kreisfsrmigen Bahn mit dem Mittelpunkte O (Fig. 61) und iem wp&:m r be-
wegen.

Wir betrachten den Augenhlick, wo sich der Kérper in h, gmhmmﬁ. :mor-
dem er schon einen Teil der Bahn zuriickge-
legt hat; das zuletzt zuriickgelegte Bahnele-
ment sei 4;4,. Die Punkte 4,, 4,, 4; usw.
seien einander so nahe, dab wir ohne Fehler

annehmen kbnnen, der Kdrper hewege sich
—— —— ——

statt auf den Kreishigen 4 4,, 4, 4,, 4, 4,
usw. auf den Sehnen 4, 4,, 4, 4,, 4,4, usw.
Die Zeit, die wihrend der Bewegung des
Kdrpers von A, bis 4,, von A, bis 4, usw.
vergeht, sei ein verschwindend kleines, aber immer gleichbleibendes Zeit-
element Al

Da die Geschwindigkeit des Korpers v ist, so ist der withrend des Zeit-
elementes A¢ zurtickgelegte Weg

AgA, = A Ay = A, A, = v - AL

Fig- 81.
Q.. Ereisbewegnng.



54 II. Abschnitt. Bewegungslehre (Phoronomie)

Ist der Korper von 4, nach 4, gekommen, so wiirde er sich ohne Hin-
zutreten einer nenen Bewegungskomponente im néchsten Zeitclemente von A4,
nach B, in der Verlingerung von 4,4, geradlinig weiter bewegen, es wirde
A, B, = v . At sein; soll aber der Eorper auf der Kreisbahn bleiken, so muB
der Weg A4, 4, =v-At anf der Kreisbahn endigen, die Bewegung muB
also die Richtungsinderung << B, 4, 4, — ¢ erfahren.
Diese ist aber gleich dem Winkel, den die heiden Ra-
dien OA, und OA4, miteinander bilden, es ist also
auch <€ 4,04, =& ,

Die Richtungsinderung wird durch die Weg-
komponente B, 4, (Fig. 62) veranlaBt, die der Kérper

EM__HuW- in dem Augenblicke erhilt, wo er in 4, angekommen
snderung 1st; sie wird also dargestellt durch die Strecke 4, C,

‘ 0 die gleich und parallel B, 4, ist. .

Nun ist A4, 4, B, gleichschenklig, ebenso ist AOA 4, gleichschenk-
lig. Da nun beide gleichschenkligen Dreiecke denselben Winkel ¢ an der
Spitze haben, so folut, daB << 4, B, 4; = < 4, 4,0 ist. Hieraus ergibt sich,
daB C auf dem Radius 4, O liegen muB, daB also die neu hinzutretende
Bewegungskomponente nach dem Mittelpunkte des Kreises gerichtet sein
muB.

Dieses Ergebnis ist eine Umkehrung des Flichensatzes, denn bei gleicher
Babngeschwindigkeit in 4, und 4, miissen auch die Entfernungen vom Bewsgungs-
zentrum, dem Punkte, nach dem die Zentralkomponerte gerichtet ist, gleich sein,
d. b. es muB die Richtung von A, durch den Kreismittelpunkt gehen.

Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke 4, 4,8, und 04,4, folgt
ferner die Proportion 4,C: 4,4, = 4,4, : 4,0. Seizen wir noch B, 4, —
A,C = z und fiir dic itbrigen GroBen die bekannten Werte, so wird 7 : (v - Af)
= (v- Af):r, woraus folgt 2 = (v- Af)?: r. :

Wenn dem Korper die zentrale Geschwindigkeitskomponente nur in dem
einen Punkte 4, erteilt wiirde, so wiirde der von dem Kgrper infolge dieser
einen Komponente in einer vollen Sekunde zuriickgelegte Weg oder seine

zentrale .Geschwindigkeit ?mo_u der Formel ¢ = Wv den Wert __!pa;m haben;

dann wiirde aber der Korper nur in 4, um den Winkel & ahgelenkt. Damit
der Korper dauernd auf der Kreishahn bleibt, muB er nach Ablauf jedes Zeit-

elementes A¢ von neusm abgelenkt werden, d. h. er muB in einer Sekunde

Mm.me_ solche zeniralen Bewegungskomponenten erhalten, Die Gesamt-

groBe des nach dem Mittelpunkte hin gerichteten Geschwindigkeitszuwachses

in einer Sekunde ist daher Mam N Mam eine Geschwindigkeit ist, muf

b eine Beschleunigung darstellen. Setzen wir hierin noch den vorhin

x  (v-AH'  v?

T L7V

x
@y

berechneten Wart fiir z ein, so wird b =

§ 21. Die Kreisbewegung 55

Die Bewegung eines Korpers lings eines Kreises mit dem Radius r ist
also stets zusammengesetzt aus einer in der Richtung der Bahn (in der Rich-
tung der Tangente) statifindenden gleichférmigen Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit » und einer dauernd nach dem Mattel-
punkte des Kreises gerichteten gleichmiBig heschlen-
nigten Bewegung, deren & :

&

Q&h&&__
%

(1) Zentralbeschleunigung b == ela.. ist.

Anmerkung: Die Ahleitung dieser Formsl ge-
schieht noch einfacher mittels des Hodographen unter
Benutzung von Fig. 63: Wenn sich der auf der Kreis-
baln mit dem Mittelpunkte O und dem Radins r be-
wegle Korper mit der Geschwindigkeit » von 4 nach B
und so fort beweven soll, so muB die Zentralbeschlenni-
gung b eine Richtungsinderung der Tangente an die

Filg. 8.
€ . N " 0 Ableftung der
Kreisbahu um denselben Winkel & hewirken, den die Zentralbeachlen-

beiden Radien OA und OB miteinander einschlieBen,  pigung mlitels des Hodogzaphen.

Der Korper lege den Kreishogen AB in der Zeit At zurtick, so dal demnach

AB = As=v- Atist. Inder Nebenfigur zu Fig. 63 sind von C aus zwei Strahlen
parallél zu den Bahntangenten der Punkte 4 und B gezogen, und anf diesen sind
die der GroBe nach gleichen Geschwindigkeiten v, und v,, die der Kérper in den
beiden Punkten 4 und B hat, als Vektoren abgetragen. Damit nun der Geschwin-
digkeitsvektor v, in den ihm an GriBe gleichen, aber um den Winkel ¢ gedrehten
Vektor v, tibergeht, muf noch ein Geschwindigkeitavektor  geometrisch addiert
werden. Er steht auf v, senkrecht. Da der Hodograph wegen der Unveriinderlich-
keit von v und damit seines eigenen Radinsvektors die Gestalt eines Kreises bat,
ist der Geschwindigkeitsvektor ¢ der Kreisbogen zum Mittelpunktswinkel s. Die
Zusatzgeschwindigkeit ¢ wichst proportional mit &, dieses proportional mit der

Zeit Al Daher ist & H% mmum.wmmorymgmmaumm sie steht in jedem Punkte senk-

recht zum Radins des Hodographen, daher im Bewegungskreive so, daB sie also
danernd zum Mittelpunkte O zielt. Aus der Ahnlichkeit des Sektors 0A B mit dem
Scktor des Hodographen folgt dann die Proportion g: v == v - At :r, und es ergibt

sick mit r = b - A¢ die Gleichung |

»?
mﬂﬂ.

Der Ausdruck fiir die Zentralkeschlennigung gestattet noch einige wich-
tige Umformungen, wenn man einige neue Begriffe einfiihrt.

Die Umlaufszeit T’ ist die Zeit, die ein in geschlossener Bahn sich be-
wegender Korper gebraucht, um von einem Punkte seiner Bahn wieder his zn
demselben Punkte der Bahn zu gelangen. Da der Kreisumfang 2xr ist, den
ein Kérper in der Zeit T durchliuft, so folgt fir seine Buhngeschwindigkeit

_ 2nr

P == —

T
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Uster Benutzung dieses Wertes wird die Zentralbeschleunigung
5y
@ p=miZf.

Die Begriffe Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung ktnnen
durch folgende Uberlegung veranschaulickt werden:

Beobachtet man von einem Punkte aus die Bewegung eines Korpers, z. B. eines
fahrenden Eisenbahnzuges, der sich in einer Richtung bewegt, die nicht mit der
Sehrichtung 2usammenfillt, so erscheint der Korper zu verschisdenen Zeiten in
verschiedenen Richtungen. Der von dem beobachtenden Auge aus gezogene Strahl
(der Sebstrahl) fihrt eine Drehung ans. Ist der Eisenbahuzug sehr weit entfernt,
so erfolgt diese Drebung langsamer, als wenn er sich in groBerer Nihe befindet.
Als MaB fiir die Drebung dient der Winkel, dessen Scheitelpunkt in unserem Auge
liegt und dessen Schenkel die einzelnen Punkte der Bahn des Korpers verhinden.
Erfolgt die Winkeldrehung gleichfsrmig, so nennt man Winkelgeschwindigheit (1)
den Winkel, der in einer Sekunde aurilchgelegt wird. ‘ ‘

Wenn sich ein Kdrper auf einer kreisf3rmigen Babn bewegt, und wenn der
vom Mittelpunkte der Bahn nach dem Kérper gezogene Radius wibrend der Zeit ¢
den Winkel « bestreicht, so ist die Winkelgeschwindigkeit des Korpers w = %a .
Hierbei wird der Winkel « gewdhnlich in BogenmaB oder in Radian als Einheit
(§ 8) gemessen. Erfolgt die Winkeldrehung nicht gleichformig, so wird die Winkel-
geschwindigkeit in einem Punkte, ahnlich wie die lineare Geschwindigkeit (§ 12),

bestimmt durch den Quotienten w == Aa oder besser noch durch den Differential-

: d At o
quotienten 2 = .&[M. In derselben Weise ist Winkelbeschleunigung die Zunahme der

Aw Al
At A

‘Winkelgeschwindigkeit in einer Sekunde; sie wird gemessen durch w =
oder durch den Differentialquotienten :
dw dlo
©=r T e
Ist (Fig. 64) der von dem Kérper in der Zeit ¢ zuriickgelegte Weg 3,
der Radius der Bahn r und der zu § gehirige Winkel «, so ist 8 =« - r. Ist
3 die lineare Geschwindigkeit v, die Winkelgeschwindigkeit
w, so .mﬂ,_ v = - r. Setzen wir diesen Wert in die Gleichung

p ’ b= eﬂ ein, so folgt fiir die Zentralheschleunigung

al, b= w’r,

Flg o4, Fiir den Fall, daB sick der Kdrper nicht auf einer Kreis-

bahn bewegt, sondern auf einer beliebig anders geformten Kurve,

kann man ein unendlieh kleines Stack der Kurve als Teil einer Kreigbahn anseben,
Der Radius dieses kleinen Kreisbogenelementes #ndert sich dano im allgemeinen
'von Punkt zu Punkt, er wird der Kriimmungsradius ¢ der Kurve in dem be-
‘trachteten Punkte genannt. Der ebenfalls veranderliche Mittelpunkt des das Kurven-
element erseizenden Kreishogenelementes heiBt der Kriimmungsmittelpunkt. Die
Geschwindigkeit v des K&rpers #ndert sich dann ehenfalls von Punkt zu Punkt,
sie kann nur durch den Differentialquotienten definiert werden. Natiirlich andert
sich dann auch die Zentralbeschleunigung von Punkt zu Puskt. Statt des Worts

£ TR

¥
b
ol
3

5
H
#
H

§ 22. Die Bewegung auf erzwungener Bahn. Projektion der Bewegung 57
Zentralbeschleunigung henutzt man besser das Wort Normalbeschlennigung. Far
2
jeden einzelnen Punkt der Bahn gilt die Formel b = eﬂ: Hieraus folgt:

Die Normalbeschleunigung eines Korpers, der sich mit unverdnderlicher linearer
Gescluwindigheit auf einer Bahn mi wechselnder Krimmung bewegt, ist dem Kritm-
mungsradius umgekehrt proportional.

" Die Mondbahn als Beispiel der Zentralbewegung. Die Mondbahn ist an-
nibernd kreisférmig. Der mittlere Radius der Bahn (Entfernung des Mondes vom
Mittelpunkt der Erde) ist » =— 384415,5 km = 38,8442 - 10 cm, die Umlaufszeit
des Mond+s um die Etde ist 7 =27¢7"43™12% = 2,3606 - 10% sec. Folglich ist seine
Zentralbeschleunigung

b= dn'r  4n'- 3842100

T %,3606% . 10

Das Verhiltnis dieser nach dem Erdmittelpunkte gerichteten Fallbeschleunigung
b des Mondes zu der Fallbeschleunigung g auf der Erdoherfliche ist

b _ 027288 o1
7 Tesr T T

Nun ist der Mond fast genan 60mal so weit vom Erdmittelpunkte entfernt wie
oin Punkt der Erdoberfiiche. Es folgt also das bemerken-werte Ergebnis, daf das
Verhilinis der Fallvescbleunigung des Mondes in Ricbtung nach der Erde zur Fall-
beschleunigung eines Kdrpers auf der Erdoberfliche gleich dem Quadrate des am-
gekehrten Verb#ltnisses der Entfernungen vom Beswegungszentrum ist.

(cw/sec?, gal) = 0,27 236 (em/sec?, gal).

§ 22. Die Bewegung auf erzwungener Bahn.
Projektion der Bewegung. .

Die Bahn, d. i. die Form des Weges cines freibeweglichen Kérpers
ist durch seine Geschwindigkeit und die in jedem Punkte hinzutretende Be-
schleunigung vollstindig bestimmt; die Bahn kann einem Korper auch durch
einen duBeren Zwang, etwa durch ein Geleise vorgeschrieben werden. Wenn
die Richtung der resultierenden Geschwindigkeit mit der Richtung der er-
zwungenen Bahn zusamwenfillt, so bewegt sich der Kérper so, als ob er frei
wire, und wenn keine Beschleunigung hinzutritt, so ist die Bahpngeschwindig-
keit bestindig. Das bleibt sie auch dann, wenn die Bahn mwmmm\wm_n.mn_n_n ist.
Wenn die in jedem Bahnpunkte hinzutretende Beschleunigung stets mit der
‘Bahnrichtung zusammenfillt, so vermehrt sie die Geschwindigkeit so, als ob
der Kbrper frei wire. So wirkt z. B. die von einer Lokomotive hervorgerufene
Beschleunigung eines Eisenbahnzuges ebenso, einerlei ob die Bahn gerade
oder gekriimmt ist, weil die Beschleunigung immer in der Bahnrichtung
erfolgt. .

mu.ﬂmnn aber die resultierende Geschwindigkeit oder die auf den Kdrper
wirkende Beschleunigung mit der Bahnrichtung einen Winkel einschlieBt, so
miissen wir sie nach § 16 und § 20 als Vektoren in zwei Komponenten: die Tan-
gentialkomponente und die Normalkomponente ode: Zwangskomponente zer-
lagen, von denen die letztere durch den Bahnzwang aufgehoben wird, so daB
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demnach nur die erstere wirkt. Die Tangentialbeschleunigun
! > ers . gung z der Be-
schleunigung y, di¢ mit der Babhn den Winke] « einschlieBt, be:rigt nach § 16
T=y- cosa. .
Wir kénnen sie nach Fig. 65 dadurch finden, daB wir den Vektor der

Beschleunigung auf die Bahntangente projizieren. Hieraus folgt:

i Die .Nwmmnwwmxzﬂ.ﬁ&z? die auf einen auf erzwungener Bahn beweglichen
Kirper wirkt, ist gleichwertiq mit ilrer in der Bahnrichtung wirkenden Pro-

¢ycass q.mw..&o: auf die Dahn (bew. auf B
— die Bahntangente). eegst
. Bei der geneigten Bahnm
(Fig. 66) projizieren wir die lot- ; J
, rechte Fallbeschleunigung g auf .
Pig. 65. m_o. geneigte Bahn BB, deren /
M@ﬂﬂhﬁwﬂﬂwﬁ_ Z.m"mdumwi:_m& ¢ist. Aus der
gemer Bahn, Tigur ergibt sich dann sofort, mt_gﬁw_suwm_w.._%m& erawangener
Bahn.

. daB die Fallbeschleunigung lings
der geneigten Bahn v = p . sin¢ ist. Das stimmt mit dem Versuchsergebnis -
von § 19 itbersin.

§ 23. Das konische Pendel,

_ Ein Kérper, der sich mit gleickbleibender Geschwindigkeit auf einer
kreisfsrmigen Bakn mit dem Radins 7 bewegen soll, muB eine nach dem
Eaﬁwﬁw.sur.._a der Bahn gerichtete zentrale Beschleunigungskomponente
Y= mn._uﬂ
zeugen, stellen wir uns ein trichterférmiges Gefi8 von der in Fig. 67 darge-
steliten Form her, das mit der Spitze G nach unten steht, und dessen Seiten-
amamsnm@h nach der Spitze hin den Neigungswinkel « gegen die wagerechte
WEEEH_M haben. Jede Seitenlinie ¢ des flachen Kegels, aus dem das trichter-
formige GefiB besteht, hat die Neigung sin « (8. 47). ’

Ewm in der Nihe des oberen Rundes in das GefsB gelegte Kugel K he-
wegh sich auf einer Seitenlinie wie auf einer geneigten Bahn mit der Be-
mar_mﬁs._mnsm ¥ =g-sine. Wenn man aber der Kugel einen wagerechten
StoB gibt, der zur Seitenlinie senkrecht ist, s0 kann man ihr eine solche Ge-
schwindigkeit erteilen, daB sie sich auf der Trichterfliche in einem horizon-
Mm_ﬂ_ﬁ M«mmmw g_ﬂmm# %mw.ﬂ%o QMB Kérper erteilte Geschwindigkeit zu groB, so

legt die Kugel aus dem Trichter heraus; ist si i ie si
in das Hnumqmm des Trichters hinein. 7 f sle 1 Hlen, 50 berwegt sio sich

Bleibt die Kugel auf der wagerechten Kreisbahn, deren Radius  sein
mage, und legt sie die Kreisbahn in der Zeit 7' einmal zurfick, so ist die
nach dem Mittelpunkte M der Kreisbahn gerichtete  Zentralbeschleunigung

4xty
U\ == - H..ui.

wegen; diese ist also fiir die Kugel eine erzwungene Bahn (Fig. 68). Wollen

erfahren. Um eine Bewegung auf einer Ereisfsrmigen Bahn zu er-

Nun kann sich die Kugel aher nur auf der Trichterwandung be-

SN )

§ 23. Das konische Pendel 59

wir daher die Zentralbeschleunigung durch die Iotrecht abwirts gerichtete

Fallbeschleunigung g erzeugen, so miissen die Projektionen dieser beiden Be-

schleunigungen auf die Trichterwandnng einander gleich sein. r'olglich muB

die Gleichung bestehen g . sin @ =y - cos &, woraus folgt y = ¢ tg .
Setzen wir die beiden Werte fiir » einander gleich, so wird

Hullma_\ S S—
g - tang o«

woraus folgt

ES

=

ai
¥ 0 K
Flg. 67. Kagal, auf einem Kegelmanial Fig. 3. Kugel, auf einem Kegel-
wmisufend, . mantel nmiaufend. ¥ m._.

Fir die praktische Ausfitbrung des Versuches geniigl es, den Winkel & so zu
wihlen, daB sinw =tgoe=arc e == 0,7 ist; das entspricht d~m Neigungswinkel «
= 11925, Es ist arc 11%25" = 0,199, sin 11°25" = 0,199, tg 11925 = 0,202.
Dis Abweictung von 0,2 ist so klein, daB sie fiir unsere Zwecke vernachldss gt
werden kann, Deshalh wihlen wir als Ahmessungen des Trichters = 5 cm,
¢ = 25 em. Den R.dius r des Horizontalkreises, lings dessen sich die Kugel be-
wegen soll, wihlen wir zn # = 20 cm. Es ist dann

._\ 20
T'=2x guwmmn.

Bei einem Trichter von den angegebenen Abmessungen durchlénft die Kugel eine
wagerechre Kreishahn mit dem Radius r = 20 cm, wenn ihre Umlaufszeit zwei
Sekunden betriigt. Soll sich dis Kugel an einer tieferen Stelle ebeufalls in einer
wagerechten Kreishabn bewegen, so muf ihre Umlaufszeit kleiner sein, demn die

Umlaufszeit ist der Quadratwurzel ans dem Kreisradius proportional. Bei einem -

Kreise vom Radius r = 5 ¢m hetrigt die Umlanfszeit nur eine Sekunde.

_Unverdnderliche Umlaufszeit. Soll die Kugel an einer tieferen Stelle ehen-
falls die Umlaufszeit von zwei Sekunden haben, so muB die Zentrulbeschlen-
nigung an dieser Stelle geringer sein. Dus kann man dadurch erreichen, daB
man die Neigung an einer tieferen Stelle geringer als an einer hoheren Stelle
des Trichters macht. .

. r
Soll I'= wa.—\%
’__ denselben bestindigen Wert baben. Der Trichter darf also nicht die

tang o
Gestalt eines Kegels, sondern er muB die eines anderen Rotationskirpers haben.

Wir nehnien an, in Fig. 69 sei die gezeichnete Kurve der Achsenschnitt des
gesuchten Rotationskérpers, K sei ein beliehiger Punkt der Rotationsfliche, an
welehe die im Achsenschnitts liegende Tangente KT gezogen ist, die mit der

mit der Hohe unverinderlich hleibew, so muf
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Wagerechten den Neigungswinkel « einschlieBt, Wir errichten auf K7 in K
das Lot bis zum Durchschnitt mit der Achse in 4, dann fillen wir von K auf
die Achse das Lot KB =#. Es ist K KAB = a. Ferner setzen wir AR — ¢

dann soll sein ¢ = _"— — konstant. Nun ist KA die Normale, 4B —¢ die

N.R
Subnormale, bezogen auf die
Achse. Der Achsenschnitt des

c

Fig. &9,
Kugel, im Paraboloid umlaufend.

. Fig 10,
Kuget in siner Engelechala,
w“o?sozm_&uﬁm_.m muB also eine konstante Suhnormale haben. Daraus folgt, daB
die N:uqm eine Parabel, die gesuchte Fliche also ein Rotationsparaboloid ist.
In einem Rotationsparaboloide mit lotrechter Achse ist die Umlaufszeit eines

im horicontalen Kreise umlaufenden Korpers in allen Hohen dieselbe; sie ist
T= had\wv wo t die Subnormale der erzeugenden Parabel ist. -

Unter der Voraussetzuong, daB sich die Kugel nur in dem unteren, dem
Scheitel nahen Gebiete des Rotationsparaholoides bewegen soll, kénnen wir die-
ses Giebiet durch eine Kugelschale ersetzen, deren Halbmesser gleich dem Krtim-
muzgsradius der erzeugenden Parabel am Scheitel ist. Wir knnen die Kugel
zu einér Bewegung auf einer Kugelschale am einfachsten dadurch zwingen
daB wir sie an einem Faden aufhingen. So sei in Fig 70 der Kérper X an
einem Faden von der Linge ! aufgehiingt, der im Punkte befestigt ist. Da-
durch ist die Bewegung des Korpers auf der durch HH angegebenen Kugel-
schale erzwungen. Im Ruhezustande nimmt der Korper die tiefste Stelle M
der Kugelschale ein, und CM ist lotrecht, Wir filjen voch von K anf C M
die Senkrechte, so daB CL =t =1 cose die Projektion von CK auf die
lotrechte Ruhelage ist. Da der Faden die Normale in jedem Punkte der
Kugelschale ist, 50 ist CL dje Subnormale; daher betiigt die Umlaufszeit des

K&rpers in der wagerechten Kreisbahn 7' — wa._\M.
g

- Ein an einem Faden anfgehiingter Kirper, der sich unter Spannung des
Fadens allseitig bewegen kann, wird ein Pendel genannt. Die Linge des
Fadens rm_.,mw die Pendellinge,

ﬂwmun. sich der Pendelkérper auf einer wagerechten Kreisbahn bewegt,
30 heschreibt der Pendelfaden den Mantel eines Kreiskegels: daher heiBt sin

A i

b Y e N

§ 24. Dag ebene Pendel 61

80 bewegtes Pendel ein Kegelpendel oder ein konisches Pendel. Der Winkel
@, den die Seitenlinie des Kegelmantels mit der Achse des Kegels einschlieBt,

heiBt die Amplitude oder Schwingungsweite des Pendels.

Aus der obigen Ableitung folgt: Die Umlaufszeit T eines Kegelpendels

fore & bt oM
Teos e L

von der Liinge I, dessen Schwingungsweite « ist, v.m_“w@u I= .ma_\ .yq _—

Wird die Schwingungsweite « so klein gewihlt, daB man ¢os & = 1 3etzen
darf, so vereinfacht sich die Formel zu
. [}
Diese Annahme besagt, daB die Projektion CL (Fig. 70) des Pendels
auf seine Gleichgewichtslage gleich der Pendellinge gesetzt werden darf.
Das gilt offenbar nur fiir kleine Schwingungsweiten. Die GrsBe des hierbei

gemachten Fehlers kann auf folgende Weise berechnet werden:

Der genaue Ausdruck fir T l4Bt sich schreiben 7' — wad\w. Veosw. Der

letzte Faktor kann folgendermaBen umgeformt werden }J/cosa ﬂﬁ\“_. -~ 2 mmhwm

ﬂ ‘
" T Iwmmb... IM.V \u. Muwﬂ%m_ﬁggmonwﬁmmnnnwnw%moBEuoEmmoro:H.mrH-

satze, so heiBen die ersten Glieder AH —sin? AWV — Iw. gin* AWV — W gin® Amv . v -
LuBt wan nnr kleine Werte von « zu, So kann man die Entwicklung auf die ersten

beiden Glieder beschriinken; daher gilt annihernd die Formel fiir die Umlaufszeit
des konischen Pendels T «
r—2q)/L. T — sin? ?VH—
g

Beschrinkt man sich nur auf das erste Glied der Entwicklung, so verein-
facht sich die Formel zu T
T= Mqﬂ.ﬂ\l@. -

Der durchk Vernachlissigung des zweiten Gliedes gemachte Fehler betrigt

m.:_n Amv Er ist ta

= m 1 | 2 _ 3 i 4 ﬁ 5
sin? ﬁwv - _ 0,00007 0,00030 ﬁ 0,00068 0,00122 0,00190
] 6 7 _ 8 m 9 [ 100
| o,00274 0,00878 | 000487 | 000616 | 0,00760

Bei Bchwingungsweiten, die kleiner als 4° sind, betrigt der Fehler demnach weniger
als %%, . N
§ 24. Das ebene Pendel.
Ein an einem Faden aufgehiingter Korper (ein einfaches Pendel) nimmt

eine solche Lage an, duB der Faden in der Ruhelage lotrecht ist. Bringt
0185 das Pendel aus dieser Ruhelage und liBt es dann los, so fiihrt es
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‘Schwingungsn in einer Ehene aus, dis sich auf die Bewegung des Kegel-
pendels durch folgenden Versuch zurtickfihren lassen (Fig. 71).

Man hingt unter der Decke des Zimmers vor einer lotrechten weiBen
Wand ein einfaches Fadenpendel auf und bringt es durch einen passenden
StoB so in Bewegung, daB sich der Pendelkdrper auf wagerechter Kreisbahn
bewegt, also als Kegelpendel schwingt. Beleuchtet man nun das Kegel-
pendel durch eine punktférmige Lichtquelle, z. B. durch den Lichtkrater
einer elektrischen Bogenlampe, so entsteht auf der weiBen Wand ein beweg-
tes Schattenhild, das mit der Be-
wegung eines in einer Ebene
[ schwingenden Peundels tiberein-
stimmt. Wenn die punktférmige
Lichtquelle geniigend weit vom
Pendel und von der Wand ent-
fornt ist, kénnen wir das Schat-
tenbild als rechtwinkligs Paral-
lelprojektion der Schwingungen
des Kegelpendels ansehen,

Wir hdngen in einem Ab-
stande von etwa ;3 m hinter
dem konisch schwingenden Pen-
del vor der weiBen Wand ein
zweites Pendel von derselben Linge auf, das ebene Schwingungen ausfiihrt,
deren Schwingungsebene zur weiBen Wand parallel ist. Bei weit entfernter
Lichtquelle ist das Schattenbild der Schwingungen des ebenen Pendels mit
den Schwingungen des ebenen Pendels selbst iibereinstimmend. Versetzen wir
nun nach Fig. 71 gleichzeitig das konische und das ebene Pendel in Schwin-
gungen von derselben Schwingungsweite, und zwar so, daf das ehene Pen-
del in demselben Augenblicke durch die Ruhelage geht wie das Kegel-
pendel, so decken sich bei kleiner Schwingungsweite die Schattenbilder der
beiden Pendel in jedem Punkte ihrer Bewegung; die Schwingungen eines
ebenen Pendels fallen bei kleiner Schwingnngsweite mit der Projektion der
Schwingungen eines gleich langen Kegelpendels zusammen.

Beide Pendel haben dieseibe Pendellinge I Der Versuch zeigt, daB

Fig. TL. ‘Die Projektion siner Krelsbewegung.

‘beide Pendel auch dieselbe Schwingungszeit 7 haben, folglich gilt auch fiir

das ebene Pendel die schon fiir das Kegelpendel abgeleitete Formel:

T=2n ..m...
g

In Worten: Bei kleinen Schwingungsweiten ist die Schwingungszeit eines

ebenen Pendels der Quadratwurzel aus der Pendellinge gerade und der Quadrat--

wurzel aus der Beschleunigung des freien Falles verkehrt proportional.

Wenn wir die beiden Schattenbilder auf der weiBen Wand genau ver-
gleichen, so beobachten wir, duB das Schattenbild des ebenen Pendels, be-
sonders bei groBerer Schwingungsweite, in seiner mittleren Lage nicht genau

RO i R P
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an

vF
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mit dem Schattenbilde des konischen Pendels iibereinstimmt. Bei der Projektion
der wagerechten Kreisbewegung des Kérpers beim Kegelpendei entsteht auf
dem weiBen Schirme eine genau wagerechte gerade Linie, wihrend das Schatten-
bild des ebenen Pendels a0 wie das ebene Pendel selbst einen Kreisbogen
beschreibt. Beschrinkt man sich auf kleine Schwingungsweiten, so kann man
die Bewegungen praktisch als zusammenfallend ansehen. Bei griBeren
Schwingungsweiten dagegen ist das nicht mehr méglich. Wir erkennen aus
unserem Versuche, daB die Beschriinkung fiir die Giiltigkeit der ver-
einfachten Pendelformel ibereinstimmt mit der aus den theoreti- 5
schen Ableitungen fiir das konische Pendel folgerlen Annahme,
daB die Projektion des Pendels auf seine Gleichgewichtslage gleich
der Pendellinge gesetzt werden kann. Man kann der beschriukenden
Bedingung noch eine andere Form geben, wenn man heachtet, daB
gich das ebene Pendel lings des Kreishogens, die Projektion des
konischen Pendels aber lings der Sehne hewegt: Die vereinfachte
Pendelform gilt nur insoweit, als man are @ — sin « setzen darf.

Die Ableitung der Formel fir die Schwingungszeit eines ehenen
Pendels war unter der Vorausselzung gemacht worden, daB sich der
an dem Faden hingends Korper wie ein materiefler Punkt verhalt, 3G
d. b. also, daB sich alle Punkte des Kirpers in kongruenten, parallelen rig.72 Pendel
Bahnen hewegen. Diese Voraussetzung ist bei einem an einem Faden T e
hiingenden, griferen Korper nicht erfiillt, da sich die einzelnen Teile )
des Kérpers auf Kreishogen hewegen, deren Mittelpunkt der Aufhingepunkt des
Fadens ist. Aus dem Grunde ist die Messung der Pendellinge auch anicht un-
mittelbar ausfithrbar, wenn man nicht einen Korper von verschwindend kleinen
Abmessungen verwendet,

Es gelingt nun aber durch folgende Einrichtung eines Pendels (Fig. 72) die
gemachte Voraussetzung zu erfillen. An einer Pendelstange, deren Linge sich .
mit Hilfe zweier am oberen Ends befindlichen Stellschrauben § innerhalb kleiner
Grenzen verindern JaBt, sind zwei einander zugekehrte Schneiden A und B, die
etwa 1 m Abstand voneinandsr haben, angehracht, Mittels der ohe en Schnside A
wird das Pendel leicht drehbar aufgehingt. Auf der unteren Schneide B ruht, eben-
falls leicht drehbar, eine schwere Metallscheibe M. Die Aufhangung geht durch
den Mittelpunkt, genaner den Massenmittelpunkt (§ 46) der Scheibe. Wenn
das Peidel in Schwingungen versetzt wird, so bewegt sich die schwere Pendel-

- scheibe M, ohne sich zu drehen, so daB alle einzelnen Punkte paraltele und kon-

gruente Bahnen baschreibsn. Wenn man nun durch ein sm unteren Ende der Pendel-
stange angehrachtes Reguliergewicht G erreicht, daB die Pendelstange ohhe die
Bcheibe dieselbe Schwingungszeit hat wie mit derselben, so kann man den Mittel-
punkt dsr Scheibe als materiellen Punkt auffassen. Der Ahstand AB der beiden
Schneiden ist dann gleich der Pendellinge 1.

Wenn men die Pendellinge 7 eines Pendels genau messen kann, so ge-
stattet die Formel 1
: _ . et
. I'=2x ﬂ\“

die Fallbeschleunigung ¢ genau zu bestimmen, also auch die Verschiedenheit der
Kallbeschleunigung an verschiedenen Orten auf der Erdoberfliche nachzuweisen.
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Ein Pendel, das zu einer vollstindigen Schwingung zwei Sekunden, also
zu einer halben Schwingung eine Sekunde braucht, heift ein mawzbnabwmumc_.
U._m Linge L des Sekundenpendels kann man aus der abeeleiteten Formel fir
die Schwingungszeit berechnen, wenn man T = 2sec und ..w_, == 981 cm/sec? setzt.

Es ist dann 2 = 2x 3%_‘ also hieraus

A 981

=, cm =983 cm.

§ 25. Die harmonische Bewegung,

Die Pendelbewegung ist ein besonderer Fall einer oft in der Natur vor-
kommenden Art von Bewegungen, der harmonischen Bewegungen. Eine har-
monische Bewegung findet stets dann statt, wenn ein Kérper um
eine Gleichgewichtslage Schwingungen ausfiihrt, bei denen die
nach dem Gleichgewichtspunkte gerichtete Beschleunigung dem
lings der Bahn gemessenen Abstande
des Kdrpers von der Gleichgewichtslage
proportional ist

Alle harmonischen Bewegangen lassen sich
durch die Projektion einer gleichformigen
Kreisbewegung auf eine in der Ebene der
Kreishahn liegende Gerade zuriickfilkren.

Der Punkt P (Fig. 73) bewege sich mit
der beharrlichen Geschwindigkeit » lings des
Kreises mit dem Mittelpunkte O und dem Ra-
dius 7 rechts herum. Wir betrachten die Be-
wegung von dem Augenblicke an, wo sich Pin

C befindet. Wir ziehen den Radius OP und

3 nennen << COP = ¢ die Phase!) des Punktes P.
S 8 Die Umlaufszeit 7' (8. 55) des Punktes P ist

-4 2xy
T

Die Zeit ¢, die P zum Durcblaufen des Bogens cp gebraucht hat, ist
durch die Proportion #: T = @ : 27 bestimmt, woraus folgt

: . T 2w
o oder ¢ =5 1.

2w

Die Bewegung des Punktes P soll auf die Gerade LL, projiziert werden,
wobei LI, so gelegt wird, daB die Verlingerung von CO auf LL, senkrecht
steht. Die Projektion von C sei C,, diejenige von P sei P,. Es ist

CP~z=r sinog.
Die Geschwindigkeit, mit der sich P, lings LL, bewegt, ist durch die Pro-
jektion von v auf LI, bestimmt. Sie ist 4 = v - cos . :

Fig, 13. Har- .
monische Bewegung. M

durch die Gleichung v = bestimmt.

1) phasis (griech.) = Das Erscheinen.

M s -

-]

ol

§ 25. Die harmonische Bewegung : 65 -

Wir wissen (§ 21), daB, wenn sich P auf einer Kreisbahn hewegen soll,
eine nach dem Bewegungszentrum O gerichtete zentrale Beschleunigung
¥ Hﬂﬂplm_.% auf den Punkt P einwirken muB. Die Beschleunigung, die P,
lings LL, in der Richtung nach C, hin erfihrt, ist durch die Projektion
von y auf LL, bestimmt. Sie ist b = y - sin . Hierbei ist zu beachten, daB
die Beschleunigung b nach dem Punkte C, gerichtet, also entgegengesetzt
gerichtet ist zur Richtung der Strecke z und auch entgegengesetzt gerichtet
zur Richtung der Geschwindigkeit u; daher ist ihr bei der Berechnung das
negative Vorzeichen zu geben.

Wihrend sich der Punkt P lings der Kreisbahn mit der unverinder-
lichen Geschwindigkeit » und der unverinderlichen Beschleunigung y be-
wegt, bewegt sich seine Projektion P, lings LI, mit verinderlicher Ge-
schwindigkeit und verinderlicher Beschleunigun 3.

Der Abstand z des Punktes P von seinem Gleichgewichtspunkte heift
die Elongation!) oder Verriickung des Punktes. . :

Fiir die Verrlickung z, die Geschwindigkeit % und die Beschlennigung &
gelten die drei Gleichungen

"L eﬂwmmnqm_n“v. 2. u=wcos Amww.“v“ 3. b=~ ysin AM_JV.

Aus den Gleichungen 1. und 3. folgt b = —1.a

w
Die Beschleunigung b, die der Punkt P, erfihrt, ist stefs seiner Ver-
riickung proportional und entgegengesetzt gerichtet wie sie. Dieses ist ein wesent-
liches Merkmal der harmonischen Bewegung.
Nach den Regeln der Differentialrechnung gewinot man aus x =rsing

., 2z
— ¢ sin— f sehr schnell

T
dx 2xy 2wt 2xt
U= 7 = —p= COS 7 = VoS-
. iz  du dmir . 2wt 4n?
und w“%ﬂ“ﬂ."l|ﬂqulmwﬁ@|”,llﬂl_ﬂ.&l

Wihrend der Punkt P den Kreisumfang einmal durchliuft, bewegt sich
P, lings LL, einmal hin und her. Die groBte Entfernung, die P, von dem
mittleren Punkte €, seiner Bahn hat, ist Zmax = 7, daher ist » die Amplitude
oder Schiwingungsweile der von P, ausgefithrten Schwingung. Die zentrale mj.

schleunigung des Punktes Pist y — pmﬂ T (S.56(2)) woraus folgt T'— wni\w.
Da nach Gleichung 1. und 3. W =-— W ist, so folgt 7= 2=z - ||w!a

Bezeichnen wir noch die Beschleunigung, die P, dann erfihrt, wenn er
von C, den Abstand — 1 em hat, mit T so ist
1

] 1
— 5 =T also T=2x. T

Bei der Zeichnung der Schaulinien der harmonischen Bewegung tragen

1) elongatio (lat) = Ausweichung.
Grizeohl, Physik T, Grofe Anegabe 6, Anfl

[
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wir die Zeit ¢ oder die ihr proportionale Phase ¢ als Abszisgen auf. In
Fig. T4 sind die Schaulinien fir die Verriickung, die Geschwindigkeit und
die Beschleunigung der harmonischen Bewegung abgebildet.

Wegen der Eigenschaft, dab die Verrtickung, die Gescbwindigkeit und
die Beschleunigung dem Sinus (bzw. Kosinus) proportional sind, nennt man
die harmonischen Schwingungen Sinusschwingungen.

Die Schwingungshewegung eines ebenen Pendels ist bei kleiner Schwin-
gungsweite eine harmonische Bewegung, weil die nach dem Mittelpunkte der

Fig. 74. Verrticknng, Geachwludigkelt und Beschleunigung
einer harmonischen Beweyung in ihrer Abhingigkeit von der
Zeit, schwingung,.

Fig. 15, Zerlegong der Be-
schisunigungeiner Pendel-

Bewegung (der Gleichgewichtslage) gerichtete Beschleunigung mit der Ent-

fernung des Pendels von der Gleichgewichtslage proportional ist:

Es stelle OC (Fig. 75) die Gleichgewichtslage eines Pendels mit der
Linge 1 dar, das sich nur auf einem Kreishogen mit dem Mittelpunkte O be-
wegen kann. Wenn das Pendel in einem beliebigen Punkte P seiner Bahn
ist, mbge es den in BogenmaB gemessenen Winkelabstand « von der Gleich-
gewichtslage haben; dann ist O P =2 =1.« Das Pendel erfihrt in P die
lotrecht nach abwiirts gerichtete Beschleunigung g. Da es sich aber nur auf
dem Kreisbogen bewegen kann, so wirkt nur die Projektion von g aaf
die in P gezogene Bahntangente; daher ist  — —g-sin«, wobei das
Minuszeichen angeben soll, daB « und b entgegengesetzten Richtungssion haben.

Ist die Schwingungsweite des Pendels nur klein, so nimmt auch ¢ nur
kleine Werte an, fiir die sin « = « gesetzt werden darf Demnach kann man
setzen b — — g «. Verbindet man mit dieser Gleichung die obige z =1 ¢,

so folgt . b=—29 .1
7T

‘Danach ist b proportional zu — z, das ist aber das wesentliche Merkmal der

harmonischen Bewegung.

§ 26. Zusammensetzung von Sinusschwingungen 67
Fir den Wert z = — 1 (em) (S. 65) geht die letzte Gleichung iber in

= wl Setzt man diesen Wert in die oben allgemein abgeleitete Gleichung

fir die Schwingungszeit einer harmonischen Bewegung ein, so wird

Hﬂwaﬁ\w. . -

Diese rein theoretische Gleichung stimmt mit der in § 24
teilweise induktiv gewonnenen Gleichung tiberein.

Fig 71. Schwingendee Ge-

Fig. 76. Aufz {40 mlit anslanfendem Sand.

Der experimentelle Nachweis dafiir, daB die Pendelscbwingungen (bei kleinen
Schwingungsweiten) Sinusschwingungen sind, kann in folgender Weise gefithrt
werden:

Wir hingen nach Fig. 76 als Pendel an zwei langen Faden unter der Decke
des Zimmers ein schweres trichterfdrmiges Gefif mit einer Offnung auf und ver-
setzen dieses Pendel in Sohwingungen. Fiillen wir dann das GefiB mit feinem
Sande, und zichen wirmit gleichférmiger Geschwindigkeit senkrecht zur Schwingungs-
ebene ein ebenes Brett unter dem Trichter entlang, so zeichnet der ansflieBende
Sand auf dem Brette eine Sinuskurve als Schaulinie des Weg-Zeit-Gesetzes auf.

Lassen wir wihrend einiger Schwingungen den Sand in ein schinales Glas-
gefiB laufen (Fig. 77), so hiiuft sich der Sand an denjenigen Stellen am meisten,
wo das Pendel die geringste Geschwindigkeit. hat; dis Filthohe ist an jeder Stelle g
umgekehrt proportional zur Geschwindigkeit. So bildet sich in dem GlasgefiBe eine
Sandoberfliche, deren Hohe dem Kosinus der Phase umgekehrt proportional ist.

§ 26. Zusammensetzung von Sinusschwingungen.

Lissajoussche Figuren. Fibrt ein Kérper gleichzeitiz zwei Schwingungen
aus, 50 wird die resultierende Bewegung nach dem Parallelogrammsatze gefunden,
Die Zusammensetzung zweier Sinusschwingungen, deren Richtun gen senkrecht auf-
einander stehen, soll zuerst fiir den Fall behandelt werden, daB die beiden Sinus-
schwingungen dieselbe Schwingungszeit und dieselbe Schwingungsweite haben.

. 5
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Der Karper filbre die eins Schwingung um die Gleichgewichislage 0 (Fig. 78)
lings der Geraden 4B, die andere um dengelben Punkt O lings der Geraden CD

_aus. Um die Lage des schwingenden Kérpers fiir einige Punkte zu zeichnen,

d ,ziehen wir durch die #uBersten Grenzlagen 4 und C die zu den Bcbwingungs-

richtungen parallelen Geraden, die sich in E schnei-
den; dann schlagen wir um 4 and € als Mittel-
punkte mit AE und CF als Halbmesser Kreise,
Die geradiinigen Schwingungen sind die Pro-
jektionen der Bewegungen, die der Punkt X aus-
: % fithren wiirde, wenn er sich aufden heiden gezeivh-
neten Kreisen mit gleichférmiger Gesehwindigkeit
bewegen wiirde (8, 64), Es sind auf den Kreisen

p vier um je 45% = W Radian voneinander sbste-

hende Punkte 1, 2, 8, 4 und I, II, III, IV an-

gegeben. Die Punkte 1, 2, 3, 4 projizieren wir

: auf die Gerade 4 B, die Pankte I, II, TIL, IV auf

D . die Gerade O 1. Die Projektionen sind dann die

Fig. 78. Zussmmensstaing sweier ssnk-  Punkte, in denen sich der Kdrper nach je einer

mHﬂwwﬂnmmwﬁwmﬂnﬂmﬂmﬁmﬁﬂﬂﬁ.ﬂ . Acutelschwingung befinden wiirde, wenn er nur
die eine Schwingung ausfiihrte.

Wenn der Kérper gleichzeitig an beiden Schwingungen teilnimmt, und wenn
beide Schwingungen gleichzeitig mit ihrer huBersten Grenzlage, mit gleicher Phase,
anfangen, so liegt der Beginn der resaltierenden Schwinguny in E. Eben-o finden
wir die iibrigen Punkte der resultierenden Schwingung als Schnittpunkte der in
der Figur gestrichelt gezeichneten Linien. Da die Schwingungszeiten und Schwin-
gunysweiten beider Einzelschwingungen gleich sind, so liegt der Endpunkt der
resultierenden Schwingung auf dem vierten Eckpunkte F' des gezeichneten Qua-
drates. Die resultierende Schwingnng erfolgt lings der Diagonalen EF um den
Mittelpunkt O; sie ist ebenfalls eine sinfache geradlinige Sinusschwingung.

Erfolgen die beiden Schwingungen mit einer solchen Phasendifferenz, dafl in
dem Augenblicke, wo der Kérper infolge der ersten Schwingung in O ist und sich
nach B hewegt, er infolge der zweiten Schwingung in € ist und anfingt, sich
nach D zu bewegen, so sind die beiden Teilschwingungen um die Phase einer
Viertslschwingung gegeneinander verschoben. Um die resultierende Bchwin-
gung zu finden, setzen wir die beiden Einzelschwingungen nach dem Parallelo-
grammsatze zusammen. Zur Zeichnung sind dann genau dieselben Linien zu ziehen
wie in Fig. 78. Fiir die Béstimmung der resultierenden Schwingung b-auchen wir
aber nur die Schnittpunkte der mit den Seiten des Quadrates parallelen Geraden.
Deshalb sind in Fig. 79 nur diese Schnittpunkte angegeben. Dureh Zusammen-
setzung entsteht die kreisférmige Schwingung von Fig. 79. Die Orte, an denen sich
der Kdrper befinden wiirde, wenn er jede Schwingung einzeln ansfilhren wiirde,
sind durch fortlaufende Zahlen angegeben. Der resultierende Pankt ist derjenige
Punkt, dessen Ahszisse und Ordinate die Verritickungen der einzelnen S8chwingungen
sind. Der Sion der Bewegung ist durch d n doppelten Pfeil hezeichnet. Durch

Zusammensetzung zweicr linearer Sinusschwingungen, deren Phasendifferenz eine

Viertel-Periode (=) ist, entsteht eine Ereisformige (zirkulare) Schwingung.
]

?
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§ 26. Zusammensetzung von Sinnsschwingungen 69

Betrigt die Phasendifferenz eine Achtel-Periode, so entstebt die durch Fig. 80
dargestellte elliptische Schwingung. Auch bei jeder anderen Phasendifferenz mit

Ausnahme eines Vielfachen von
sichum so mehrder geradlinigenSchwingungnihert, je mehr
sich die Phasendifferenz einem geraden Vielfachen von —

Z entsteht eine elliptische Schwingung, deren Form

2

T
2

e Do

Fig. 18-
Zusammenestzung bei ungleichar Phase.

nithert.

|l >

[ = R—

¥
Fig. 80. Fig. 81. 8shwingungeweiten im Var-
baltnis 2/, und Sohwingungedauer

im Verhilinis 3,.

Die elliptische Schwingnng wird einer Kreisschwingung um so hnlicher,

T

je mebr sich die Phasendifferenz einem ungeraden Vielfachen von - nihert.

Die  durch Zusammen-
setzung zweier Sinusschwingan-
gen erzeugte Figur heift Lissa-
joussche®) Figur.

Auch dann, wenn die
Schwingungsweiten und Schwin-
gungszeiten der beiden Schwin-
gungen mnicht Gbereinstimmen,
entstehen zusammengesetzte
Schwingungsfiguren. In Fig. 81
gind durch Zeichnung swei
Schwingungen zusammengesetat,
deren Schwingungsweiten sich
wie 2 :3 verhalten, deren
Schwingungszeiten sich wie 1:2
verhalten, und die ohne Phasen-
differenz?) (bei E,) ihre Schwin-
gungen heginneu. In Fig. 82 ist
eine Reihe von Lissajousschen
Figuren zusammengestellt, Inder
ersten lotrechten Reibe sind die
Schwingungszeiten der Kom-
ponenten einander gleich, in der
zweiten betriigt das Verhiltnis

\J N X
NSWALTRO
O 1y
RO

Prime Oiore Duwderime. . .h.....§ﬂ

Fig. é2. Liszsjoneschs Fignren. ’

1) Lissajons, Jules Antoine, 1822—1880, franz. Physiker.
2) Zwei schwingende Bewegungen ungleich.: 8chwingungsdauer hahen aur in
einem hestimmten Zeitpunkte eine hestimmte Phasendifferenz.
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1:2, in der dritten 1:3, in der vierten 2:3. TIn der ersten wagerechten Reihe
betriigt die Phasendifferenz beim Beginne der Schwingungen 0, in der zweiten
® . Iz . LR
PRR der dritten 5 v der vierten i

Zusammensetzung von Pendelschwingungen. Fig.83. An der Zimmerdecke
werden vier Haken 4, B, !, D als Ecken sines Quadrates vor 1 m Seitenlinge
eingeschraubt, und hieran hingen Bchnitre von 3 m Lings. Auf etwa halher
Linge sind die von 4 und €, desgl. die von B und D herabhingenden Schniire
durch Ringe zusammengefaBt, die an den Enden eines 1 m langen Stabes EF
befestigt sind. Von hier ans gehen die Fiden paarweise vereinigt nach unten zu-
sammen, und hier ist ein schweres trichterférmiges GefiB & aufgehlingt, das an
der unteren Spitze eine feine Offnung hat.

Fig. 83. Zunsammeueetzung von
Pendelschwingungen {Abendroth).

Fig. 84, Zuerammensetzang voa Pendelschwin-
guogen {(Grimsehl).

Wenn das GefdB in einer Ebene, die senkrecht zu EF liegt aus der Gleich-
gewichtslage gebracht wird, so fihrt es Pendelschwingungen aus um EF als Achse.
Die oberen Enden der Fiden bleiben hierhei vollstindig in Ruhe. -

Wenn das GefiiB in einer Ehene parallel EF' aus der Gleichgewichtslage ge-
bracht wird, so entstehen die Pendelschwingungen in dieser Ebene. Als Pendel-
lange kommt dane nur der Abstand von EF bis zur Zimmerdecke in Betracht,
da das Dreieck EF@ in dieser Ebene nicht schwingungsfihig ist. Zur Festlegung
der Bchwingungsfiguren schiittet man in das trichterformige GefiB gesiebten
trockenen Sand und stellt unter das GefiB ein wagerechtes Brett, z. B. den Tisch.
Der ausflieBende Sand zeichnet dann die Behwingungen ohne Stdrung selbstdndig
auf. Wenn man die Stange EF nach oben oder unten verschieht, so werden die
Sechwingungszeiten beider Pendel im entgegengesetzten Binne gefindert, also wird
hierdurch anch das Verhilteis der Schwingungszeiten zueinander gedindert. Man
kann somit jede der abgebildeten Figuren und noch viele andere erzeugen.

Bringt man das GefiB in einer Ebene aus der Gleichgewichtslage, deren
Richtung mit der Diagonalen des Quadrates A BCD zusammenfillt, so fithrt os

§ 26. Zusammensetzung von Sinusschwingungen 71

gleichzeitig heide Schwingungen aus. Es hewegt mwaw.. weun &w mn._pﬂwnmgmmammmmn
und Schwingungszeiten beider Teilschwingungen gleich sind, in einer xpunmmnwﬁn-
gung parallel zu den Diagonalen des oberen Quadrates, wmmarnm&.n also die dnrch
Fig. 78 dargestellte geradlinige Scbwingung EF, Bringt man Q in der m@mua von
EF aus der Gleichgewichtslage, 158t das GefiB nun los und gibt ibm gleichzeitig
ginen seitlichen StoB von der Starke, daB wieder die Schwingungsweiten heider
Schwingungen gleich sind, so entstebt die kreisfdrmige Schwingung von Fig. 79.
Erteilt man den seitlichen StoB in dem Augenblicke, wo & schon die eine Schwin-
gung hegonnen hat, so entsteht die elliptische Schwingung von Fig. 80.

In bequemer Weise kann msn die durch die Zusammensetzung zweier me.
einander senkrecht stehender Pendelschwingungen erzeugte Schwingungsfigur mit-
tels des in Fig. 84 abgebildeten Apparates aufzeichnen. Der Apparat bestebt aus
ciner Pendelstange, die am oberen Querbalken eines Siinders mittels eines kurzen
Stahldrahtes aufgehiingt ist, und auf der ein Laufgewicbt verschiehbar ist. Am
oberen Ende der Pendelstange ist eine Querstange befestig, auf der vier Lanf-
gewichte verschoben werden
kénnen. Das andere Ende
der Pendelstangs trigt eine
einfache Schreibvorrichtung,
némlich die Spitze eines diin-
nen (lasstabes, der sich in
der Achse der Pendelstange
ein wenig auf und ab he-
wegen kann, Die Glasspitze
schreibt die Bewegung des
unteren Endes der Pendel-
stange auf einer bestiubten
Glasplatte auf, wenn diese A
durch einen Druck auf den
unten rechts befindlichen e f . g i
Hebel m.m_uorm—p worden ist. Fig. 85. Lissajona nuW“uw.wﬂM_.—oﬂ_.%nohsﬂwﬂ .Nu.thBmﬂmﬁnan O

Wenn das - Pendel
Schwingungen in der Ebene ausfiibrt, die mit der Ebene des Standers zusammen-
fallt, so schwingt es wie ein einfaches Pendel. Wenn es dagegen Schwingungen
in einer hierzu senkrecbten Ebene ausfithrt, so muB es die Laufgewichte auf der
Querstange mit bewegen; hierdurch werden diese Schwingungen verlangsamt, und
zwar um so mehr, je weiter nach dem Ende zu die Laufgewichte verschoben werden.
Die Pendelstange kann also in zwel aufeivander senkrechten Ebenen Schwin-
gungen mit verschiedenen Schwingungszeiten ausfilbren. Setzt man das m.mumm:
so in Bewegung, daB es gleichzeitig beide Schwingungen macht, so m&n_u:mw die
Schreibspitze die aus diesen beiden Komponenten zusammengesetate Lissajoussche
Figur auf der bestaubten Glasplatte auf. Die in Fig. 85 abgebildeten Kurven
gind von dem beschriebenen Apparate selbstindig aufgezeichnet worden.

Die ausfiihrliche Erklarung dafiir, daf die Schwingungszeit des Pendels in den
beiden 7ueinander senkrechten Ebenen verschieden ist, kannerst in§ 57 gegeben werden.

Zusammensetzung elastischer Schwingungen. Die Schwingungen, die ein
an einem Ende eingeklemmter elastischer Stah ausfithrt, sind ebenfalls Sinus-
gchwinguogen. Wir befestigen (Fig. $6) an den entgegengesetzten Enden der
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Lingsseiten eines linglichen Holzklotzes zwei Stablstihe von rechteckigem Quer-
gehnitt (z. B. ans Uhrtederstabl), deren Richtungen mit der Lingserstrsckung des
Klotzes einen Winkel von 45° einschlieBen, die also zueinander unter einem rechten
Winkel geneigt sind. Die oheren Enden der Stahe liegen in einer wagerechten Ge-
raden, die zu den Lingsseiten des Holzklotzes rechtwinklig ist. Die einander zu-
gekebrten Seiten der oberen Enden sind mit kleinen Spiegeln versehen. Ein Licht-
strahlenbiindel wird auf den einen Spie-
gel geleitet, von bier auf den zweiten
reflektiert und von hier wieder reflektiert
und suf eine weile Wand geworfen,
Fithrt oun einer der Stabe Schwingungen
aus, 80 wird auch der Spiegel nachk dem
Sinusgesetze gedreht, und der Lichtstrahl
zeichnet auf dem weiBen Schirme einen
bellen Fleck ab, der Sinusschwingungen
ausfilbrt. Dasselbe zeigt sich, wenn der
= zweite Stablstab in Schwingungen gehracht
Fig. 86. Zusammensetsung von Schwiagmagsn, WiIrd. Doch steht im zweiten Falle die
optisch. Ebhene der zweiten Sinusschwingung senk-
recht zur ersten. Versetat man gleichzeitig beide Stibe in Schwingungen, so fithrt
der Lichtfleck gleichzeitig beide Schwingungen aus, deren Schwingungszeit man
durch Aufsetzen von kleinen Laufgewichten auf die Federn verindern kann. Die
resultierende Schwingung ist dann eine Lissajnussche Fignr.

Die Lissajousschen Figuren werden um so verwickelter, durch je groBere
Zallen das Verhiltnis der Schwing.agszeiten der heiden Teilschwingungen aus-
gedriickt werden muB. Einfache Zahlenverhiltnisse ergeben verhiiltnismiBig ein-
fache Figuren. Wenn das Verhiltnis annahernd einem einfachen Zahlenverhiltnis
gleichkommt, z. B, anndhernd 1:1 ist, so geht die diesem Verhaltnis entsprechende
Lissajoussche Figur ganz allmihlich von der sinen Form in die andere fiber.
Die beiden Kurven a und & von Fig. 85 entsprechen dem Verbiltnisse 1: 2 der
Schwingungszeiten der heiden Komponenten. Bei g fangen heide Schwingungen
rechts oben mit gleicher Phase an; demgegentiber ist bei ¢ die Phase der Schwin-
b1
Kl
1:2 ein wenig verstimmt; daber geht die Figur, die zuerst mit a fibereinstimmd,
allmiblich in b iiber. Die Schwingungsweite nimmt gleichzeitig ah, daber ist die zn-
letzt gezeichnete 8-formige Kurve wesentlich kleiner als die entsprechende Kurve ¢.

In der Optik (s. Abschnitt XVI) ist hesonders die Zu-ammensetzung zweter
Schwingungen von gleicher Schwingungszeit von Bedeutung. Deshalb wiederholen
wir noch einmal:

Zwei lineare Schwingungen von gleicher Schwingungsweite und gleicher Schwin-
gungszeit seleen sich eu einer zirkularen Schuwingung von gleicher Schwingungsweite

mx&.i&%&. Schwingungszeil zusammen, wenn die Phasendifferenz m befrdgl.

Zusammensetzung zweler entgegengesetzt gerichteter Kreisschwin-
gungen, Fihrt ein Korper gleichzeitig zwei kongruente Kreisschwingungen aus,
deren Bewegungsrichtungen einander entgegengesetzt sind, so finden wir die resul-
tierende Bewegung wieder nach dem Parallelogrammsatze. In Fig. 87 ist die Zu-
sammenselzung ausgefithrt. Die beiden um den Mittelpunkt A gezogenen Kreise,

gung mit kleinerer Schwingungszeit um — verschoben. Bei b ist das Verhiltnis

/
§
:
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die man sich in Wirklichkeit zusammenfallend denken muB, sind dis Schwingungs-
habmen. Durch rémische und deutsche Ziffern sind die Punkte angegeben, die der
Karper gleicbzeitig infolge jeder einzelnen Schwingung einnehmen wiirde. Fiir die
heidea Orte I und 1 ist die Zusammensetzung nach dem
Parallelogrammsatze durch Zeichnung ausgefithrt. Der re-
sultierende Ort ist B. Die Entfernung des Punktes ' vom
Mittelpunkte ist doppelt so groB wie der Halbmesser der
Kreishahn,

Durch Zusammensetoung zweier entgegengesetzt ge-
richieter zirkularer Schwingungen gleicher Schuwingungs-
weite und gleicher Schwingungszeil enisteht eine Tineare
Schwingung mil doppelter Schwingungsweile und gleicher
Schwingungszeil; das Azimut {die Richtung) der linearen
Schwingung ist durch Punkte hestimmt, die der schwin-
gende Kérper, wenn er an den Einzelschwingungen teil-
nimmt, gleichzeitig erreicht. Die letzten Ergehnisse kin-
nen wir noch einmal dahin zusammenfassen:

Eine Kreisschwingung kann angeschen werden als
zusammengesetst aus 2 linearen Schiwingungen gleicher
Schwingungsweite und gleicher Schwingungszeit, deren LA

. F4 - . . . . Fig. 87, Zusammensetzung snt-
Phasendifferenz - betrigt. Eine lineare Schwinguny gegsngswmtster Krotsachwla-

gungen.

kann angesehen werden als zusammengeselzt aus zwes

* entgegengesetzt gerichieten Kreisschwingungen mit halber Schwingungsweite und

gleicher Schigingungszeit.
§ 27. Die Keplerschen Gesetze.

Die Keplerschen Gesetze behandeln die Bewegung der Planeten um di
Sonne. Sie lauten: ,
1. Jeder Planet bewegt sich auf einer elliptischen Bahn, in deren einem Brenn-
" punkte die Sonne stehl. ‘
2. Der von der Sonne zum Planeten gezogene Leitstrahl bestreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fldchenrdume.
3. Die Quadrale der Umlaufszeilen ziveier Planelen verhalten sich wie die
- Kuben der grofien Halbachsen ihrer Bahnen,
Die drei Gesetze behande'n die Bewegung der Planeten rein phoromo-
misch, d.h. ohne Riicksicht auf irgendwelche, die Bewegung regelnden Ursachen.
1. Das erste Gesetz hezieht sich auf die Form der Bahn eines einzelnen
Planeten, Kepler?) stellte (1604) das Gesetz, ebenso spiiter die beiden anderen,
auf Grund von Berechnungen auf, denen er die Beobachtungen, die Tycho
de Brahe am Mars ausgefiihrt hatte, zugrunde legte.
Die Form siner Ellipse wird durch ihre Exzentrizitit hestimmt, d. I. das

"Verhiiltnis des Abstandes der beiden Brennpunkte zur groBen Achse der

Ellipse. Die numerische Exzentrizitit betrigt beim Mars etwa 0,09. Sie ist
beim Merkur, der aber nur selten dem bloBen Auge sichtbar ist, noch gréBer.

1) Johannes Kepler, 1571—1620,
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Bei allen fihrigen Planeten ist sis wesentlich kleiner. Die innere mem.mmhuaum
von Fig. 88 gibt ein Bild von der Form der elliptischen Bahn des Mars, wo-
raus man erkennt, daB die Ellipse nur guBerst wenig von einein Kreise ver-

h-22510%m

a:2.26 - 10°¢m
2212 107%0m

Pig. 88. Die elliptische Geatalt der Marsbahn. |

schieden ist. Die #uBere Begrenzung derselben Figur ist ein der Ellipse
umschriebener Kreis. Man erkennt die Verschiedenheit der beiden Kurven nur
an dem Dickenunterschiede der gezeichneten Linie, ‘

Ein Planet hat in der Sonnennihe oder dem Perihel seinen kleinsten Ab-
stand, in derSonnenferne oder dem A phel seinen gréBten Abstand vonderSonne.

Avsdem erstenundzweitenKeplerschen (Rosetzelifit sich auf mathe-
matischem Wege der Nachweis herleiten, daB die Zentralbeschleunigung dem
Quadrateder Entfernnng eines Planeten von der Sonne umgekehrt proportional ist.

Es sei (Fig. 89) § die Sonne, um welche sich ein Planet in elliptischer Bahn,
die in der Figur iibertrieben stark exzentrisch gezeichnet ist, bewegt. Die halhen
Achsen der Ellipse seien o und &, die lineare Exzentrizitiit e, Befindet sich der Planet
in einem gegebenen Zeitpunkte in A und eine Sekunde spliter in A', 30 ist A4 ==y
die lineare Geschwindigkeit des Planeten in dem hetrachteten Augenblicke. Wir
verbinden beide Brennpunkte S und S der elliptischen Babn mit A und A', Dann
ist A SA"= wdie Winkelgeschwindigkeit des Planeten, bezogen auf 8, und A8’ A'= o’
die Winkelgeschwindigkeit in bezug anf 8. Wir kinnen 44" als einen Llaiver,

ot i g A b

e
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Kreishogen betrachten, dessen Mittelpunkt in O liegt. O ist der Schaittpunkt der
in A und A’ zur Eilipse gezogenen Normalen. 0.A = g heifit der Kriimmungsradius
der Ellipse im Punkte 4. Ist < S840 = @, so ist auch 92 8'A0 = g, da bei-
einer Ellipse die Norinale den von den beiden Drennstrahlen A4S = v und AS =+
gehildeten Winkel halbiert, Erfghrt der Planet in 4 die nach § gerichtete zentrale
Beschleunigung y, so erfihrt er in der Richtung AO nur die durch die Projektion
von y anf A O bestimmte Beschleunigung "=y - cosg. Zwischen der Zentralbe-
schleunigung eines sich auf einer Kreishahn hewegenden Korpers, seinem Radius

*

und seiner linearen Geschwindigkeit besteht nach § 21 die Gleichung " = .Mu‘
T v? . . . .

folglich ist 7= e Wir zeichnen um S mit S4 als Badius den Bogen

AB =¢, dor §4" in B schneidet. Wegen der Kleinheit von 44" im Vergleiche zu

AS ist auch 97 @ auBerordentlich klein. Der Flacheninhalt des schmalen Dreiecks

SAA’ kann daher gleich ¢ - W. gesetzt werden. Nennen wir den Flicheninhalt dieses

Fig. 89.

kleinen Dreieckes die Flachengeschwindigheit k (8. 53), so ist diese nach dem zweiten
Keplerschen Gesetze (dem Flichensatze) besténdig, also & - w"_@. Ferneriste=v-cosg,

da<. BAA — ¢, weil die Bchenkel des letzteren anf den ersteren senkrecht steben,
folglich . 4%
ﬁﬂ.OOmG"M_@o v ﬂ%.

Unter Benutzung dieses Wertes folgt fiir die Zentralbeschleunigung der Wert
y = % . Die heiden Normalen bilden miteinander den Winkel 40 A" = .
Zwischen den Winkeln &, & und o hesteht die Gleichung 2¢ = 0 + &"1)
Aus der Fig. 89 folgt .
ga=1v, r@=uv-cosg, entsprechend +#'& = v cosp.
v veosg r_DCOSQ

gm=—, @=— =, @ = —"-

Folglich ist g e g

1) Beweisfiir obige Gleichung. Es ist (Fig. 90): @+ gp=~8=a+ ¢ als AuBenwinkel; eben-
80 ist @' 4 ¢’ = 8" = a + ¢. Durch Addition der beiden Gleichungen folgt @ 4 @' = 2 ¢.
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Wenn diése Werte in die Gleichung 20 = w + o eingesetzt werden, so folgt

. 2ry°
2 m = W cosgp 4+ :...N cos @ und hieraus g cosp = , ._ﬂﬁ..... In einer Ellipse ist die
Summe r 4 7’ der Brennstrahlen gleich der groBen Achse 2a, daher ist g o8

T, Aus AASS 1Bt sich 3TSAS  nach dem Kosinussatze herechnen. Es ist

a

88 %= det=e 3 o"F— 2rr c0s 2 und daraus mibt r 4+ ¢ = 24
awlmu @n

2
Si = =
costy rr Ty

Uu
o
Diesen Wert setzen wir in den fiir ¢ berechneten Wert ein und erhalten so
4k%a 1 4kt a
=g "3 Der Faktor 5
portional W._.. In Worten: .
Dric Zentralbeschleunigung, die cin Planet in den einzclnen Punkicn seiner Bahn
erfahrt, ist dem Quadrate der Enifernung von der Sonne wmgekehrt proportional.
Betrigt die Umlaufszeit eines Planeten 7, so ist das Produkt ans seiner Um-
laufszeit 7" und seiner Flichengeschwindigkeit & gleich dem Flicheninhalt abrx der

Durch Multiplikation der Werte filr ¢ - cos g und fiir cos?g moﬂm.ﬁ p-cosSp=

enthilt nur beharrliche Groflen, folglich ist y pro-

ganzen Ellipse. Folglich ist & = ma%.aq:u. Der Wert fiir y 1iBt sich dsher umformer in
, 4dax 1
Y= T s

Geht die Ellipse in eine. Kreishahn fiber, so ist an allen Punkten g = r, und
es vereinfacht sich der Wert flir y zu dem in § 21 ahgeleiteten

_4rat

Y= Fi

2. Das zweite Keplersche Gesetz ist mit dem in § 20 abgeleiteten
Flichensatze identisch. Hierans folgt, daB jeder Planet eine stets nach der
Sonne gerichtete zentrule Beschleunigung erfahrt. Ferner geht daraus hervor,
daB er im Perihel seine groBte, im Aphel seine kleinste Geschwindigkeit hat.
Die Erde befindet sich im Perihel zur Winterszeit, im Aphel zur Sommers-
zeit. Die Erde bewegt sich also im Winter rascher als im Sommer. Hierin
und in der kleineren Linge der dem Winterhalbjahre ynkommenden Erdbahn
ist es begriindet, daf das Winterhalbjahr (vom 23. September bis 21. Mirz)
nur 179 Tage, das Sommerhalbjahr dagegen (vomn 21. Miirz bis 23, September)
186 Tage hat.

3. Das dritte Keplersche Gesetz (1618) lautet in seiner urspriing-
lichen Fassung: Die Quadrate der Umlaufszeiten sweier Planeten verhalten
sich wie die Kuben ihrer mittleren Entfernungen von der Sonmne. Unter ,mitt-
lerer Entfernung ist hierbei das Mittel aus kleinster und groBter Entfernung
zu verstehen, das ist aber die groBe Halbachse der Ellipse. Sind die mitt-
leren Abstinde zweier Planeten von der Sonne R, und R,, die Umlaufszeiten

i

7, und T, so soll 7,2 : T2 = R,%: R,® oder eR ﬂ% gelten. Der Quotisnt
1 1

7

%
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aus der dritten Potenz der mittleren Entfernung und dem Quadrate der Um-
lanfazeit soll fiir alle Planeten denselben Wert haben. Das stimmt in der
Tat fiir Erde und Mars recht genau.

Beispiel: Mars: R, = 226,5 Mill. km — 2,265 - 109 cm,
T, = 686,98 Tage = 5,9357 - 107 sec,

& = 53,2982 - 10% (em¥sec?),

-\~|-u.u
Erde: R, ==148,60 Mill.km = 1,4865 - 10'8 cm,
1,=365,25Tage = 3,1608. 10" sec,

s

%i — 3,2982 . 10% (cm¥fec?).
Die drei Keplerschen Gesetze wurder von ihrem Entdecker als reine Erfahrungs-
tatsachen aufgestellt. Sie konnten zu ihrer Zeit logisch nicht weiter miteinander
verkniipft werden. Durch ihre matbematisch bestimmte Form reizten die Gesetze
die Matbematiker des darauf folgenden Jahrhunderts vielfach, zn versuchen, ihnen
einen mathematischen Beweis zu gehen. Doch gelang es erst dem genialen m.u_“_mwm..
sinne von I.Newton?), alle drei Gesetze auf ein einziges zuriickzufiibren, Es ist
dieses das von Newton aufgestellte sogemannte Gravitationsgesetz (VI. Ab-
schnitt). -

Der glickliche und fruchtbare Gedanke, welcher Newton leitete, war der, die
Bewegung der Himmelskirper um ihren ZentralkGrper mit der seit den Zeiten
Galileis wohlbekannten Bewegung des freien Falles und des schiefen Waorfes auf
der Erde zu vergleichen. Wie wir erfabren haben (§ 18), kommt die Wurf-
parabel dadurch znstande, daf in jedem Augenblicke zu der gerade vorhandenen
(Geschwindigkeit des geworfenen Kdrpers noch die von der Beschleunigung des
freien Falles herriibrende Geschwindigkeit geometrisch zu addieren ist; diese Be-
scbleunigung ist von der Grife des geworfenen Kirpers und seinem Bewegungs-
zustande selbst unabhingig. An dem Beispiele der Mondbewegung (§ 21) batte
Newton kennengelernt, daB dieser Trabant in jedem Angenblicke dhnlich nach
der Erde hin fallt wie ein geworfener Korper auf seiner parabolischen Wurfbahn;
die Beschleunigung stebt dabei in einer hestimmten Beziehung zur Fallbeschleuni-
gung auf der Erdoberfliche. In ganz entsprechender Weise durfte er annehmen,
daB die Planetenbahuen eine Art Wurfbahner sind, bei denen eine der Sonne zu
gerichtete Beschleurnigung die Ursache der Bahnkriimmung ist. Die Identitat des
2. Keplerschen Gesetzes mit dem Flicbensatze (s. vor. Seite) hestitigte diese Uber-
legung. Daher diirfen wir versuchsweige die irdischen Erfahrungen, dall die Be-
schleunigung von der Art des geworfenen Kirpers und seinem Bewegungszustande
unabbiingig ist, auch anf die Planetenbewegung ilbertragen. Dann kann man
aher das dritte Keplersche Gesetz auf die beiden anderen zurtickfiihren, Wir wollen
das durch folgendvs Gedankenexperiment erreiclien.

Es mdgen zun#chbst zwei Planeten die Sonne umkreisen. Der eine habe im

1) leaac Newton, 1643—1727.
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Punkte A (Fig. 91) seiner Baha die Entfernung r; von der Sonne, ferner die groBe
Halbachse a, und die Umlaufszeit T'; fiir den anderen Planeten im Punkte B
seien die entsprechenden GriBen ry, ay, Tj.
Dana gilt nach den Entwicklungen der vorigen
Seiten fiir jeden Punkt 4 der Babn des ersten
Planeten dasnt 1

h= TR

und ebenso fir jeden Punkt B der Bahn des
zweiten Planeten

Wenn das erste Keplersche Gesetz nun he-
sagt, daB sich jeder Planet auf einer ellip-
tischen Bahn bewegt, so muB das auch fiir einen
bloB vorgestellien Planeten gelten, den wir uns irgendwie die Sonne umlaufend
denken kénnen. Nehmen wir daher einen dritten Planeten an, dessen Bahn durch
die eben betrachteten Punkie A wund B der ersten Planetenbahmen gehen mdge, so
sei seine grofie Halbachse a, seine Umlaufszeit I. Dann gilt fiir die Beschleunigung

Fig. 9l.

3.2
dioses Plancten im Punkte 4 y4= =25 - 2 und im Puskte B pp—= 2377 . L.,
) 1
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit r,* die zweite mit r,% so erhalten wir
zunichst - g da‘n?

par == yprgd = —m— -

Nach der versuchsweisen Annahme soll die Beschleunigung aber von der Art
und dem Bewegungszusiande des Planeten unabbiogig sein. Dann ist y, dasselbe
wie 4,, yz dasselbe wie y,. Daher gilt auch p;r® = py7,® oder

1 1

Nnin =it d. h. in Worten:

Die Nmiwn&%nﬁngmﬁﬁbma zweier Plancten verhalten sich umgcekelrt wie die Qua-
drate ihrer Abstinde von der Sonme. (Vgl. § 21: Die Mondbewegung.)

Formen wir nun die oben hingeschriebenen Ausdriicke fiir v, und p, nach
yy7,2 und y,7,% um und setzen gleich, so bekommen wir

T T,
d G0 A d T:iTi=ald :al
oder .HI.—mHmﬂlu un 1 ¢ mlgﬂngm.

Das ist das dritte Keplersche Gesetz. Nach der gegebenen Ableitung erscheint

v es als eine Folgerung aus dem ersten und zweiten Gesetze sowie der mehrfach
erwihnten Annahme, daB die nach der Sonne hin gerichtete Beschleunigung allein

‘ von dem Orte des Planeten abhingt. Das dritte Keplersche Gesetz bestitigh so-
mit riickwirts diese Apoabme. Finen Raum, dessen Punkten je ein bestimmier
Vektor zugeordnet ist, nennt man ein Vekforfcld. Ein solcher Vektor ist hier die
der Sonne zu gerichtete Beschleunigung. Das dritte Keplersche Geseta lehrt also
die Unabhingigkeit der den Planeten erteilten Beschleunigungen von allen indi-
viduellen Eigenschaften der Planeten, d.h. es lebrt das Vorbandensein eines Be-
schleunigungsfeldes um die Sonne. Das ist sein physikalisch wesentlicher Inball

e

Dritter Abschnitt.
Die Lehre von den Kriften.

A. Dynamik des punktformigen Korpers.
§ 28, Der punktférmige Korper.

Da bei einer fortschreitenden Bewegung alle Punkte eines Korpers kon-
gruente und parallele Bahnen durchlaufen, so gentigt es, hierbei nur die Be-
wegung eines beliebigen einzelnen Punktes des Kérpers zu untersucben und
zu beschreiben. Man kann sich dann den ganzen Kdrper gewissermabBen an
den betrachteten Punkt angeheftet mmuﬁmum der betrachtete Punkt ist der Ver-
treter des ganzen Korpers, er wird ein materieller Punkt (auch wohl punki-
férmiger Kérper) genannt. Der Name ,materieller Punkt“ wird such in dem
Sinne gebraucht, daB man von der rdumlichen Ausdehnung des Kérpers ab-
sieht und sich den ganzen Kérper gewissermaBen in diesem Punkte verdichtet
denkt. Der materielle Punkt und der punktférmige Kdrper sind Abstraktionen,

denen kein Korper der Wirklichkeit entzpricht.

Die Dynamik des ponktformigen Kérpers befaBt sich mit den Wechsel-
hezichungen zwischen den Bewegungen des Massenpunktes und den ins Spiel
tretenden Kriften.

§ 29. Die Triigheit.

Die tigliche Erfahrung lehrt uns, daf ein ruhender Korper nicht von
selbst in Bewegung kommt. Andererseits beobachten wir, dafl jeder in Be-
wegung befindliche Korper scheinbar von selbst wieder zur Ruhe komms.
Wir erkennen aber, daB suBore Umstinde die Zeit, die der Kérper braucht,
um aus der Bewegung in den Ruhezustand zu kommen, in hohem MaBe be-
einflussen. So kommt eine Kugel, die auf losem Sande wagerecht geworfen
wird, schon nach kurzer Zeit zur Ruhe, dagegen bleibt dieselbe Kugel, wenn
sie auf festgetretenem Boden oder auf dem Asphaltpflaster oder gar auf einer
spiegelglatten Eisfliche geworfen wird, sehr lange in Bewegung. Die Kugel,
die in dem losen Sand eine tiefe Spur zuriiekliBt, indem sie bei ibrer Be-
wegung die SandkSrner niederdriickt oder zur Seite bewegt bat, zeichnet
ihre Spur auf den anderen Unterlagen um so weniger ab, je glatter sie sind,
d. b. je geringer die Bewegungswiderstinde sind

Wir schlieBen hieraus, daB wir die Dauer der Bewegung der Kugel noch
weiter verlingern konnen, wenn wir die Bewegungswiderstinde weiter ver-
klzinern. Wenn wir gar alle Bewegungswiderstiinde bescitigen wiirden, so
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wiirde sich die Kugel dauernd geradlinig und mit gleichbletbender Geschwindig-
keit weiter bewegen. Da wir aber nicht alle Bewegungswiderstinde fortriumen
kénnen, so kann der letzte Teil des Schlusses nicht unmittelbar durch die
Erfahrung bestitigt werden; er ist eine iiber die Erfahrung hinausgehende
Anmnahme, die aber in ihren Folgerungen mit der Erfahrung nirgends im
Widerspruche steht. Der Satz, daB ein ginzlich unbehinderter Korper sich
dauernd geradlinig und mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt, ist daher
ein physikalisches Prinzip (8. 3).

Schon Galilei hat bei Gelegenheit seiner Untersuchungen ither die Fall-
bewegung eines Korpers auf der geneigten Bahn den Satz ausgesprochen,
daB ein bewegter Korper seine Geschwindigkeit (in wagerechter Ebene)
unverindert beibebalten wiirde, wenn keine Bewegungshindernisse vorhanden
wiren. Aber erst die Schiiler Galileis, Giuseppe Baelo (1635), Cava-
lieril) und Baliani®) (1646), erkannten®), daB ohne jede Beschrinkung die
Bahn eines frei beweglichen Korpers eine gerade Linie sein mull, wenn alle
iibrigen duBeren Einflisse fehlen, daB also auch die Richtung eines frei be-
weglichen Kérpers unverdndert bleibt. Newton but 1687 diesem Prinzip
¢ine berihmte Fassung gegeben und es als erstes seiner Bewegungsgesetze
folgendermaBen ausgesprochen: .

Jeder Korper verharrt in selinem Zustande der ERuhe ofer
der gleichformigen geradlinigen Bewegung, sofern er nicht
durch aufyepragte Krdfte geawungen wird, seinen Zustand zu
verdndern.

Ein unmittelbarer Nachweis der Richtigkeit dieses Satzes ist unmog-
lich, da wir keinen Korper iuBeren Einflussen vollig entziehen konnen. Es
muB als hinreichende Begriindung gelten, daB alle aus diesem Satze gezogenen
SchluBfolgerungen durch die Erfahrung bestitigt werden. Er bictet den
Vorteil, alle Bewegungsvorginge in mdglichst einfacher Weise erkliren zu
konnen. Daher ist er eine der Grundlagen unserer heutigen Naturbetrach-
tung geworden. Wirden wir die Bewegungsvorginge in der Natur nach
einem anders geformten Prinzipe betrachten, — was an und fiir sich denk-
bar ist —, so miiBten alle mit ihm zusammenhingenden Gesetze und Begriffe,
insbesondere der Kraftbegriff geindert werden, um mit den Naturvorgingen
in Ubereinstimmung zu bleiben.

Das erste Newtonsche Bewegungsgesetz wird das Triigheitsgesetz ge-
nannt. Die allen Kérpern innewohnende merkwirdige Eigenschaft, vermige
deren sie das Trigheitsgesetz befolgen, heiBt die Trigheit oder das Behar-
rungsvermdgen der Korper.

1) Bonaventura Cavalieri, 1593—1647, Prof. der Math. in Bologna.

9) Giovanni Battista Baliani, 156821666, in Genua.

3) Der Hollandsr Isaac Beeckmann (geb. 1588) hat die allgemeine Form des
Beharrungsgesetzes schon vor 1620 ausgesprochen. Darauf beziebt sich eine Mitteilung
von Degcartea 1620. In dem aufgetundenen Tagebuche des Beeckmanu wird der

Satz: Mota semel nunquam gniescunt, nisi impedisntur (Bewegtes kommt aicht zur
Ruhe, wenn es nicht gehindert wird) erst 1643 aufgefiihrt.
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§ 30. Die Kraft.

In der reinen Mechanik lassen wir alle Naturkrifte unberiicksichtigt,
welche andere als rein mechanische Wirkungen ausithen, z. B. den Wirme-
zustund, das elektrische oder das chemische Verkalten eines Kdrpers beein-
flussen. Die mechanischen Krifte, auf deren Betrachtung wir uns hier allein
vorliufig beschriinken, kinnen zweierlei Wirkungen verursachen:

1. Eine Kralt kann den Bewegungszustand eines Kérpers veriindern.

2. Eine Kraft kann eine Formverinderung (Deforration) eines Kérpers
bewirken und damit zugleich Spannungen in ibm hervorrufen (z. B. Spannung
einer Feder). Wir versichen dubei unter der in einem Kirper geweckten
Spannung das Bestreben des Korpers, seine wrspriingliche Form wiederher-
gustellen.

Im ersten Falle sprechen wir von der dynamischen, im zweiten von der
statischen Wirkung einer Kraft.

U eine Kraft vollstindig zu bestimmen, muB man 1. den Angriffspunkt,
2. die Richtung, 3. die GriBe der Kraft kennen. Bei vollkommen starren
Korpern kann der Angriffspunkt einer Kraft in der Kraftrichtung verschoben
werden. Den Angriffspunkt und die Richtung faBt man daher unter dem Be-
griff der Angriffslinie zusammen.

Wir kinnen die Krifle nur durch ihre Wirkungen beurteilen; daher er-
kennen wir zwei Kyiifte als gleich, wenn sie dieselben oder gleiche Wirkungen
w.mnqon&ﬁ.:mg“ wenn sie also entweder gleiche Bewegungsverinderungen bei
einem oder bei gleichen Korpern erzeugen, oder wenn sie gleiche Spannungen
in einem Korper hervorrufen.

Wenn zwei entgegengesetzte aber gleich groBe Krifte auf einen Korper
so wirken, daB sich ihre Angriffslinien gegenseitig verlingern, so hehen sich
ibre dynamischen Wirkungen auf, aher die Krifte rufen Spannungen in dem
Korper hervor, die von der GroBe der wirkenden Kriifte abhiingen, und durch
die wir die Krifte messen kinnen. Wenn wir z. B. einen schweren Stein aunf
unsere Hand legen, so iibt sein Giewicht einen Druck auf die Hand aus. Die
von uns ausgeiibte Muskelkraft kann dann den Stein am Fallen hindern,
wihrend zugleich das Gewicht des Steines Spannungen im Steine, in der Hand
und in den Muskeln hervorruft.

§ 31, Statisches und dynamisches MaB einer Kraft. Die Masse,

1. Die Krafteinheit. Alsstatische Krafteinheit benutzen wir (vorliufig) die
Kraft, mit der ein Gramm vermoge seiner Schwere wirkt; sie wird eine Gramm-
kraft genannt und durch g* (8. 22) abgekiirzt bezeichnet. Auch das Tausend-
facke dieser Kraft, 1 Kilogrammkraft (kg*), wird besonders in der Technik
vielfach gebraucht. Da eine Verwechselung der Grammkraft mit der Gramm-
masse leicht moglich ist, hat der deutsche ,Ausschuf fiir Einheiten und
Formelgrofien neuerdings statt der durch die Schwere unter 45° Breite ver-

@rimsehl, Physlk. T. GroBe Ausgabe 6, Aufl. ]
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arsachten Grammkraft die Bezeichnung Bar') vorgeschlagen und diese Kraft-
einheit durch b abgekiirz bezeichuet. Demzufolge wird die Kilogrammbkraft
mit dem Namen Kilobar bezeichnet und durch kb abgekiirzt.

2, Die statische Vergleichung zweier Krafte beruht auf der Vergleichung
der durch die Kriafte an einem ruhenden Korper hervorgebrachten Spannun-
gen. Das kapn mittels der in Fig. 35 abgebildeten Federwage ausgefihrt
werden. Wenn eine Kraft die Schraubenfeder geradeso stark ausdehnt, wie das
auf der Wagschale stehende Kilogrammstiick, so hat diese Kraft die GroBe
von 1 Kilogrammkraft oder von 1 Kilobar. Eine Kraft hat die GréBe von
P Bar, wenn sie die Feder ebenso stark ausdehnt, wie es das Gewicht von
P Gramm unter 45° Breite tut.

Vorrichtungen, mit denen Kriifte statisch verglichen werden, heifien
Dynamometer.?) Als Dynamometer kann jede Federwage benutzt werden, die
vorher dureh Gewichte geeicht worden ist.
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Fig. 92. Geapannte Feder zwischen zwei gleich schweren Wagen.

~ Auch mit der gemeinen Wage werden Gewichte, also Krifte, statisch ver-
glichen; denn durch die Gewichte freten Durchbiegungen der Wagebalken
ein, somit auch Spannungen, welche den Balken wieder gerade zu machen
gireben. Wenn der Wagebalken in Ruhe bleibt, wenn also die durch zwei
Gewichte erzeugten Spannungen des Wagebalkens an beiden Seiten gleich
gind, so sind die beiden Krifte gleich.

8. Die dynamische Vergleichung md Messung der Krifte setzt die Gillbig-
keit des Triigheitsprinzipes voraus. Wenn wir vorldufig von einer durch eine
Kraft verursachten Richtungsinderung absehen, also nur die Anderung der
Geschwindigkeit eines K5rpers in Betracht ziehen, sonennen wirzweiKrifte
gleich, wenn sie bei gleichen Kdrpern gleiche Geschwindigkeits-
inderungen erzeugen. Umgekehrt kénnen wir schlieBen, daB gleiche
Krafte bei gleichen Korpern gleiche (Geschwindigkeitsanderungen hervor-
bringen missen. Um dieses experimentell zu bestitigen, fihren wir folgen-
den Versuch aus: )

Wir setzen nach Fig. 92 anf eine wagerechte, ebene Glasplatte zwei
gleiche, leichtbewegliche Wigelchen mif leichten Ridern, die wir mit gleichen

1) In der Ozeanographie, Meteorologie und der Luftschiffabrt ist nach einem Vor-
gchlage von Bjerknes der Name 1 Bar sallerdings auch fiir eine andere Grife, nimlich
far den Drauck von 10° Dyn auf die Fliche von 1 cm® seit einigen Jahren tiblich ge-
worden (s. anch 8. 22).

2) d¥namie {griech) = Kraft.
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Kérpern helasten. Dann setzen wir zwischen die beiden Wagen eine zusam-
mengedriickte Spiralfeder, deren Entspannung wir durch einen iiber der Feder
ausgespannten Faden verhindern. Wir heobachten keinerlei Bewegungen der
Wagen, woraus folgt, daB die auf sie wirkenden Krifte entgegengesetzt gleich
gind. Brennen wir nun den Faden durch, so entspannt sich die Feder und
treibt heide Wagen mit gleicher Kraft auseinander. Die Wagen stoBen dann
gleichzeitig gegen zwei in gleichen Abstinden aufgestellte Holzklgtze. Hier-
aus folgt, daf die gleichen Krifte hei den heiden gleichen Kdrpern gleiche
Geschwindigkeitsinderungen erzeugt hahen.

4. Beschleunigte Bewegung., Wirkt eine Kraft damernd auf einen frei
heweglichen Korper ein, so vermehrt sie dauernd seine Geschwindigkeit. Eine
unverinderliche Kraft bewirkt eine gleichmiBig beschleunigte
Bewegung des Kérpers. .

Bei dem vorigen Versuche wirkte die Feder nur eine kurze Zeit. Wiir-

B B A =) N ALY,

Fig. §5. Gespannte Feder zwischen zwei Wagen ungleicher Masse,

den wir den Versuch so einrichien, daB die Kraft der Feder ungeiindert bleibt,
und daB sie genau eine Sekunde lang wirkt, so wiirde die Geschwindigkeit,
mit der die beiden Wagen auseinanderschnellen, zugleich die durch die Spann-
kraft der Feder verursachte Beschleunigung sein. Eine stirkere Feder, die
wiederum genau eine Sekunde lang wirkt, wiirde eine griere Beschleunigung
bewirken. Die Kraft der Feder kbnnen wir statisch messen; die Geschwindig-
keit, mit der die Wagen nach einer Sekunde fortrollen, also die den Wsgen
erteilten Beschleunigungen, kovnen wir aus den von den Wagen wiihrend
einer gemessenen Zeit zuritckgelegten Wegen herechnen.

Messende Versuche ergeben dann:

Die Beschleunigungen, die verschiedene Krifte bei gleichen Kirpern er-
zeugen, sind den Grofen der wirkenden Krifle proportional.

5. Verschiedene Kirper. Wir erweitern den Versuch, indem wir jetzt
auf die Fahrzeuge verschiedene Gewichte legen.

Belasten wir die beiden Wagen verschieden, spannen die Feder und ver-
hindern die Entspannung durch einen Faden, der die Wagen verbindet, so er-
folgt, solange die Federn gespannt sind, keine Bewegung der Wagen (Fig. Y3).
Hieraus folgt, daB die auf die beiden ungleichen Wagen wirkenden Krifte
entgegongesetzt gleich sind. Brennen wir nun den Faden durch, so setzi die
Feder die heiden Wagen in verschieden starke Bewegung, sie erteilt ihnen
verschieden groBe Beschlennigungen. Das erkennen wir daran, daB sich in-
folge der nach der Entspannung der Feder erlangten Endgeschwindigkeit der

mi
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starker belastete Wagen langsamer bewegt als der andere. Stellen wir die
beiden Holzklotze so auf, daB sie von beiden Wagen gleichzeitig erreicht
werden, 50 konnen wir aus den durchlaufenen Wegstrecken das Verhilinis
der Endgeschwindigkeiten berechnen. Da beide Krifte auf beide Wagen gleich
lange Zeit gewirkt haben, so sind die Endgeschwindigkeiten auch mit den
den Wagen erteilten Beschleunigungen proportional, also sind auch die durch-
lanfenen Wegstrecken den Beschleunigungen proportional.

Die Messung der durchlaufenen Wegstrecken ergibt nun, da sie den Be-
lastungen (einschlieBlich Wagen) umgekehrt proportional sind. Also sind
auch die den Wagen erteilten Beschleunigungen den Belastungen umgekehrt
proportional. Dieses Ergebnis kann in anderer Form folgenderm aBen ausge-
sprochen werden: Zwei gleiche Krifie hahen den ungleichen Wagen
Beschleunigungen von solcher GréBe erteilt, da die Produkte aus
den Belastungen und den iknen erteilien Beschleunigungen gleich
sind. Daher kénnen wir die gleichen Krifie durch die gleichen
Produkte aus den Belastungen und den Beschleunigungen messen.

6. Trigheit und Nasse. Die Belastung der Wagen, ibr ,Gewicht®, erweist
sich mun fiir verschiedene Erdorte nicht vom selben Zahlenwerte, wenn im
Sinne von § 8 die Gewichie mit einer Federwage gemessen werden. Die Er-
fahrung hat nimlich gelehrt, daB an den Erdpolen die Gewichte um etwa
1.9, groBer sind als auf dem Aquator. Ebenfalls auf Grund aller Erfabrungen
kaon nun sber als vollkommen sicher hehauptet werden, daf die soeben be-
schriehenen Beschleunigungsversuche der Wagen durch gespannte Federn
unter sonst gleichen Umstiinden an den Polen und auf dem Aquator zahlen-
miBig ganz genan gleich verlaufen; dieselbe Feder erteilt demselben Kérper

_ bei der Entspannung iiberall dieselbe Beschleunigung.

Daraus geht hervor, daB die Beschleunigung der Kérper nicht unmittel-
bar von ihren ,Gewichten® abhingen kann. Denn dann miifte an den Erd-
polen die beobachtbare Beschleunigung durch einen solchen Entspannungs-
versuch unter sonst gleichen Umstinden einen kleineren Zahlenwert ergeben
als auf dem Aquator. Das widerspricht aller Erfahrung. Das Verbalten der
Korper gegeniiber der Beschleunigung liBt also erkennen, daff einem jeden
Kérper eine ganz bestimmie physikalische Grife zukommt, welche seine Be-
schleunigung unter sonst gleichen Umstinden bestimmt. Man nenut sie seine
Trigheit. Die Trigheit eines Korpers ist ibm also unabhiingig von duBeren
Umstiinden eigen; sie wiirde ihm auch auf der Sonne und dem Monde nn-
verindert zukommen, wenn wir den K&rper dorthin bringen kouonten, wo im
ersten Falle sein Gewicht das 28fache, im zweiten Fall nur den fiinften Teil
des irdischen Gewichtes betragen muB. Trigheit und Gewicht sind also ganz
verschiedene Eigenschaften eines Kdrpers.

Um zahlenmiBig die Trigheit verschiedener Kérper mit einander ver-
gleichen zu kénnen, hat man festgesetzt, dal darunter eine Zahlenangabe zu
verstohen ist, die den jeweils nnter sonst gleichen Umstéinden erteilten Be-
schleunigungen der Kérper umgekehrt proportional ist.
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Nun ist, am selben Erdorte untersucht, die Beschleunigung auch dem Ge-
wichte der K6rper mit voller Strenge umgekehrt proportional. Daraus ercibt sich
der wichtige Sata: Die Trdgheit eines Korpers ist seinem Gewichie proportional.

Um die Unabhiingigkeit der Trigheit vom Orte, hingegen die Abhingig-
keit des Gewichtes vom Orte zu verstehen, muB man daher die letztere noch
einem besonderen Ortseinflusse zuschreiben. Man nennt diesen das Schuerefeld
(Vektorfeld der Beschleunigungen s. 8. 78).

Wir hiitten also folgende Beziehungen:

1. Die Triigheit eines Korpers ist eioe Zahlengrofe, die von #uBeren’
Umstiinden unabhiingig ist, eine die Eigenheit des Kérpers gegentiber
Beschleunigungen beschreibende , Invariante®;

2. Das Gewicht des Korpers ist seiner Tragheit proportional;

3. Das Gewicht des Korpers ist andrerseits der Schwerkraft des Schwere-
feldes proportional, in dem der Korper sich befindet.

Soll die Triigheit irgendeines Korpers zahlenmiBig angegeben werden, so
geniigt jetzt, dall das Verbiltnis seines Gewichtes zu dem eines Kubikzenti-
meters Wasser an einem Normalorte der Erde hekannt ist. Seine Trigheit
ist dann ebensoviele Male so groB wie die Triigheit eines Kubikzentimeters
Wasser, also wie das Gewicht des Korpers in Gramm. Beguemerweise kann
man daher die Triigheit selbst in Gramm angeben. Diese Zahlenangabe pflegt

‘man aber als Masse des Korpers zu bezeichnen. Damit kommen wir zu einer

anderen Definition der Masse als der Newtonschen in § 8, die deren Unklar-
heiten vermeidet Wir wiederholen sie noch einmal ausfiibrlick: Die Masse
eines Korpers ist diejenige Zahl, welche angibt, den wieviellen Teil der Be-
schleunigung der Kirper unter sonst gleichen Umstinden als Wirkung derselhen .
Kraft erfihrt wie 1 em® Wusser. Die Masseneinbeit ist danach ein Gramm. '

7. Die Kraft. Als Erfahrung in (5.) hatten wir gefunden, daB dieselbe
Kraft ungleichen Massen Beschleunigungen erteili, die den Massen umge-
kehrt proportional sind. Die Produkte aus Beschleunigungen und Massen er-
geben duher Zublenwerte, die fiir die Kriifte kennzeichnend sind. Daher kéunen
wir die Zahlenwerte der Krifte dynamisch definieren: Die Kriifle sind Zallen-
grifen, welche den Produlten aus den beschleuniglen Massen und den thnen er-
teilten Beschleunigungen proportional sind.

Ist m die Masse eines Korpers in Gramm, die ihm erteilte Beschleuni-
gung b [em sec—?] oder b gal, so mub die Kraft p der Gleichung gentigen

: P=¢c-m-b
Hierin ist ¢ ein Proportionalititsfaktor. Sein Wert gibt die GriBe der Kraft
an, welche zu einer Beschleunigung von 1 cm - sec=? und 1 g Masse gehdrt.

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf den freien Fall anwenden und
1 g Masse fallen lassen. Daon ist die in Frage kommende Kraft diejenige, mit
welcher das Schwerefeld der Erde 1 g herabzieht. Diese Kraft hatten wir 1
Bar genannt. Da-die Beschleunigung g = 981 cin - sec—%, m = 1 ist, folgt

1

1=1¢-1-981 oder T
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In dem MaBsysteme mit den Einheiten Bar als Kraft und Gramm als
Masge wire also ¢ = ﬂ“.m zu setzen.

Nach dem Grundgedanken des absoluten MaBsystemes (S.20) ist nun
die Einheit, in der eine GroBe gemessen werden soll, so festzusetzen, daB
die Umrechnungsfaktoren in den mathematisch formulierten Gesetzen den
Wert 1 annehmen.

Das MaBsystem mit dem Gravitationsmafe Bar als Einheit der Kraft er-
fallt diese Festsetzang nicht. Da im C.-G.-S.-System schon ilber das Gramm
als Masseneinheit verfiigt ist, ebenso frither tber die Einheit fir die Be-
schleunigung, so bleibt nichts anderes iibrig, als eine neue Einheit fiir die
Kraft festzusetzen. Das ergibt ein neues Ma8, das Trigheitsmaf fir die Kraft.
Zu diesem Zwecke setzt man in der Gleichung ¢ = 1. Dano geht das Gesetz
tiber in P=om-b.(g-cm-sec?)
oder in Worten i

Kraft = Masse > Beschlennigung.

Es nimmt 9 den Wert 1 an fir m =1 g und b =1 em-sec™® oder b ==
1 gal d h .

Die Krafteinheit in TrigheitsmaB ist diejenige Kraft, welche der Masse

von 1 g die Beschleunigung von 1 gal erteilt.
~ Diese Erafteinheit heiBt 1 Dyne') =1 g ¢m sec™*

Eine Kraft wird in (Dyn) durch das Produkt aus der in Bewegung ge-
setzten Masse (in Gramm) und der ihr erteilten Beschleunigung (in om - sec—*
oder gal) gemessen.

8 Grundgesetz der Mechanik. Die Gleichung P=m-b wird auch
vielfach in der Form gebraucht

=X an

Die Beschleunigung einer Musse durch eine Kraft ist der Quotient aus
o (gal), die Kraft in Dyn und

: sec?

die Masse in Gramm gemessen wird. (Grundgesetz der Mechanik.)
Als groBere Krafteinheiten werden noch benutzt 1 Megadyn = 10° Dyn

und (neverdings nach den Vorschligen des deutachen Ausschusses fir Ein-

heiten und FormelgroBen) 1 Vis?) (v) = 10® Dyn.

Kraft :z&.u?%p wenn die wnm%mm.::@::@_ in

9. Trigheitswiderstand und Trigheitskraft. In der Gleichung P=m - b

oder in der Form P — mb = O kann man zwei Kriifte unterscheiden, einmal
die wirkende Kraft , die von auBen an dem Korper der Masse m angreift und
ihm die Beschleunigung b erteilt und ein zweites Mal eine Kraft mb, die der
ersten zahlenm#Big gleich ist, aber eine zu dieser entgegengesetzte Richtung hat.
Man nennt diese zweite Kraft den Trigheitswiderstand oder die Trigheitskraft.

1) Es ist die Wortform ,das Dyn* und ,die Dyne* gebriuchlich; die Mehrzahl
ist die Dyn oder die Dynen.
2) vis (lat.) = Kraft.

R ————— | IS, ‘

N

L L worm

e SR

§ 31. Statisches und dynamisches Ma8 der Kriifte. Die Masse 87

Die Trigheitskraft ist eine Kraft wie jede andere Kraft auch; sie. kann
also such mit einer Federwage gemessen werden. Eine Masse m hiinge z. B.
an einer Federwage, die sich in einem zam Aufstiege fertigen Luftballon be-
findet. In dem Augenblicke, wo der Ballon anfingt, beschleunigt in die Luft
zu steigen, macht dann die Federwage einen Ausschlag nach ubten, als ob
das Gewicht der Masse m vermehrt worden wire. Die Ursache davon liegh
in der Triigheit der Masse m. Die Masse nimmt zuniichst nicht an dem Auf-
stiege des Ballons teil, sondern ist bestrebt, in ihrer relativen Rube zur Erde
zu verharren. Durch die Spannung. der gehobenen Federwage wird nun der
Masse eine Bescbleunigung erteilt. Ist mit fortschreitender Dehnung der Feder
diese Beschlennigung gleich der Bescblennigung des Anstieges vom Luftballon
mitsamt der Federwage geworden, so kann keine weitere Verlingerung der
Feder mehr eintreten. Diese bleibt in der erreichten ausgedehnten Ctellung so
lange stehen, als der Ballon mit gleicher Beschleunigung weiter steigt (dyna-
misches Gleichgewicht, § 41). Die durch die Verlingerung gemessene Kraft
sat also das Produkt aus der Masse und der Beschleunigung des Kdrpers, mithin
seine Triigheitskraft. — Ebenso kinnen die Trigheitskriifte an Korpern
beobachtet werden, die nicht starr mit einem Eisenbahnwagen verbunden
sind, wenn der Eisenbahnzug beschleunigt anfahrt oder bremst. Uberhanpt
miissen sich die Trigheitskrifte auch in jedem ansgedehnten materiellen Korper
geltend machen, wenn eine Kraft an einem Punkte des Kérpers angreift und
sunichst diesen Punkt beschleunigt. Die anderen Punkte des Kérpers bleiben
dann gegeniiber dem heschleunigten Punkte vorerst nur ein wenig zuriick,
dehnen dadurch den Kérper, rufen in dem Korper Spannungen hervor, und
djese erst fibermitteln die dem ersten betrachteten Punkte erteilte Beschleu-
nigung auch auf die fibrigen. Bei einem aus der Ruhe anfahrenden Kisen-
bahnzuge kann man das gut beobachten. Von der Lokomotive her straffen
sich die Verbindungsketten und die an den Befestigungshaken liegenden starken
Federnspannen sich von Wagen zu Wagen fortschreitend. Umgekehrt schieben
beim Anhalien des Bisenbabnzuges die Trigheitskrifte der verzbgerten Wagen
die starken Pufferfedern zusammen. — Wie gewaltig die Trigheitskraft mit
der Masse wiichst, kann man manchmal an groBen Schiffen heobachten, die
beim Anfahren nicht rechtzeitig von ihren Haltetauen geldst werden. 3ie
sprengen dann, auch bei abgestellter Antriebsmaschine und ganz langsamer
Fahrt, die besten und dicksten Taue.

Bei einer gleichmiifig beschleunigten Bewegung sind die Trigheitskraft und
die wirkende Kraft einander enlgegengesetzt gleich.

Zwei recht verschiedenartig sich fuBernde Krifte, die Gravitationskraft
und die Kraft der Trigheit, zeigen darin eine auffallende Gemeinsamkeit, daB
sie beide der Masse proportional sind. Es 1aBt dies auf eine innere Verwandt-
schaft der beiden Krafte schlieBen, der man indessen erst in neuester Zeit
durch eine scharfsinnige Revision des logischen Inhaltes unserer Fundamental-
begriffe des Raumes und der Zeit auf die Spur gekommen ist (Einsteins
Gravitationstheorie und allgemeine Relativititstheorie, Bd. II).
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§ 32. Das Gewicht als KraftmaB.

Das Gewicht & eines Korpers ist die Druckkraft, die der Korper vermige
seiner Schwere auf eine wagerechte Unterlage ausiibt, oder der Zug, mit dem
ein an sinem Faden aufgehingter Korper diesen spannt. Das Gewicht ist also
eine Kraft, die statisch durch den Spannungszustand der Unterlage oder des
Fadens gemessen werden kaon. Nimmt man die Unterlage fort, oder schnei-
det man den Faden durch, so fillt der Kdrper mit der Beschleunigung
g = 981 [em - sec™7]. Hat der Korper die Masse m, so wird die Kraft P, welche
ihn treibt, dynamisch gemessen durch das Produkt

P=m- gDy
Sollen die zahlenmiBigen Ausdriicke fir das statische und das dyna-

mische MaB der Kraft gleich sein, so muf G = P sein, d. h. es muB die Glei-
chung bestehen:

G [Grammkrifte] = m - g [Grammasse >< cm - sec~%].
Hieraus folgt im besonderen:
1 Grammgewicht (oder 1 Bar) = 1 Grammasse > 981 [om -sec™®] = 981 Dyn.
Ebenso folgt
1 Dyn = 1/981 Gramm-Gewicht = 10007981 = 1,0194 Milligramm-Gewicht,

oder angendhert 1 Dyn = mg*

Hieraus geht hervor, daB 1 Dyn eine sebr kleine Kraft ist, wes-
palb man oft das Millionenfache dieser Einheit als nene Einbeit (Mega-
dyn) einfibrt. Esist 1 Megadyn = 10" Dyn — 1,0194 kg*, abgerundet
1 Megadyn = 1 kg* Ferner ist neverdings eingefithrt 1 Vis = 16°Dyn=1
Doppelzentner. .

Die Atwoodsche!) Fallmaschine (Fig. 94). Die Bezichungen zwi-
schen Gewicht (als bewegende Kraft), Masse und Beschlennigung kann
man gut mit der sog. Fallmaschine experimentell herleiten. Die Fall-
maschine ist folgendermaBen eingerichtet: {Ther ein leicht drehhares Rad,
das gewdhnlich am oberen Rande einer mit einem Magstahe versehenen
Holzsiule angebracht ist, ist ein diinuer Faden oder Draht gelegt, an
dessen beiden Enden zwei gleiche Massen 7 und m bingen. Da das Ge-
wicht der beiden Massen gleich ist, also die beiden auf den Faden wir-
kenden Krifte gleich und entgegengesetzt gerichtet sind, so hleiben
die Massen io Rube. Legt man auf die eine Masse n ein Kkleines Uher-
gewicht, dessen Masse M und dessen Gewicht Mg ist, so wird die Ge-
samtmasse %+ m 4 M durch die Kraft Mg in gleichmibig beschleunigte
Bewegung gesetzt,

Zur Gesambmasse ist noch ein Betrag hinzuzurecbnen, der der

1) George Atwood, 1745--1807, Fallmaschine 1784. Einen
shnlichen Apparat hatte scbon vor ihm C. . Schober gebaut und
1746 im Salzbergwerke von Wieliczka. bol Krakau in einem Schachte
von 70 m Tiefe damit Versuche angestellt.

TFig. 94. Fallmsaachine
von Atwood

L
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Trigheit des gedrehten Rades entgpricht. Man kann oun, wie in § 56 entwickelt
werden wird, jede sich drehende Masse durch eine ibr gleichwertige Masse im ge-
gsbenen Abstande von der Achse ersetzen. Es ist also auch maglich, statt des sich
drehenden Rades eine ihm gleichwertige am Umfange angebrachte Masse zu setzen.
Tut man dieses, so wird diese gleichwertige Masse ebenso bewegt, als ob sie mib
dem Faden in fester Verbindung wire, sie bewegt sich mit derselben Gescbwindig-
keit wie der Faden. Verwendet man als Rad eine Kreisscheibe von gleichmifiger
Dicke und der Masse u, so kann sie durch eine am Umfange angebrachte Masse

$ ergetzt werden (§ 56). Die ganze in Bewegung gesetzte Masge betriigh daher

3“3+§+E+|Mk.

Der von den Massen in einer oder mehreven Sekunden zuriickgelegte Weg
wird in folgender Weise gemessen: Die mit dem Ubergewichte helastete Masse ruht
zu Beginn der Beobachtung auf einer kleinen, zum Herunterklappen singerichteten
Konsole 8. Man 18st eine Haltevorrichtung fir die Konsole hei einem Schlage eines
Sekaudenpendels aus, die Konsole klappt herunter, und die Massen heginnen ihre Be-
wegung. Eine zweite Konsole (in der Figur bei Teilstrich 110 befestigt) ist an der
Holzsiule verschiebbar angebracht. Sie wird so eingestellt, daf die abwirts be-
wegte Masse bei einem spiteren Schlage des Sekundenpendels hdrhar auaf die
Komgole aufstoBt. Die abgelesene Entfernung der beiden Kousolen ist der von den
Massen zurtickgelegte Weg.

Mit Hilfe der Atwoodschen Fallmaschine kdnnen die Gssetze iiber dis gleich-
mibig beschleunigte Bewegung experimentell abgeleitet werden. Die in verschie-
denen Zeiten durchlanfenen Wegstrecken sind den Quadraten der Zeiten propor-

tional. Aus der durchlaufenen Wegstrecke 2 und der beobachteten Zeit ¢ kann nach
der Gleichung k = W . f* die Beschleunigung b berechnet werden.

Man kann ferner nachweisen, daB die Endgeschwindigkeit ¢ nach t Sekunden
durch das P.odukt » == bt bestimmt ist. Zu dem Zwecke ist noch eine dritte, mit
einem Loche versehene Konsole (in der Figur bei Teilstrich 52) an der Holzsdule

verschiebbar, Durch das Loch kann die Masse # bequem hindurchgehen; aber das

. kleine Ubergewicht M, das man stabfsrmig gestaltet, wird durch die Rander der

Konsole abgehoben. Man stellt nun die beiden verschiebbaren Konsolen so ein, daB
dag Uhergewicht bei einem, z. B. dem dritten, Sekundenschlage nach Auslosung der
oberen Konsole ¢ hérbar abgehoben wird, und daB daon beim nachsten Sekunden-
schlage, also nach vier Sekunden, die Masse # auf die untere Konsole aufstoBt. Da
nach Abheben des Ubergewichtes I die bewegende Kraft Mg zu wirken aufhort,
g0 bewegt sich wabrend der letzten Sekunde die Gesamtmasse gleichformig; der in
der letzten Sekunde zurfickgelegte Weg ist daber die Endgeschwindigkeit, die die
Masse heim Abheben des Ubergewichtes erlangt hatte.

Bei den Versuchen mit der Atwoodsehen Fallmaschine wird die Gesamtmasse
M=n+m-+ 2+ W durch die Kraft My bewegt; folglich ist die Beschleunigung b
durch die Gleichung Mg — Mb bestimmt, es ist & ﬂw%& . Die Ubereinstimmung
des so berechneten Wertes von b mit dem aus der durchfallenen Wagstrecke 7 be-

stimmten ist eine experimentelle Bestitigung der Definitionsgleichung fir die Kraft:

Kraft = Masse . Beschlennigung.
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§ 33. Die Newtonschen Bewegungsgesetze, Kraftvektor.
Aktion und Reaktion.

Newton hat in seinen ,Prinzipien“?) drei Bewegungsgesetze aufgestellt
die zwar zum Teil schon vor ihm von Galileiund Huygens erkannt worden
sind, denen aber Newton zuerst eine solche scharfe Fassung gegeben hat, daB
sie noch heute als Grundlage der Dynamik angesehen werden. Sie lauten:

1. Jeder Kérper verharrt in seinem” Zustand der Ruhe oder
der gleichférmigen geradliniyen Bewegung, wenn er nicht durch
aufyeprdgte Krifte gezwungen wird, seinen Zustand zu adndern.

2, Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der
aufgeprdigten bewegenden Kraft proportional und geschieht nach

der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft

aufgeprdgt wird.

3. Zu einer Wirkung bestelit immer eine entgegengesetzt ge-
Q.R.E&a und gleiche Gegenwirkung oder: Die Wirkungen zweier
Kérper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter
Richtung.

Das erste Gesetz ist das uns.schon bekannte Trigheitsprinzip (§ 29).

Umm zweite Gesetz enthilt die Definition der Kraft; es enthilt aber in sich
noch ein zweites Prinzip, das Unabhingigkeitsprinzip, welches aussagt, dab
, die Beschleunigung, die ein Korper durch eine Kraft erfihrt, nach Gréfie
und Richtung von dem schon vorhandenen Bewegungszustande des Kirpers un-
abhdingig ist. .

Dieser Satz enthilt die Grundlagen fiir den spiter eingehend zu hehan-
delnden Satz vom Parallelogramm der Kriifte. Man kann ihn noch kiirzer mib
den Worten ausdriicken:

Kriifte sind Veklorgrofen.

. Das dritte Newtonsche Gesetz driickt das sogenannte Gegemwirkungs-
prinzip aus. Einen besonderen Fall haben wir schon in § 31 behandelt, wo
die Kraft einer Feder die Entfernung zweier Massen voneinander vergréBerte
und hierbei beiden Massen entgegengesetzte Beschleunigungen erteilte.

_Das Prinzip gilt allgemein, Niemals wirkt eine Kraft auf einen Korper
allein, monmmwﬂ sie wirkt stets auf zwei Massen in entgegengesetzten Richtungen.
Die Wirkung auf den einen Kérper wird Aktion, die auf den anderen Reaktion
(Riickwirkung) genannt. Welche der beiden Wirkungen wir Aktion, welche
Reaktion nennen, bleibt unserer Wahl und Willkiir fiberlassen.

. .wﬂmwm&a" Nﬁron wir mit der Hand einen Korper zu uns beran, so empfinden
wir in der mmzm.mgumh Zug in entgegengesetzter Richtang. Schlagen wir mit der
Hand auf den Tisch, so empfinden wir den Schlsg des Tisches gegen die Hand.

1) Isaac Newton (1848—1727), Prof. der Univ. Cambridge, Philosophiae natu-
ralis principia mathematica. 1636,
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Heben wir einen schweren Kérper in die Hohe, so werden wir, solange der Korper
nach oben beschlennigt wird, nach unten gedriickt und erscheinen dadurch schwerer,
um allerdings gleich darauf, wenn der gehobene Kdrper die nach oben gerichtete
Bewegung mib negabiver Beschleunigung verliert, leichter zu erscheinen. Solange
der Korper mit gleichfdrmiger Geschwindigkeit gehoben wird, drilcken wir mit un-
gerem normalen Gewichte auf die Unterlage, auf der wir stehen. Wir konnen diese
dynamischen Krifte nachweisen, wenn wir auf einer Dezimalwage stehend einen
Korper, den wir in der Hand halten, plotzlich nm eine Strecke heben. Die Wage
schligt erst im Sinne einer Gewichtavermehrung, dann einer -verminderung aus.
In umgekehrter Folge erscheinen erst Verminderung, dann Vermehrung des Ge-
wichtes, wenn wir den Korper um eine Btrecke senken.

Aus der Definitionsgleichung der Kraft und aus den drei Newtonschen
Prinzipien folgt, daf das Produkt aus Masse nnd Bewegungsinderung bei
beiden Korpern gleich gioB ist, daB also, wenn die beiden Massen m, und m,
und die beiden Bewegungsverinderungen (Beschleanigung oder Verzdgerung)
b, und b, sind, die Gleichung besteht m b, = mgb,. In dem Falle, wo eine
der beiden Massen, z. B. m;, unendlich grof wird, wird die ihr erteilte Be-
schleunigung unendlich klein. Wir brauchen daber in diesem Falle nur die
Bewegung des einen der beiden Korper zu untersuchen. ‘

Praktiseh braucht man picht einmal die eine der beiden Massen unendlich
gro8 vorauszusetzen; sie muB nur im Vergleiche zur anderen so groB sein, daB ibre
Beschlennigung vernachlissigt werden kann. .

Wir brauchen z. B. beim fallenden Steine nur die Bewegung des Steines gegen
die Erde, aber nicht die doch auch stattAndende Bewegung der Erde gegen den
Stein zu behandeln. Auch hei einem einen Wagen ziehenden Pferde denken wir nur
an die Bewegung des Wagens, indem nimlich in jedem Augenblicke, wihrend dessen
das Pferd ziebt, das Pferd mit der Erde fest verbunden, also mit der Erde einen
Kbrper, eine Masse bildend angegehen werden muB. Es ist dahei unwesentlich, daB
die Verbindung zwischen Pferd und Erde bei jedem Fubtritt voriibergehend geldst
und wiederhergestelit wird, wodurch eine Forthewegung des Pferdes in der Rich-
tung der Vorwirtsbewegung des Wagens ermdglicht wird; denn withrend das Pferd.
zieht, muB es mit der Erde fest verbunden sein. DaB dieses der Fall ist, erkennt
man daran, daB das Pferd den Wagen nicht fortziehen kann, wenn es keinen festen
Halt am Erdboden, z. B. bei Glatteis, hat.

Fin weiteres Beispiel ist der Sprung eines Menschen tiher einen Grahen, Wih-
rend der Mensch von dem einen Grabenufer abspringt, entfernt er sich von diesem
Ufer in beschleunigter Bewegung. Die ebenfalls tatsichlich stattfindende Bewegung
des Grabenrandes, also anch der Erde in entgegengesetzter Richtung wird vernach-
lassigt, da die Masse der Erde im Vergleich zu der des springenden Menschben zu
groB ist. Es ist bekannt, daB der Mensch nur dann tber den Graben springen kann,
wenn er einen guten Absprung hat, wenn also der Teil des Ufers, von dem er
abepringt, nicht pachgibt, d. h., wenn die Masse, von der er sich beim Sprunge
entfernt, mit der groBen Erdmasse in fester Verbindung ist. '

§pringt ein Mensch von einem Boote ans Ufer, so wird gleichzeitig das Boot
vom Ufer fortgestoBen, und zwar wm so mebr, je geringer die Masse des Bootes
einschlieBlich seimer Insasgen ist.
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Wenn eine Lokomotive abfdhrt, so hewegt sie sich in ibrer Fahrtrichtung. Sie
bewegt aber gleichzeitig die Erde in entgegengesetater Richtrng. Da nun die
Masse der Erde im Vergleich zu der der Lokomotive so sehr viel gréBer ist, so ist
die Bewegung der Erde unmeBhar klein.

Durch folgenden Versuch (Pig. 95) 1aBt sich die Ritekwirtshbewegung der Un-
terlage bei einem fahrenden Eisenbahnzuge vorfahren. Das Hinterrad eines Fahr-
yades ist mit demn zum Aufsteigen auf das Rad dienenden Ansatze in einen festen
FuB so eingesetat, dab es sich leicht in wagerechter Ebene um seine Achse drehen
14Bt. Auf den Speichen des wagerecht liegenden Rades ist eine kreisformige Schie-
nenbahn fir eine kleine Uhrwerklokomotive festgemachbt. Setzt man nun die anf-
gezogene Lokomotive mit einigen darangehingten Wagen auf die Schienenbahn

3 und 188t die Lokomotive
laufen, so hewegt sich der
kleine Eisenbabnzng vor-
wirts, wibrend sich das
Fahrrad gleichzeitig in
entgegengesetzter  Rich-
tung rtickwirts drebt, und
- zwar ist die Geschwindig-
. keit der Drehung um so
. groBer, je sehwerer der
. Eisenbahnzug ist. In dem
* Augenblicke aber, wo das
Uhrwerk abgelanfen ist,
oder wo durch ein auf
der Schienenbahn befindliches Hindernis der Eisenhahnzug angehalten wird, kommt
mit dem Zuge gleichzeitig das als Unterlage dienende Fahrrad zur Rube. Solange
der Zug sich in beschleunigter oder verzdgerter Bewegung befindet, erleidet das
Rad eine Beschleunigung im entgegengesetzien Sinne.

Flg. 95. Bei anfahrender Lokomotive erfahren die Schienen eine
Eraft pach riickwirts.

§ 34. Impuls. Bewegungsgrode.

Eine Kraft P erteilt der frei heweglichen Masse m eine Beschleunigung b,
die durch die Bestimmungegleichung der Kraft B = m - b hestimmt ist. Ist
die Kraft P bestandig, so ist auch die Beschlennigung unverinderlich; die Be-
wegung ist also gleichm#Big beschleunigt. Wirkt die hestindige Kraft P
wihrend der Zeit ¢ auf die Masse m, so erteilt sie ihr die Geschwindigkeit
p—b-t Wir kbnnen die Zeitwirkunog einer Kraft durch Multiplikation
der Kraftgleichung P = m - b mit der Zeit ¢ ansdriicken und erhalten so die
Gleichung B-t=m 0.

Das Produkt P - £ wird der Impuls der Kraft 9 wihrend der Zeit ¢ oder
ihr Kraftantrieb genannt; das Produkt m - v heiBt die Bewegungsgrife der
mit der Geschwindigkeit v bewegten Masse m. Unter Benntzung dieser Be-
seichnungen konnen wir die obige Gleichung in Worten ansdriicken: Der
Impuls einer Kraft ist gleich drr Bewegungsyrofle der durch die Kruft be-
wegten Masse.) Dimension: [gemsec™?*].

1) Der Begriff ,Bewegungsgrofe"* wird wegen der Gleichheit des Zahlenwertes
haufig auch vollkommen gleichbedeutend mit ,Jmpuls* gehraucht.

§ 84. Impuls. Bewsgungsgribe. 93

Bei einer verinderlichen Kraft gilt, genau genommen, dieser Satz nur
fiir ein Zeitelement A%, withrend dessen die Kraft als unveridnderlich__ange-
cseben werden darf. Dann lautet dis Gleichung
PB - At =m - Av. In allen praktisch vorkommen-
den Fillen, hei denen der Impulsbegriff gebraucht
wird, kommt auch nur die Zeitwirkung der Kraft
oder der Impuls wihrend eines sehr kurzen Zeit-
raumes in Frage.

Beide Grifen sind Veltorgrofen. Wenn
daber eine Masse zwei gleichzeitigen oder zwei -
aufeinanderfolgenden Impulsen ausgesetzt wird,
g0 wird der resultierende Impuls durch das Vek-
torparallelogramm gefunden (§ 16).

Wenn auf eine mit der Geschwindigkeit'n bewegte Masse m eine Kraft P
wihrend der Zeit ¢ wirkt, so findet man die resultierende Bewegungsgrobe,
indem man das Vektorparallelogramm M ACB (Fig. 96) entwirft, dessen beide
Seiten die Vektoren der Bewegungsgrofe mo und des Impulses B¢ sind. Die
Diagonale M C ist dann der Vektor der resultierenden Bewegungsgréfe mv'.

Die Zeichnung kann man zu Fig. 97 vereinfachen, indem man im End-
punkte 4 des Vektors M A der Bewegungsgrobe mb den Vektor AC des
Impulses B¢ antrigt und M mit C verbindet; dann ist MC der Vektor der
resultierenden Bewegungsgrofe mv'.

Der Kraftantrieh P -¢ kann graphisch durch ein Rechteck mit den
Seiten P und ¢ dargestellt werden. Andert die Kraft wihrend der Zeit ihres
Wirkens ihre Gréfe, so kann man sie als Funktion der Zeit in der Form
P = f#) schreiben, deren Kurve in Fig. 98 anf ein rechtwinkliges Koordinaten-
system mit der Abszisse ¢ und der Ordinate P bezogen igt. Man kann dann
den wahrend des Zeitelementes ¢ wirkenden Kraftantrieb durch das schmale
rechtwinklige (in der Figur wagerecht gestrichelte) Flichenstlick itber 4¢ als
Grundlinie darstellen. Der Kraftantrieb wihrend der Zeit von £ = f bis¢=t, ist
X =SB At, gleich dem Flacheninhalte des (senkrecht gestrichelten) Flichen-
stilckes zwischen der Abszissenachse, der Kurve and den beiden zu £, nnd &
gehdrigen Ordinaten. Be; verschwindendem ¢ geht die Summe in ein Inte-

Ao

i

$t  Fig o4 Impule-
grofen addieren sich vektoriskl:

iy
gral tiher. Dann erhalten wir J = .\. R - dt, d. h. in Wor-

nF
ten: Der Impuls ist das Zeit-
integral der Kraft zwischen
swei Zeitpunkten. Denkt man
gich iber derselhen Grundlinie
von £, bis ¢, ein Rechteck ge-
zeichnet, das dem vorigen Tty gt by
Pt Flichenstiicke inhaltsgleich

P .
Fig. o1 Dopae sind Vo ist, und hat dieses Rechteck

Fig. 93. Impule ist des Zejt-
integral der Kraft.

P=rf
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die Héhe P, so nennt man P,, den Mittelwert der Kraft, der unverinder-
lich wirkend wihrend derselben Zeit dieselbe BewegungsgriBe mv einer
Masse m erzeugen wiirde wie die gegebene Kraft 9.

.wmw den in § 31 beschriebenen Versuchen mit den zwei durch eine Feder
pn.mmnumcmw.u getriechenen Wagen wirkte die sich entspannende Feder nach
beiden Seiten gleich lange Zeit. Daher waren auch die nach beiden Seiten
wirkenden Jmpulse und die den beiden Massen
™y und s, erteilten Bewegungsgrofien m, 9, und
My, einander gleich,

Die Begriffe Impuls und BeweguagsgriBe
werden stets dort angewandt, wo eine Kraft auf
zwei Massen durch Aktion und Reaktion wirkt,
weil hierbei die Wirkungsdaner der Kraft nach
beiden Seiten gleich groB ist.
FESNSNE o _ Als Beispiel diene das ballistische 1) Pendel.

Dieses wird zur Messung derr Geschwindigkeit
eines Geschosses benutzt. Es besteht aus einer
groBen weichen Masse m,, z. B. einer Kiste mit

Flg. 99. Ballistischas Pandel.

Sand, die an einer Stange drehbar aufgehiingt ist (Fig. 99). SchieBt man

das .mmmowow mit der Masse m wagerecht so in die Mitte des Pendelkgrpers
hinein, daB es darin stecken bleibt, so erteilt das GeschoB der Gesamtmasse
™ + m, eine gewisse Geschwindigkeit. Daher erfihrt das Pendel einen Aus-
m..uEmm. dessen Steighthe b gemessen werden kann, Aus der Steighhe herechnet
sich die Anfangsgeschwindigkeit des Pendels zu v, = V2gh (8.50). Die
kP_.m:oH_ an dem Pendel ist m,v,, die Reaktion am Geschosse, die Vernichtung
seiner m.q.omnr windigkeit bis auf den Rest der Scheibengeschwindigkeit m(y — v,).
Also gilt: my =m(v— o) oder myv = (m, + m)v,, .
woraus ¥ zu berechnen ist,

Die letzte Gleichung enthlt links dje BewegungsgriBe des Systemes
H‘.mnm&. und GeschoB vor, rechts nach dem StoBe. Es bleibt dem Systeme
also die BewegungsgriiBe erhalten, sohald man in das »System® alle wir-
kenden Hmm_..wmw einbezieht. Ein solches System heiBt ein akh geschlos-
senes. Es ist ein System, in dem sich nur innere Vorginge abspielen, auf
welches von auBen her keinerlei Einwirkungen ausgetibt werden. F ir ein
.m..&or.mm System bleibt also, welche Vorginge sich innerhalb desselben anch
m‘amwﬁ_mﬁ mdgen, die Summe aller BewegungsgroBen unveriinderlich. Man
nennt diesen Satz: Das Prinzip von der Erbaltung der Bewegungsgrige.

Das Doppelgeschiitz. Ein weiteres Beispiel gibt das in Fig. 100 abgebildete
Uow.@& geschitz. Auf einem Stativ von 54,5 cm Hohe rubt wagerecht ein kloines
Messingrohr, an das ein massiver Metallzylinder angeschrauht ist. Ein dem ersten glei-
o%mw Metallzylinder ist mit einem zylindrischen Stiele versehen, der genau in das Mes-
singrohr paBt. Beide Metallzylinder, jeder zuziiglich deg mit ihm verbundenen An-
satzes, migen gleiche Massen haben. Das Messingrohr (das Geschiitzrohr) ist mit

1)} ballein (griech.) = werfen, schieBen,

]
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einem mit einer Pulverpfanne versehenen Ziindloche ausgestattet. Man schitttet
etwas SchieBpulver in das Geschitzrobr, setzt das: GeschoB ein, bringt etwas
Pulver auf die Pfanne und legt das Doppelgeschiltz
wagerecht ohen auf den Stinder. Dann entziindet man
das Pulver auf der Pfanne durch einen glihenden Draht.
Dadurch kommt auch das Pulver im Rohre sur Aufflam- -
mung. Die beiden Messingzylinder mit ihren Apsitzen
werden auseinandergeschlendert und fallen beide

in gleicher Entfernung von der Holzsinle anf dem

Tische nieder. Das aufflammende Pulver hat auf

heide Korper in gleicher Weise gewirkt und ihnen beiden
diegelbe Geschwindigkeit erteilt.

Die Geschwindigkeit der Geschosse ist meBbar; denn,
da die Geschosse die Hohe von 54,56 em durchfallen haben,
so sind sie 'y Sekunde unterwegs gewesen (§ 17). Die
Geschwindigkeit in der Sekunde ist dreimal so groB wie
die auf dem Tische wagerecht zu messende Entfernung
von der Anfangslage bis zum Aufschlagspunkt der Ge-
schosse. ,

Man macht darauf denselhen Versuch mit dem Unterschiede, daB die beiden
Korper nicht gleiche Masse haben. Esmége vielmehr das mit dem Rohbre fest verhundene
GeschoB 50 g, das im Robre mit dem Stiele steckende Gescho 100 g wiegen, Nach
dem Schusse ist das 50 g wiegende GeschoB doppelt so weit geflogen wie das 100 g
wiegende. Die Geschwindigkeit des ersten ist also doppelt so groB wie die des
zweiten, trotzdem der Druck der Pulvergase auf beide Geschosse gleich groB war.

Wiederholt man denselben Versnch mit Geschossen, deren Massen in einem
anderen Verhiltnisse zueinander stehen, so verhalten sich stets die Geschwindigkeiten
umgekehrt wie die Massen der in Bewegung gesetzten Geschosse; es ist dag Pro-
dukt ans der Geschwindigkeit und der Masse der Geschosse bei jedem einzelnen
Versuch fir beide Geschosse dasselbe. Die Bewegung der Geschosse ist so, daB,
wenn das Doppelgeschiitz vor dem Abfeuern in hezng auf eine Drehungsachse am
Geschiilze im Gleichgewichte war, es auch nach dem Abfeuern bleiben wiirde, wenn
man sich die beiden Teile dauernd starr verbunden denkt, Die Horizontalabstinde
der beiden Teile von der erwihnten Achse werden in jedem Augenblicke der Be-
wegung im umgekehrten Verhiltnisse ihrer Massen stehen. Dies ist die Bedingung
des Hebelgleichgewichtes. Die gedachte Achso geht also dauernd durch den Schwer-
punkt (§ 46) der heiden Geschiitzteile, der Schwerpunkt hleibt unverindert
{Prinzip von der Erhaltung des Bchwerpunktes).

Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes. Dieser Satz bleibt aber auch
bestehen, wenn das Doppelgeschiltz urspriinglich nicht in Rube war, sondern sich
mit einer gleichfdrmigen Geschwindigkeit durch den Raum bewegte, bevor die De-
tonation eintrat. Es bewegen sich in diesem Falle nach der Aufflammung die beiden
Teile so, daB ibr Schwerpunkt sich mit der urspriinglichen Geschwindigkeit gleich-
férmig weiter bewegt. Dasselbe gilt natiirlich bei einer Zertriimmerung in mebr
als zwei Teile, 2. B. fiir den Splitterhaufen einer explodierenden Granate oder
zertriimmerter kosmischer Massen. Die Entfernung aller Bruchstiicke von dem
Schwerpunkto des Systemes geschieht in genau der gleichen Weise, als ob dasselbe
rubte. Ein mit dem Systeme mithewegter Beobachter kann auf keinerlei Weise

Fig. 100. Doppelgeachiits.
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einen Unterschied der Erscheinung hemerken, aus ihrer Beobachtung alse nicht
foststellen, oh das abgeschlossene System, in dem er sich hefindet, ruht oder sich
gleichférmig hewegt.

Wir sprechen das Naturgesetz in folgender Form aus: Durch die Wir-
kung innerer Krifte eines Systemes kann die Ruhe oder der Bewegungszustand
des Schwerpunlites des Systemes niemals gedindert werden.

Ein weiteres Beispiel fiir den Satz von der Erhaltung der Bewsgungsgrifie
gibt die Lehre vom 8toB (§ 65).

Impuls und Wurfbewegung. Manchmal kann es Schwierigkeiten haben, bei
physikalischen Vorgingen den Satz von der Erhaltung des Impulses zu verfolgen,
Wir werfen z. B. einen Stein in die Luft. Dann hat dieser sicherlich Bewegungs-
groBe. Er fallt zur Erde, schligt auf die Erde auf und kommt zur Rube. Dann
hat er keine Bewegungsgrifie mebr, Wie ist das mit dem angefiihrten Satze ver-
triiglich? Die Antwort darauf kann nur heiBlen: Als ahgeschlossenes System, fiir
welches der Erhaltungssatz in diesem Falle gilt, miissen wir das System Stein-Erde
betrachten. Wihrend der Stein abgeschleudert wurde, erhielt der Erdboden, also
die Erde, durch den Reaktionsdruck der Fiifie des Schleudernden auch einen Im-
puls. Der Stein bewegt sich also nach ohen und die Erde — vorausgesetzt, sie set
ahgolut starr — nach unten. Die Gescbwindigkeiten sind den Massen umgekehrt
proportional, die Geschwindigkeit der zuriickgestofenen Erde ist also unmerkhar
klein. Wihrend der Stein nun in der Luft seine Bahn beschreibt, findet zwischen

Stein und Erde eine Kraftwirkung, die der Schwere, statt. Der Stein erhilt einen -

Bewegnngsantrieb nach unten; nach dem Reaktionsprinzipe von Newton die Erde
einen solchen nach ohen. Im Augenblicke, wo sich die Bewegung des nach oben
steigenden Steines umkehrt, geschieht das auch mit der Bewegung der nach unten
zuriickgestoBeren Erde. Beide bewegen sich nun einander entgegen und vernichten
bei ihrer Beriihrung die ertgegengesetzt gleichen Beweguungsgi6Ben. Der Gesamt-
impuls des Systemes Erde-Stein ist wihrend der ganzen Daner der Bewegung immer
Null gewesen. — Will man die Erde nicht als absolut starr betrachten, so #ndert
das am Ergebnisse nichts. Der Impuls beim Schleudern des Steines durch den Re-
aktionsdruck der FiBe wandert dann in Form einer ,,Welle* (§ 66) ins Innere
der Erde hinein, ein entgegengesezter Impuls ehenso beim Aufschlagen des Steines.
Beide Impulse vernichten sich gegenseitig dann irgendwann spiter.

Drekimpuls. Feuert ein (mit der Erde starr verbundenes Geschiitz) wage-
recht, so erfilhrt der Erdkorper einen ,Drehimpuls®; die zugehdrige Be-
wegungsgréBe muB sich in einer Drehbewegung um den Erdmittelpunkt
duBern. Wenn dann spiter das abgeschlenderte GeschoB in den Erdkdrper
einschligt, s vernichtet der dadurch erhaltene neue Drehimpuls die Bewegungs-
groBe dieser Erddrehung wieder vollstindig (§ 53).

Bei jedem Schritte oder Sprunge eines Mannes vorwirts, bei jedem
Kolhenhube der Lokomotive eines Zuges erfihrt die Erde Drehimpulse (3. 92,
Fig. 95).

Impuls vud Druck. Schligt ein Vogel mit den Fliigeln nach unten, sn
erfahren Vogelkdrper und die getroffenen Luftmassen gleiche aher entgegen-
gesetzt gorichtete Impulse. Die BewegungsgriBe der getroffenen Luftmassen
teilt sich durch Sto8 immer weiter den nach unten zu liegenden Luftmassen mit.
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Da die BewegungsgroBe ihrem Betrage und ihrer Richtung nach unverindert
hleiht, so erfihrt schlieBlich wieder der nach unten das Luftmeer vmmmm.numm_mm
Erdkorper von den Luftmassen einen Impuls, der .%E.ﬁimg m._...msr ist,
welchen der Vogelkdrper erhielt. Der in die Hohe steigende Vogel stiitzt wzov
also in gewissem Sinne genau so gegen den festen Erdkorper durch Vermitte-
lung der beweglichen Luft, wie ein die Treppe hinaufsteigender .EmEH .ﬁr:.nr
unmittelhare Bertihrung mit Hilfe der Beine. — Das Gewicht eines fliegen-
den Vogels, eines Flugzeuges usw. Jlastet also anf der Erde durch Ver-
mittlung der Luft. Unterhalb eines solchen fliegenden K&rpers mub mm..rmw die
Luft zusammengedriickt erscheinen, d. h. es mub ein nach unten gerichteter
Luftdruck vorhanden sein, der ohne den fliegenden Kdrper fehlt.

Bedeutnng des Impulssatzes, Der Satz von der Erhaltung der wm.ammzum.m-
groBe ist also fir die Beohachtung des tiglichen Lebens deshalb nw.or& so in.
die Augen fallend, weil bei den allermeisten Vorgingen der Erdkorper mit
seiner grofen Masse mit zu dem ahgeschlossenen Systeme des Vorganges ge-
hért. Es mag das der Grund sein, weshalb er hiunfig nicht mgmmﬁ.& ins Be-
wubtsein tritt; fiir die Erkenntnis der Zusammenhiinge des wrwmwwprmo_pwb
Geschehens ist er von nicht hoch genug einzuschitzender Bedeutung und ist
dem Satze von der Erhaltung der Energie vollig gleichwertig (% 36, 5. 111).

Das Grundgesetz der Mechanik. Da die Beschleunigung die Andernng der
Geschwindigkeit in der Zeiteinheit ist, kann das qunmﬁmﬁm der Em&.ppgw in
der Form: Kraft = Masse - Beschleunigung (S. 86) mit Hilfe des Begriffes nBe-
Smmzﬁmmmam.mm: auch in der Form ausgesprochen werden: die Kraft ist stets gleich

der Anderung der Bewegungsgrofe in der Zriteinhet. .m&mnmm,m.mm Masse unver-
‘§nderlich bleibt, Fallt diese Formilierung des Grundgesetzes mit der anf 8. 86
angefithrten zusammen. Sie geht aber iiber diese hinans und ist w.zmmn_ﬁnmn_ falls
durch die Bewegnng eine Verinderung der Masse anzunehmen ist. mcr&m. Fille
kennt die heutige Physik (Bd. II: Anderung der Elektronenmasse). Es ist be-
merkenswert, daB schon Newton in seinen drei m¢ﬂmm==mmm$.a_§mu Emmm m:mm-
meinere Fassung im Auge gehabt zu haben scheint, Er definiert qu:or." H.:m
Menge der Bewsgung (quantitas motus) wird durch das Produkt aus Geschwindig-
¥eit nud Masse (quantitas materiae) (§ 8) gemessen. In dem zweiten Bewegungs-
gesetze (8. 90} ist also wahbrscheinlich unter den ersten ﬁc;au.:&m bummammm.%mw
Bewegung® (mutatio motus} nicht die Beschleunigung schlerhthin, sondern die An-
derung der Bewegungsgrobe zu verstehen, Die hier angefithrte Fassung des Grund-
gesetzes der Mechanik ist deshalh wichtig, weil sie auch noch in der neueren ,umm_mm
tivititstheorie® giltig ist (Bd. II}, in welcher die frither angefithrie ,klassische
Form der Fassung versagt.

§ 35. Die Bewegung eines Korpers anf krummliniger Bahn.
Normaldruck. Zentrifugalkraft.

Ein auf krummliniger Bahn sich mit verinderlicher Geschwindigkeit

bewegender Massenpunkt erfihrt pach den Beobachtungen des § 21 auBer der

tangentialen Beschleunigung %ﬂ noch eine normale, nach dem Mittelpunkte

Grimsehl, Physik. I. GroBe Ausgabe. 8. Aufl. T
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des Kriimmungskreises gerichtete sogenannte Zentripetalbeschleunigung L
- . - ; - a c
wmpmmswmmo_u_m:u_m;ummumm_ﬁ_uE.mmEm:H_.mm_um;m%&mqmﬁmbﬁ_omﬂ.mmwnm mem-

beitskraft (§ 31, 9.) entgegen, den tangentialen, lings der Bahn gerichteten,

mwm% Honmm_wnmwnmwmuEwmmrmmamﬂmmmamwmumGoum#s&n&m Hnwmrmm&mwgmv
v
m -, und den normalen, quer zur Bahn gerichteten, also transversalen

Trigheitswiderstand (transversale Trigheitskraft) m - eﬂu. Der erstere
fillt fort, wenn die gekrtimmte Bahn mit gleichférmiger Geschwindigkeit

durchlaufen wird. AubBer einer tangential gerichteten beschleunigenden Kraft
mu zur Uberwindung der Triigheitswiderstiinde also auch eine Zentripetal-
kraft wirken, eben jene Kraft, welche die Zentripetalbeschlennigung entgegen
der Trigheitskraft, welche zentrifugal wirkt, aufkommen 14Bt.

Bewegt sich ein Massenpunkt mit der gleichfsrmigen Winkelgeschwindig-
keit « auf einem Kreise vom Radius 7, also mit der Geschwindigkeit v =,
so ist die zentrifugale Kraft der Trigheit (8. 56):

P “3@..&" = 4ty 9
pe 7T = Wi,

In Worten: Die Zentrifugalkrafi (Flichkraft) ist der bewegten Masse pro-
portional. Sie ist dem Quadrate dér linearen wund dem Quadrate der Winkel-
geschwindigheit proportional. Sie ist bei unverinderlicher linearer Geschwindig-
keit dem Kriimmungsradius wmgekelrt und bei unverinderlicher Winkelgeschwin-
digheit oder bei unverdnderlicher Umlaufszeit dem Kriimmungsradius direkt pro-
portional; sie ist ferner dem Quadrate der Umlaufszeit umgekehrt proportional.

Die Schienen eines gekritmmten Eisenbahngeleises miissen um so fester sein
{fum den Zeotraldruck ausiiben zu k&onen oder, was dasselbe sagt, um den
Zentrifugaldrack aushalten zu konnen), je grifler die Masse des fahrenden
Eisenbaknzuges ist. ’

Wenn ein Eisenbabnzug mit derselben Geschwindigkeib zuerst eine Kurve mit
groBem Kriimmungsradius und dann eine solche mib kleinem Krimmungsradius
durchfébrt, so isi die Gefahr des Entgleisens im letzten Falle groBer als im ersten.

Von zwei Menschen, die auf verschiedenen Punkten eines Karussells stehen,
ist die Gefahr, abgeschloudert zu werden, fiir denjenigen am groften, der am wei-
testen von der Drebungsackse entfernt ist, denn beide Menschen haben dieselbe
Winkelgeschwindigkeit (aber verschiedene lineare Geschwindigkeiten).

Babn el trausversaler Kraft. Wirkt eine durch die Gleichung 5 = "
der GroBe nach hestimmte Kraft dauernd und mit unverinderlicher GréBe
stets senkrecht zur augenhlicklichen Bewegungsrichtung eines im tibrigen nur
der Trigheit unterworfenen Korpers, so hehiilt der Ksrper seine Geschwindig-
keit o bei, und infulgedessen bleibt auch sein Krimmungsradius r hestiindig,
d. b. der Korper bewegt sich gleichformig auf einer Kreisbahn, und die Kraft-
richtung ist stets nach dem Mittelpunkte der Kreisbahn gerichtet. Es halt in
diesem Falle die aus der Triigheit entspringende Flichkraft (der transversale

satzes wird die Fliehkrafi gemessen, indem der
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Trigheitswiderstand) der nach dem Krimmungsmittelpunkte hin gerichteten
Kraft, der Zentripetalkraft, das Gleichgewicht.

Schwungmaschine. Die Gesetze iiber die Fliehkraft werden mittels ﬁ_mu..
Schwungmaschine experimentell untersucht und bestitigt. Sie besteht aus zwe:
durch eine Schnur miteinauder verbundenen Schnurscheiben von verschieden
groBen Radien, Setzt man die groBe Schnurscheibe in Drehung, so drelit sich d1e
kleine Schnurscheibe mit grofer ”
Winkelgeschwindigkeit. Auf die _m
rasch sich drehende Achse wer-
den die zur Untersuchung dienen-
den Hilfsapparate gesetzt.

Mittels des in Fig. 101 abgebildeten Auf-

e —amad

/
&5\\\%\\\&&.‘\\%\\\\“\\\\\\\@

N

lings eines wagerechten Stahes verschiebhare
Kérper hei seiner Uindrehung einen lber eine
Rolle und dann durch die Achse gefiihrten Faden
spannt; die Spanoung des Fadens wird durch
angehingte Gewichis~tiicke gemessen. EMH.H.;FH
Mittels des in Fig. 102 abgebildeten Auf- Froioatt
gatzes kann man nachweisen, daB die kliehkrifte
zweier mit gleicher Winkelge-
schwindigkeis umlaufender Mas-
sen gleich sind, wenn ihre Ent-
fernungen von der Achse sich um-
gekehrt wie die Massen verhalten. ,
Anwendungen: Wie groff ist die Sparnung
eines Fadens von 1 m Lioge, an dem 100 g in

.

m- 4wy Fig. 102. Zwei Fliehkrifte siad
1sec herumgeschlendert werden? Antwort:-——z3—  gleich, wenn die Produkte avs den
100 - 40 - 100 D 400000 408 g% Magsen und Drehradien gleich sind.
= — —=400000Dyn=—__.- 8" = g™
1 981

Das Zentrifugalpendel hesteht aus einer lotrechten Stange, an der zwei um
ein Gelenk drehbare Pendel mit schweren Kugeln hefestigt sind. Versetzt man 9.@
Stange in rasche Umdrebung, so entfernen sich die Pendel von ihr um so mebr, je
groBer die Winkelgeschwindigkeit ist. Die seitliche Bewegung der Pendel kann
durch ein Gestange weiter Giberiragen werden. Ein solches Nmuﬁj?m&umum& benutzt
man dazn, um den Gang der Dampfmaschinen zu regeln. Beim Nmuﬂﬂ?m&nmmﬁ-
lator wird durch das Gestinge ein Ventil betitigt, das den UmE@?ﬁw.;« aus dem
Dampfkessel zu dem Dampfzylinder um so mehr m.wmwm_.u.r. je rascher sich dag Zen-
trifugalpendel drebt. Eine weitere Anwendung des Nmn*u%ﬁm&mgmm_m _.msmmﬁ.w m.nu.zu
beim Tourenzéhler (Umdrehungszihler) oder Tachymeter'), bei dem die mS.w__Hr@
Bewegung der Pendel auf einen Zeiger fibertragen wird, an dem man die .S‘E.w&-
geschwindigkeit oder die Tourenzahl (d. i. die. Anzahl der Umdrehungen in eimer
Minute) ablesen kann.

1) tachye {griech.) = schnell. .
7
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Die Zentrifugaltrockenmaschine hssteht aus einem zylindrischen Kessel mit
durchldcherten Wandungen. Feuchte Gegenstinde, z. B. feuchtes Zeug, werden in
den Kessel gelegt, und dieser wird dann in rasche Umdrebung versetzt. Infolge
der Zentrifugalkraft wird das Wasser durch die Locher der Zylinderwandungen
getriehen, und dadurch wird das Zeng getrocknet.

Die Zentrifagalpumpe bestehit aus einem trommelartigen Geh#iuse, in dem
ein Fligelrad in rasche Umdrshung versetzt wird. Ist das Gehiuse mit Wasser
gefallt, so wird das Wasser durch das Fliigelrad ehenfalls in schuelle Drebhung
versetzt und bt daher infolge der Fliehkraft einen hoben Druck gegen die fiuBere
4@9:& des GefiBes aus. Hat das Gehiiuse an einer Stelle seines duBeren Umfanges
eine AusfluBiffnung, so wird das Wasser aus dieser (Offnung herausgeschleudert.
Duarch eine Om.unum..mu. der Nihe der Trommelachse kann dann frisches Wasser
einstrémen. Ist die Offnung durch ein Rohr mit einem Wasserhebiilter verbunden,
s0 saugt die Pumpe das Wasser an und schlendert es dann in der angegehenen
Weise ans der am #ufferen Trommelumfang angehrachten und mit einem Steigrohre
verhundenen Offuung heraus (§ 106, Fig. 403).

Bei der Milchzentrifuge benntzt man die Zentrifugalkraft, um die in der
g.zow enthaltenen Stoffe verschiedener Dichte voneinander zu tremnen. Die Milch
wird in einem zylindrischen Kessel in rasche Umdrehung versetzt; dapn wird sie
durch die Zentrifugalkraft gegen die AuBenwandungen des Zylinders gepreBt. Hier
scheiden sich die einzelnen Bestandteile der Milch so, daB sich die schwerere Mager-
milech am weitesten von der Rotationsachse entfernt, wihrend der Rahm sich in
einer der Achse am nichsten liegenden zylindrischen Schicht absondert und hier
abgezogen werden kanm.

§ 36. Die Arbeit. Die Energie,

Widerstand, Wirkt einer hewegten Masse m ein Widerstand W entgegen,
s0 kana der Fall eintreten, daB die Masse unter gleichzeitiger Einwirkung des
Bewegungswiderstandes W und einer bewegenden Kraft P keine Beschleu-
nigung erfihrt, Tn diesem Falle wird der Widerstand 7 dorch die bewegende,
aber nicht beschleunigende Kraft 8 gemessen.

Kann z. B. ein Wagen auf einer wagerechten StraBe durch die Kraft
B = 100 kg* mit gleichitrmiger Geschwindigkeit bewegt werden, so wird
der Bewegungswiderstand W des Wagens durch die Kraft W = P = 100 kg*
gemessen. Wiirde 5> W sein, so wiirde die Bewegung heschleunigt werden;
wiirde P < W sein, so wiirde der Wagen eine Verzdgerung erfahren.

Um eine Last von L = 5 kg* Gewicht mit gleichférmiger Geschwindig-
keit senkrecht in die Hohe zu heben, ist die Kraft = 5 kg* erforderlich..
Hier ist der gegen die Kraft wirkende Widerstand ihr Gewicht L. Betriige die
hebende Kraft 6 kg* so wilrde der KrafttiberschuB von 1 kg* der Last von
1000 . 981 dyn
) 5000 gramm
teilen, Betrlige die Kraft nur 4 kg*, so wiirde der GewichtsiiberschuB von
1 kg* der Last von der Masse 5 kg die Verszbgerung von annihernd

der Masse 5 kg die Beschleunigung b = =200 em - sec™? (gal) er-
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= 200 cm - sec~¥ (gal) erteilen. Nur wenn B =L ist, erfolgt die Hebung
chne mmmoEmmnmmﬁuwo%H Verzigerung.

Arbeit. Fiirdie Uherwindung eines Widerstandes gebraucht man schon im
gewdhnlichen Leben den Ausdruck HArbeits. Um einen Wagen auf der StraBe
fortzuziehen, ist Arbeit erforderlich. Die Arbeit wird verdoppelt, wenn der
Widerstand des Wagens verdoppelt wird; es ist ferner die doppelte Axbeit
erforderlich, wenn der Wagen um die doppelte Wegstrecke fortgezogen wer-
den soll. Wir setzen schon im gewdhnlichen Leben die Arheit proportional
mit dem berwundenen Widerstande und mit der Wegstrecke, lings der der
Widerstand iéiberwunden wird. Aus diesem Sprachgebrauche leiten wir den
physikalischen Arheitsbegriff ab und setzen fest:

Die Arbeit, die zur Uberwindung eines Widerstandes lings einer Weg-
strocke (ohme Beschleunigung) geleistet wird, wird gemessen durch das Pro-
dukt aus dem Widerstande und der Wegstrecke,

Da die (nicht beschleunigende) bewegende Kraft gleich dem Widerstande
ist, der iberwunden wird, so ergibt sich die gleichwertige Begriffsbestimmung:

Die Arbeit A, die eine Kraft P leistet, wenn sie einen Widerstand ohne
Beschleunigung lings siner Wegstrecke 8 iiberwindet, wird gemessen darch
das Produkt aus der Kraft  und der Wegstrecke 8.) Dimension: [gom®sec*].

Als Definitionsgleichung folgt hieraus

A=19-8

Arbeitseinheiten. Legt man als Krafteinheit das Dyn und als Wegeinheit

das Zentimeter zugrunde, so erhilt man als Arbeitseinheit das Erg?) Es ist
1 Erg =1 Dyn ><1 Zentimeter.

Als gréBere Einheit verwendet man daneben
107 Erg = 1 Joule (J)®), 109 Erg = 1 Kilojoule (1 kJ) = 1 Vismeter (vm)

und 36,10t Erg — 1 Kilowattstunde (1 kWh).

Im technischen MaBsysteme legt mau als Krafteinheit das Kilogramm

(1 kg*) und als Wegeinheit das Meter (m} zngrunde. Daher heibt die Ar-
beitseinheit im technischen MaBsysteme 1 Meterkilogramm; es ist

1 Meterkilogramm (mkg*) =1 Meter >< 1 Kilogramm®.
Zur Umrechnung ist zu beachten, daf 1 kg* — 931000 Dyn und 1 m
— 100 em sind, also ist
1 mkg* — 98100000 Erg ~ 9,81 - 10° Erg = 9,81 Joule = 9,81 J, oder
1 mkg* = 0,00981 - 10" Erg = 0,00981 kJ = 0,00981 Vismeter (vm)

1) Dieser Begriff ,Arbeit* als das Produkt ams Kraft und Weg wurde von dem
tranz. Mathematiker J. V. Poncelet (1788—1867), durch G, G. Coriolis (17v2—1848)
ermuntert, um 1826 in die Physik eiungefihrt.

2) érgon (griechisch) = Werk, Tat,

3) spr. ,dschaul®, s. dazu FuBnote § £52.
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und hieraus
1 J = 1/9,81 mkg* = 0,102 mkg*, 1 vm = 1/0,00981 mkg* = 102 mkg*.
Kinetische Energis. Wirkt eine Kraft B auf eine frei bewegliche Masgse

m, so erteilt sie ihr die Beschlennigung & — M Infolge der Beschlennigung

erlangt die Masse wihrend der Zeit ¢ die Geschwindigkeit v — b¢, und sie

legt hierbei den Weg 8 = w . * zurtick. Entfernt man aus den drei Glei-
B

chungen b= —, b = bi, 8§ = W - £ die heiden GroBen b und £, so entsteht

die Gleichung

Pos=13-0%

Dehnt man den Begriff der Arbeit als das Produkt aus Kraft und Weg
auch auf diesen Fall aus, wo die Kraft die Trigheitskraft (§ 31.9.) der Masse
iberwindet und eine Beschleunigung der Masse bewirkt, so steht auf der
linken Seite der Gleichung die Arbeit 4 = B -3 und aunf der rechten Seite

der Ausdruck ,M, - 9% Dieser ist als der Arbeit P3 gleichwertiyg anzusehen.

Der Psmm_ﬁnw% -9? wird die Wucht oder die Bewsgungsenergie (such ki-

petische Energie')) der bewegten Masse genannt. Unter Benutzung dieser
Wiarter kann man die obige Gleichurg in die Worte fassen: :

Wenn eine Kraft B lings des Weges § auf die frei beweg-
liche Masse m einwirkt, so erlangt die Masse eine Endgescheuin-
diglkeit v, und die der Masse infolge ihrer Geschwindigkeit
tnnewohnende Wucht E= Y, mv* ist gleichwertiy mit der von

der Kraft aufgewandten Arbeit A =% . 8.

Infolge ihrer Wucht vermag die bewegte Masss wieder die Arbeit - 2 zu
leisten; die kinetische Energie oder Wucht stellt also einen Arbeitsvorrat dar.

Beispiel :

Ein Kdrper vom Gewichte G = 1 kg® = 981000 Dyn = 10% Dyn falle die
Hohe h = 20 m = 2000 cm lotrecht herunter; er erlangt am Ende des Falles die
Geschwindigkeitv=1/2gk =12 - 981 - 2000 = 2000 cm/sec. Also ist seine Be-
wegungsenergie E = 1/2 - 1000 - 4000000 [g - em¥sec®] = 2 - 10° [¢ - cm?/sec?]
=2 - 10? Erg = 200 Joule oder 0,2 Vismeter. Beim Fallen ist die vom Kérper
aufgewandte Arbeit G} = 10% Dyn - 2000 cm = 200 Joule ir die Bewegungs-

energie der Masse umgewandelt, die durch denselben Wert von 200 Joule ge-
messen wird,

1) Nach dem griechischen Worte en-érgeia — Wirksamkeit. Der Gebrauch des
Wortes Energie als Arbeitsvermbgen (Arbeitsvorrat) ist (1853) von dem schottischen In-

2
MY wird das Wort

nu
gum ersten Male von J. Kepler 1618 angewendet. Nach Leibniz (1646—1716) nannte
BE»E@F&oumnmmﬁmNm:&mw;msmormmumamrw_me@nmmmmﬁnp?:.
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Infolge der mumm‘mmnvﬁ?&mw@? v== 2000 em/sec hat der Kbrper eime be-
stimmte Bewegungsenergie, und infolge der Geschwindigkeit kann er sich der
»

Fallbeschleunigung entgegen wieder auf die Hbhe A= w..m = 4000000/2000 cm
= 2000 cm erheben. Der Korper hat also infolge seiner Bewegungsenergie die
Fihigkeit erbalten, wieder die Hohe zu erreichen, von der er herabgefallen war.

Durch die Wucht des geschwungenen Hammers wird der Nagel ins Brett,
durch die Wucht des fallenden Rammbiren wird der Pfahl in die Erde ge-
trieben; die Wucht eines aufschlagenden Geschosses zerreifit den Zusammen-
hang des Zieles. :

Die Wucht des fliegenden Geschosses und des geschwungenen Hammers
whchst proportional mit der Masse und dem Quadrate der Geschwindigkeit.
Um die Geschwindigkeit eines fahrenden Eisenbahnzuges, eines fahrenden
Dampfschiffes, eines Geschosses zu verdoppeln, muf man die vierfache Arbeit
aufwenden, wenn nicht sonst durch die VergroBerung der Geschwindigkeit
die Widerstinde in erhdhtem MaBle wachsen.

Potentielle Energie. Eine Kraft leistet Arbeit, wenn sie eine Masse he-
wegt. Die Arbeitsleistung hesteht entweder darin, daB sie eine Masse einem
anBeren Widerstande entgegen lings einer Wegstrecke ohne Beschleunigung
verschiebt, oder darin, daB sie dem Trigheitswiderstande entgegen einer
frei beweglichen Masse eine Geschwindigkeit erteilt. Im letzteren Falle erlangt
die Masse Bewegungsenergie, die dem Betrage nach der von der Kraft ge-
leisteten Arbeit entspricht. .

Hat eine Kraft einen Kérper verschoben und dabei durch Uberwindung
einer Gegenkraft Arbeit geleistet, so hat der Ktrper, ohne Bewegungsenergie
erlangt zn haben, doch dadurch in vielen Fillen die Fabigkeit gewonnen, die
aufgewandte Arbeit wieder herauszugeben. Es werde z. B. ein schwerer Kor-
per gehoben, also die Schwerkraft ings eines Weges tiberwunden. Dann kann
der Korper beim Zuriickfallen aus der erlangten Héhe in seine Ansgangslage
seinerseits Arbeit leisten. Bei einer Pendeluhr, die durch aufgezogene Ge-
wichte angetrieben wird, macht man davon Gebrauch. Auch wenn von anBen
Arbeit aufgewendet wird, um eine Schraubenfeder anszudehnen, mub gegen
die geweckten Spannungen Arbeit geleistet werden. Diese Arbeit kann von
der Feder wieder gewonnen werden, wenn man die Feder sich zusammen-
ziehen liBt. In Federubren, Spannschlssern usw. macht man von einer solchen
Art Arbeitsriickgewinnung Gebrauch.

Die Fahigheit eines Kérpers, unter dem Einflusse einer Kraft
Arbeit zu leisten, heifit seine potentielle Energie.'y Die poten-

" tielle Energle (auch Energie der Lage genannt) wird dem Werte

nach gemessen durch das Prodult aus der wirkenden Kraft
B und der Wegstrecke 3, die der bewegliche Kdrper in der Rioch~
tung der Kraft auritcklegen kann; die potentielle Energle st
also E=%.8.

1) poténtia (lat) — Knnen, Fihigkeit, Macht.
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Arbeit auf zwangslinfiger Bahn, Ist ein Kérper, auf den die Kraft P
wirkt, nur auf einer zwangsliufigen Bahn beweglich, die mit der Kraftrichtung
den Winkel e einschlieBt (Fig. 103), so wirkt auf den Korper in der Rich-
tung der Bahn nur die Komponente Pcos & (§ 39); also ist die Arbeit, die
von der Kraft geleistet wird oder geleistet werden kann, wenn der Kbrper
in der Bahurichtung um die Wegstrecke s bewegt wird oder beweglich ist,
gleich dem Produkt (Peos«) - 5. Schreihen wir diesen Ausdruck in der Form

Bahn P - (scose), so stellt der zweite Faktor des Produkts die Pro-

jektion der maglichen Wegstrecke auf die Kraftrichtung dar.

Zwangskrifte. Damit ein Kérper anf einer gekrimmten
zwangsliufigen Bahn sich bewegen kann, missen in jedem
Augenblicke von der zwangsliufigen Filhrung her seine trans-
versalen Trigheitskrifte, die Zentrifugalkrifte, im Gleichge-
wicht gehalten werden (§ 35, S. 98). Das tun die Zwangs-
krifte (§ 40), welche die N ormalbeschleunignng des Kérpers
(§ 21, 8.57) hervorrufen. Sie stehen auf der Bewegungsrich-
tung des Korpers immer senkrecht. Es ist also cose — O,
Fig 10, Arbery Z0ANGSkrifte leisten keine Arbeit.

Die Arbeit der potentiellen Energie. Es gilt also auch:
\ouiger Bkt Dyie potentielle Energic eines Kirpers, der auf der zwangliufigen
Bahn von der Linge s beweglich ist, wnd auf dem wilvend dey mdglichen Ver-
schiebung die Kroft P unter dem Winkel o« sur Bahn wirkt, wird entweder
bestimmt durch das Produlit aus dem lings der Bahn gemessenen Wege s vund
der Projektion der Kraft auf die Bahn P - cos «, oder durch das Produkt aus
der Kraft P und der Projektion s - cos @ des Weges auf die Kraftrichiung.

Wenn daher ein Kérper froi oder lings einer zwangliufigen Bahn von
einem Punkte zu einem andern beweglich ist, und wenn die Verbindungs-
gerade der beiden Punkte mit der Richtung der Kraft oder der Richtung
einer Kraftkomponente zusammenfillt, so ist die Arbeit, die die Kraft leistet,
wenn sie den Korper von dem einen Punkte zu dem anderen bewegt, un-
abhiingig von der Bahn, lings der der Korper bewegt wird; demn wir kinnen
jeden Teil der Babn auf die Kraftrichtung projizieren und als Ma8 der Ar-
beit das Produkt dieser Projektion mit der Kraft ansehen, Welcher Art die
Bahn nun auch sei: die Summe aller Projektionen ist in allen Fillen dieselbe,
wenn der Anfangspunkt und der Endpunkt aller Bahnen derselbe ist. Kiirzer
ausgedriické:

Die von einer der Richtung nach gegebenen Kraft geleistete Arbeit ist un-

abhingig von der Bahn, lings der sie geleistet wird; sie ist nur abhéngig von
der Anfangs- und Endlage des Kirpers.
. Die Arbeit ein Skalar. Aus diesem Satze folgt, daB die Arbeit und
die Energie keine VeltorgroBen sind, da ibr Wert nicht von der Richtung
abhingt. Das steht in Ubereinstimmung mit dem Ausdrucke Yy mo? fiir
die Wucht. Bei Umkehr der Geschwindigkeit ist v negativ zu nehmen, ¥, mv?
bleibt davon unberiibkrt. .

auf zwangs-

i
I
i
i
3

g
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Energie. Der Begriff Energie spielt heute in der Physik eine w%mﬁ.-
schende Rolle. In den heiden angefiihrten Fillen seines Gebrauches als kine-
tischer und potentieller Energie wird darunter gleicherweise die Faihigkeit |

eines Kérpers verstanden, aus sich heraus Arbeit zu leisten.” AuBer durch die
betrachteten mechanischen Bedingungen dieser Fihigkeit, nimlich entweder

seines Bewegungszastandes oder seiner Lage unter dem mmumcmmm. &5.9. Kraft, .
kann ein Krper oder ein Kérpersystem noch durch andere physikalische Be-
dingungen die Fihigkeit erlangt haben, Arbeit zu leisten. Der Wirmezustand
des Kdrpers, eine elektrische Ladung, eine magnetische Kraft usw. kionen
z. B. fir eine solche Fihigkeit die Grundbediogung sein. In allen diesen
Fillen sagt man, der Karper enthalte Energie, und zwar entsprechend dﬂmﬁn?
encrgie, elektrische Energie, magnetische Energie usw. HEEm.ﬁ. aher ist mm.m
P MaB dieser Energie der Betrag an mdglicher mechani-
scher Arheit = P.s, welche man p,

Pxf(s)

L

¢ dem Kérper oder dem Korpersysteme
‘ auf Grund seines Zustandes entnehmen
il

S T——

kann. In der Physik kennt man eine
ganze Reihe von Energicarten, von
[ 4
Fig. 104. Arbeit als Weg-

. . L i
s denen nur die belden: kinetische Enex- @

Fig. 105, Arbelt als
integral der Kraft. ‘Weginiegral der Kraft,

gie und potentielle Energie der Me-
chanik zugehéren. .

Die Arbeit bsi verinderlicher Kraft. Die Arheit A = P-s kann man
darch die Fliche eines Rechtecks darstellen, dessen beide Seiten die Kraft P
und der Weg s sind (Fig. 104). .

Wenn die Kraft verinderlich ist, so kann man sie als Funktion des Weges
aunsdriicken in der Form P = f(s). Eine solche Funktion ist in Fig. 105 als
Kurve dargestellt, bei der der Weg als Abszisse und die an jeder Stelle des
Weges wirkende Kraft als Ordinate eines Punktes aufgetragen sind. Zur Be-
rechnung der von der Kraft geleisteten Arbeit denken wir uns die Kraft
wihrend sehr kleiner Wegstrecken unveriinderlich und immer nach je einer
sehr kleinen Wegstrecke sprunghaft (mit sehr kleinen Spriingen) geiindert.
Dann wird die Arheit, die die Kraft P lings des Wegelementes As leistet,
dargestellt durch das in der Fig. 105 stark gestrichelt gezeichnete Flichen-
stiick, das {iber dem Wegelemente As gezeichnet worden ist und bis zum
Kraftdiagramm reicht. Addieren wir alle diese schmalen Flichenelemente
von s an bis s, so erhalten wir das Fldchenstiick, das zwischen der bw.-
szissenachse and dem Kraftdiagramm und zwischen den zu s, und 5, gehéri-
gen Ordinaten liegt. Dieses Flichenstick stellt die Arbeit dar, die die ver-
dnderliche Kraft P leistet, wenn sie lings der Wegstrecke (s, — s,) wirk.

Es gilt also 4 = 3'P- As. Diese Summe geht fir verschwindende As

liberin 4 = .\ P. ds, d. h, in Worten: e Arbeit ist das Wegintegral &%

Kraft cwischen zwei Roumpunkien (s. dazu S, 93).



106 IIL Abschnitt. Die Lehre von den Kraften

Harmonische Kraft. Beispiel: Als Beispiel diene die Arbeitsleistung gegen eine
harmonische Kraft. Nach§.65 ist oin wesentliches Merkmal der harmonischen Be-
wegung das, daf die Beschleunigung der Verriickung des bewegten Punktes propor-
tional ist. Mit der Beschleunigung ist aber nach dem Grundgesetz der Mechanik stets
eine Kraft verkniipft. Eine harmonische Kraft ist somit eine solche, welche der
Verriickung des Angriffspunktes proportional ist. ErfabrungsmiBig sind alle Krifte,
welche durch elastische Spannungen hervorgernfen werden, innerhalb eines gewissen
Bawegungshereiches von dieser Art. Davon kann man sjch am leichtesten durch
Versuche mit einer Schraubenfeder iiberzeugen. Hangt man eine solche auf und
belastet sie am unteren Ende, oder drickt man sie nach Fig. 106 von oben durch

= Gewichte zusammen, so ist die Lingeninderung der Schraunbenfeder,
j die durch die angreifenden Krifts hervorgerfen wird, diesen propor-
tional. Die in der Feder durch die
g m.o,.Bmumﬂ.Epmwﬁ.qowmmﬂ%@uw Spannung
dufBlert sich durch eine Spannkraft,
die im Rubezustande immer gerade der
Jjeweils wirkenden verzerrenden Kraft
das Gleichgewicht hiilt. Die Spannkraft
ist somit eine harmonische Kraft. Neoh- .
men wir auf den verschiedenen Rich- P
tungssinn der Verrtickung s und der er-
regten SBpannkraft P dureh das Vorgzei- =52
chen Ricksicht, so kdnnen wir die Ab-
hingigkeit der Kraft P von s darch die

Fig. 106, ~ Gleichung darstellen Fig. 107.
Gespannte Dis Spannarbait,
SBchraubanfedeor, P=—F. $.

Hierin bedentet % die in der Feder geweckte Spannkraft bei einer Liingen-
dnderung um 1 em. Die GrisBe % heiBt Federkonstante®) Alle Krifte, welche
harmonische Bewegungen hervorrufen, missen einem entsprechenden Kraftgesatze
gehorchen. Die hingeschriebene Gleichung stelit daher das Gesetz der harmonischan
Kraft dar, — Trigt man die veranderliche Verschiebung s als Abszisse, die da-
dureh bastimmte Spannkraft P als zugehdrige Ordinate in sin Koordinatensystem
ein, so erhalt man durch die so hestimmten Puukte eine Gerade als graphische Dar-
stellang des Kraftgesetzes in Fig. 107. ‘

Driickt man die Feder in Fig, 106 allmthlich um die Strecke a rusammen,
so steigert sich die Spannkraft der Feder von P — 0 his P.= — %. a. Die hier-
bei gegen die Spannkrifte gelsistete Arheit ist nach den Betrachtungen des vor-
hergehenden Abschnitts an Fig. 105 dem Zahlenwerte nach gleich der GréBe des
Flichenstiickes in Fig. 107 zwischen der Geraden, der Abszisse @ und der Ordi-
nate P, Damit ist A=1P a=1}. g8,

wenn wir vom Vorzeichen ahsehen,

Diese Arbeit kann jederzeit durch Entlastung der Feder wisdergewonnen wer-
den. Sie ist also in der Feder als potentielle Energie enthalten. Wir erhalten
somit allgemein den Satz: Gilt fir eine harmonische Kraft dus Krafigesets P=—F- 5,

1) Bei gegebenar Kraft P ist die Verriiekung desto kleiner, je graBer % ist. Des-
halb ist neuerdings fiir die GrsBe & der Name ndie Starre* vorgeschlagen worden.

]
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torin s die Verrilekung, k die EKrafikonstante ist, so besitzt dos System, welches die

harmonische Kruft ausiibt, bei der Verviickung s die sugehorige potenticile Energie
E=1Fk.s.

In dieser Energiegleichung ist + % ein unversnderlicher Faktor. Ev hat ..mma
Bedoutang der potentietlen Energie fir die Verriiekung von s — 1 cm. .HH. wird
als Extensititsfaktor der potentiellen Energie oder besser als mumwm_owmvw.
zit#t des Systems far potenticlle Energie bezeichnet. — Die potentielle Energie,
welche in einem gespannten Systeme enthalten ist, die also von der Form des
Korpers abhiingt, wie in diesem Falle, fithrt auch den Kamen Formenergie.

Flg. 109,

TFig. 108.
. Spannarbeit der Federpletols.

Myseung der Bewsgnugsenergio des Geschosses.

Man nennt sie manchmal auch kurzweg Spannungsenergie. Schlieflich benennt
man sogar diese Energie in gewissen Fillen als MaB des mwmnuzm_mmusmﬁpﬂmmm kurz-
weg Spannung, wenngleich man meist als Maf der Spannung die erregte Spann-
kraft angibf. — Es mége noeh darauf hingewissen werden, mmm.ua_; m_wm Arbeit,
welche ein auf die ungespannte Feder in Fig. 106 gesetztes ,Qmeﬁmwa mu.wmpm_umﬁ m:m_u
als potentielle Energie in der Feder wiederfindet. Denn das Q.mdﬁo_.“a sinkt um die
Strecke s heim Zusammendritcken der Feder; das Gewicht leistet w:ﬁ._u.m. Eowﬁ nar
gegen die Spannkrifte Arheit, sondern auch gegen die mem_pm;mw_.Mﬂa seiner eigenen
Masse und der Teile der Feder, welche in Bewegung geraten. Die Gesamtarbeit,
die das Gewicht leistet, ist P.s. Hiervon findet sich gerade dic Hilfte als poten-
tielle Energie in der Feder wieder. Die andere Hilfte wurde zunichst 4&&32%&.
um die kinetische Energie der Masse des Gewichtes und der bewegten Federteils
zu erzeugen, die spiter nach Eintritt der Ruhe verschwunden ist. o

Energieumwandlung. In der in Fig. 108 abgebildeten m‘m.mmnvmﬁoym ist eine
Spiralfeder enthalten, die beim Laden der Pistole, d. h. beim Einschieben H.Hmm Ge-
schoBstisles, zusammengedriickt wird. Wird die Pistole in ﬁmmﬁwoﬁmw Richiung
ahgesehossen, so erteilt die sick entspannende Foder dem Geschosse im Pistolenlaufe
eine gewisse Bewegungsenergie, die aus der in Bewegung mmmmﬂmnm.u Masse m des
Geschosses und der Geschwindigkeit v berschnet werden kann, mit der das Ge-
schoB den Pistolenlauf verlaBt. Die Pistole ist in der Hohe von 54,5 cm aufge-
stellt. Da ein Kérper von dieser Hthe in !/; Sekunde heranterfallt, (§ 17), so
ist die Geschwindigheit v des wagerecht abgeschossenen Geschosses dreimal so groB,
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fallenden Maaae.
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wie die in wagerechter Richtung gemessene Wurfweite. Kine ausgefiihrte Ver-
suchsreihe ergab:

m= 25 50 100 150 200 225 400 450 g
v= 584 3765 267 2175 189 180 135

Das arithmetische Mittel aus den acht Beohachtungen ist ¥, mo? — 358 . 104 erg.

Die potentielle Energie der Federpistole bestimmen wir, indem wir sie lot-
recht aufstellen (Fig. 109) und die Feder durch Gewichtssticke helasten. Hierbei
ergiht sich, daB die Verkirzung der Feder mit der Belastung proportional ist,
Zum vollstindigen Zusammendriicken, das mit einer Verkiirzung der Feder um
a =5 c¢m verbunden war, war eine Belastung mit P’ ~ 1500 Gramm* erforder-
lich; also ist die potentielie Energie der zusammengedrickten Feder A=/, (P" g)=
Y3+ 1500 - 981 Dyn - 5 em = 568 - 10* erg. Wenn man heriicksichtigt, daB ein
Teil der potentiellen KEnergie durch die Bewegungswiderstinde vernichtet wird, so
stimmt dieser Wert hinreichend genau mit dem ohen berechneten Werte Y, ma?=
358 - 104 erg iiherein.

In dem in Fig. 110 ahgehildeten Apparate wird einer fallenden Masse eins
Waucht erteilt, die das am unteren Ende des Apparates zwischen zwei Federn mit
Reihung eingeklemmte Rohr um eine meBhare Strecke verschiebt. Die
Verschiehungsstrecke lings des Reibungswiderstandes der Feder ist der
Wucht der fallenden Masse proportional.

Die Umwandlung der potentiellen Energie in Bewegungsenergie kann
auch mit dem in Fig. 111 abgehildeten Apparate bequem untersucht wer-
den: An dem oheren Querhalken eines Gestelles hingt bifilar ein Messing-
ring, in dem eine Eisenkngel lose sitzt, die also eimen Pendelktrper hildat,
Die Eisenkugel wird durch einen kleinen Elektromagneten festgehalten,
wenn durch seine Windungen ein elektrischer Strom flieBt, der mittels eines
auf dem Grundbrette angehrachten Ausschalters ein- und ausgeschaltet werden

kinetiache,

126 (cm - sec) .
857-10%(g-cm® sec™?),
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kann. Der Elektromagnet ig t lings eines Metallbiigels verschiehbar und kaan an
jeder Stelle dos Biigels festgeschraubt werden. Die in dem Ringe hi#ingende Pendel-
kugel kann also in beliehiger Hohe festgebalten und willkarlick durch Ausgschalten
des elektrischen Stromes losgelassen werden. Wird dis Kugel losgelassen, so be-
wegt sie sick auf dem durch ihre Aufhiingung bestimmten Kreisbogen abwirts.
Hat sie die tiefste Stelle ihrer Bahn erreicht, so schligt der Messingring gegen
zwei am Gestell angehrachte wagerechte Stangen und wird dadurch an der Weiter-
bewegung verhindert; die Eisenkngel fliegt aber wagerecht heraus und beschreibt
mun eine Wurtbahn; sie fallt dann auf ein mit einer Teilung versehenes Bratt,
anf welches die Kugel ikre Wurfwoeite selbstindig aufzeichnet, wenn das Brett vor-
her mit Mehl eingestiubt ist. Nun ist die Hohe des tiefsten Punktes der Bahn
so hemessen, daB die Kugel genau eine viertel Sekunde hraucht, um senkrecht ab-
wiirts auf das Brett zu fallen. Als wagerechte Geschwindigkeit der Kugel in dem
Augenblicke, wo sie aus dem Ringe fiiegt, ergiht sich darauns der vierfache Betrag
der auf der unteren Teilung ahgelosenen Strecke. Auf dem Biigel, anf welchem
der haltende Elektromagnet sitzt, ist sngegehen, von welcher Hohe, gemessen
vom tiefsten Punkte der Kreishahn, die Kugel losgelassen wird. Diese Héhe
Eann auch mit einem VertikalmaBstahe gemessen werden. Die Hohe hestimmt
den einen Faktor der potenticllen Energie der Eisenkugel, deren anderer Faktor
das Gewicht der Kugel ist. Die heim Falle erlangte kinetische Energie ist durch
die Masse der Kugel und durch die gemessene Geschwindigkeit bestimmt. Der Ver-
such bestitigt die Gleichheit heider Energien.

Ist die Masse der Eisenkngel m, so ist ihr Gewicht m- g, also ibre potentielle
Energie mgk, wenn sie in der Hohe b losgelassen wird. Ist die durch ihre vier-
fache Wurfweite bestimmte Geschwindigkeit der Kugel im Augenblicke, wo sie den
tiefsten Punkt der Kreishahn erreicht, v, so ist ihre kinetische Energie Yymv®.
Sind die beiden Energien einander gleich, so folgt mgh = Yymv3, und hieraus folgt

Y= ._\w gh.
Der Versuch hestitigt die Richtigkeit dieser Gleichung.

Energienmwandlung beim Pendel. Wir kénnen Jjeden beschleunigten Be-
wegungsvorgang einer Masse als eine Umwandlung der potentiellen Energie der
Masse in kinetische Energie, dagegen jeden verzigerten Bewegungsvorgang als
eine Umwandlung von kinetischer Energie in potentielle Energie auffassen. Die
Bewegung eines Pendels hietet ein Beispiel fiir cinen Bewegungsvorgang, hei dem
diese Umwandlung in r-gelmaBigem Wechsel erfolgt.

Das Pendel (Fig. 112) hat die Masse m und die Lange 7. Seine Rukelage ist
AC. Um das Pendel in Schwingungen zu ver-
sefzen, kehen wir es his zur Lage A B. Der Punkt 4
B liegt um die Strecke h hoher als ¢. Da sich
die Pendelmasse unter dem Einflusse der Schwere
langs ihrer Bahn hewegen und um die Strecke &
fallen kann, so besitzt das Pendel in & die potentielle
Energie mgh; deun die in lotrechter Richtung wir-
kende Kraft ist P=mg. Ks bewegt sich he- & i
schleunigt his zum tiefsten Punkte ¢! und kommt
hier mit der Geschwindigkeit v = /2 gk an. Die Py p r
kinetische Energie hetrigt im tiefsten Punkte Fig. 113. Energieumwandlung am Pendei.
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I.“. myd = PM. - 29k = mgh. Dagegen besitzt g hier keine potentielle Energie mehr.
Bei seiner weiteren Bewegung von € nach B’ nimmt seine Bewegungsenergie all-
mihlich ab. Sie wird in B" zu 0, dagegén hesitzt hier das Pendel wieder seine
urspriingliche potentielle Energie mgh.

In einem Punkte 1) seiner Bahn, dev um die Strecke x Hefer liegt als der
héchste Punkt der Bahn, besitzt das Pendel die potentielle Energie mg - (b — )

und die kinetische Energie IM. sﬁh"ﬁ%  29# = mgz Im Punkte D ist demnach

die Summe der potentiellen und der kinetischen Energie wieder gerade so groB
wie in B (denn hier war die potentielle Energie tmgh und die kinetische Energie 0)
oder wie in C (denn hier war die potentielle Energie 0 und die kinetische Ener-
gie mgh). In allen Punkten der Bahn ist die Summe aus der poten-
tiellen und der kinetischen Energie konstant,

Energicumwandlung in abgeschlossenen Systemen,

Dieser lotate Satz ist fiir jede harmonische Bewegung wichtig,

Es sei das weiter ausgefiihrt,

Hiingt 2. B. an einer masselos gedachten Schraubenfeder die Masse m, so gilt

zunichst nach 8. 106 das Kraftgesetz P— — f . x, wenn wir die Verriickung jetzt
durch « bezeichnen, und es ist nach dem Grundgesetze der Mechanik die Beschleu-
nigung b, = hsﬂw =— .Mﬂ » x. Hierin ist .Mﬂ = I" die Beschleunigung bei der Ver-

riickung & = 1 em. Damit wird nach 8. 65 die Schwingungsdauer der harmoni-
schen Bewegung, welche die Masse m erfshrt, wenn man die gespannte Feder lostift,

m‘.

T

Die Bewegungsgleichungen der barmonischen Bewegung sind nach 8. 65, wenn »
dis Schwingungsweite und v dia Geschwindigkeit in der Ruhelago bedentet,

T =23%x

(1) z=rsin mmh,

Nach 8.106 ist die potentielle Energie der Feder

w.%?,.mwi
By = —— =" sin e

2mi 2
(2)  u = veos .|mﬂ4| . (3) - Jw_ﬂ .

und die kinetische Energie des hewegten Massenpunktes nach S, 102

mu® Lot g 2mi
= —cog? —-

& 2 2 i

Die Gesamtenergie der Feder ist daher

Ert . g2xt  mo? 2xt

.@ﬁl_l .m..mﬂ 'wl.mmﬁ_.ml.ma.rl_l!wl.ﬂOmwlmﬂ-r.

Ersetzen wir bierin v pach der oben angefiihrten Gleichnng (3) und darin wieder
T nach der oben hingeschriebenen Gleichung fiir 7; so folgt

ﬁeul.s«.pauﬁul kr?
T e Ty

SN

T4 i et

B T

Wil

i TP == im0,
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Damit wird die Gesamtenergie
kr? s . 2mt 2t kr®  mot
Byt By= Iw-?mﬂiawri -5 =7

unabhingig von der Zeit ¢, Die Gesamtbenergie ist also in ummmw. Phage mm_..m%s&p.
guog vom selben Betrage ; der ganze Schwingungsvorgang spielt sich nurin einer fort-
wibrenden Verwaundlung von potentieller Energie in kinetische und umgekehrf ab.
Beim Durehgang durch die Gleichgewichtslage, also fiir # = O, ist %=, m“ h.
der schwingende Massenpunkt bat keine potentielle Energie; ebensowenig besitzt
er in den Umkehrpunkten kinetische Energie. Somit muB die kinetische Energie
im Anfangspunkte der Bewegung gleich der potentiellen Energie im Umkehrpunkte
gein, oder, wie schon oben gefunden wurde,
kr*  ma®

2 2

Daraus folgt noch — wie ebenso aus (3) in Verbindung mit der Schwingungs-
leichung — —

g g r_1/m d bs

v k

Bei einer harmonischen Bewegung ist die m%sa.é::%%%n proportional der Ge-

schicindigheit im Anfangspunkle der Bewegung.

Dieser Batz ist wichtig fiir die Auswertung der Messung mit einem balli-
stischen Pendel (5. 94).

Auch fir die Bewegung des Wurfes gilt der Satz, daB die Summe von kine-
tischer und potenticller Energie unverind-rlich ist. Es ist nimlich nach 8. 45
die potentielle Energie des geworfenen Massenpunktes m in der Héhe y iiber dem
Erdhoden ) g
E,=mgy=mg An.m.m:pmul M“v
und nach 8. 46 die kinetische Energie

2
E, = m@wel H% [c*cos’s + (esine — gt)?].
Die Summe ergibt
) * 8 . mg*t? met
N.w.T@»HS..Q.a.“.mmnm.lm_wh“m._.mwhlsﬁ...u.n.“.m:;+ m =—

unabhingig von der Zeit und gleich der kinetischen Energie im Anfangspunkte der
Bewegung.

Immer gilt: .

Alle mechanischen Bewcgungseorginge sind nur Umwandlungen einer Fner-

gieform in eine andere, ohne daf Energic verloren geht. Dieser Suiz heigt das
Prinzip von der Erhaltung der mechanischen Energie (s. dazu § 34
S. 47)'). Die beiden,Sitze von der Erhaltung des Impulses(§ 34) und der Er-

haltung der Energie sind die bedeutungsvollsten allgemeinen Sutze der Mechanik.

cUmwmmHaﬁmmmnwouqoamﬁwmmnm_muwﬂmuqonﬁm;imm&mgr
2 . F m.. = P
v i



112 III. Abschnitt. Die Lehre von den Kriften

.7 § 87. Leistung,

Uwe.bl‘uoz zweier Krifte ist gleich, wenn das Produkt aus Kraft und
Weg mrzw& ist. Umﬁnm folgt, daB dieselhe Arbeit, die eine Kraft lings eines
Weges leistet, von eiver halb so grollen Kraft geleistet werden kann, wenn

sie fiber den doppelten Weg wirkt, oder daB die n-fache Kraft nur ther -
n

des S.mmg zu wirken braucht, um dieselbe Arbeit hervorzubringen, Wenn
aber eive groBe Kraft auf eine Masse wirkt, so ist die Beschleunigung der
Emmma m«m@mﬁ als wenn eine kleine Kraft auf dieselbe Masse wirkt, m,o_am:or
ist m:o._p die Zeit, die vergeht, wihrend der die groBere Kraft lings einos vor-
m.mmo_uwswm.uwu Weges wirkt, kleiner. Eine groBe Kraft leistet daber 1., weil
Sie nur elnen kitrzeren Weg hindurch zn wirken braucht und 2. Smw die
Emmmo lings dieses Weges eine grofBere Beschleunigung hat &mmm?m Arheit
I kiirzerer Zeit als eine kleinere Kraft. n
Fir die meisten Zwecke der Technik ist es von Wichtigkeit, daB eine
vorgeschriebene Arbeit in einer vorgeschriehenen Zeit geleistet werden soll
Man hat daher einen neuen Begriff geschaffen. Die in 1 Sek, von einer
Kraft geleistete Arbeit heiBt die Leistung der Kraft oder der Effokt. Die
ﬁmﬂum.n:um einer .Hm_.m? wird bestimmt, indem die wihrend einer gewissen Zeit
mwnw_mnoﬂﬁobwwwﬂw Mwwﬂr die in Sekunden gemessene Zeit dividiert wird. Lei-
Die Einheit der Leistung ist das Sekundenerg.

1 Sekundenerg. — 1 [Erg : Sekunden] = 1 [Dyn. Zentimeter : Sekunden]

=1{g-cm-sec? em -« soc~1] = 1 [g - em?. gec~9],
. Da die Einheit Sekundenerg eine sehr kleine GroBe ist, so wihlt man
ihr 10"-faches als praktische Einheit. Sie wird 1 .Hoim.mmw:uvmm oder 1 Watt
?.rmmwmgn W) genannt. 1 Watt = 107 Sekundenerg. 1Kilowatt — 1000 Watt
wird %.oE auch Neupferd genannt (1 kW—1 NP — 1 vm/sec). Das Kilowatt
findet in der Technik vielfach Anwendung. Daneben ist aber noch gebriuch-
”_wr_ﬂm Emaa%m%muw@qmw mvwﬂ 75 Meterkilogramm/Sekunde. Zur Umrechnung

rke man = 10 mkg¥sec = 75.10%- 103. =
IS o 076 Bt ﬁ.._,:,mv\ 5-10%-10%- 981 ergsec = 736 Watt, also

B. Statik des punktformigen Korpers.

Die m_“mﬁw wmrm.ﬁa_m: der Ruhezustand eines Karpers, also die Frage
Wmm_w.n dem Gleichgewichte desselben unter dem Einflusse auf ihn wirkender
riifte.

§ 38. Der Kraftvektor. Das Kriifteparallelogramm,

Die BestimmungsgriBen einer Kraft sind nach § 30 di iffslini

) D I ie Angriffslinie

MNEW die H.mwm#mﬁ.umm. Dsher kann man geometrisch eine Kraft durch einen
ektor (eine gerichtete Strecke nach § 16) darstellen, der den Angriffspunkt

§ 38, Der Kraftvektor. Das Kriifteparallelogramm 113

der Kraft zum Ursprung hat, dessen Richtung mit der Kraftrichtung zu-
sammenfillt and dessen Linge so viele Lingeneinheiten hat, wie die Kraft
Krafteinheiten hat. Einen solchen Vektor nennt man einen Kraftvektor.
Wirken auf denselben Massenpunkt gleichzeitig zwei Kriifte, so stort
erfahrungsgemiB die eine nicht die Wirkung der anderen. Jede Kraft driické
unabhéngig von der anderen dem Massenpunkte die ihr entsprechende Be-
schleunigung auf, so daB unter der Wirkung beider der Massenpunkt eine
Boschleunigung erfihrt, die durch die Diagonale des aus den beiden Be-
schleunigungsvektoren gezeichneten Parallelogrammes gegeben ist. Man er-
hilt die Resultierende zweier Krifte also durch eine geometrische Addition der
beiden Kraftvektoren, d. h. man hat aus den beiden Strecken, die am Massen-
punkte ansetzen und an GriBe und Richtung die beiden Kraftvektoren dar-
stellen, das Parallelogramm zu zeichnen, dessen Diagonale alsdann den resul-
tierenden Kraftvektor darstellt. Diesen kann man mit weiteren Kraftvektoren

P, Mﬂ:m

ﬁr 3,2

%

ﬁr 2,8,¢

Fig. 114.

Mﬁ A Fig, 113. mmb
Addition von Eraftvektoren,

Addition von Kraftvekioren.

zusammensetzen, so daB man auf diese Weise beliebig viele an einem Massen-
punkte angreifende Kriifte vektoriell zu einer resultierenden Gesamtkraft ver-
einigen kann. Der Satz vom Parallelogramm der Krifte griindet sich
also auf den Erfahrungssatz, daB einzelne Krifte sich nicht gegenseitig stéren
(Prinzip der ungestfrten Superposition der Krifte).

" "Die Zusammensetzung von vier Kriften B, By, B,, B, ist in Fig. 113
in der Weise nusgefihrt, daB zuevst das Parallelogramm fiir die beiden
Krifte B, und P, gezeichnet wurde. Dann ist die Resultierende %,,, dieser
beiden' Krifte mit P, durch Zeichnung eines Parallelogrammes zusammen-
gesetzt, und endlich ist die so gefundene Resultierende mit der vierten Kraft
P, zusammengesetzt. So entsteht die Resulfierende P, 4, , aller vier Krifte
durch sogenannte vektorielle Addition.

Man sicht leicht, daB in der Figur 113 einige Linien tiberfliissig sind,
Zeichnet man nur, wie in Figur 114, die notwendigen Linien, so erhidlf man
das Vektorpolygon P, B, ;P 53 %P, 54 4 indem man die einzelnen Vektoren
der Krafte B,, B,, B, und P, der Reihe nach in ihrer Grofe und Richtung
aneinanderfigt. So entsteht der Satz:

Eine Seite eines Vektorpolygones ist der resultierende Vektor aller dibrigen
Polygonseiten. .

Grimsehl, Physik. 1. Grofe Ausgake. 6. Aufl. 8



Satzes vom Kiafteparallelogramm fir die sta-
tische Wirkung der Krafie wird durch den
Versuch nach Fig. 115 so gettihrt, daB n.an
drei Fiden in einem Punkte 3f ,Zusammen-
kaiipft und diese (unter Benutzung zweier
Rollen R, und R,) mit den drei Gewichten
G,y Gy und Gy belustet. Es stollt sich dann
von 8elbst eine Q_mwowm.map.n_ﬁ&mmm her, hei
. _der die Kraft G, gleich und entgegen-
=% gesetzt der Resultierenden von G, und
Gy ist. Trigt man von 3 aus auf die
Krafirichiungen die Kraftvektoren ab,
soistder Vektor G, gleichund entgegen-
gesetzt der Diagonale des aug Gy und Gy
gezeichneten Vektorparallelogramms.

Krifteparatlelogramm,

§ 39, Zerlegung einer Kraft,

Zwei anf einen Massenpunkt wirkende Kriifte P, und P; kénnen mit
Hilfe des Krifteparallelogramms zu einer Resultierenden R Zusammengesetzt
werden. Man kann nun umgekehrt die Aufgabe stellen, die Kraft R in zwei
Komponenten P, und P, zu zerlegen. Zu dem Zwecke muB ein Krifte-
parallelogramm gezeichnet werden, dessen Diagonale der Vektor der gegebe-
nen Kraft ist. Wenn keine weiteren Angaben gemacht werden, so ist die
Aufgabe unendlich vieldeutig, da es unendlich viele Parallelogramme mit

Y
R\ Nuu * hm k
B ¢ "R B (4
£ £
— 4 —
M : A x M 4 z
Pig. 118, Fig, 117,

fusammensetzung wnd Zerlagung von Erhiften,

derselben Diagonale giht. Damit die Lésung der Aufgabe eindeutig wird,
missen noch zwei weitere Angaben gewacht werden; diese kénnen sich ent.
weder auf die Richtung oder auf die GriBe der Komponenten beziehen. Der
am hiufigsten vorkommende Fall ist der, daB auBer der GréBe und Richtung
der Resultierenden R noch die Richtungen M X und MY der Komponenten
gegeben sind. In diesem Falle muB man durch den Endpunkt € des Vektors M C
der Kraft R nach Figur 116 die Parallelen zu den Richtungen MX und M Y
der gesuchten Komponenten ziehen und so die Figur zu dem Vektorparallelo-
gramm MACB erginzen. Dann sind die Seiten MA und M B die Kraft-
vektoren der gesuchten Komponenten P, und P,

Im besonderen soll der Fall hehandelt werden, daB die Richtungen der
gesuchten Komponenten senkrecht zueinander stehen. Dann macht man diese

Der Nachweis von der Giltigkeit des

e
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§ 89. Zerlegung einer Kraft 115

Richtungen nach Figur 117 zu Achsen M X und M Y eines rechtwinkligen
Koordinatensystemes. Die Komponenten der Kraft R findet Em@.-ﬂmmﬁ. man
den dazugehirigen Kraftvektor MC auf die beiden >nrmmu..m3 Abszigsen-
achse M X und die Ordinatenachse MY, projiziert. SchlieBt die Kraft B, also
auch der Kraftvektor MC mit der Abszissenachse den Winkel o ein, 80
haben die Komponenten die Grifen
Py=R-¢c08¢ und P,=R-. sin a.

P, wird die Projektion von R auf die X-Achse, P, die Projektion von R auf
die Y-Achse genannt. . .

In dhnlicher Weise kann man die Zerlegung der Kraft R auf drei im
Raume aenkrecht rueinander stehende Achsen nach Fig. 118 vornehmen.
SchlieBt die Kraft B mit den drei Achsen die Winkel «, 8 und » ein, go sind
die drei Komponenten:

X=DR.cose, Ym=uR.cos i, Z= R-cosy.

Von der Zerlegung der Krifte in Komponenten, die mit m.ﬁ. Richtung
der Koordinatenachsen zusammenfallen, macht man mit Vorteil Gebrauch,
V4 wenn man mehrere Krifte zu einer Einzelkraft zu-
sammensetzen will. Fiir die Ehene ist diese Art der
Zusammensetzung in den beiden Figuren 119 und
120 ausgefiihrt:

Die Krifte P), P;, P, usw., die mit der X-Achse

1 n’
'
i R .
=" die Winkel o, o3, g nsw. bilden, sollen zu einer
L~
../ \\\.\_“ 14 ¥
P ol —
R.\Q.MH\ ﬂA \—.\ Q ........
IR | 2
II
N [} PO .
7 SO A 4
£ :
Q ¢
0 " . LN 3 “I
¥ Xz &g & ) E3
i liehe XK ente Fig. 119. Fig. 120.
Fig 118 W““_uu M..h.r omponen Zusammenfassung mekrerer Erifta einer Ebene,

Resultierenden zusammengesetzt werden, Zu dem Zwecke zorlegt man jede
der Einzelkriifte in ihre beiden Komponenten:

L.Nw".wu.oo.mkm Hw__“w_..mu.ﬂ oy
X, =P, -cosa, Y, =P, sin a,
Xy=P-cose Y;=P;-sin a

Dann addiert man alle X-Komponenten zu einer Einzelkraft:
X=X +X,+X;+--=2ZPcos«
und ebenso alle Y-Komponenten zn der Einzelkraft:

Y=Y, 4+ Y, + ¥, 4+ ---=2ZPsin
mﬂ
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Endlich werden diese beiden Einzelkrifte X und Y zu der Resultieren-
den R mit Hilfe eines Vektorreckteckes nach Fig. 120 zusammengesetzt. Die
GrdBe R der Resultierenden und der Winkel «, den sie mit der X-Achse ejn-
sohlieBt, sind dann bestimmt dareh dje Gleichungen

i T3 Y
.Nw".‘-NWITH\w ﬁ.ﬁuw.Ru"I.N..

In durchaus shulicher Weise werden mehrere Krifte, die nach verschie-
denen Richtungen des Raumes wirken, zusammengesetzt. Wenn die Krifte
P, P,, P,... mit den drei rechtwinkligen Achsen cines riumlichen Koordi-
natensystemes die Winkel %GB Y By, By ... einschlieBen, so sind die
mit den Achsen parallelen Komponenten der Resultanten

X =2XPcos q Y == ZP cos 8, Z=ZP cos y.
Die Resultierende ist E=VX* 7} yAR
sie bildet mit den drei Achsen die Winkel o B, ¥, die durch die Gleichungen

X Y Z
€08 & = -, eos f= . o8 p = &

bestimmt sind,

§ 40. Die erzwungene Bahn. Der Projektionssatz,
Der Momentensatz,

Kann sich ein Massenpunkt M nur auf einer erzwungenen Bahn be-
wegen und wirkt auf ihn eine Kraft P ein, dic mit der Bahn einen Winkel
einschlieBt, so hat diese Kraft zwei Wirkungen auf den Kérper, die man er-
kennt, wenn man die Kraft in zwei Komponenten zerlegt, von denen die eine
mit der Bahnrichtung bzw. mit der Richtung ihrer Tangente zusammenfallt
und die Geschwindigkeit des Kérpers in der Richtung der Bahn verindert,
wihrend die zweite senkrecht zur Bahn wirkt und einen Druck des Korpers
gegen die Bahn ausiibt.

An dem in Fig. 121 abgebildeten Apparate kann man diese beiden
Wirkungen nachweisen:

Sehriig nach oben wirkt unter Vermittlung einer Rolle die Kraft P auf
eiten Kérper M, der sich nar lings einer als Bahn wirkenden lotrechten
Schiene bewegen kann, Wir zerlegen die Kraft P nach Anleitung von Fig. 122
in die beiden Komponenten T in der Richtung der Babn und D senkrecht
zur Bahn mit Hilfe des Vektcrrechteckes MACB. Die in der Richtung der
Bahn wirkende Bewegungskomponente W hebt den Kérper 3f in die Hohe;
ihr wirkt das Gewicht G des Kévpers entgegen, und wenn Gleichgewicht vor-
handen ist, so ist W gleich und entgegengesetzt G. Die senkrecht zur Bahn
gerichtete Druckkomponente D dritckt den Kérper gegen die Bahn. Diese
Druckkomponente kann durch das Gewicht L, das an einem tiber eine Rolle
gefithrten Faden senkrecht zur Bahn und entgegengesetzt zu D wirkt, auf-
gehoben und dadurch gemessen werden. Sind D und L gleich und entgegen-

e

§ 40. Die erzwungene Bakn. Der Projektionssatz. Der Momentensatz 117

gesetzt gerichtet, so kann man die Schiene entfernen, ohne an der m_ummnn.m
des Kdrpers M etwas zu indern. Mit Hilfe dieses Apparates kann man die
Richtigkeit der aus Fig. 120 ersichtlichen Beziehungen ,

Flg. 121. Grimsehlps Apparat zam Projoktionssatz.

woﬂmm__u_wmwoiw@om.?a W=P.cos e,

Druckkomponente 7 = P . sin @
‘durch den Versuch nachweisen.

LaBt man, wihrend der Korper M lings der Schiene zwangliufig ge-
fihrt wird, die Kraft I weg, so wird die Druckkomponente I} durch den
Widerstand der Schiene aufgehoben. Wenn man auf den
Druck keine. Riicksicht nimmt, so wirkt auf den Korper M |Batn
die Kraft P, die mit der Bahn den Winkel « einschlieBt, AW
gerade so, als ob die Kraft W allein in der Richtung der
Bahn wirken wiirde. In bezug auf die Bewegung des Kor-
pers sind die beiden Krifte P und W gleichwertig oder
dquivalent. Die Bewegungskomponente W ist die Projek-
tion der Kraft P auf die Bahn. Daber gilt der

Projektionssata: Eine Kraft P, die auf einen liings einer
zwangsliufigen, reibungslosen Bahm beweglichen Korper unter
einem Winkel « wirkt, ist in besug auf die Bewegung des Kir- Flg. 131,
pers gleichwertig mit der Projektion W = P-cos « der Kraft
auf die Richtung der Bahn, .
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Dieser Satz wird unch Kosinnssatz genannt.
Eine Folge des Projektionssatzes ist ferner:

.NS&.W&\R &.._.mngw.mm.s% m&axﬁ&:}nmw:«.&m%: Korper unter verschie-

denen Winkeln wirken, sind in bezug auf die Bewegung des Korpers gleich-
wertig, wenn ihre Projeltionen auf die Bahn gleich sind. .

Der Momentensatz: _

Man _n.En dem Projektionssatze eine besondere Form geben, wenn sich

der bewegliche Massenpunkt M zwangsliufig lings einer .T.ommmmwsmm.mu

B 0 Bahn & Am.._.m. 123) hewegt, deren Mittelpunkt O uad :

deren Radius O — g ist. Wirkt auf den Punkt f L

die Kraft P unter dem Winkel ¢ zur Bahntangente, |

so erhilt man die Bewegungskomponente @, indem .

man den Vektor M A der Kraft P auf die Tangente

P projiziert; es sei M B der Vektor der Bewegungskom-

satze, daB Q ~ P- cos ¢ ist. Fallt man pan noch auf &
die Richtung der Kraft P das Lot OL = p, 30 entsteht

das rechtwinklige Dreieck OLM,indem X LOM = ¢ ist, also ist cos g ==

Fig. 123. Momentenpatz.

q
Setzt man diesen Wert in die Gleichung @ = P . ¢og & ein, 80 wird Q — P. N.
q

und hieraus folgt Pep=¢Q.q.

et ey Y

ponente ). Dann ergibt sich aus dem Projektions- 7§

Auf beiden Seiten der Gleichung steht das Produkt eiper Kraft mit dem
vom Kreismittelpunkte auf die Kraftrichtung gefillten Lot. Dieses Lot heit
der Arm der Kraft in bezug auf den Punkt O, nnd das Produkt der Kraft
mit seinem Arm heiBt das Moment') der Kraft in bezug auf den Punkt 0, g
Daher 138t sich die obige Gleichung in die Worte fassen: o

Nﬁmﬂ. Krifte sind in bezug auf die ewangsliufige Bewegung eines Punktes
lings einer kreisformigen Bahn gleichwertig, wenn ihre Momente in besug auf
den Mittelpunkt der Kreisbahn einander gleich sind,

Dieser Satz wird Momentensatz genannt,

Im Gleichgewichte befindet sich ein vollkommen fre; beweglicher
Massenpunkt dann, wenn die Summe aller auf ihn wirkenden Krifte gleich
Null ist. Die Qﬁmmorm@iornmrm&umgm lautet: .

ZKraft <0,

wobei in der Summe die Addition vektoriell zu erfolgen hat. /

Im Fall der Fig. 121 und 122 ist die Gleichgewichtshedingung: _,

P+G@+L=W+D+ G+ L= IR

Die Vektorsumme aus den genannten vier Kriften muf Nujl ergeben

durch folgeweises Anlegen eines Kraftvektors an den anderen. GemiB Fig. 114 :
muf man an den Ausgangspunkt der Zeichnung, den Nullpurkt, zariick kommen,
1) moméntum (lat) entstanden aus movimentnm = dug mmﬂomonm@ Ein

zweites im tighchen Leben vielgebrauchtes Fremdwort Moment* iat f;
und bedeutet ,Augenllicke, i e fans. Ureprungs

St et

§ 41. Das dynamische Gleichgewicht 119

Fallt die Kraft L fort, so kann der Korper durch den von der (elasti-
schen) Spannung der Schiene ausgeilbten Zwang in der Ruhelage gehalten
werden. Fir L tritt dann die der Druckkomponente D entgegengesetzt gleiche
Zwangskraft IT der Schiene ein. Die obige Gleichgewichtsbedingung lautet
in diesem Falle fiir den als vollkommen frei angesehenen Massenpunkt:

W+D+ G+ =0,

Es muB allgemein die Summe aller wirkenden Krifte und aller Zwangs-
kriifie = 0 sein, X(IT + P) = 0. o

Statt dieser Art der Darstellung kann man aber ebensogut anch die
andere wihlen, bei der man alle Druck- und Zwangskrifte als fiir die Be-
wegung unwesentlich ausschaltet, Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann
einfach: .—uﬂl*n 7 — 0.

Die vektorielle Summe enthilt dann nur die Projektionen aller Krifte

- auf die der Bewegung zwangsliufig vorgeschriebene Bahn, d. h. man hat nur

unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens alle den wirkenden Kriften in be-
zug auf die Bewegung des Massenpunktes Hquivalenten Krifte algehraisch
zu addieren. Frgibt diese Summenbildung den Wert Null, so ist der Korper
in der ihm vorgeschriebenen Bahn im Gleichgewicht.

§ 41. Das dynamische Gleichgewicht.

Man kann die Gesetze der Dynamik auf statische Gleichgewichtsbetrach-
tungen zurfickfithren durch folgende Uberlegung: Jeder Massenpunkt bewegt

sich unter dem Einflusse einer bewegenden Kraft $¥ 5o, daB in jedem Augen-
blicke die Komponente w derselben in der Richtung der Bewegungs gleich
der Reaktionskraft der Trigheit, also gleich dem Produkte aus Masse >< Be-

schleunigung ist: w=mb.

Diese Gleichung kénnen wir in der Form schreiben:
w—mb=20,

welche aussagt, daB die Summe der wirkenden Krafte Null seju muB, wenn
man die der Beschleunigung entgegengesstat gerichtete dynamiscbe Kraft
der Tragheit mit unter die Krifte einbezieht (S. 87). Es muB, so kann man
dies auch aussprechen, in jedem Augenblicke die bewegende Kraft und die
dynamische Trigheitskraft im Gleichgewichte sein. Man nennt das lotztere
zum Unterschied des statischen, im Falle der Ruhe geltenden Gleichge-
wichtes das dynamische Gleichgewicht.

Gleitet z. B. ein Massenpunkt eine schiefe Ebene herab, so ist die Be-
wegungskomponente der Kraft gleich mg sin a; es muB also die Trigheits-
kraft in jedem Augenhlicke mit dieser zusammen die algebraische Summe Null

ergeben, d. h. .5 mgsin =0 oder b=gsin e«

sein. Beim freien Fall hilt die gesamte zur Wirkung gelangende bewegende
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Kraft mg der Trigheitskraft mb in jedem Moment dag Gleichgewicht, es
ist b = g.

Entsprechend dem vorigen Paragraphen kénnen wir auch die Zwangs-
krifte in die Zahl der sich das Gleichgewicht haltenden Kriifte. einbeziehen,
welche alsdann in ihrem vollen Betrage anzusetzen sind. In demselben Bei-
spiele der schiefen Ebeme halten die tretbende Kraft mg, die Trigheits-
kraft mb und die von der Unterlage ausgeiibte zu ihr senkrechte Zwangs-
kraft I7 sich im dynamischen Gleichgewichte, die Vektorsumme aller drei

: Krifte ist gleich Null (Fig. 124),
Diese Art der Behandlung zwangs-
liufiger Bewegungen ist von d’A |em-
bert eingefithrt worden (d’Alembert-
sches Prinzip). Soll statisches G leich-
gewicht herrschen, der Massenpunkt
auf der schiefen Ebene in Ruhe sein,

133 50 muB an die Stelle der Trigheits-
son ¥ B, kraft eine an Richtung und GriBe
gleicke Zugkraft treten.

Als ein weiteres Beispiel nehmen wir das konische Pendel (Fig. 125), das
mit unverinderlicher Winkelgeschwindigkeit ¢ in einer horizontalen Kreisbahn
vom Radius ¢ rotieren mbge. Das Pendel ist im dynamischen Gleichgewichte,
wenn die vektorielle Summe vom Gewichie m g des Pendelkdrpers, der zentri-

fugalen Triigheitskraft mode und der Zwangskraft 17, d. ;. der Spannung des
Anfhingefadens, Null ist:

Fig. 126. Dynsmischey
Gieichgewicht,

mg +mwio + 1 = (),

Die Resultierende aus Schwerkraft und Zentrifugalkraft muB der Faden-
spannung das Gleichgewicht halten.

Bewegt sich das Pendel mit ungleichformiger Geschwindigkeit in gegen
die Horizontalebene geneigter Bahn, so tritt zu obigen drei Kriften noch die
longitudinale Tragheitskraft m b hinzu; dieselben vier Kriifte treten auch beim
ebenen Pendel ins Spiel,

§ 42, Die Fliehkrifte der Erdumdrehuug und das Gleichgewicht
auf der Erdoberfiiche.

Infolge der Fliehkraft erleidet die wﬁ_vomoEoﬂamdnw., die ein Kérper
auf der Erdoberfliche erfihrt, eine Verinderung.

schleunigung ¢ erteilen (Fig 126). Da aber die Erde sich dreht, so erfihrt

derselbe Korper in der geographischen Breite ¢ eine Zentrifugalbeschleuni-
47t

gung ¥, = 5 -1, wo I die Umdrehungszeit der Erde und # der Abstand des

i

J
§ 42. Die Fliehkrdfte der Erdumdrehung usw. 121

K8rpers von der Rotationsachse ist. Ist R der Radius der Erde, so ist

r=R.cos g, also ist

Diese Zentrifugalbesehleunigung setzt sich mit n._.oH. Schwerebeschleuni-
ung ¢ nach dem Parallelogrammsatze zu einer mmmﬁsawmu%u I NnmpEEmmF
mmm nmnmmzmn als g ist, und die nicht mehr nach dem Mittalpunkte der Erde

mm_.mcr.&m& ist. ) , T gt 9
Den groBten Wert erhilt y, fir ¢ ~ L o
am Aquator, Hier ist 7N i
= Wmuln - R. ﬁ\ SA
Yo = 73 . > 7 :

Setzen wir in diesen Ausdruck die Werte
fiir die Umdrehungszeit der Erde und den

Erdradius ein, so ergibt sich
¥e = 3,39 cm/sec® (gal), . . .
d.i. fast genau 1.981 OE\mme‘ also der 289te  Fig. 196. Meridianschoitt durch die Erde,
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Teil der Schwerebeschleunigung. Hieraus Schwere.

folgt, daB das in der Figur dargestellte wmwmzm_omwmsﬂ. stark qawmwn_mﬁ.umw
ist, daB also die Richtung von g, nur sehr wenig von mmw...w_of?um m.wm adiu
abweicht, Vernachlissigen wir diese Abweichung Aozmwmumrm. 80 wgnmbma%.
die GréBe von g, berechnen, indem wir 7, auf die dmﬁmummwﬁ_m des ) M. m
radius projizieren und die Projektion y, - cos ¢ von g abziehen. Hierans folg
als angeniherter Wert: .
Go=9— ¥V, cos ¢') und, da Yp =¥y €08 ¢ ist,
9p=9— 7 costp =g (1— % costg).

Da %o = w!mule ist, so miiBte die Abhingigkeit der Fallbeschleunigung von
q L

der geographischen Breite durch die Formel dargestellt werden:
1
9,=9 T — %% oommﬂv.
] i it der Er : icht iiberein. Durch zahl-
Diese Gleichung stimmt nun mit der Erfabrung 3@@.“ iibs
nm_m.wm%m EMmm.nnmmn_ mit Hilfe von Pendelbeobachtungen ish ﬂm_Emr.n festgestellt
worden, daB die Fallbeschleunigung von der geographischen Breite nach dem

Gesetze 1
- Jo =9y A — 191 cos® wev

sec?

abhiingt, wobei g,, = 983,09 = (gal) die Fallbeschleunigung am Nordpole ist.

i ]

1) Genau gilt g, = }g* + ¥ — 2874059, Da Yp = 7, 08 g ist, folgt darau

o = eﬂ—\~ +(y —2g) ».|“ cos*@. Die Ertwicklung der Wurzel nach dem binomischen
- g

Lehrsatze aunf zwei Glieder ergibt dann die obige Gleichung.
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Es gibt mehrerq Griinde, diese Unstimmigkeit zwischen unserer einfachen
.D‘gzam:um und dem tatsichlichen Befunde zu erkliren, Im wesentlichen be-
rubt die Abweichung darin, daB die Erde keine Kugelgestalt hat, die Krd-
oberfliche daber in verschiedenen ‘geographischen Breiten’ verschiedene Ab-
stinde vom Erdmittelpunkte hat. Wie wir in § 79 aber kennen lernen wer
den, hiingt die Fallbeschlounigung auBer von - der Zentrifugal begchleunigung
vom Abstande des Beobachtungsortes vom Erdmittelpunkte ab. Einen zweiten

Grund glaubt man darin finden za miissen, daB die Erde nicht homogen?) ist,

Beriicksichtigen wir die mm.%gﬁbme%m:&mwﬁ% der Schiverebeschleunigung
durch die Nmiﬁ.?mﬁvmmoﬁmaﬂm:s@ 80 ergibt sich, daB die Oberfliche der

Umdrehungsellipsoids (§ 88).

Nach den neuesten Messungen hat der #quatoriale Radius die Lénge
R, = 6378,3 ki, der polare die Linge B, = 63565 km. Der mittlere Erd.

radius ist B — Lo “. Bp 63674 km. Unter »Abplattung® der Erde versteht
Ry — By _ 1
B 292"

Die Ablenkung eines auf der Erde sich bewegenden Kdrpers aus seiner
Bewegungsrichtung durch die Erddrehung,

Mit der von der Umdrehung der Erde herrithrenden Zentrifugalbeschleu-
nigung der Kirper stebt die Ablenkung eines bewegton Kdrpers aus seiner
Buahn in engem Zusammenhange. Die Erde werde wieder zunichst als kugel-
formig angenommen. Dann ist die Horizontalkomponente der Zentrifugal-
beschleunigung Yy - 8in @ (Fig. 126), wenn wir uns wieder vor Augen halten,
daB der Winkel zwischen g und g vernachlissigt werden darf. Sie ist auf
der ndrdlichen Halbkugel dem Aquator zu nach Siiden gerichtet. Die nach-
giebige Oberfliche der Erde ist nun, wie schon erwihnt, tatsichlich djesem

man den Bruch

gebnis ist die sogenannte Abplattung der Erde. Ein jeder auf dieser mmm.mu
die reine mnwdqmwmiarwcum wschiefen Ebene* ruhende Kdrper ist nun wieder
im Gleichgewichte, denn die nach Norden gerichtete Schwerelkomponente des

1) Siohe §. 133.

y ™ _“7;%-“-‘;*

R

ks S e

i

LY
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Kirpers auf dieser schiefen Ehene ist mbﬁomgm.om%m» n_.omo_p mm.w nach Stiden
gerichteten Komponente der Zentrifugalkraft. Dieses Q_m._ommawﬂnv» muB aber
gestort werden, sowie der Kdrper sich auf der Erde in der wSEEﬂm von
Waesten nach Osten oder entgegengesetzt bewegt. Im ersteren m.m,_..ﬂa nimlich
wird er sich so verhalten, als ob er auf einer sich rascher drehenden, im m_uﬁ.mﬁ.mu
Falle, als ob er sich auf einer langsamer umlaufenden qum. befinde. Bei ost-
wirts gerichteter Bewegung wird also die uo&mmm:nﬁm horizontale Beschleu-
nigungskomponente der Zentrifugalkraft vermehrt, im anderen .m.m._._o ver-
mindert werden. Hat der Korper die west 5stlich gerichtete Geschwindigkeit ¢
relativ zur Erde und addieren wir hierzu die von der Umdrehung der Erde
herrihrende Geschwindigkeit %..H E%E‘ 80 mwwmzmu wir fiir E.EE auBer-
irdischen Beobachter, der an dor Erdumdrohung nicht teilnimmt, die Gesamt-
geschwindigkeit E%E + ¢, mit welcher der Kérper die H&mbw.mm umkreist,
Er hat daher die Winkelgeschwindigkeit

22 Reo 2= ¢
Am|n_h€w+avn.woomeﬂ.ﬂ+wa0mﬁ.

Seine Zentrifugalbeschleunigung ist somit

r

2w ¢ ¥

Vo = AIHI + Toosa ﬂv - R cos .
Die stidlich gerichtete Horizontalkomponente hiervon ist

- »

Vo - 8in @ = @+w:ﬁyvmoom€.mwue.

Ein an der Erdumdrehung teilnghmender Beobachter iu.m von dieser mw-
schleunigung nur den UberschuB gegentiber der Beschleunigung von relativ
gegendie Erde ruhenden Kérpern beobachtep kénnen, fiir welchee =0 wird. Denn
da die Erdoberfliche nicht zur Schwerkraft senkrecht gteht, mou.n_mg wegen der
Abplattung nach Norden hin sich senkt, so verschwindet fiir einen Beobachter
auf der Erde scheinbar dieser zweite Anteil. Es ist also von n_.mE rowm.ow_umgh
Werte der oben fiir einen ruhenden Ksrper aoumownmg.bﬁon u\m. sin ¢ ab-
zuziehen. Das ergibt eine nach Siiden gerichtete Beschleunigungskomponente
im Betrage von ‘ \ .

: ! i 2m? i ing (47 ).
Amu_\a + .wowluev Reosg sing IA%V m.oOme.mEeﬂnmEeAH + 7o ev
Wir wollen nun unsere Betrachtung auf Qeschwindigkeiten ¢ beschrinken,
deren Wert sinige hundert m.‘ nicht @berscbreitet. Danu darf man wegen
der GréBe von R = 6367 km, auBer in groBer Nihe des Nordpoles, den Wert
qﬂw,m gegen Wa =3 mm H.. ; vernachldssigen. Es bleibt so fir den Karper eine
sitdlich gerichtete horizontale Beschleunigungskomponente vom Betrage

R o mlwu.la.. ain @ ﬂg.mm...
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Ein jeder in der Richtung von West nach Ost sich anf der Erde be-
wegende Kérper muB diese Beschleunigung 8 erfahren. Bewegt er sich ost-
westlich, so ist die gleiche Beschleunigung nach Norden gerichtet. In beiden
Fillen muB eine Ablenkung des Kdrpers von seiner W¢€mmnummlow§u®\ und
zwar im Sinne seiner Bewegungsrichtang nach rechts erfolgen. -

In naher Ubereinstimmung, wenn auch mit anderer Begrtindung, mit
dieser Rechtsahlenkung eines west-ostlich sich hewegenden Kérpers steht eine
solche fitr einen sich von Siiden nach Norden bewegenden. Ein jeder Kirper

hat unter der Breite ¢ die von der Erdumdrehung herrithrende Geschwindigkeit
%. Ist er nun auf der Erde beweglich und gelangt er in der kleinen
Zeit At mit der Geschwindigkeit ¢ von der Breite % ausgehend nach Nor-
den bis zur Breite ¢ + Ao, so hesitst
der Ort, den er erreicht, nicht mehr dje

Pig. 127. Ein Teil des Gradnetzes auf der Erde. Fig. 128. Meridianschnitt durch die Erde,

frithere Umdrehungsgeschwindigkeit des Kérpers. Vielmehr ist diese nun
2x B cos

H@ t A9 Nach dem Trigheitsprinzipe hat aber der Kérper seine

urspringliche west-Sstliche d.E&.mFEm.mm.mmowﬁ.um_.mw@# beibehalten miissen.
Daher muB er aof seinem Wege eine Ahlenkung nach Osten erfahren haben.
‘Wir wollen ihren Betrag nach dem Satz yvom Parallelogramm der Wege be-
rechnen. In ohenstehender Figur 127 sei ein Teil des Gradnetzes der Erd-
oberfliche in der Umgebung des Ktrpers dargestellt, und zwar seien die
Breitenkreise zu den geographischen Breiten ¢ und P + Agp, sowie einige
zu ibnen senkrechte Meridiane gezeichnet. Auf rubender Erde wire der Kir
per in rein nérdlicher Richtung auf ein und demselben Meridiane von 4
nach 4, gelangt. Wihrend dieser Bewegung ist aber der Ausgangspunkt 4
durch die Erddrehung &stlich nach B verschohen. Daher muf der Kérper
sich bei drehender Erde in dem Punkte B, hefinden, der die vierte Hcke des
Parallelogrammes aus 4 B und A4, ist. Wire der Korper auch wihrend der
Drehung genaun nach Norden gewandert, so miiBte or sich in C, befinden, das
mit B auf demselhen Meridiane liegt. Die Ahweichung nach Osten wird dar-
gestellt durch die Strecke C, B = A4 B — 4,0, Nun jst A4, =c.A¢

§ 42. Die Fliehkrifte der Erdumdrehung usw. 125

A4, ist ein Bogen auf einem groBten Kreise der Erde, dessen zugehdriger
Mittelpunktswinkel Agp ist (Fig. 128).
Somit gilt RAp = ¢cAt. Weiter ist
2xR cos (g + Ag)at

AB=2rBeoaglt g 4.0 ~ .

T
RAt
Daraus folgt O, B, = AB—4,C, = w|aH|u [cos p —cos (p + Ag)]

und mit einfacher Umformung

2z K- At-Ag cosfp + Ag) — cos @
B =— T ‘ X .
Ersetzen wir hierin noch nach obiger Darlegung
c-At
Ag = E .
2r(At)-¢ cos(p+ Ag)—cosg
so folgt OB =—tHEY e ol .~ :

Die Btrecke O, B, erweist sich als proportional dem @um&mﬁm der Zeit Al
Die Ahlenkung geht daher nach einem émm.Nmmn.ﬁmmm&Nm.qu_. sich, als erfolge
sie mit gleichmaBig beschleunigter Bewegung. Nennen wir &.m Beschleunigung
der Ablenkung gegen die Meridianrichtung wieder 8, dann jst

wa_ = Wuﬁb% =T g Ag

dzxe coa(p Dev.loome.
und =~ Y

- + Agp) —cosp
Fiir unendlich abnehmende Ag geht hierin der Faktor % L DM

in den Differentialquotienten von cos ¢ @iber. Es ist

8in —

fgt+bLp . Ag
3

— 23in

; — . 2
mnomeﬂbmg cos (o + Agp) WS _ i X “
&ﬂu Agp=0 Dﬁ Agp=10 9
wenn wir die trigonometrische Umformungsregel
o8 . x—f
cose — cosff = — 2sin g 8N —;
anwenden. Fir unendlich abnehmendes Ag diirfen wir setzen
. Ag Ay
— . s1n --—
Lim M Lim ™2 =1
ag=0 B9 90, Ag 2
2
. . dcoa g .
Damit wird “dy = —sing.

Somit gelangen wir fiir die, Beschleunigung der von .mmu. m&%mwﬁm her-
rithrenden Gstlichen >Emu_mm5m eines mit der Geschwindigkeit ¢ bewegten

Woga«m zZa & g Wmn.m in .
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Bewegt sich der K&rper in der Richtung von Norden nach Siiden, so findet
die Ablenkung nach Westen statt, also auch hier immer nach der rechten

Seite der Bewegungsrichtung. Der Betrag der Beschleunigung der Ablenkung

ostwestlicher Bewegung gleich groB. .
Hat nun schlieBlich ein frei beweglicher Kérper auf der nérdlichen Halb-

kugel der Erde eine beliebig gerichtete Geschwindigkeit ¢, so diirfen wir diese
stets in eine westistliche Komponente 4 = ¢ . cose
(Fig. 129) und in eine nérdliche Komponente
v =c-sin & zerlegen, Auf den Kérper wirken da-
her zwei ablenkende Beschleanigungen ein, und
zwar dem Betrage nach

n-?va. dxu .

Fig. 12a 8= g Sgp = fB.cose

nach Siiden gemiB der ersten Betrachtung und
Bo="2sing = fsina
nach Osten gemiB der letzten Betrachtung.
Beide setzen sich zu einer Resultante

4me sin
B= #

T

zusammen, die senkrecht zu ¢ steht und den K&rper nach rechts abzulenken
sucht. Das Ergebnis kénnen wir im folgenden Satze zusammenfassen:

Ein frei beweglicher Korper erfahrt bei Bewegungen auf der Frde durch
die Erddrehung eine Ablenkung von seiner Bewegungsrichtung relativ sur Erde,
und zwar nach rechts auf der ndrdlichen, nach links auf der siidlichen Hulp.
kugel. Ist die Geschwindigeit der Bewegung ¢, so ist (bei nicht eu groflem
¢} die sur Bewegungsrichtung senkrecht stohemde Beschleunigungskomponents
f= manmwmuﬁ » worin @ die geographische Breite, T die Umdrehungszeit der Erde
bedeutet.

. Wenn auf einen Kérper eins sich gleich bleibende Beschleunigung aus-
gelibt wird, welche immer senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung steht, so
muB der Korper rslativ gegen die Erde einen Kreis beschreihen, den er
mit unveréinderlicher Geschwindigkeit durchliuft (S. 98, § 35). Die ,ab-
lenkende Kraft der mﬂﬂm‘umrﬂ‘m.m.m. auf einen hewegten Kérper wiirde

also diesen zwingen, in einem Kreise 7u laufen , solange wir die ablenkende
Beschleunigung als unverinderlich betrachten diirfen, d. b. solange die Be-
wegung sich in so engen Grenzen hilt, daB wir @ als unverindert ausehen
dirfen. Diese Kreise hat man Trigheitskreise genannt. Bewegte Luft-
massen in Form von Winden, bewegte Wassermassen in den Weltmeeren
als Meeresstrémungen werden diesen Ablenkungen unterworfen sein, und zwar

nach rechts anf der nérdlichen Halbkugel, nach links auf der stdlichen, Wiren

R s e

R
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die Massen frei beweglich, so milBten die Ablenkungen sich zu geschlossenen
Kreisen zusammenschlieBen; immer vorhandene Stérungen und Beschriinkongen
der freien Beweglichkeit lassen kreisformige Bahnen dieser Art allerdings nie
zustandekommen, SchlieBlich spielt die ablenkende Kraft der Erddrehung
bei dem Pendelversuch von Foucault (§ 59) die wesentliche Rolle; sie kommt
hier aber nicht in vollem Betrage zur Wirkung, da wegen der Aufhingung
das Pendelgewicht nicht frei beweglich ist. I

Nach den Newtonschen Beweguugsgesetzen kénnen wir sine jede Bescbleuni-
gueg, die wir an einem Korper beobachten, als die Folge einer wirksamen Kraft
deuten. In diesem Sinne henutzten wir schon im vorhergehenden Ahsatze die Aus-
drucksweise ,ablenkende Kraft der Erddrehung fiir die Kraft, welcher wir
die ablenkende Beschleunigung § in der vorangehenden Betrachtung zuschreiben. A.woq-
gessen wir nicht, daB diese Kraft nur dann auftritt, weon wir die Bewegung eines
Korpers relativ gegen die sich drehende Erde becbachten, daB sie aber fitr einen
Beobachter, der selbst an der Drehung der Erde nicht teilnimmt, und der die Be-
wegung unabhingig von der Erde beobachten wiirde, nicht vorbanden sein wirde,
so erkennt man, daB diese Kraft nur cien relafiven Charakter zum Standpunkte des
Beobachters bat. Man hat solche Krifte frither nicht als wirkliche Krifte ange-
sprochen, sondern sie als ,,fiktive* ') Kriifte von anderen Kr&ften unterschieden. Stellen
wir uns aher auf den Standpunkt, da8 nWirklich® in der Physik alles das ist, was

EmuEmmmmu_.EmnwEmnEmEmwumé_uouwmnudm..wv.mommn&mwmmwnoowmumﬁwmm&uo
reelle Kraft wie jede andere auch. Denn sie ist offenbar fiir einen Erdbewohner, der
an der Erddrehung teilnimmt, beobachthar und meBbar (§ 59). So gewshat man
sich neverdings daran, die Unterscheidung zwischen fiktiven und reeller Kraften
ganz aufzugeben und als Kriterium auf eine vorbandene Kraft mur die beohacht-
bars Beschleunigung eines Korpers gelten zu lassen. Auf unsere ablenkende
Kraft der Erddrebung ist zuerst von dem franzdsischen Ingeniear und Physiker
G.G. Coriolis (s. FuBnote 8. 101) aufmerksam gemacht worden; man nennt sie da-
her woh! auch die Coriolissche Kraft. Ihr Wert ist der bewegten Masse propor-
tional. Da sie stets genkrecht auf der Bewegungsrichtung steht, kann sie (8. Hm.r_"v
keine Arbeit leisten; ihre Wirkung besteht nur darin, dem bewegten Korper sine
bestimmte Babn vorzuschreiber. Deshalb gehdrt die Coriolissche Kraft zu den
Zwangskriften; da sie der Trigheit des Kdrpers entspringt, gebtrt sie zu den
pLrdgheitskrdfien” (§ 31. 9. § 35). — Die relative Coriolissche Kraft muf auch
innerhalb einer sich drehenden Ebene auftreten. Dahei g bt es aber noch die inner-
halb der Ehene liegenden, vou der Drehachse fortstrehenden Nauﬁummsm&_ﬁ..mw.ﬁ@
welche eine reine Wirkung der Coriolisschen Kraft stgren wiirden, Die Coriolis-
sche Kraft wirkt nur auf bewegte Kérper, wahrend die hssagten Zentrifugalkrifts
auch anf relativ in der Ebene ruhende Kérper wirken miissen. Entsprechende Zen-
trifugalkrifte treten innerhalb der Erdoberfiiche nicht auf, da die Humowsmm.nw»
sich, wis wir wissen, 5o verzerrt hat, daB ruhende Kérper im Gleichgewichie sind,
Dadurch werden diese Zentrifugalkrifte (die instantanen®) Zentrifugalkrifte oder
dis Fbrungskraft), etwa in der Nahe des Poles, unterdriickt, und es bleibt nur die
reine Wirkung der Coriolisschen Kraft tbrig.

1) fingere Qm.n..g = eich einbilden, annehmen. .
2) instans (lat) = aegenhlicklich.
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C. Statik des starren Korpers.

§ 43. Fortschreitende Bewegung eines starren Korpers.

Der starre Korper. Das starre Punktsystem. Wenn wir mittels einer
Stange einen schweren Stein beben, so wird hierbei die Stange gebogen. Gleich-
zeitig treten in der Stange (elastische) Spannungen (8. 81) auf, die bestrebt sind,
die urspriingliche Form der Stange wiederherzustel-
len. Die Formverinderung, die die Stange durch die
wirkende Kraft erleidet, ist um so grober, je groBer
diese Kraft ist. Wenden wir nur so kleipe Krifte
an, dab die Formveriinderung der Stange unberitck-
sichtigt bleiben darf, so nennen wir die Stange starr,
Diese Bezeichnung bedeutet einen Begriff, dem in
Wirklichkeit keine Stange entspricht. In derselben
Weise reden wir von einem starren Kérper oder einem
starren Punktsystem, wenn wir die Verinderung der
gegenseitigen Lage seiner Punkie unberiicksichtigt
lassen. Wir setzen fest: Ein starrer Korper ist ein
Punktsystem, das wohl als Ganzes bewegt werden
kann, dessen einzelne Punkte aber unverriickbar
gegeneinander hleiben.

Ein solcher Kérper kommt in der Natur nicht
vor, er ist nur in der Vorstellung, der Idee vorhan-
den. Daher nennt man wohl den so festgesetzten
Begriff des starren Kérpers auch einen idealen star-
ren Kérper.

Bewegung. Wirken auf einen starren Korper

Bahn : " w .
Fig. 190, Eorper anf swange.  ©10€ Oder mehrere Kriifte, so kénnen diese entweder

laufiger Bahn, eme rein fortschreitende Bewegung oder eine reine

Drehung oder eine aus einer fortschreitenden Bewegung und einer Drehung
zusammengesetzte Bewegung des Korpers verursachen.

Wir nehmen zuerst an, daB der Kborper eine rein fortschreitende Be.
wegung ausfiihrt, ohne wns um die Bedingungen dafiir zu kiimmern, daB keine
Drehung erfolgen kann. In diesem Falle kénmen wir, ohne der Bewegung
irgendeine Beschrinkung aufzuerlegen, fiir den Kérper auch eine in der Rich.
tung der Bewegung liegende zwangliufige Bahn annehmen. Das denken wir

~etwa so ausgefiihrt, daB, wie in Fig. 130, an dem Kérper K zwei Vorspriinge

oder Nasen G, und @, angebracht sind, die zwangsliufig zwischen zwei wider-
standsfihigen Geleisstiicken gefithrt werden. Fir einen solchen Karper gilt
der Satz:

Zuwei gleiche, parallele Kyéfte P, und Py, die an zwei verschiedenen Punidten

A, und 4, eines auf einer geradlinigen Bahn zwangslingig gefiikrten starren

Korpers angreifen, sind einander gleichwertig.

g
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Beweis: Jede der Krifte darf in ihrer &mmumulwmogﬁum 4»3&.85__ Sﬁmﬁw
(§ 30), daher kann die in A4, angreifende Kraft By durch eine ibr gleiche Kraft %n
ersetzt worden, deren Angriffspunkt anf dem Geleise in B, _mmmﬁ. Ebenso w.mbu %M
in 4, angreifende Kraft B, durch die ihr m_mwnwmcmn B, E.um._.m%mumw mem& P, m_.wmm”m
werden. P, kann durch ihre Projektion ¢, By durch ihre wuqem_m.ﬁou @, au
Bahn ersetst werden. Da nun die Angriffspunkie der w_o_mmﬁm mwﬂ.%mn Krifte ¢
und Q; in ihrer gemeingamen b:m&m.m:umw mmmg.. s0 sind die beiden Hmn..wma mmw.
und ¢, also demnach auch die urspriinglichen beiden Krifte P, und P, einan
gleichwertig. ) :

Man kann den gewonnenen Satz auch in der Form aussprechen; )

Wenn ein starrer Korper nur eine fortschreitende .wms.m%@ ausfiihren
kann, so darf der Angriffspunkt einer an dem Korper aqﬁws\m:&me.@ Nﬁnm%a
einen beliebigen Punkt des Korpers verlegt werden, wenn die Krafirichtung da-

; unverdndert bleibt. . )
® EWM.N%mEEmumgwnum der Krifte, die an beliebigen Hu_w.uwgb eines Hc.w.
pers angreifen, der nur eine fortschreitende Bewegung ausfithrt, geschieht in
der Weise, dab man alle Krifte parallel zu sich selbst so verschiebt, daf sie
alle in einem Punkte des K&rpers angreifen, und daB man dann die Krifte
wie Vektoren nach § 38 zusammensetzt. Fiir den am wwzmmmnmu.p <.o1moEBg.
den Fall, daB alle Kriifte in einer Ebene wirken, gelten dann die in § 39 ab-
geleiteten Gleichungen . .
X=Pcosa, Y= 3Psine; R=}YX:+ T¢ tgo=%-

In dem besonderen Falle, daB X =0 und Y = 0 ist, findet ﬂ?ﬁﬁmsvﬁ
keine Bewegung statt, es herrscht Gleichgewicht. Eoﬂﬁ.m w&ﬁ:.@@u Korper,
an dem die in einer Llene wirkenden Krifte Py, m.v» R beliebigen vaﬁﬁmg
so angreifen, daf} die Krafirichtungen mit einer @&N&Gmaw wn der N_@m:m liegen-
den Geraden die Winkel o, oy . .. einschlieflen, kann keine fortschreitende Be-
wequng ausfiihren, wenn

2Pcose=0 und SPsinae=0 is. .

Anmerkung: Wenn die Krafrichtungen nicht in eine Ebene mw.u.—wu.v s0
withlt man im Raume drei zueinander senkrechte Achsen eines wanrﬁﬁuhrmﬂ_
riumlichen Koordinatensystemes. Sind die Winkel, die die Kraftrichtungen
mit den drei Achsen des Koordinatensystemes bilden, e, P.q‘: ety - - mc.
lauten die Bedingungen fiir die Unméglichkeit einer fortschreitenden Bewegung:

2Pcose =0, SPcosf=0, SPcosy=0.

§ 44. Die Drehbewegung eines starrer Kirpers.

Gleichwertige Krifte, Wenn die am Schlusse des vorigen Paragraphen
aufgestellten Gleichungen erfiillt sind, so fihrt ein unter dem mE.bsmmm yon
Kriften stehender Korper keine fortschreitende Bewegung aus. Wir nehmen
jetzt an, daB eine fortschreitende Bewegung m:mmmmow_mﬁmg ist; mmuu..wmnb
der Kérper aber wohl noch eine Drehbewegung um eine Achse ausfiihren.

Grimaehl, Physik. I. Grofie Anggabe. 6, Aunfl. 9
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Wir wollen ihm diese Achse vorschreiben und untersuchen, unter welchen Be-
dingungen zwei drehende Krifto ¢inander gleichwertig sind.

Der Kérper K (Fig. 131) sei um die feste Achse 4 drehbar, welche wir uns
senkrecht zur Zeichenebene denken. Hs wir-
ken auf ihn die beiden Krifte P, und P, in
der zur Achse senkrechten Ebene. Wir ver-
lingern die Angriffslinien der beiden Krifte
bis zu ibrem Schnittpunkte B und betrachten
B als gemeinsamen Angriffspunkt beider

2 7 Krifte (§ 30). Der Punkt B des Kérpers

V Bak A drehbar mm._F anf dem in der mmmE. darge-

stellien Kreise, der demnach die Bahn des

Punktes B ist. Die augenblickliche Bahn.

4 richtung ist durch die Tangente BT ange-

geben. Die beiden Krifte P, und P,, deren

GroBe und Richtung durch BC, wnd BC,

dargestellt werden, sind in bezug auf die Dre-

bung des Kérpers, also in bezug auf die zwang-

P liufige Bewegung des Punktes B lings der

Fig. 181 Tm 4 drebbarer Korper. Tangente BT dann einander gleichwertig,

wenn sie dieselbe Projektion BD auf die Bahntangente B7 haben. Dieser
Fall sei hier angenommen.

Ziehen wir den zn B gehbrenden Radius AR, so ist AR [ C,D. Wir

ziehen noch die Hilfslinien A€, 1md AC,, ferner AL, | BC,und AL, |BC,

und setzen 47, = p, und AL, =p, BEsist, da 4B | CD ist, ABC, A

4

=ABC, 4, folglich auch BC, "P1=EBC, py. Danun P, = BC, und P, = BC,

ist, 50 ergibt sich P -p=PF,. Do

2, und p, sind die von der Umdrehungsachse 4 auf die Angriffslinien
der Krifte gefillten Lote. Diese Lote werden die Arme der Krifte genannt
(8.118). Das Produkt einer Kraft mit ihrem Arme heiBt das Moment der

‘Kraft, Es ist P, - p, das Moment der Kraft P, und P, - p, das Moment der

Kraft P,. Das Ergehnis unserer Ableitung lautet:

Zwei Krifte, die auf einen um eine Achse drehbaren Korper wirken, sind
dann einander gleichwertig, wenn ihre Momente gleich sind.

Dieser Satz heiBt der Momentensatz,

Der Satz stimmt nattirlich mit dem in § 40 abgeleiteten Momentensatze fiber-
e¢in. Der Unterschied besteht pur darin, duB frither die Bewsgung eines Massen-
purktes auf einer zwangliufigen, kreisformigen Bahn vorausgesetzt war, wih-
rend jetzt sinem starren ausgedehnten Kdrper eine Drehungsachse vorge-
schrieben wird,

Der Momentensatz wird auch in Form einer Proportion geschrieben

. P iP=p;:p,

d. h. in Worten:

bewegt sich, da der Kérper nur um die Achse

§ 44. Die Drehbewegung eines starren Korpers 131

Bei einem wm eine Achse drehbaren Korper sind zwei Krifte gleichwertiy,
wenn_sie sich umgekehrt verhalten wie ihre Arme, .
 Parallele Krafte. Der Satz bat auch dann noch Gilltigkeit, wenn die An-
griffslinien der zu vergleichenden Kriifte parallel sind, wenn also Hrmm An-
griffslinien nicht bis zum Durehschnittspunkte qolwzmm.nn ﬂ.mnmwu kénnen.
Denn wenn (Fig. 132) in den beiden Punkten B, und B, .mrm beiden mpww:&mm
Krifte P, und P, angreifen, so kann jede der beiden Krifte durch eine Kra
@ mit dem Arme g ersetzt werden, wenn P,p, = Qg und Pyp, = Qq ist, wo-
raus dann wieder folgt P,p, = P,p,.

Fig. 133. Arbeit gleichwertiger Xrifte.

Fig. 132, Gieichwortigkelt paralleler Krifta

T Hebel. Ein um eine Achse drehbarer Krper, auf den Drehkrifto wirken, wird

vielfach ein Hebel genannt. Daher wird der Momentensatz auch vielfach als Hebel-
$atz bezeichnet. Der Hebel hat meistens die Form einer geraden, gebogenen oder
winkligen Stange, die um eine Achse oder einen Stiitzpunkt drebbar ist. Er findet
Anwendung als Hebebaum, Brecheisen, beim Tirdrilcker, anwumo.wﬁ, _.U.E der Zange,
Schere nsw. Tine von der Stange abweichende Form hat er beim Gipelwerk, bei
der Schiffswinde (Spill), beim Steuerrade, beim Rade an der Welle u, a. )
Arbeit gleichwertiger Krifte. Um die Arbeit zu qmqm_o.moron, die zWel
gleichwertige Kriifte P, und P, mit den Armen p, und p, (Fig. 133) bei der
Drehung eines Korpers um cine Achse leisten, lassen wir den um die Achse 4
drehbaren Kérper K eine Winkeldrehung « ansfithren. Dabei legt der Angriffs-
punkt der Kraft P; den Bogen M._lwpﬂ b, zurlick, der Angriffspunkt der Kraft
P, den Bogen »w.wlmwwﬂww Die von den beiden Kriiften geleisteten Arbeiten
sind daher P, - b, und F, . b, . . .
Nun ist & = p, &, b, = p,e, folglich sind die beiden m&ﬁﬂhmnwn bu&m@mw
P,p,e bzw. P,p,ee. Da nach dem Momentensatze H._..P = Fyp, ist, s sin
auch die beiden Arbeiten P,b, und P;b, einander gleich. H.Huo..mEm folgt:
Gleichwertige Drekkrifte leisten bei gleichem Drehwinkel E..mg&m Arbeit.
Experimentsller Nachweis, Zum experimentellen Z‘m,n_pﬂemm des EoEmM.
tensatzes eignet sichder in Fig. 134 abgebildete Apparat: Ein um eine Achsedreh-
bares Brett C, auf das ein Blatt Papier aufgespannt werden kana, .?E& den m_.o_.p-
baren Kérper. Auf der Riickseite des Brettes ist eine Rolle befestigt, itber die ein

Faden geschlungen ist. An das untere Ende H dieses Fadens greift eine in I be-
9 #
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festigte Spiralfeder an, die durch ihreSpannung das Brett rechis herum zu drehen
strebt. Befzt man nun an irgendeiner Stelle des Brettes den Stift @ ein, an
dem ein an einem Faden befestigtes Gewicht F héingt, so wirkt dieses der
Spannung der Feder entgegen. Es gelingt nun, den
Stift an einer solchen Stelio des Brettes einzustecken,
daB der am Brette befestigte Zeiger lotrecht nach
oben, gerade vor der Stativstange steht. Das Gewicht
hilt dann der F ederspannung gerade das Gleichge-
wicht. Vertauscht man dag Gewicht F mit einem
andern, s0 muB man auch den Punkt G anders wih-
len, damit das Brett wieder dieselbe Lage annimmt,
wie beim ersten Versuche. Nun kann man fir jedes
Gewicht den Angriffspunkt, die Angriffslinie und die
KraftgriBe auf dem Papier aufzeichnen. Dann zeich-
net man fiir jedes Gewicht don dazu gehdrigen Arm
und miBt seine Linge. Multipliziert man endlich
jedes Gewicht mit dem dagy gehdrigen Arme, so er-
hilt man jedesmal dasselbe Produkt. Hieraug foigt,
- daB fiir alle diejenigen Krifte, die alle dieselbe Wir-
- kung ausitben, die also einander gleichwertig sind,
die Produkte aus Kraft und Arm, also die Kraftmo-

mente gleich sind. Hiermit jst der Momentensatz

¥ig 13 Zum Nachweiso des  experimentel] hewiesen,
Momentensatzes.

§ 45. Zusammensetzung mehrerer Drebkrifte.

Wirken an einem um eine Achse A drehbaren Korper K (Fig. 135) in
den beliebigen Punkten B, B, ... B, die Krifte PP, P in beliebigen
Richtungen, so kann man jede einzelne dieser
Krifte durch eine Kraft @ ersetzen, deren Arm
gleich der Lingeneinheit ist, die aber jedesmal in
demselben Punkte ¢ angreift. Sind die Arme der
einzelnen Krifte PPy, ... p,, 30 muB nach dem
Momentensatze Pp =9 -1, Fepy=0,-1,
Pop.=0Q 1 sein.
||||| Da die Krifte @ alle in demselben Punkte C,
an demselben Arme 1 und in derselben oder ent-
gegengesetzten Richtung wirken, 80 kdonen sie
zur Bildung der Resultierenden algebraisch addiert

Fig. 135. werden; also ist dje Resultierende R — O+¢,
+ €, wobei entgegengesetzt gerichtete Krifte mit entgegengesetzten Vorzeichen
Zu versehen sind. Unter Beriicksichtigung der vorigen Gleichung folgt dann
. .w".wgmﬁuhumunﬁm.....ﬁ..%aﬁa ,
oder einfacher B= M.mu%.

sy

§ 46. Der Schwerpunkt, Measenmittelpunkst 133

Man findet das resultiorende Moment mehrerer Drehkriifte, indem man die
ente ¢ ;i dfte addiert.
Eas@m,“w ﬁwﬁmmﬂﬁ um”&wwmﬁ\_% der rechts herum (im d_ua.ummm.mﬂm.ﬁn& &.&mu.ﬁm
den Krifte positiv, &ow._@m_.qﬁuwwmmum_pmbnmw .me.mmﬁunmﬂw.m%vﬂmww MMMwMM“ mm““w :
Krif ie in Ebenen wirken, die nic k
Mﬂﬂwmww\no%wpwwnﬂhw%%g fiir die Berechnung FE.H. Drehungsmomente nur die
Projektionen der Krifte auf die Drehungsebene in Frage. S sou-1]1) Die
Die Einheit des Drehmomentes ist Dyn - em oder [ - em ..mM ) Die
Drehmomente sind Vektoren.  Die m;orf.unm dieser 4.&163% ﬂ:..m Pwrmo o
Richtung der Drehachse angegeben. Dabei woown_.% man mmn. HHE mm -y
der Richtung positiv, daB fiir mmso:.wa.m&uwﬁmw in dieser wa_..o_ _Mnm
sinn des Drehmomentes um die Achse im drwnm._ms.mau er omH‘ . lso den
" Die Drehkyifte P, P,, ... P, bewirken keine US_.”EH.W.“ assen
Korper in Ruhe, wenn das resultierende Moment Null ist.

Die Gleichgewichisbedingung Eg.m& >Pp=0.

§ 46. Der Schwerpunkt, Emwmmagmﬁm_uzzwﬁ.

i i i leichmiiBige) Kiérper K
homogene®) (in allen seinen Teilen g :
Fig HHvMMv sel ﬁmu mwwm senkrecht durch die Ebene der Zeichnung Mmrﬂﬁm
M.aﬂm A drehbar, Er sei der Einwirkung der rmgﬂmwm Wm:mmmmﬂ_ﬁ._w wir
5 in ei Be Anzahl gleich groBer Massenteile,
zerlegen den Korper in eine groBe / B . e
denen ein einzelner in der Figur die Grd e dm 3 : Korper
ich, wa 1 t vorhanden, so wiirde

i heweglich, wire also die Achse .,A.Eov 5 :
mmMMMMm_%Emmn &sm in gleichmiBig beschleunigter Bewegung mit der Beschleu
nignng g =981 e¢m - sec—¥ (gal) lotrecht abwiirts
fallen, Da die Kraft durch das m.wo&t.m_u aus
Masse und Besehleunigung gemessen wird, so
ist die auf das Massenelement wirkende Kraft
bestimmt durch den Ausdruck dG =g- dm.
Um die Wirkung dieser Kraft aof den um ,,m:w
Achse 4 drehbaren Kérper zu bestimmen, fil-
Ien wir von A auf die Kraftrichtung das Lot
AD=2p. 8o ist dG-p=g-p-dm mwm Mo-
ment der auf das gmmmmmm_msm.uw ﬁ.uwgmmu .
Schwerkraft. In derselben &\mmmm wirkt .m.:ﬁ. r Wy

jedes andere Massenelement ein ihm mﬁmmrmﬁ- _—
M t ein. In allen diesen Momen en ) 13 .
me %w ﬂmwﬁow g derselbe, da die Fallbeschleunigung fiir alle Ksrper Emmmwg
ist. Wir ersetzen die Gesamtheit der wirkenden Krifte nach Anweisung des

1) Die Dimension des Drehmomentes ist die einer Emﬁ H.:m_ Hmimrwmw onwmpwm
i i o i tBe dea vektoriellen Dr
ion fiir die skalare ArbeitagriBe zba.ﬁm .ﬁ...n . ctori 1 Dy s
memaowmm:n&mﬂmdﬁmummauau nicht eindeutig die Eigenart einer physikalischen Gr

akterisieren, .
sher 2) homos (griech.) = gleich, génes (griech) = erzeugt.
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vorigen _..umﬂ.mmngg durch das resultierende Moment B aller dieser Kriifte
__mmmE wir die einzelnen Momente addieren. Es ist also R=Sg.p.dm Hmm
diese m‘wmsEm_.m..naa gleich Null, ist also 5. g-p-dm= P.Mo findet w&u.m
Wum.wnum. mmm..mmo%ﬁm. statt, und der Kérper bleibt in Ruhe. In der letzten

w&owssm@. wcusmn. wir den konstanten Faktor g vor das Summenzeichen
MM MMM “Maw “ﬂﬁ. m.wmwnmﬂwﬂwbmmarsum durch g dividieren, so daB wir die Gle;-

M.E.&Ss"o oder besser .\%.&3&"@.

Edwuwmn wir uns mms.umm.v.nwm_. durch eine durch die Achse A gelegte lot-
_.2_““ te Ebene V'V in zwei links und rechts von dieser Ebene zmm@umm Teile
geteilt, so kanu der m_.crmuﬁm&mnm nur dadurch zustande kommen, daB glle
die Massenelemente, die links von der Ebene liegen, NnmmEEom ein Mo-
ment erzeugen, welches dem Werte nach dem Momente gleich ist, das die
rechts von der Hoﬁmor_wmb Ebene liegenden Massenelemente unter m.wE Ein-
A flusse der Schwerkraft hervorbringen. Aus diegem
@wﬁ&m nennen wir die vertikale Ebene PV sine
E‘;ﬂ&m&ga der Masse. Die Momente P din knnen
. Wir auch anffassen als die Produkte von dm mit
Nﬂwwhuw.—:Nh““n“w%m%”“s“ ihren Abstinden von der Ebene V'V, Daher heifen

menm ** die Momente auch Momente ; i
) in bezug auf die Ebe
mﬂﬂ Mumnwm.s wir uns den um A drehbaren Korper mmowmumﬂm so tritt MM
telle der Mittelebene der Masse eine Gerade, die man als Mittellinje der Ma,
(Schwerpunktsachse) bezeichnet, e
Eine Mittelebene braucht nieht etwa so zu Ij i
. i € iegen, daf hierd ¢
.M.Mm mnim Epmmmumumﬂaww Halften geteilt wird, da mwmmummw QMMHMMM%WQMM“MMM
§ vassenelement noch mit dem ithm zugeéordneten Arm iplizi i
So kann z. B. bei dem durch Fi o srper, o suepert wixd
g- 137 dargestellten Korper, d i
bestchen mag, an deren beiden Enden zwei i roBe Tugeln betmier rEe
. g ungleich groBe Kugeln hefestigt si
die Massenmittelebene sehr wohl noch auf der Si S P
. er Stange selbst li i i
mw:m;um. der .Eoﬁ.mim mﬁ. Massenelemente fiir die muwm Hmnmm%mwuw‘w“.qw_w%ﬁ“cmﬂ
H.mh__m Arme alie m.wommw. mE@ als far die rechte Kugel, so daf die anmmgumngg on
inks =.um rechts gleich sein kénnen, ohne daB die Massen selbst gleich sind .
; Hmw_mm& der Punkt 4 in Fig. 136 so, daB auch bei einer verinderten Lage
es Korpers die Massenmittelebene ¥ 7 durch A geht, daB also fiir jede be-

liebige Lage des Kirpers =p-dm=0 ist, 8o heiBt 4 der Massenmittelpunkt,

4
i
H
I

beeinflut werden, die alle einander
: v a, : parallel und den Massenelementen selb -
Wo@mo.uumhmmﬁm_ .&m also w:m dieselbe Beschleunigung der Massenelemente mouumwswﬂm
§ tritt dann in der Ableitung statt des Kraftelementes d@ = g - dm das .NHM.?..

1) Der Begriff des Schwe k i
b : . rpunktes wurde von Archimedes (8 ingeflibrt;
mit dirfen wir den Beginn einer theoretischen Physik maaanmﬂ.ﬁ + 260 eingefilbrt; da-

§ 46, Der Bchwerpunkt, Hpmmmuﬁmﬁm_waﬂwe 185

element dP =y - dm auf, Da die Beschleunigung y fiir alle Elemente tberein-
stimmen soll, so fillt der konstante Faktor y aus der Gleichung R =0 in genau der-
salben Weise heraus, wis vorhin der Faktor g. Hieraus folgt, daB der Massen-
mittelpunkt und der Schwerpunkt zusammenfallen. Die Bezeichrnung Massen-
mittelpankt ist deshalb vorzuziehen, weil sie anch dann Sinn und Bedsutung hat,
wenn der Kdrper dem Einflusse der Schwere nicht ausgesetzt ist.

Zum experimentellen Nachweise der zuletzt abgeleiteten Gleichung kann die
in Fig. 138 abgebildete Versuchsanordnung dienen. Diese besteht ans einem recbt-
eckigen Bleche von etwa 30 em Kantenlinge, das mit elnem in der Mitte einge-
setzten Glashiitchen auf einer Spitze freischwebend horizontal ruht, Auf das Brett
wird ein Stilck karierten Papiers {sog. Koordinatenpapier) gelegt, auf dem die
beiden Achsen XX’ und Y'Y’ aufgezeichnet sind. ,

Man stelit drei oder mehrere Gewichtstiicke auf
das Blech und verschiebt sie so lange darauf, bis das
Blech wieder in horizontaler Lage schwebt. Hierauf /
bezeichnet man die Stellung der Gewichtstiicke und &— —
liest auf dem Koordinatenpapier die Abszisser und ¥
Ordinaten fir die Stellung jedes Gewichistiickes ab. -

Bildet man darauf die Produkte aus der Gréfe der

Gewichtsstticke und den entsprechenden Koordinaten,

so wird die Richtigkeit der beiden Gleichungen

G - x=0und >G-y =0 dorch den Versuch

nachgewiesen. Bel der Ausfithrang der Summation

sind die Koordinaten mit ihren richtigen Vorzeichen g o0 5. pormentatier Nachweis
zn nehmen. Aus der Gleichung > G -z — 0 folgt, des Schwerpnnltas.

daB die Achse YY' eine Schwerpunktsachse, ans der Gleichung tM @ -y = 0 folgt,
daB die Achse XX’ eine Bchwerpunktsachse ist. Der Schwerpunkt ist der Schnitt-
punktderbeiden Achsen,bei dessen Unterstiitzung die ganze Ebene im Gleichgewicht ist.

Der Massenmitielpunkt (Schwerpunkt) solcher Korper, bei denen die Masse
zentralsymmelrisch um einen Punkt angeordnet ist, ist das Symmelriegentrum
selbst. Denn wenn wir filr je zwei Massenelemente, die mit dem Symmetrie-

zentrum anf einer Geraden liegen und vom Symmetriezentrum gleichen Ab-
stand haben, die Momente bilden, so sind sie entgegengesetzt gleich, also ist
ihre Summe gleich Null. Bilden wir in dieser Weise die Momentensumme aller
Massenelemente des ganzen Ksrpers, so muB auch die ganze Momentensumme
gleichk Null sein.

Schwerpunkt verschisdener Korper. Der Schwerpunkt eines geradlinigen
(eindimensional gedachten) Stabes liegt in der Mitte des Stabes. Der Schwerpunkt
einos Brettes (zweidimensional gedachten) von der Form eines Parallelogrammes
liegt im Schnittpunkte der Diagonalen, denn jede Diagonale ist eine Massenmittel-
linie. Der Schwerpunkt eines kreisformigen Brettes ist der Mittelpunkt des Krei-
ses. Der Schwerpunkt eines Brettes von der Form eines regelmiiBigen Vieleckes ist
der Mittelpnokt des umbesehriebenen Kreises. Bei einer Eugel liegt der Schwer-
punkt im Mittelpunkte, bei einem Ellipsoide im Schnittpunkte der Achsen, bei einem
Zylinder in der Mifte der Zylinderachse.

Der Schwerpunkt eines dreieckigen Brettes lisgt im Schnittpunkte der Mittel-
linien; dean wenn wir die Momente der Massenelemente in bezug auf eine Mittel-
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eine Schwerpunktsachse. Dasselbe 188t sich von
weisen, also ist der Schwerpunkt der Schnittpunkt der M
| s jeder Hohe des dreieckigen Brettes.
Der Schwerpunkt vor Brettern vieleckiger Gestalt wird gefunden, indem man

das Vieleck in einzelne Dreiecke zerlegt, fiir jedes Dreieck den Massenmitteipunkt

aufsucht, die Masse jedes Dreieckes bestimmt und dann diejenigen Achsen aufsucht
fir die die Momentensumme gleich Null ist, _

Bei einer Pyramide ist die Verbindungslinia der Spitze mit dem Schwerpunkte
der ngmﬁm%o eine m%ﬁm%su_mnmmawmﬂ denn wenn man n i

dungslinie. Folglich ist die Momenten-
summe aller Massenclomente jeder ein-
zelnen Sehicht in bezug auf diese Achge
gleich Null; es muB also auch die Mo-
mentensumme aller Massenolemente der
ganzen Pyramide gleich Null sein, folg-
lich ist die Achse eine Schwerpunkts-
achse. Kann man wie bei einer dreisei-
tigen Pyramide mehrere Schwerpunkts-
achsen ziehen, so ist der Schwerpunkt
der Schrnittpunkt der Schwerpunkts-

"y
A W | R
am \Fdm

Aelise

1 : 1 .
Fig. 139, Schwerpunkt einee achsen, er liegt in \m der Héhe von Fig. 140. Sohwerpunkt

Dretecks. Jeder Seitenfliche. Fiir sine Pyramide  einer Pyramide.
, beliebiger Form liegt er auch in Y, der Hiohe; denn wenn man die mehrseitige Pyra-
mide in laufer dreiseitige Pyramiden von derselben Hghe zerlegt, so liegt der
Sehwerpunkt jeder dreiseitigen Pyramide in Yi der Hihe, folglich auch der Schwer-
punkt der ganzen Pyramide,
Bei einem Kegel liegt der Schwerpunkt auf der in ! -
Hiho poy o Ke W&mmawm. rp der Achse des Kegels in '/, dex

§ 47, Die Berechnung des Sehwerpunktes durch das bestimmte Integral,

In m.pm wuarde die Gleichung R == Z'Pp als mathematigcher Ausdruck fir
die Resultierende mehyerer Drehkriifte abgeleitet, In § 46 wurde die QFHEEN
w Zp-dm =0 als mathematischer Ausdruck i die Bestimmung einer Schwerpunlts-

Summanden unendlich klein, und wird die Anzahl der Snmmanden unendlich groB,
$o mufl man die Differential- und Integralrechnung zu Hilfe pehmen. Dieser Fall
tritt z. B. ein, wenn man zur Berechnung des @HmmmmuE;w&wgﬁmm eines Kérpers
diesen wirklich in seige Korperelemente zerlegen muB, so wie es die Ableitung
in § 46 verlangt, .

R

§ 47. Die Berechnung des Schwerpunktes durch das bestimmte Integral 137
Es migen einige Beispiele zur Berechnung des Schwerpunktes mit Hilfe der

Integralrechnung folgen:

'yl

Aufgabe: Es soll der Schwerpunkt eines geraden Kreiskegels berechnet worden.

Wir betrachten nach Fig., 141 den Kreiskegel entstanden durch die Um-
drehung einer Geraden, deren Gleichung, bezogen auf ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem y = A . 2 ist, und zwar soll die Umdrehungsachse die X-Achss sein.
Die Hohe des Kegels sei % Der Schwerpunkt § des Kegels liegt sicher auf der
X-Achse; £ sei sein gesuchter Abstand von der Spitze des Kegels.

Zerlegen wir den Kegel durch Schnitte, die senkrecht gur X-Achse gelogt
werden, in diinne zylindrische Scheiben von der Dicke Az, so habe eine dieser
Scheiben den Abstand # vom Scheitel, und die hierzu gehérige Ordinate sei .
Der Rauminhalt dieser Elementarscheibe betrigt my*. Az, Wir bilden nach An-
leitung die in § 46 abgeleitete Bedingungsgleichung fiir den Schwerpuakt Zpdm,
wo dm ein Massenelement, also hier das Produkt aus dem eben angegebenen Aus-

druck fiir den Elementarzylinder und der Dichte s, p der e
Abstand des Zylinders vom Schwerpunkt ist. Hier ist - .
Y nJAT p=Ft—gx. Setzen wir diesen Wert H\W.Lwh

¢in und ersetzen wir die Summe durch ;
ein bestimmtes Integral, so lautet die (i ;
wm&nwdnmmm?marzmm .o,q

A
c\w c( — D)ny?dx = 0,
8

5
woraus folgt, da wir = und s fort- I S
lagsen kénmen,

Fig. 148, Schwerpunkt sines

ig. . 8 ki
Fig. 141. Schwerpun! Paraboloida,

eines Eeageld,

A A
\w%&e — fzyldz —0.
] 0
Wir ersetzen y durch den Wert 42 und erhalten:
A i
A2 | 2¥dp — hw\ﬂau&a.
] 0

Nach Ausfiihrung der Integration wird hieraus, nachdem der Faktor 42 fortge-
lassen ist, und nachdem die Grenzen der Integration eingesetzt worden sind,
5 +
MWH.MI. also £ —= .ths.

Aufgabe: Es soll der Schwerpunkt eines Umdrehungsparaboloides berechnet
werden, das durch Umdrehung der Parabel ¥==2pz um ihre Achse entstanden ist.

Es sei § (Fig. 142) der Schwerpunkt des gesuchten Kérpers, der sicherlich
auf der Umdrehungsachse des Kérpers liogt. Der Abstand des Schwerpunktes vom
Secheitel sei £ Wir zerlegen das Paraboloid durch Schnitte, die senkrecht zur
Achse gelegt sind, in diicne zylindrische Scheiben von der Dicke Az. Der Raum-
inhalt eines der kleinen Elementarzylinder ist my*- Az. Der Abstaud dieses Zy-
linders vom Schwerpuukte ist & — . Bilden wir demnach das der Formel p - dm
aus § 46 entsprechende Produkt, so heiBt dieses s - (§ — 2)my*. Az, Wir sum-
mieren die fiir alle Elementarzylindor gebildeten Ausdriicke und gehen gleich zur



138 NL Abschnitt. Die Lehre von den Kriften

Grenze fiber, indem wir stait der Summe das Integral schreiben, Dann heiBt die
Gleichung ftir die Berechnung des Schwerpnnktes

- .h.ﬁml.ava@...&&wno.
o

In dieser Gleichung kénnen wir x und s fortlassen. So heiBt die Gleichung

umgeformi a a
m.\.\.%&a I.\wwm&& == (),
0 g

Ersetzen wir ? durch dey Wert 2pz, so wird

m.\mﬁa&a Pu.\a.wﬁa...aa.
g H]

Fithren wir die Integration ausund setzen dann die Grenzen ein, so erhalten wir
at gt
E. 5

2 3
und hiernach =

ol

8

§ 48, N:waEEoumoﬁu_Ew paralleler Krifte,

An dem freibeweglichen Kérper & (Fig. 143) greifen an zwo; verschie-
denen Punkten die bejden verschiedenen parallelen ung gleichgerichteten
Krifte P, und P, an. Es eoll untersucht werden, wie groB die Resultierende
der beiden Krifte ist und wo die Augriffslinie der Resultierenden liegt.

Da der Angriffspunkt eiger Kraft in der Richtung ihrer Angriffslinie be-
liebig verschoben werdeq kann, 80 kbnnen wir die Angriffspunkte 4 und B 80
wihlen, daf 4B auf der Richtan g der Kriifte senkrecht steht, Essei AB=gq,
Eine im vorliufig noch unbestimmten Punkte C' angreifende Kraft B, welche
P, und P, parallel wirkt, mége den beiden Kriften P, und P, zusammen
gleichwertig sein. Es eej AC =2, BC= - Da R die beiden Krifte P, und
P, vollstiindig ersetzen soll, 80 mab sie es auch dann noch tun, wenn wir
der Bewegung deg Kérpers K einen beliebigen
Zwang auferlegen. Wihlen wir nun A alg
Achse, 50 miissen die Momente von B und F,,
bezogen auf die Achse 4, gleich sein. In der.
selben Weise miissen dio Momente von R und
Py in bezug auf dje Achse B gleich sein,
weun wir B als Achse des Kdrpers vorschrei-
hen. Es folgen also dje heiden Gleichungen:

Z+R=P,.q ungd y-R=P, . q.

Hieraus folgt durch Division
o Xiy=P;: P,.

Durch Addition der beiden Gleichungen

Fig. 145,
NnanEmBna_ﬁE_n paralleler Krifle.

|
|
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folgt (z+y)- B = (P, + P)a, und da = + y = a ist, so ist
BR=P + P,
N SMMMW .ﬂaﬁ&m&m Kriifte kinnen durch eine &wm@m‘ %3 asmmwzx.ﬁrnwww
Kriften parallde Kraft ersetst werden, &.&.%s Qw.o\.wm gleich &%& :.Msaﬁ.%.m.
Einzelkrdfte ist und deren Angriffspunkt die uwmw?sae.ﬁém&w%w@ er Angr
punkte der Seitenlriifte im umgckehrien Verhiltnisse dieser H.Ma\&r ﬁwﬁ ,
i i ortion x:y = P,: P, kénnen wir auch schreiben z . 1

=y ..._W.m. mWWMHmMMMwM“H.%M JMME.E EM\EmEM mﬁm beiden Krifte ..m._ und P,, .,umsom.mu
auf mmuubsmmm.mw:uﬁ der Resultierenden mﬂ. bowmm,.ammmmn. einander mvmo:H&. &.MMM_.
Wir sehen, daB diese Bedingung tibereinstimmt wit der in m.pm abge M_ cten
Bedingung fitr die Lage des Massenmittelpunktes. Diese d._um_,m:.pmaEEEwm is Mu*mu
zufillig, denn wenn wir in Fig. 14¢ € als mmm»m. Achse vorschreiben, so m.Em_ e
dem Einflusse der beiden Krifte P, und P, WmE.m mewuum mﬁm.ﬁmzmmm. Mmp -~
Momente entgegengesetzt gleich sind. Die Resultierende Tzum& keine Drehung
C hervor, weil in diesem Falle der Arm der Kraft Null ist, . .

Die Resultierende mehrerer paralleler Hu..mmm P, P.. . P, st .m.?ﬂw
der Summe der Einzelkrifte R = ZP, Hn.m_mwﬁ. msmun_m.wa:m_mn m:_”.o M
der Krifte P entgegengesetzt gerichtet sein; dann E.n.m sle mit nega _.‘_mwm-
Vorzeichen bei der Summenbildung in @morw_ﬁ.um zu bringen. Die bumm_ »
linie oder den Angriffspunkt, d. h. einen beliebigen w.mnwn der bhm.ﬂm.mm Hw_m m
findet man, indem man eine willkiirliche Parmm.mmm Korpers festlegt un >
Momentensumme fiir diese Achse E_m”m_w Es seien die Arme der N“.Pmmm o_m
Fy... P, bezogen aunf eine willkiirliche Achse D, P;...p, der Arm v

R gei ¢, dann ist R-.p=XZPp.

Man wiihlt hierbei passend als Achse der maw@. nmor. Jede der Achsen eines
riumlichen Koordinatensystems und findet so die Bezichungen

Ri=XPx .denwlM.m.uQu. wa.HM.muu.

i i e lten auch fiir die Bestimmung des EmmmmbS:&.mH-
Whmmmwmwrmmm_n%mﬂ“mh WM dem dann die mmnum_nmm_ P-Werte die auf die ein-
zelnen Massenelemente wirkenden Schwerekrifte sind, . :

Ist das Gesamigewicht des Kirpers G — M - g, so gehen die m,oEpo_..P
wenn der Kdrper nicht aus m?n&nmb Emmm.mbwmn.wﬁms rmmﬁmrﬁ sondern ein
stetig mit Masse ausgefillter Raum ist, in die Gleichungen tiber

ET.QH.\.Q.&S.
E.Q.mﬂb.&@x‘. E@.aﬂb..@&aﬁ ﬁ.ﬁ.wﬂ.m.m&ﬁ.

Da g fir alte Massen gleich ist, so f&llt es auch in den obigen (leichungen
fort, so daB sie sich vereinfachen zu

E.m.n\a.asu Moy=[y-dm, M-§={z am.
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Daurch diese Gleichungen sind die Koordinaten &, 1, £ des Massenmittel-
punktes eines beliebigen Kérpers bestimmt,
¥ _Auigabe: Es soil der Schwerpunkt einer Halblkugel
bestimmt werden,

In Fig.144 sei der Schoitt der Halbkugel mit der Bild-
ebene durch den Halbkreis 0 H 5 dargestellt. Diese Schniti-
figur beziehen wir auf dag aus der Figur ersichtliche recht-
winklige Koordinatensystem. Die Gleichung des Kreises ist
demnach die m_urm:m_mymmorznm

¥=2z (2r —2).

A Wir zerlegen die Halbkugel in diinne Schichten, in-

; Pig. 144 Schwerpunkt dem wir Schnitte parallel zum groBten Kreige der Halb-
siner Halokogel. 10 legen. Eine solche Schicht st in der Figur durch
das gestrichelte Rechteck angedeutet. Diese Elementarschicht von der Dicke Az
hat den Rauminhalt wy® Az. Bedenken wir, daB der Inhalt der ganzen Halh-
kugel Zx7* ist, und ist s die Dichte der Halbkugel, so kiinnen wir setzen M=
377° 8, mY'dx - 5 = dm. Damit ergibt sich
2wt g H..\»a - mytdax,
0

da s sich auf heiden Ssiten herausheht,
Hier setzen wir y® = z (2 — ) ein und erhalten

1m0 = w [0t (2r — 2y,

)
oder 8 una\wwq.aga f.\,‘ﬁm&a.
b
Durch Integration folgt  2+%.¢ = R wioﬂ St
und hieraus E=2r
§ 49. Das Kriiftepaar.

Wene man fiir den Fall, daB an einem Kérper zwei gleiche, entgegen-
gesetzt parallele Krifte an zwei verschiedener Punkien angreifen, die For-
meln des vorigen Paragraphen ohue weiteres anwenden wollte, um die Re-
sultierende zu bilden, so wirde sich ergeben, daB die Resultierende gleteh
Null ist, da aber der Angriffspunkt der Resuitierenden in unendlicher Ferne
liegt. Es wiirde also das Moment der Resultierenden die anbestimmte Form
0> 0o annehmen. Der Ausdruck beweist uns nur, daB wir keine Resultierende
Iz dem vorker angegebenen Sinne baben. Tatsichlich ergibt der Versuch, dag
zwei gleiche, entgegengesetzt parallele Kriifte nicht durch eine Einzelkraft
ersetzt werden konnen, da die Krifte oine reine Drebbewegung zur Folge haben,

die nicht durch eine Einzelkraft hervorgebracht werden kapn, Ziwei in der

e o e
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angegebenen Weise wirkende Krifte, die diese besondere Wirkung haben,
bilden ein Kriftepaar.

Moment des Kriftepaares. Es sei (Fig. 145) K ein Kérper, an dem die
beiden Krifte P, und P, in den beiden Punkten 4 und B angreifen, wobei
P =— P, ist. Da wir den Angriffspunkt einer Kraft mem_ der bwmam.m-
linie beliebig verschieben kénnen, ohne die Wirkung der Kriifte zu veriindern,
§0 wihlen wir die Punkte 4 und B gleich 50, daB die Strecke 4B auf der w_or
tung der Krifte senkrecht steht. Wir nennen AR = den Arm des Krifte-
paares. o
Um die Wirkang des Kriftepaares zu untersuchen, uwwamb wir eine
senkrecht auf der Ebene des Papieres stehende Achse an, die durch den in
der Verlingerung von 4 B willkiirlich angenommenen Punkt O geht. Es sei

' Fig. 145. Kriftepaar. Flg. 146. Kriftepaar,

AO=z. Dann ist das Moment von P, in bezug auf die Achse O gleich Px,
das Moment von P, in bezug auf dieselbe Achse gleich P, (z + 7). Das Ge-
samtmoment der beiden Krifte ist daher Py(zx+1)+ Pz. Da P, entgegen-
gesetzt und gleich P, ist, so setzen wir Py P, P= — P. Dann wird das

Moment mﬁ:lrm..ﬁa._lclmuaﬂmuw.

Damit stellt sick das merkwiirdige Ergebnis heraus, daB bei der wzmﬁ_m
des Momentes die willkiirliche GroBe z ganz fortfillt. Es ist also ganz einer-
lei, wo die Achse O liegt.

Das Drehmoment eines Kriftepaares hingt nur von der GriBe dor Kraft
und von dem Arme des Kriftepaares ab,

T dumwrmn%%ﬁg des Momentes von der Lage der Achse. Daraus .mo_m.r
Man kann die Apgriffspunkte der Krifte in beliebiger Weise qmwmow._mwmuﬁ
wenn nur das Moment (Kraft Arm) des Kriftepaares ungeiindert bleibt,

Formell kann man das beweisen, indem man zundchst dag EoEmnﬁ. m..wm
parallel verschobenen Kriftepasres mit den Kriften P= P, und Huw\ﬂ..u Py, die in
den Punkten A’ und B' angreifen (Fig. 146), in bezug auf die willkiirlich liegende
Achse O ausrechret. Ist wieder

AB'=1, 04'=y,
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es folgt fiir das Moment des Kraftepaares der Weri P, (@' + 1)+ P,'2'; nack vnserer
Voraussetzung ist P, = Pund P’ = — P. Damit wird wieder das Moment MM = Py,
Die Lage der Achse O ist auch hier bei der jetzigen Lage des Kriftepaares auf den
Wert fiir das Moment ohpe Einflu8.

Zeichnet man (Fig. 147) um die willktirliche Achse O mit den Radien Q.4
und OB Kreise und zieht einen anderen -willkiirlichen Radius von O aus, der die
Kreise in 4” und B” schoeidet, macht man dann A4” und B” zu Angriffispunkten
eines neuen Kriftepaares mit den Kriften
B" wnd Py, die der GriBe nach den Kriften
By und B, gleich sind, 50 ist das neue Krifte-
paar deshalb dem alten in bezng auf die

o .

L T

Fig. 147,

Fig. 148.

Achse O gleichwertig, weil jede einzelne Kraft des neven Kriftepaares jeder oin-
zelnen des alten gleichwertig ist und die GréBe des Armes fiir die Achse O sich
nicht getindert hat, In Verbindung mit dem letyten Ergebnis folgt also:

.N_Raa‘»@s:m@.s‘ ﬂﬁmmmﬁanxﬁsmm»z% Ebene zu sich selbst parallel verschieben

oder drehen, ohne daf seine Wirkung verdndert wird.

Gleichwertigkeit zweier Kriftepaare, Wir ziehen (Fig. 148) von der will-
Kiirlichen Achse O aus, deren Uﬁormawn#nmvnnwﬁ mit der Ebene deg Papieres anf
der Verlingerung von 4 B iiber 4 hipaug Hegt, den willkiirlichen Strabl O M, der
mit 0.4 den Winkel & einschlieBt. Die Angrifislinien der in A und B angreifen-
den Krifte P, und P; migen den Strahl O in 4" und B™ schueiden, Wir
verlegen den Angriffspunkt von P, nach 4" den von £ nach B Bei der um
O ausgefiihrten Drebung des Kérpers bewegt sich 4™ auf einer Bahn, die im
Augenblicke der Drehung senkrecht auf OM, und ebenfalls B apf einer Bahn,
die senkrecht anf Q3f stebt. Fitr diese Drebung kinnen wir die Kraft P, ersetzen
durch ihre Projektion P cosa auf die Richtung der Bahn, in derselben Weise A
durch die in der Bahnrichtung wirkende Kraft Py cos e (Projektion vor Py auf die

Bahn [siehe § 40). Bsist 4 p~— L . Kriftepaar mit den Kriften P,

und P, und dem Arm ; kann demnach ersetzt werden durch das Kriftepaar mit

den Kriften Py cos e und P, cos o und mit moEwam L

eof o

ey ——
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Das Moment des neuen Kriftepaares, bei dem also sowohl die NHER wia
der Arm einen anderen Wert angenommen haben, ist M = P cos o - e =Pk
Hieraus folgt:

Zuwei Kraftepaare, bei denen die Kraflgrofen und die Grofien der drme ver-

m%\,..&maﬁ.a&.2.3&migagﬁanaﬁm&@.sga dhre Momente gleich sind.
" algomein: | |
Nsw& Kriftepagre sind  einander gleichwertig, wenn ihre Momente
gleich sind. o .
* Hierbei kaun die Lage der Angriffspunkte _umrm_u_m.. 42.8.“.5&3 werden;
auch die KraftgriBen und die ArmgriBen kénnen beliebig verindert s..mwm.mu.
Drohachse eines frei beweglichen Kdrpers. Da die %owmﬁ um die mmuw

der durch ein Kriftepaar gedrehte Korper rmammﬁ.. und ..m_w bmmm des mmwmr 8-
paares voneinander unabhingig sind, so kann fiir einen Ao:_m. frei rmuqmmrn _umu
Korper die Lage der Achse nur durch die Massenverteilung des Korpers be-

dingt sein. - .
Fiir den Fall, daB der Ebrper aus zwei einzelnen, aber fest miteinander ver

bundenen Massen besteht, deren Aus- B ”

dehvung vernachlassigt werden darf,

geschiebt die Bestimmung der Achse 52 “

durch folgende Uberlegung: -

Es seien (Fig. 149) m, und m,
zwei Massen, die durch eine wider-
standsfihige (d. h. elastische) Stange
von der Linge a miteinander ver-
bunden sind. Da fir die .mﬁ.ﬂwmmmn

: r erzeugte Wirkung ledig- ] i )
Wmmmwm%mwmcﬁmuﬁmwmm Naw#o%.mm.wmm in Rechnung zn E.m.umg ist, so wonumﬂ wir MM.“
Kriftepaar auf die Form P. ¢ bringen, d h. mﬁwo_._p eine Wwﬁ.emmwmq m_unm zen, o
den Arm a hat, bei dem also die beiden Krifte ¥ E.um P, A.EE;._,% mmm mwnm .
beiden Massen m, und m, senkrecht zur Stange a apgreifen, U.S heiden umm 1
und Py erteilen den beiden Massen m, und m, mmm wmmmwwmﬁﬁﬁnwmul 71 un :w.ﬂ .
Zwischen den GréBen P, m und y bestehen ..mS Emzvcummu _wl 7y und
Py=myy;. Die beiden Krifte P, und P, mmwcumn. zu einem Krif Mwmﬁm.. s
&Mo gleich groB. Folglich ist anch me, y, = My s Die beiden Masgen mM.MWMW sich
infolge der ihnen erteilten Beschleunigungen in mmwmmm.mnmmm.mﬁﬁmP Hﬂﬂ.w o
ﬁnumMa senkrecht zu ¢ wihrend des Zeitelementes Af um die Strecken

s =31 (B, 5= 372 (A5

Hierdurch erfahren die einzelnen Teile der festen Am?mmmn_uﬁo A.mwﬁnmﬁ_mﬁﬁmoﬂ
Stsnge) eine Ortsvertinderung teils in der Richtung 4@% o_w : wﬁzm m: mmemeo WMMM
. Die Btange erfihrt eine Drehung um einen Pun » der selbst
wwﬂmwwumume.sum mwmmriu. Die Lage des Punktes M kann aus der %rnrnrw.ﬂﬁ mmw_.
beiden links und rechts von Jf liegenden Dreiecke berechnet werden. Nennt ma

die beiden durch M auf a gebildeten Abschnitte #, und %y, so folgt

Zy 1wy =515,

Fig. 140. Drehachee sines frei beweglichen Kdrpers.
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oder nach Einsetzen der Werte von §; und s,
Tt T =y (AN (A 1)

oder & 1 1y =+ 72 Multipliziert man noen die beiden Vorder

glieder der Propor-
tion mit my, die beiden mr.ﬁmwm:mmmn mit m,, go folgt weiter

§~.a.~ : My g = \._53 H sa»v,m.

Da m, p, = Ma¥y ist, 50 folgt hierqus My F =My, Diege Gleichung, aus der

sich die Lage des Punktes 37 ergibt, stimmt tiberein mit der Wmmmgnummmgarznm
fir den Emmmmu:ﬁn&wauwﬂ. Hierans foigt:

Bei der Einwirkung eines Kriiftepaares anf zwel miteinander fegt verbundene
Massen wihreng des Zeitelementes A ¢ bleibt nur der Emmmmunngm_w:nww in Ruhe.
Die durch die Einwirkung der Krifte wihrend des
gerufene d&._mumﬁ.:um der elastischen Stange wird durch die j
vorgerufenen elastischer Krifte, die in der Richtung der Stange wi

seitigt, Infolge deg Prinzipes der Gleichheit von Aktion und Regkt i i
Krifle nach bejden Seiten gleich

, gungen y,’
vnd 2", die anch der Gleichung Myyy = mgp,’ genfigen, Diege Gleichung be-
stimmt ebenfally den EmmmmuBmngnnwa der beiden bewegten Massen, Bei der

i kiirzung der Stange auf die uy.-
spriingliche Linge bleibt algg der Emmmmnﬁmgm_wcnwn auch an geiney Stelle,
Wahlen wir das Zeitelement A¢ unendlich klein, so kann die im vorigen be-
schriebene Bewegung der Massen in der Richtung 8y und s, und die daragf fol-
gende bgmrmgnm anf die urspritngliche Entfernung 4 als gleichzeitig ange-
lommen werden, 5o daf sich eine reine Drehnng der Massen um den Massenmittei-
punkt ergibt,

Die fitr zwei miteinander verbundene Massen von kiej
gefiihrte Berechnung 138t sich anf mehrere Massen, anf o
auf einen vollstindigen Koérper, ansdehnen; doch erfg
weis groBere rechnerische Schwierigkeiton,

durchgeht, so k8nnen wir diege Kraft gany fortiassen, denn s
des Korpers nicht bei: sie wird ersetzf durch den elas
den die Achse auf den Kérper austibt. Hieraus folgt:

Ein auf einen frei beweglichen Korper wirkendes Kyg

gehende feste Acpse drehbar gemache wird, wund wenn dgg
gleick ist dem Momente des Krdfiepaares,

§ 50. Wirkung einer einzelnen Kraft auf einen frei beweglichen Korper. 145

§ 60. Wirkung einer einzelnen Kraft aufeinen frei beweglichen Xdrper.

Greift eine Einzelkraft P in einem Punkte 4 E.umM m.mHE ”MMMWMWMW
Kérpers K an, so bewegt sich der Kaorper, falls 4 mit dem poonmitis:
wnm snmmBHrmnm,:ﬁ rein fortschreitend, d. h. alle Ens.m_umu. E.H.m. o
. ﬂwwbmwm bewegen sich in parallelen geradlinigen Bahnen mit gleichmiBig
mar_mwwwwﬁmMpWMMMmﬂ Nm. nicht mit dem Emmmth:.am._w_EEo M szmguwwﬂ
(Fig. 150), so fillen wir vor M auf die Angriffslinie der Kraft as
ML =a und denken ung auBer der wirkenden
Kraft P noch zwei Kriifte P, und P, in M an-
greifend, welche einander entgegengesetzt gerich-
tet sind, dieselhe GriBe wie P E&ns und mmmg
Angriffslinien mit P parallel sind. Die beiden
Krifte P, und P, heben mmmr auf, tragen mwmo zur
Bewegung des Korpers K Eormm bei. Wir kénnen
nun P und P; zu einem Kriftepaare von mmms
Momente P- a zusammenfassen, das, wenn es allein
wirkte, eine Drehung des Korpers N um Wo.u
Massenmittelpunkt M wﬂéoﬂdwmu ﬂ:umm.. Mm
Kraft P, bewirkt auBerdem eine mowwmow.um;m_.u le
Bewegung des Kérpers. So erfolgt mﬂm_nm._umwﬁm Yo BTt
eine geradlinie Vorwartshewegnng von M in der sinas 150 Bine Keaft grolts n
Richtung der wirkenden Kraft .Epm eine Unmwsum Pagkis am.
des Korpers um den Massenmittelpunkt. Dure bstoht eine Bewegung, be
Zusammensetzung dieser beiden wmﬂmm..numﬁu ent w aw one B s
der jeder einzelne Punkt des Korpers eine Zykloide 03 u..m .m susabl von
. Um diese Bewegung zu beobachten, strewe man wu.no mm.omwww sl von
Fahrradlagerkugeln auf eine ebene Unterlage und lege Hmm.wz Rt Gk
Fiihrt man non gegen das Brett einen suwm.mwmmrﬁm: mﬂomu.& mmMmquss ing e
deu Massenmittelpunkt geht, so erfolgt eine rein woﬁmowwa“hﬂ mm Dews %n M e
“hingegen die Angriffslinie micht durch den Massenmitte pu ) 3 0 prialp man dio
rmmwwmnwwmum Drehbewegung und Vorwirtsbewegung. Ane mwwmmnmn g olnor
yroBeren Wasserfliche schwimmenden Gegenstande, an einem i nen Bo .@m_&
Mﬁ einem Beil gezogen wird, w@bnmnm die %mﬂwmwﬂmﬁﬂﬂwwmmwmnmo mrmﬂmm& m.m P
i Mass ) 4
MMoHMM.MMWMMMbMoMMMwM%_Mww““wﬂ_ memwB andern Falle gleichzeitig eine Drehung
ansfithrt.

§ 61. Das Gleichgewicht.

Zwei Krifte halten sich das Gleichgewicht, oder mhu N..mnvmww ﬂ..mwrﬁbw%w.
dem Einflusse zweier Krifte im Gleichgewichte, %anu &m. m.N_um-.@monmmMn vmmm.an
ichtet sind, und wenn die griffslini I
und entgegengesetzi gerichte d, . ine b e e beldon
Krifte in eine Gerade fallen. Greift anl einem um ei o Ko
i Grper hgewichte, wenn die Angr
i ft an, so ist der Kérper im Em:.u gewichte, gufts
ﬁmmm%”nwmﬂm anornummmawmm geht. Hierbei sind drei Fille zu Mwﬁmumorm&mu
Grimsehl, Physik. T GroBe Ausgabe. 6. Aunfl, .
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1. Der Angriffspunkt der Kraft p fallt mi
: i L mit der Drehungsach -
wmﬂnﬂwu. mmEm_ bleibt der Woﬁuﬁ. auch im Gleichgewichte, Smnmmww _WHM NMMMH
eliebigen Winkel gedreht wird (Fig. 151), weil auch in der neven Lage die

Fig. 151. Steti )
iges Gisichgewicht. Fig. 153, Sichsrsa Gtsichgswicht, Fig. 153. Unsichsrss Glsichgawicht,

Angriffslinie der Kraft durch die D i i
lage heiBt statry ie. jorol H”M. rehungsachse geht. Diese Gleichgewichts-
2. Der Angriffspunkt 4 der Kraft Pl ie in Fi
. : : legt (wie in Fig. 152 daB di
w.wwwﬂonrghm BH_HW. mmmw ww_orgnm 04 von der mercummmm._umm Nwhouehmmmmmwm
usammentillt; dann verschiebt sich bei einer Dy h Srpers
um den Winkel ¢ mmw_bu iffs ), QaB die ot o pesS
m d : grifspunkt so (nach A'), daB die setst in der L
M M“w%%mw umb.wm METHUH.MW_EmH.mEoEmEH erzeugt, wﬂm den U.ugr:ummsﬂﬂwhmm
. nern stre 28 also den Korper zur wrepriinelich .
wichtslage zurickzudreh, i i85 d5s Glo bl
s om,.mw mﬂmwﬁ.us ehen strebt. In diesem Falle heiBt das Gleichgewicht
8. Der Angriffspunkt A der Ky i ie in Fi
. : aft P liegt (wie in Fig. 153) so. daB di
Mﬂ”&%ﬂﬂsﬂw mit mmwwwmmrwuum 40, die vom bumlm.%u—mm_“m msuw me%:um%
» zusammentillt; dann verschiebt sich bei einer Drehung des Kor-
Wmﬁ aw mm.z Winkel « mmw Angriffspunkt so (nach A'), daf die w._mun%wn %M.H.
qmwm w@muhﬂwmﬂmmrwﬁamm m:w Drehungsmoment erzeugt, das den Winkel ¢ zu
: Stredt, das also den Kérper weiter aus seiner alten Glei -
M“Mwuﬁ”.mw mrmuwnwm%mwgu strebt. In diesem Falle heiBt das QmMormMMM_WMﬁ
: er labil. Uer Koérper dreht s ge, bi i
Eow_mm E&nrmmiorwmmmm@ mﬁwmo_&u hat, Pieh dant so lange, bis ex eine nene
efindet gich der Kérper im steti indi i
) . . : gen (indifferenten) Gleichgewi
15t keine Arbeit erforderlich, um den WQGAB. um mEanuEmmMmM m@ﬁwwwmwmm

iufere Kraft Arbeit an dem Hmums. leistet. Bei der Drehung aus der unsicheren

Eleinert, indem der Kérper (bzw. die auf ihn wirkendo Kraft} Arbeit leistet

.und nach auben abgibt.
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In der stetigen (indifferenten) Gleichgewichislage ist in beeug auf die Dre-
tung die potentielle Energic des Korpers gleich Null; in der sicheren (stabilen)
Gleichgewichislage hat der Korper einen kleinsten Wert an potentieller Encrgie;
in der unsicheren (labilen) Gleichgewichislage hat er einen griften Wert an
Dbolentieller Energie.

Fig. 154. Stetigsa Gisichgewicht. Pig 135. Sicherss Gisichgewicht. Fig.156. Unsicheres Gisichgewicht.

Im besonderen spricht man von diesen drei Gleichgewichtslagen, wenn
ein nur der Schwerkraft unterworfener Korper um eine Achse drehbar ist.
Geht die Achse durch den Schwerpunkt, so ist das Gleichgewicht stetig (in-
different) (Fig. 164); geht die Achse durch einen oherhalb des Schwer-
punktes liegenden Punkt, so herrscht sicheres (stabiles) Gleichgewicht
(Fig. 155); liegt die Achse tiefer als der Schwerpunkt, so ist unsicheres
(labiles} Gleichgewicht vorhanden (Fig. 156). DaB aber auch bei der Unter-
stlitzung eines Kérpers in einem unterhalb des Schwerpunktes liegenden
Punkte alle drei Gleichgewichtslagen méglich sind, gebt aus Fig. 157, 158
und 159 hervor, wo eine Kugel auf einer wagerechten Ebene oder innerhalb
einer kugeligen Schale oder auf der erhabenen Seite einer solchen Schale
rubt. Es.spielen in diesen Fillen die Kugelmitten eben nicht die Rolle der
rubenden Drehachsen. )

Auch bei der Schwerkraft wird die Frage nach der Art des Gleich-
gewichtes dadurch entschieden, daB festgestellt wird, oh die potentielle Energie
des Kgrpers bei einer Enifernung aus der Gleichgewichtslage unverindert
bleibt, ob sie grifler wird oder ob sie kleiner wird. ”

Jeder Korper, der auf einer flichenartigen Unter-
lage so ruht, duB eine durch den Schwerpunkt gezogene

@ H=

Fig. 157, Fig. 138, Fig. 159.
Dia drei Arten dss Gleichgewichtes,

Lotrechte in das Innere der Fliche fillt, ist im sicheren (stabilen) Gleich-
gewichte. Der Holzklotz in Fig. 160 z. B. ist im sicheren Gleichgewichte,

weil sein Schwerpunkt S senkrecht #tber der Unterstiitzungsfliche 4 BCD
10*

Fig 160. Helzklotz in
sichérem Gisichgawights.
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.. liegt; denn zum Umkippen des Kiotzes miiBte der Schwerpunkt gehoben
, 2

also Arbeit geleistet werden,

Zur Unterstiitzun ii i i
: ‘Zung geniigen drei Punkte, wobei das Drejock d
w%._mm.ﬁwg die mwm_ Unterstittzungspunkte sind, M;m Gu_wmwmgﬁncumm_mMowm %MMW
Ird ein auf ejner flichenartigen Unterlage stehender Kérper durch E.so.

§ 52. Standfestigkeit (Stabilitit).
Als MaB der Standfestioke; iliti
cebiod wmo&gm&mmﬁu " estigkeit oder Stabilitit verwendet man drei ver-
1. Das geometrische MaB der Standfestigkeit i i
- Das geo gkeit ist der Winkel, .
der Kérper gekippt werden muB, damit er aus seiner sicheren mmﬁmwmmmwﬁbmmw

Fig. 181. Gaomatrischas

Fig. 163. B i
Mas dar Standfestigkeit. by

) ‘Fig. 168. D i
‘Ma2 der Standfestigkait. 8 Hrrrriren

Ewn‘ der Standfestigkeit,

in die :umu.nw_mn.m (labile) Gleichgewi , Beia
gewichtslage kommt. Bei dem in Fj 161 dar-
mmmnmEmu Holzklotze, mw_. um die Kante X gekippt werden MME __mmm.w QEMM
K8 =« das mmoﬂmﬁzmo&m MaB seiner Standfestiglkeit. ’
ﬂ.mwmme.- Ummmoﬂ%ﬂm.mwﬂowm Mmm& der Standfestigkeit ist die Arbeit, die geleistet
. TUB, damtt der Kérper aus der sicheren in die Eummow“m Gleich
M%ﬂww&m%mv WQEEM. U.mn. Schwerpunkt § des in Fig. 162 mvm.mrmwwaﬁmum_moﬂ-
& habe von der Unterstiitzungsfliche den Abstand % und inp-
von der Kipp-
WM_MMM&MMM .WWqum ﬁw me w.owwmm,mwuuw_u S hat in der ungicheren Em_.omMM-
age S,. Es is 1 = 7. Der Schwerpunkt ist alg 1
Strecke » — 5 gehoben. Die zum Heben w&mmﬂm_n&mwbuvm; ist Qo. NEI Ms
wo G das Gewicht des Kérpers ist. A )

3. Das dynamische MaB der mﬁwbmmmmamwm:“ ist die Kraft, die, im Schwer-

punkte wagerecht und senkrecht zur Kippkante angreifend, imstande ist, den
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Korper umzukippen. Hat in Fig. 163 der Schwerpunkt von der Unterstiit-
zungsfliche den Abstand A, und ist der FuSpunkt des vom Schwerpunkte auf
die Unterstiitzungsfliche gefillten Lotes von der Kippkante um die Strecke
b entfernt, so kann die Kraft F' den Korper umkippen, wenn ihr Moment
gleich dem vom Gewichte G des Korpers herrithrenden Momente ist, beide be-
zogen auf die Kippkante als Achse. Es ist

F-h=G-b slso F=2.6

Alle drei Festsetzungen als MaB der Standfestigkeit sind gebréuchlich.
Aus ihnen folgt, daB die Standfestigkeit um so gréBer ist, je tiefer der Schwer-
punkt des Korpers liegt und je weiter er, in wagerechter Richtung gemessen,
von der Kippkante entfernt ist. Nach den beiden letzten Festsetzungen ist
die Standfestigkeit dem Gewichte des Korpers proportional, wirend sie nach
der ersten vom Gewichte unabhiingig ist.

D. Dynamik des starren Kirpers.

§ 653. Gleichwertigkeit der Massen.
1. Fortechreitende Bewegung.

Wirkt auf einen Korper K eine Kraft 9P so, daB ihre Angriffslinie durch
den Massenmittelpunkt 3/ geht, so erfolgt eine rein fortschreitende Bewegung
(§ 50). Alle Massenelemente erfahren gleiche parallele Beschleunigungen.
Daher kinnen wir uns die Kraft P ersetzt denken durch eine Reihe von par-
allelen Einzelkriften AP (von Kraftelementen), von denen jede einzelne auf
das Massenelement Am einwirkt, und ihm dieselbe Beschleunigung erteilt, die
die Gesamtkraft P bei dem Gesamtkérper X mit der Masse m hervorbringt.
Daraus folgt, wenn b die Beschleunigung ist, daB sowohl § = b . m, wie auch
AP =b- Am sein muB. Es verhilt sick also P:m — AP : Am. Man kann
“daber die Wirkung der Kraft 6 auf den Gesamtiérper so auffassen, als ob
auf jedes Massenelement eine Kraft einwirken wirde, die dem Massenelemente
proportional ist. Da nach Fritherem die Summe der parallelen Einzelkrifte AP
die Gesamtkraft P sein mufi, so mub auch nach dieser Uberlegung die Gesamt-
masse eines Krpers gleich der Summe seiner Massenelemente sein. Bei fort-
schreitender Bewegung kann man also den ganzen Kérper durch eine punkt-
formige Masse ersetzen, die mit dem Massenmittelpunkte zusammenfalit.

Fitr den Fall, daf} sich der Kérper K unter dem Einflusse der Kraft P
auf einer zwangsliufigen Bahn Zhnlich bewegt wie der Korper in Fig. 130
(8. 128), ist die Massenverteilung des Kirpers, also auch die Lage des Massen-
mittelpunktes, ohne EinfluB anf die Bewegung, da der Angriffspunkt der Kraft
3 an oine beliebige Stelle des Korpers verschoben werden kann, wenn nur
die KraftgroBe und die Kraftrichtung beihehalten werden. .
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2. Drehende Bewegung,
. Nﬂn._...g,m.mmmb;mlomwmr in bezug auf die Drehung um eine Achse
gleichwertig genannt werden, wenn ihnen gleichwertige Droh-
wnmwem dieselbe Emb_nm;mmor_msnmmzbm erteilen,

Wir denken uns an einer um die Achse 4 drehbaren Stange (Fig. 164),

deren Masse vernachlissigt werden soll, die heiden Massen m, und m, in den
Abstinden 7, und %, von der Achse angebracht und durch
die beiden gleichwertigen Krifte P, und P, in Bewegung
gesetzt, die unmittelbar an den Massen, senkrecht zur Stange
gerichtet, angreifen. Die Masse my erhil dann die lineare
£, Beschleunigung b, und die Masse my die lineare Beschley-
nigung b,. Es ist
P —=mb, und Py = myb,.

Da nun beide Massen dieselbe qﬁuw&%%EEEmﬁm @ er-
g#  fahren sollen, und da ferner =7 @ und b

s = 13 - @ ist

T £ 50 sind die Krifte bestimmt durch
Fig 154, P =mro ud .m.».ﬂsauﬁa..
Gleichwey-

tige drehen- Ferner sollen die beiden Krifte P und P, gleichwertige Dreh-

do Krifee.  krisfte sein, d. h. sie sollen gleiche Momente haben (8. 130); es
maf also die Gleichung bestehen Pr, — Pyr,
1 2y

Setzen wir in diese Qleichung die Werte fiir die Krifte ein, so wird m, 7, %o
= myry’@. Die Smb_anmmoEmnEm:um ® ist auf beiden Seiten gleich. Sie kann
durch Division entfernt werden. So entsteht die Gleichung
m, v * = m,p?.
Diese Gleichung ist dis Eanuamuamwm;mg&amsuw fiir zwei wm dieselhe
Achse sich drehende Massen, .
Trigheitsmoment. Das Produldt mr? hat fiir die drehenden Massen &hn-
liche Bedeutung wie das Produkt P-r fiir die Drehkrifte. Wir nennen mp?
das Trigheitsmoment der Masse 2, Wollen wir eine um eine Achse sich
drehende Masse durch eine anders in einem anderen Abstande von der Achse
angebrachte Masse ersetzen, so kinnen wir dag tun, wenn ihre Trigheits-
momente gleich sind. .
So kdnnen wir z B. die Masse m mit dem Arme r auch durch eine
Masse g mit der Lingeneinheit 1 cm als Arm ersetzen, wenn p . 12 — mys jgt.
Aus diesem Grunde darf man auch sagen:
Das Trigheitsmoment einer Masse 77 im Abstande » von der Drehachse
kann betrachtet werden als die im Abstands ,,eins“ (1 cm) angebrachte in
bezug auf eine Drehbewegung gleichwertige Masse g = a0 ¢,
Die Einheit des Triigheitsinomentes ist g e,
Wenn mehrere fost miteinander verbundene Massen m,, m, .. m, um
dieselbe Achse drehend bewegt werden sollen, so ist durch die feste Verbin-
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dafiir gesorgt, dab sie alle dieselbe dﬂmww@_vmmow~¢§mm=um cmwwaBBmuh
ﬂ:nm&mmﬁm.:mmznmm%nma Kraft oder mehrerer Krifts mﬁm me mo.Ha_umw | Mﬁmmﬂ
o i ir j i Masse durch eine i -
miissen wir jede einzelne h 1e ih ich-
mww&M.B n%ﬁ%wwmﬂmmwfupmm;mﬂ Arme ersetzen; dann Wogwu am_. m_m m_HMM_m-
ﬂm“..&mmwn Massen addieren. Ebenso missen wir alle meEM..wM_w u:mMmm m o™
Mwiummm Drehkrifte mit demselben PE.&M mww_w&mmm. nnﬂwm mnﬂummmmmgmm
1 das geschehen ist, 1Bt sich mit Hilfe . es
Mww_ﬁmwmwmﬁwm (8. %m. u. 89) die ,w%or,.mﬁu_mgm berechnen, da ja nun
i Masse angreift. . i . .
WEWW_H"MMMM_Q_WM&MM M_MH. es, die Massen und die Krifte mﬁmﬂ mwwﬁwﬁﬁ_mm.
GroBlen zu ersetzen, die alle den Arm ,eins“ (1 em) haben. a

2

2 == 7

=gyt py = mary?, g momgryt L, =, 0
1

2
so folgt F+§+...+taH§H3n..T§m$w+.w.ﬁ.+§a§.
Wir setzen nun noch die Summe der gleichwertigen Massen

| O = tpsto i |
und ersetzen die rechte Seite durch das Summenzeichen, so ist

n
(] “MS@&;»-
1

| i ins* (1 ¢ Dreh-
Dieser Ausdruck stellt diejenige Masse im Abstande ..@wnmw. a naw.muw M_m“. e
chse dar, dfe der Gesamtheit der einzelnen Massen En.. mgmmammmmumwmgsmm.
‘w.wss ung gleichwertig ist. @ ist das »Trigheitsmoment de  Massoneystomes
o Wmm Trigheitsmoment eines Massensystemes ist kein Ve %q.m 35w, 50
die Enwﬁu:m der Drehachse (den Binn der Uumrnumﬁ.umu.m 185) o Aw s
_mpw; das Trigheitsmoment ungedndert (ein U_.meonwmb. e
wﬂ der Achsenrichtung sein Vorzeichen). H..oor ander mH.oH_ it Jer Ro >
wm H.m der Drehachse eines Kérpers im allgemeinen m%aor das Mmmp g
Jas i in Skalar. Man nenn
ighet t ist also anch kein : o
memMMmm%%ﬁﬂBM“mNme?.m Abhiingigkeit von der Richtung so beschaffe
r (=
ist wie di .H_nmmro;mEoEMMwmv uﬂﬂmumoum“ N . dio wie als punktformi
tatt der einzelnen Massen my, 71y . .. 7, orinig
dﬂﬂwwewﬁwrmwmn ein ausgedehnter Korper in mewrmﬁwmﬁpwﬁm <m~.mMMMEM§m
49.»8% zerle mm wir den ganzen Korper in Fa.wmu kleine mwmmu emotte
o mm.u mMsBBmmnmu.mu endlichen Anzahl von Gliedern geht ﬂﬂw?g ine
m”w._ahmqon unendlich vielen Gliedern iiber; statt der Summe s¢
das Integral und erhalten das Trigheitsmoment
@ = ﬂawﬁmgo

i T . as u.
Grundgesetz der Mechanik ffir nwawmwmmwadm.@mﬁm.m mewmm Mwn_%wﬂﬂ“u
ir di it aller einzelnen Drehkrifte P, £5 ... £, men
4:.% ° mww_mnﬂwwmum MMMM die gleichwertige Kraft R .m.wﬁ mﬂwﬂﬁ.ﬂmﬂw HMMMMm
B e, w u i hehen, so wirkt s
= X Pp ist. Ist das gesc , :
ersetzen, wenn R = ZPp
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nur die eine (R) auf die eine Mags
. o e (®) und erzeugt die 1
nigung b, die in unserem Falle, wo der Radj g" (1o ineare Beschlen-
ist, auch gleich der Winkelheschleuni gung M:WMmWWMWW %.?Er neins“ (1 em)
wenn wir die gefundenen Werte einsetzen = Ob —~ O oder,
3

2Pp=0 Im,

ieses Grundgesels der drehenden Bewegung kann noch suf die Forps

YXmr 0

L

gebracht und folgendermaBen m:mm%«wwoormﬂ werden:

Bei jeder drehenden B st di ,
| cwegung st die Winkelbeschlouni, ?
aus dem Qa%i&ﬁw_?zmsﬁﬁ% und dem H.ﬁ@@&%»:aﬁ%% ﬁm@ M% Suatient
Emnmew fir drehende Bewegung.)  (Grundgosets dor
Xperimente. Die Gleichwertivke; i
tshedin ir sic
Em.mmmu. _Eu.n durch folgenden <mwm=wr mum&mxmwnﬂmmmmw%ucr drchends
Sessor H%m leichtes bE.mE.EEH.orw Yon etwa 60 em Lan m (Fi
oo qmwmw,w ﬁwumm__“zwmemﬁ werden mags, ist in der Emﬁm Ewm.mumnmw %
4 selien, mit dem es an einem ] 3 rlon
: rse ! angen, diin
Mm Mﬁmmﬁ”bmmﬂv Faden H_.wumr.m.mm an der Umo_ﬂ_ des MM”HFMWM wwwm.mqw ot
mwm.EmEa : %u MM .%.‘um%,.an:row_uﬁﬁ HM.E der unteren Seits eing uoﬂ:wnmrwmﬁ
: 3 i 8 angebrachi, die ip ein Srmi .
leicht drshbar ist. An der Achse sitzt ein NMWH%M._U Mﬁﬂwﬁ%ﬂ%&%g
a-

= dius, um den sich ein dtin :

e drebbare Bolle 1 oot =u%oMbm‘mmmu moE.Em? der aber eine leicht
ersuch zur  zyp Aufnahme v : .
Gleichwertig-  x on Gewichisti :
el Mwmﬂmhm niumrohre kdnnen zwel Naﬂumw&.wmﬂ ﬁﬂﬂm.%ﬂmow.n 1st. Auf dem Alumi-

Epmw__a". . m, baben, durch Schrauhen .wmmmmﬁumﬁ Sm&mm 0 s
- L - .
samme u% man in die Wagschale ein Gewichtstiick, dag mit d
n die Masse @ hat, so #tht dieges auf , er Wagschale zu-

auf sitzenden Korpern ein Drehungsmoment mig dem Arme 1 ¢m g Unter d
ud. Unter dem

ge in eine gleichmaBig be-
rishewegung der Wagschale

sehen kannp,

Eﬁgog%a&;i&,
.. . . » die Vergeht, bis die W 1
worm wﬂ.mr.mawd.. Hieraus kann man die wmmnEo_”mE :Mmmmrﬁm.ﬁﬂ don G owiobins

50 auch die Winkelbeschleupi umeohros (1 B den @mﬂogmm“

wﬂmﬂmnH.m& Hnum.H— mwm HOH QH bﬂ _.H..—Hﬁm Lﬂ 1 Qn_.m Nﬂmm:—:_m_— n——m '“_m:mmm von _::: m.
@ 1 T

.

H“_N.Humb HH—QMOH—_ n Q@B b&mwmh—&m von HO tm von QOH Uhmr.—u.ﬂm.mm.ormmu MC Wm.vfmﬂﬁ—&m&

gegentlher der wirkenden Kraft anders, wenn

der Abstand der Masse von der Achge verindert wird

.«
3
#

st

e s
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Ersetzt man die Kérper K, und K;" durch die Korper K, und Ky, die zu-
sammen die Masse m, == 250 g haben, ebenfalls in dem Abstande von 10 cm, so
sinkt die Wagschale rascher herunter als heim ersten Versuche (Wievielmal so
rasch?) Nun verschieht man die Korper K, und E," weiter nach auBen und beob-
achtet wiedey eine Vergréferung der Fallzeit der Wagschale. Die Fallzeit betri
wieder 1 Minute, wenn die Massen #y von der Achse den Abstand 20 cm haben.
Auf diese Masse my im Abstande von 20 cm wirkt die die Massen drehende Kraft,
namlich die helastete Wagschale, gerade so ein, wie auf ‘die Massen m; im Ab-
stande von 10 cm. :

TUuotersucht man, wie grod die Massén sein miissen, die im Abstande 30 cm
ein ebenso rasches Heruntersinken bewirken, wie die Massen m; im Abstande 10 em
oder my im Abstande 20 cm, so beohachtet man, daB my = {-m, sein mu, daB
also mg die Masse 111 g haben muB. An der gleichen Fallzeit der belasteten Wag-
schale erkennt man, daB die mit den Massen belastete Stange in allen Fillen die-
selbe Winkelbeschlounigung erfihrt. In den drei beobachteten Fillen ist das Pro-
dukt mr® immer dasselbe.

Hieraus folgt: Der Trigheitswiderstand, den verschiedene Massen bei einer
Drohung verursachen, ist immer dane derselhe, wenn das Produkt mr? dasselbe ist,
wobei » den Ahstand der Masse von der Achse bedeutet. Bei den gemachten Ver-
guchen war mr® = 100000 [g- em?]. Eine Bestitigung dieser Gleichung kann
auch mit anderen Massen als den angegebenen ausgefiihrt werden. Die Berechnung
von mr? exgibt jedesmal denselben Wert. Wollte man eine gleichwertige Masse in
der Entfernung von 1 cm von der Achse anbringen, so miiBte diese Masse 100 kg
betragen. Die lineare Beschleunigung, die diese Masse erfihrt, stimmt dann mit
der Beschleunigung, mit der die Wagschals sich abwirts bewegt, fiberein (wobei
die Masse der Wagschale und des Gewichistiickes sowie auch die Masse des Alu-
miniumrohres vernachlissigt sind). Die so herechueste Masse, die im Abstande von

1 em angehracht, die anderen Massen in hezug anf die Drehhewegung ersefaf, ist
das ,Trigheitsmoment der Massen'.

Beriicksichtigt man die Masse des fallenden Gewichtstiickes einschlieBlich
Wagschale (zusammen glsich &), so wirkt auf die Gesamtmasse (m7* 4 &) Gramm
die Kraft G - 981 Dyn, daher wird die lineare Beschleunigung b des fallenden Ge-
wichtés, also auch die Winkelbeschleunigung der sich drehenden Stange (da der
Radius 7= 1 em ist), bestimmt durch die Gleichung

G981 =b(mr’ + @)

Das Impulsmoment, Wir wollen das Grundgesetz der Mechanik fiir drehends

Bewegung auf 5. 152 in der Form schreiben
w-0=H"R

Nshmen wir an, wir h#tten eine gleichm#Big beschleunigte Drehbewegung vor uns,
bei der die Winkelgesehwindigkeit in der Zeit { vom Werte Null bis zum Werte w
gewnchsen ist, so gilt w - ¢ = w. Setzen wir daraus den Wert von o in die voran-
gehende Gleichung ein, so erhalten wir sie in der Form

%.@HE oder w-O=1.14

In Gegentiberstellung zu den Betrachtungen des § 34 k8nnen wir die Zeitwir-
k1 ng des Drehmomentes  durch das Produkt aus dem Drehmomente 3 und der Zeit ¢
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mesgen. In dem erwihnten Paragraphen wurde dag Produkt aus der Kraft und der
Zeit, durch welche hindurch die Kraft hatte wirken kénnen, als der Begriff Kraft-
antriebgefalt. Wirkdnnen einen entsprechenden Begriff fiir die Drebhewegung durch
das Produkt aus dem Drehmomente vnd der Zeit bilden und wollen daher festsetzen:

5 Das Prodult aus dem Drelmomente () wnd der Zeit (1), durch welche_hin-

durch das Drehmoment auf den’ drehbaren Kirper besclleunigend gewirkt hat, heigt

Impulsmoment, Drehantrieb oder Drehstop.
Die linke Seite der letzten Gleichung ist
momente @ und der erzeugten Winkelgeschwindigk
Das Produki aus Tregheitsmoment (0) und

Winkelgeschwindigheit () wird Drelvimomen
Drehimpuls genannt (S. 96),

Dieser Begriff ist das Gegenstlick zu dem Begriffo BeweogungsgroBe fiir die fort-
schreitende Bowegung. Nach der ohenstehenden Gleichung ist nun immer die GréBe
des DrehstoBes & . ¢ zahlenmiBig gleich der GroBe des Drehimpuises w - ©. Da-
her werden hiufig die angefiibrten Bezeichnungen auch miteinander vertanscht;
das Wort Impulsmoment wird z. B. auch fiir den Drehimpuls angewendet,

Ist die Bewegung vicht, wie hisher angenommen warde, eine gleichmaBig be-
schleunigte, so gilt die letzte Gleichung wenigstens noch fiir ein Zeitelement di, also

O-dw =R .d¢
O (205 — W) = %3 — ),

s0 daB die Zunahme des Drehimpulses gleich der Zunahme des Impulsmomentes ist.

Bis hierher hahen wir angenommen, dafl das Trigheitsmoment ® und das
Drebmoment R von der Zeit unahhingig sind. Nun kann bei der Drehbewegung
nicht starr verhundener Kérpersysteme durch Verlagerung der Massenanordnung
wihrend der Drehung leicht der Fall eintreten, daB das Trigheitsmoment sich mit
der Zeit indert. Tn diesem Falle wollen wir als Drehimpuls das Produkt der
Winkelgeschwindigkeit mit dem Jjeweiligen zugehirigen Trigheitsmomente betrach-
ten. Dann milssen wir die vorletzte Gleichung in der Form schreihen

d(w-0)=%R.qi,
und es gilt . .mﬁm_m o . )
Wir erhalten eine allgemeinere Form der m,wm.msum
drehenden Bewegung, die wir so anssprechen koonen;

Das .ﬁaﬁmﬁciﬁ“ eines Korpers (oder eines Korpersystemes) ist gleich der dn-
derung des Drehimpulses (Impulsmomentes) in der Zeiteinheit, Diese Fassung bildet

das Gegenstiick zu der auf S, 97 gegehenen Form des Grundgesetzes fiir die fort-
schreitende Bewegung.

Ein Beispiel fiir eine Drohhewegung,
Wert des Trigheitsmomentes dndert, ist et
thr senkrechte Achse dreht, wikrend sich a
Der Fall kommt praktisch in verschieden
Ende eines Fadenpendels fest um einen

Pendelgewicht hei gestrafftem Faden um
auf dem Stahe aufwickelt,

das Produkt aus dem Trigheits-
eit 2. Wir setzen entsprechend fest:

der dem drehbaren Korper erteilten
t der Bewegungsgroge, auch

und integriert

fiir das Grundgesetz der

hei der sich wihrend der Drehung der
Wwa eine 8tange, welche sich um eine zu
uf ibr gleichzeitig sine Masse verschiebt,
en Formen vor. Kntlpfen wir z. B. dag
runden Stab und schwingen dann das
den Stah herum, so daB der Faden sich
so hahen wir eine besondere Art des vorgestellten all-
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or nns. Ein an einem Turnreck sich mawin%mumwu M“_.MMM%MM
i : i ie Beine anzieht, is
“ e um die Reckstange die  nderer
By Mﬁ.dﬁmﬂﬂ”ﬁummn auf elliptischer Bahn mmm Nmﬂﬁﬂw.w_.mw _”MMH._SH..
me.. ?”Mrmw_ﬁma »P,Umwwumm von diesem annimmt, gehdrt wmm ﬁm- M e o
o b i ispielen die Systeme: =
ir in den erwihnten Beispie i oo
wm&nmnwﬁmsu HM ummmoﬂvgmm_.lmﬁpw und moE.Hmmm.P a%awﬁwﬂﬁwamcm el
_H._._anlm.mamm Smm “umoﬂ angenommen haben, alle muuguw%ﬂm m._M?m e o o
mvnmormnw.&““. mMm wm‘o: sind innerhalb dieser Systeme nur MMQ S Mmrpa_umm m.:m oron
_um.._w . in m.s. Verbindungslinie der Kdrper und _uw?.w. e et die
w._EE“mnmmu Beispielen: Die Anziehung der .mw.mm n.mn_u er Somno bin duec e
mﬁm .H_W.Eomh. die Muskelkraft des Turners, die m_mmnmﬁopwwnwﬂ.ﬂm WMmu@ahc_umw e
3 . i ige iunere Zentr:
i i lkrifte. Derartige iunere o
me?mmrﬁmmwnmmﬂﬂwmwm mw.wmamﬁm haben aber keine UZMM._SM_MHMMH.. mmu der
MWMMM” mumcwornﬂ g wird also ® gleich Null. Damit geht dies

dw-©) _ o, oder - ®= constans, d. h.

gemeinen Falle

dt

ist di des Dreh-.
i ; stemen ist die Gresamlgrdfle )
i t dberlassenen Hfreien” Korpersy . e lses
Nstmwwﬁ%ﬂww%mhmimg { ﬁmmmauu von der Erhaltung des
im
; momentes.) . . o Kep
c&aq.HM. M“M”@Ww:ms ist dieses Gesetz Nsmpﬁnmmmmp:onﬂ Myﬁ%“pwwwﬂh_m%wwm mﬁouua A
. Denn ist die Masse der Erde m, ou der Sonse
%wmmﬁ%ﬂhﬂ“ﬂﬂuﬂg%mwaw w, so ist @ = m 7!, und es muf nach der le |
1e 1

o ”—Hﬂ . m jein. HH
.F Amm_w WHO&.—H meerew ? QM.EH& m.._HO._H Qm.m H H.O@._H.—hw 2 UOmﬂg Hm. i un
c ._HHHU

ist 2 2 ; hradien eingeschlossens
: 2 X inander geneigten Dre ’ .

. egeneinander g . - tBe
Dre Nsm.wmumsnm- MMM M%M&NMM &mnng Leitstrahle tiberstrichene Flache. Die Gr
Dreieck, d. 1.

it o i i ie JFlachengeschwin-
1% .4 olso die in der Zeiteinheit Gberstrichene Flache, die ,,

1 el m. w . _vmu.- ”___..—“_.D‘HH n_mm . —u m..m Q”_.
ﬁ ﬁ m v S W_. 5 S mm.m. I aun N @
Q m.# w _ﬂm _.m" chen -..Hm mﬁNm ”UO aus ;]

indigkei ynderlich ist.
Flichengeschwindigkeit unver iy
i i ben vorgestellfe m,pmmuvm. . st oo

; %n_wru%h- Mum._u mm...pﬂm Mﬂ Nﬂ.mm betrachteten Nm&ﬂ:ﬂﬂﬂwﬁw m% ,m%w.w_mm mﬂom“ e
i gheitom ; ®, und &,, die zugehdrige : 8-
_H.H.m_m_pm#msoﬁmgﬁm Mwm HMMMQMM% _mmE Q%m.mﬁmm der Hnrm;unml. ﬁwﬁm.ww.mwmwuwﬁmmo
keiten Mu zn,_w Mum.w - w,, oder mriw, = mriwg, d. .Fmﬁ.ﬁ O Swmﬂmﬁm»mmnﬂn Sy
mmg.ﬁmn e ww indi uwa.nwn verhalten sich :Emnww.or...ﬁ wie die ml e o e
W,ﬂuw&mmmo :Muo_u %mm fortschreitenden mmn%ﬂ_n&mw%eom em |w Hmﬁo»ammn QH =7t

o = rg: d. h. die fortse

1 ilt: = d 1V =Tyl Ty, : ck I e
MEW%& m:“.mh.mmﬂmu wawa oﬁM«mMmoE.uﬁ 3.:“ die Drehradien, Mit kleiner werden

igkeiten

. my?
i 3 it auch die kinetische Energie —5
i i lso v immer groBer, dami . .
e b, Dieser Energiezuwachs muB aus Vorriten an potentieller
g, c
chenden Systemes bestritten werden.

pow dt _ro(ow-di) 7@ 49) poo it Keine GriBen aweiter Ordnung das

el um den Stab, so verkiirst sich

des Pendelgewichte
Energie des sich dr



156 IIL Abschnitt. Die Lehre von den Kwiiften

§ 64. Die kinetische Energie sich drehender Massen.

Das Trigheitsmoment ist von groBer Wichtigkeit fiir die Bestimmung
der kinetischen Energie eines sich drehenden Kéarpers. Es drehe sich der Kpr.
per K (Fig. 166) um die angegebene Achse mit der bestindigen Winkel-
geschwindigkeit 4. Die kiuetigche Energie einer fortschreitond bewegten
Masse I ist durch das Produkt F = 3 Mv* bestimmt (§ 36), wenn v die
lineare Geschwindighkeit der Masse ist. Bei einem sich drehenden Korper
kann dieses Produkt nicht ohne weiteres zur Energieberechnung benutzt
werden, da die einzelnen Massenelemente verschiedene Geschwindigkeiten
haben. Wir betrachten das Massenelement Am, das
von der Achse den Abstand # hat, Die lineare Ge-
schwindigkeit des Massenelementes ist v = riy, folg-
lich ist seine kinetische Energie

! DM#WDQB .Qu"lm.b%s.ﬁmma_u.
e
P

..y.naf.
AN

~In derselben Weise kann die kinetische Energie
N jedes anderen Massenelementes bestimmt werden. Nun
ist die kinetische Energie sine SkalargroBe (§ 36).
Folglich findet man die gesamte kinetische Energie
des Korpers durch Summation der Energien .aller
Massenelemente; es ist E — ZiAm - r*w? Fiir alle
Elemente ist £ und #? unveriinderlich , daher kénnen
. wir diese Faktoren vor das Summenzeichen setzen und

Adise erhalten E=14?ZriAm.

188 Kompor " Zr*Am und im Grenziibergang fiir verschwindende
Am das Integral ,\.w» dm ist das Trigheitsmoment @ des Kérpers (8. 161); die
kinetische Energio eines rotierenden K&orpers ist daher

E=0u?,

Das Ergebnis erscheint selbstverstindlich, wenn wir bedenken, daB das Trag-
heitsmoment eines Kgrpers diejenige Masse ist, die am Arme neins® (1 em) ange-
bracht der Gesamtmasse des Krpers gleichwertig ist, und wenn wir uns ferner
dessen erinnern, daB fiir den Arm ~eins¥ die lineare mmuoriu&mw,w; dem Werte
nach mit der Winkelgeschwindigkeit tihereinstimmt,

Von der kinetischen Energie sich drehender Massen macht man bei den Schwung-
riiddern der Maschinen Gebrauch, um einen gleichmaBigen Gang anch hei ungleichey
Belastung zu erzielen. Wenn beigpielsweise eine Dampfmaschine mit einem Schwung-
rade von groBem Triigheitsmomente verbunden ist, so muB die Dampfmaschine erst
einen groBen Arbeitshetrag aufwenden, wm das Schwungrad in geniigend rasche
Drehung zu versetzen. Die nun im umlanfenden Schwungrade aufgespeicherte
kinetische Energis hewirkt, daB heim plétzlichen Einschalten einer Arbeitsmaschine,
z. B. einer groBen Blechschere, die zum Durchschneiden dicker Bleche eine grofe
Leistung auf kurze Zeit zu verrichten hat, kein Stillstand der Maschine eintritt,
da ein Teil der aufgespeicherten kinetischen Energie des Schwungrades verbraucht

ki i ¢

<5

e B
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Das Trigheitsmoment eines Schwungrades ist um so griber, _.Wm mn.d&.mmw. muwﬁ
Radins ist und je mehr Masse an dem Umfange %mm. Mmmﬂwmﬂw ”_ﬂmwcﬂwoum g
i e i inkelgeschwindigkei .

i he Energie ist dem Quadrate der Winkelg . digkeit p . 1
wwﬂwﬁhmmﬁw ﬁMnM_mﬁmcrib&mwaﬁ verdoppelt, so wird die kinetische Energie ver

vierfacht.

| i dghei ines Korpers von der
hingigkeit des Trigheitsmomentes eines
§ 5. Avhinsle Lage der Achse.

i i ¢ i Ber von seiner Gesamimasse und
heitsmoment eines Kérpers hangt, an : .
der &“M%Mwmﬁmwsh@ von der Lage der Drehachse ab; es vertindert sich, wenn die
arallel verschoben wird. . ) . "
wwmwﬂwmwowmn dem Trigheitsmoment @, eines Houm:.z.m von der mmmmﬂﬂwm_omwmwrmm
in bezug auf eine durch den Schwerpunkt ﬁgwmmm%n:mevzwwwnwammrmm S allde
ighei i f eine der Schwerp
d dem Trigheitsmoment &, in bezug au
ermomnmwm 4omu der Marﬁm%mb_mwmm_ogm den Abstand a hat,
J -
besteht die einfache Gleichung
O,= 0, -+ Ma’.

Dies kann durch folgende Uberlegung mrmm—.&g werden:

Ein freibeweglicher Kdorper bewegt Enw.?m%v r@ ﬁ.w
unter dem Einflusse eines Nuﬂﬂm@ﬂﬂumm g0, dal seine Drehungs

n Schwerpunkt geht.
mowmmaw‘ﬁﬁ“”u nun m._Mmm den m.wauumw K (Fig. 167), der _:M
eine durch den Schwerpunkt § mawe.pmm Achse &.mwuum.m ist,
ein Kriftepaar vom Momente R’ wirken. Hat mmm MMWM“
in bezug auf eine durch den m.urﬂoudsuw_u. mmw,.wn e chse
das Trigheitsmoment @,, so vmuworumﬁ sich _mm wmwu gte
Winkelbeschleunigung o aus der Gleichung (8. 1 v
R=0w-0,

DieSchwerpunktsachse mége durch das eine Ende m.mus. als Mmﬂm&ﬁ m.m_umomwm”wm”ﬂ
Stange St gehen, deren anderes Ende m..nmmy.mmﬁ. um die foste F.n om.%n o I
Die Linge der Stange sei ¢. Wenn wir nun E.m Kraft m... genkrecl i Stange 1
.m.:w «mm.mu lassen, so bewegt diese Kraft allein den Koérper K im Kreise Y
meww, wohei der H._mauumw aber Wmmﬁm Un.mNEmMW wzwhmmwﬂw H.HMM_MWMHMMHMWEMMW “
rein forschreitend, so daB er nach einiger Zei rﬂw. e e e iom
e D .H_am.m mwm. quwmwmmmﬂwﬂm_wmu:wo b _wwmwmawzmn sich aus der Gleichung
wsrnw_w.u ”Uuwmm. mmmw.w_ﬁmwﬂmmwmmowmﬁmummw mmmfmmmmmnﬂwm cmﬂam& wmﬁ.u kfnnen wir Mnmw
%mﬂaﬂuw_&gm%_mgmmﬁm w der m:_%mo wmu die Achse mit Hilfe der Gleichung

infi 3 ich i hP=M-4- 0. o
b= nm.m Ms%%ﬁm%o%%%ﬁ MM MMHM Arme ¢ angreift, kinnen .ﬂ&.. am Arme :mwmmo
die Hmumwﬁ R mum.qm.n.md. lassen, wenn sie nmmm&.rm Eoﬁwnﬂ wie .Mm E;m Smwﬂ_m a e
R = Pq ist. Setzen wir hier den Wert far P ein, so wird R — . .ma mﬂmn s -
ment R’ erzeugt eine drehende Bewegung des Kérpers K um seine Uo r&oﬂm o

chse mit der Winkelbeschlemnigung o', das Moment & mﬂ._umc.m& eine HM ber vm pid
wmwmm\nmumﬁ St um die Achse A mit der Winkelbeschleunigung «, wobel sic

Korper K rein fortschreitend hewegt.

Tig. 167,
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Lassen wir beide Momente gleichzeitig einwirken, so erfolgen anch beide Be-
wegungen gleichzeitig. Es kann oun der Fall eintreten, daB die beiden Winkel-
beschleunigungen  und w’ gleich sind; dann dreht sich der Korper um denselben
Betrag, um den sich die Stange um A dreht; die Folge davon ist, daB dann der
Korper K in bezug auf die Stange St eine unverinderte Lage
beibehiilt, 50 daB also an der Bewegung nichts gedindert wird
wenn der Kérper K mit der Stange fest verbunden wird, wenn
also die Drehbarkeit deg Kérpers um seine durch das Hu,mo der
m.wmnmw gehende Schwerpunktsachse durch Festklemmen begei-
tigt wird. In diesem Falle wird

R4+ R=Malo + 0, 0=0(0+ Ma®).
Das Moment § + %' erzeugt bei dem um die Achse
A m_i.ugwm: Kijrper die Winkelbeschlounigung e
&wn Kérper kann ersetat werden durch eine Magge
Yom Trigheitsmomente @, folglich ist R4+ R =0 - @ . Der
) Vergleich der letzten beiden memo_uﬁ_mmn argibt 6,—6 “.E a?
xza&m.“w:wxmﬂ“hbwrsaﬁoﬁmi S.%% Korpers in begug auf eine em:.&@m. h%wa.smv& ge-

3 an zu dem Drigheitsmomente in berug auf eine flele S
punktsachse das Tréigheitsmoment der im Schwey inigt godadiion Gonn.
4 h rpunkie vereinigt ged -
§P@.Mu in bezug auf die wirkliche Drehungsachse addicrt. o gedactien Gesamt

er experimentelle Nachweis kann mit Hilfe des A i

pparates Fig. 168 erbracht
qumem.F Der ahbgebildete Apparat, der an einem Faden gawoumm.&mmu mmwum.wmwm
mm EHEEm_.m aufgehiingt wird, kann in Shnlicher Weiso wie der in Fig. 165 ab-
m.m i mam Apparat n_nwo_“._ eine unten angebrachte Schnur in Drehung versetat wer-
en. Der Drehungsantrieb ist ig Fig. 168 nicht mit abgebildet. Das mittlere

durch die in Fig. 165 abgebildete D, i

5 abg rehvorrichtung den Apparat in Dreh -
setzt, 50 bewegt or sich mit gleichmiBiger ﬂmnw&_ummozmnummnnm, wobei Mwmﬁ.qmmm
Z (potar)

Aguatoriale Polars
Achse Achse

Yfiquatorial)

Fig. 169.

Fig. 170, Fig. 171.

Metallscheiben rein fortschreitend bewegt werde i

. ) n. Ist die Gesamtmasse der bej
mowm&mn.mﬁ u.mmﬁ. Abstand ihrer Mittelpnnkte von der mittleren Uumrm.or_w“ Mamw
kommt fir diese Drehung das Trigheitsmoment Ma? in Frage. Schraubt man _EE

(dquatorial)

e
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durch zwei in der Mitte der Achse befindliche kleine Schrauben die heiden Scheiben
fest, so milssen sie sich mit derselben Winkelbeschleunigung mitdrehen, mit der
sich das ganze Gegstell dreht. Es tritt zu dem vorigen Triigheitsmomente noch das
Trigheitsmoment @, der beiden Massen in bezug auf ihre Bchwerpunktsachse
hinzu. Das Gesamttrigheitsmoment @, ist gleich der Summe der beiden Summsn-
den @ = 0,4+ Mal

Das dquatoriale und das polare Trigheitsmoment. Liegt bei flichenartigen
Korpern, also z, B. bei Blechen, Platten, Brettern, die durch den Massenmittelpunkt
gehends Drehungsachse in der Ebene des Karpers selbst, so heiBt das hierauf be-
zogene Tragheitsmoment Zquatorial (Fig. 169); liegt dagegen die Achse senkrecht
zur Ebene des Korpers, so heiBt das Trigheitsmoment polar (Fig. 170).

Ist derin Fig. 171 abgebildete flichenhafte Kérper um die &quatoriale Achse § X
drebbar, so ist sein Gquatoriales Trigheitsmoment 6,= M_ Am - 38 Tn bezug auf
die &quatoriale Achse S ¥ betriigh das Trigheitsmoment 0, = > Am- 2% Das polare
Trigheitsmoment ist @, = >Am - 7% Da nun fir jedes Massenslement Am die

~ Gleichung besteht #* = z® 4 4% g0 folgt

Mb.:a.ﬁ»"MDﬁ.aun_.MDﬁ..ew also 6,= 6.+ 6,.

Das polare Trdgheitsmoment eines fldchenhaften Kirpers ist gleich der Summe
sweier dgquatorigler Trigheilsmomente, deren Achsen senkrecht aufeinander slehen.

§ 66. Berechnung einiger Trighsitsmomente,

Die Berechnung der Trigheitsmomente der Kérper auf elementarem Wege,
d. h. ohue Benutzung der Differential- und Integralrechnung, bietet keine geringen
Schwierigheiten, da bei der Auswertung der Summe @ — S'ms* der Korper in seine
Massenelemente zerlegh werden und darn die Summation unendlich vieler Glieder
von verschwindender GriBe ausgefihrt werden muB. Dagegen ist die Berechrung
mit Hilfe der Differential- und Integralrechnung meist sehr sinfach.

1. Trigheitsmoment eines geradlinigen, zylindrischen Stabes von
der Linge I, dem im Verh#ltnis zur Linge kleinen Querschnitte .
g und der Dichte s in bezug auf eine durch den einen Endpunkt
des Stabes gehende, zum Stabe senkrechte Achse.

Wir zerlegen den Stab (Fig. 172) durch Schnitte, die senkrecht zum %
Stabe gelegt werden, in kleine zylindrische Abschnitte. ‘Ein solcher Ab-
schnitt, der die Entfernung x von der Achse hat, mége die Linge Az be-
sitzen; dann hat er die Masse £

Am=y¢q-Azx.s.
Da sein Abstand von der Achse z ist, so ist sein Trigheitsmoment
AO=Am-2 =g -Ax-5-2%

FES

. & . . .
Hieraus folgt w =g -5-2° Wenn wir zur Grenze iibergehen, indem m
wir Az verschwindend klein annehmen, so wird aus dem Differenzenquo- ¥ig. 175

tienten der Differentialquotient
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Hieraus folgt durch Integration

®H\w.m.aumaﬂmm..\wa&a.

WM MN,. M&MW mww%mw“mmmum@ i hat; m% m_.._mo alle Massenelemente zu berticksichtigen sind,
on == = 1 i 1
und 1. Folghieh s z Wm # =1 hat, so sind die Integrationsgrenzen O

& = gs ..\.auma =gs . [$2°)};

also ’ A = 14518
= M_N.m« .
Nun ist gsl die Masse des ganzen Stabes, folglich wird
O=3mp.
In Worten: Wenn ein gradliniger zylindricher Stah mit kleinem Querschnitfe um

seinen einen Endpunkt als Achse

Mrnrm.m gedreht wird, so kén-
nen wir ihn in bezng auf

diese Drehung ersetzen durch.

Fig. 173. Borschnung des Drah-

Fig. 174, K -
momentes einer Kreisacheibe, d el

Fig. 175, Kreisschaib i -
ettnden reisscheibe mil 4qna

torieler Achge.

gine am andern Ende angebrachte M ] i i ;
Masso des gomen s mm ! ¢_Masse, deren GriBe gleich einem Drittel der

2. m.vonH.mm Trigheitsmoment eine
dem Radius + und der Dichte s.

Wir zerlegen die Kreisscheibe (I ‘
Wir : lie Krois g 173) durch konzentrische zylindri
Ma_m.ﬁaﬁm in kleine ringférmige Elementarksrper. Das mmmm&mupmuﬁm M%_memmww
chse den Abstand x hat, habe die Breite Awx; so {3t seine Masse ’

Am = 2mz . Ax-h.s,

r Kreisseheibe von der Dicke h,

also sein ﬂ_nmm_um#mEoﬂauw

AO=202nx -Azx-h 5 22— w“_«.am Az,

leraus Hm&u n n
HH e . “—_- wen Wi ZOr onwd.ﬂm H_.mumw Q_u
m. en ._.HH__V_,‘“. Ammﬁﬁ ﬂﬂﬁmmu _.mHQE.- quUmw u wum

=0 bis # = » annimmt,

r r
@ H.\waamaama = 2mwhs [ 2%dx = Unhs =7
§ ¥ Lh
4
= 2mhs .W = Wa:.wym -2

R e T
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Der Ausdruck ms2hs ist die Masse m der ganzen Scheibe, folglich wird
@ = gmrt,

Da die Hohe der Scheibe beliebig groB sein kann, so gilt dieselbe Formel auch
fiir einen Kreiszylinder, dessen Zylinderachse seine Drehungsachse ist (Fig. 174).

Ein Kreiszylinder oder eino Kreisscheibe kann in bezug_auf gine
Drebung um seine Achse ersetzt werden durch seine halbe Messe, die
am Umfange des Zylinders angehracht ist. .
" Von dieser Beziehung wird in der Physik oft Gebrauch gemacht (§ 32).

3. Aquatoriales Trigheitsmoment einer diinnen Kreisscheibe in
bezug auf einen Durchmesser als Drehungsachse.

Zwischen dem polaren Triigheitsmomente @, eines flichenartigen Korpers und
zwei aufeinander senkrecht stehenden #quatorialen Trigheitsmomenten @, und @,
hesteht nach der am Schlusse von § 55 abgeleiteten Bezichung die Gleichung

o, + 6,= ®a.

Wihlen wir nach Fig. 175 els Achsen fiir die 8quatorialen Trigheitsmomente
zwel beliebige zueinander senkrechte Durchmesser 0 X und OY der Kreisscheihe,
so sind diese beiden Tragheitsmomente einander gleich. Es sei eines der Trgheits-

momente 8,, so ist 20,—8,, oder 8,=36,
Nun ist oben abgeleitet & < $ms?, folg- z
lich ist

4x

®b = H._. Sﬂﬂamo
Eine um ibren Durchmesser als Achse
gedrehie Kreisscheibe kann in bezug auf diese
Drehung ersetzt werden durch eine am End- Achse L,
punkte des zur Achse semkrechien Durch- &
messers angebrachte Masse, die gleich dem Fis-117. Berechnang dosTrighers.

. R B . . mementes eines Zylinders in bezug
vierten Teile der Masse der Kreisscheibe ist.  aut eino aguatoriale Achse.

Fig. 176.

4. Trigheitsmoment einer dinnen Kreisscheibe in bezug auf eine
zu ihr parallele Achse, die durch einen Punkt geht, der vom Kreis-
mittelpunkte den zur Scheibe senkrechten Abstand a hat (Fig. 176).

Wir wenden die am Anfange von § 55 abgeleitete Beziehung
8,= 6,4+ ma’

an und ersetzen die GrofBe @, durch den eben abgeleiteten Wert des aquatorialen

Trigheitsmomentes
rig ‘ 0, = 1ms?,

) 1,2 2 L 2 2

so wird Op= jmr’ + ma "ia.wﬁm..»lea + QP.

5. Tragheitsmoment eines Zylinders von der Hihe A4, dem Ra-
dius r des Grundkreises und der Dichte s in bezug auf eine durch die

Mitte der Zylinderachse gehende und auf dieser senkrecht stehende

Drehangsachse.
Wir zerlegen den Zylinder (Fig. 177) durch Schnitte, die zur Zylinderachse
senkrecht stehen, in ditnne Kreisscheiben. .
Grimsehl, Physik. I. GroBe Ansgabe. 6. Aunfl. 11

— ]
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. _Die in der Entfernung 2 von der Drehun
die Dicke Az, s0 hat die sie Masge

Am—~nriig. s,

gsachse liogende Kreisscheibe kabe

also ist ihr Trigheitsmoment

DO = nriAy 8- (3724 2%).

Beachten wir; daB zur Berechnung ges Trigheitsmomentes alle Zylinder-

elemente zu beriicksichtigen sind, die den Werten von 2 — — %

¥ big 7 = -+ L3
entsprechen, so folgt dur ;

¢h Uber, i i
D o % Tateoration gang zur Grenze fiir verschwindende Werte von

A
= + 1 + 2
g 3

2
0= w\.awum Gri+ 28 dr = maim,\wa + ai.wm'\.&w&&
Ak h

3 -3 —_—

|

+
=qnrisfx] ;4 a».mmmhmu_.v

LIS

i = Ippigp Tg. 1pd
2 17T sh + mrls . Ly

= nwrlhs (3r? 4 5hY).
Der Faktor vor der Klammer ist die Masse m deg ganzen Zylinders, folglich ist
1
@ =m (3r+ 409,

6. Trigheitsmoment einer Kugel in hezug auf einen Durchmesser
als Drehungsachge,

Wir zerlegen die Kugel (Fig. 178) durch Schnitte, die
m.au_ﬂ“mnrn zur Drehungsachse gelegt werden, in mmuum. zy-
‘ rugsho.wm Scheihen, Diejeniga Scheibe, die den Abstand z
vom uﬂaw&wmuwﬁm der Kugel hat, habe deg Radius ¥ und
] 3 die UB_S.D“«.. Ihre Masse ist Am = mye Dg - 5,

Um ihr Trigheitsmoment zu berechnen, beachten wir
daB das polare Tragheitsmoment einer Kreisscheibe «SuN
der Masse Am und dem Rading Y belriigt A® = 1Am. 42
Setzen wir hier den Wert fiir Am ein, 30 wird : .

mnw% AO=lny'Az.
Fig 178. Berechhung des i °

Tragheitsmomentes einer
EKugul, Qw =

Zunu ww.uumn wir y* ersetzen durch den gleichen Wert
r"— & Tun wir dieses, so wird

AO =~ In(ri_ YA s,
Beachten wir nun, da » alle Werte von z

folgt durch @wmnmvum zur Grenze fiir verschwin
Integration

=—rhisz =4 ¢ annimmt, so
dende Werte von Az uad durch

+#1 ) +r
& H.\Wa (7 —H%y . 5= wam.\.@a == 27t o)y

=1 4 2p28 1 1, 59+ r
- _ 3 1.5

s [t uﬁa+u»;lwﬂwamﬁi.mw|mﬁu.wﬁu+m.m*mv
=4
3

L1658, 4
T :ﬁmfw.mﬁﬁ«.@.g_m

R I

.V‘
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Der Ausdruck 477°. s ist die Masse m der ganzen Kugel, folglich wird
0= .W..Sﬁa.

§ b7. Sechwingungen.

Die Gesetze der harmonischen Schwingungen sind in § 25 wvowoucﬂmmmw
untersucht worden. Eine harmonische Bewegung findet dann statt, wenn die
Beschleunigung, die ein aus der Gleichgewichtslage gebrachter
Kérper erfibrt, der Verriickung von der Gleichgewichtslage (der
Elongation) direkt proportional ist.

In der Formel fir die Schwingungszeit T = 2x |/ % (§ 25) titt die

Beschleunigung I' auf, die die Masse dann erfihrt, wenn sie 1 cm von der

Gleichgewichtslage entfernt ist. Wenn sich eine schwingende Masse m nmum.ﬂ
fortschreitend bewegt, so erteilt ihr eine Kraft P die Beschlennigung b = —-
Nennt man die Kraft, die in der Entfernung 1 em von der Gleichgewichis-

lage auf einen Korper wirkt, %, so ist I'= % Daher kaun die Formel fiir

m’
die Schwingungszeit auch geschrieben werden (8. 110)
‘= m,
T'=2=x) 3

Wenn sich bei der Schwinguag der K&érper drehend bewegt, so haben
wir die Masse durch eine ibr gleichwertige Masse mit dem Arme 1, also durch
das Triigheitsmoment @, die Kraft durch eine am Arme 1 wirkende Kraft,
also durch das Kraftmoment I, zn ersetzen. Dasjenige Kraftmoment, das dem

Drehungswinkel arca = 1 entspricht, soll I, genannt werden. Es wird dann
1 o

T~ @Wm

Fiir Drehschwingungen betriigt daher die Sehwingungsdauer

Tem 2 E.m . , .

Das physische Pendel. Bei Herleitung der mvmnmm_mmmo&.ﬁw (§ 24) habe
wir vorausgesetzt, daB sich ein Pendelkdrper wie ein materieller Punkt ver-.
hilt, daB er also entweder von so kleinen Abmessungen ist, daB man seine
Drebung um seine eigene Achse vernachlissigen kann, oder daB man eine
Masse an dewn unteren Ende einer Pendelstange im Massenmittelpunkte drehbar
aufhingt, wodurch er ebenfalls zu rein fortschreitenden Bewegungen (Fig. 72)
veranlaBt wird.

In der Anwendung bestebt das Pendel meistens aus einem ausgedehnten
Korper, der selhst Drehungen ausfithrt. In diesem Falle muB die Schwingungs-
®
B,

Hat der Schwerpunkt eines Pendels mit der Masse m den Abetand s von der
Drehungsachse, so wirkt anf diese Masse (S. 66) das Drehungsmoment

zeit nach der letzten Formel 7 = 2x berechnet werden.

M =m - gsine -5,
1"
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wo « die Verriickung des Pendels bedeutet Fiir kleine Schwi i

. : wingu t
darf man sin e = ar¢ ¢ =« setzen, kann man also schreiben B¢ — %memﬁw_m”
obigen Formel fiir T bedeutet M, das dem Winkel arc ¢ — 1 entsprechende
Drehmoment, daher wird MM, = mgs. Damit ergibt sich .

H._ _ Muﬂ I®| .
o ) . uﬁ%h
St S ) . ,
etzt man noch willkiirlich 7 — ms 50 nimmt die Formel dieselbe Form
T=2x /L
LA
an wie i ® . .
le Im § 24. Man nennt Nﬂmwm die reduzierte Pendellinge, d. i. die

Liinge eines mathematischen Pende] i i .
Physische Danial oo endels, das dieselhe Schwingungsdaner wie das
Der Punkt, welcher von der Ach i
er : ( se die Entfernung I hat, heiBt d
mﬂvﬂyumﬂummgwﬁmﬂuawwn des Pendels. Ey schwingt so, wie er .,Eom schwin, MM.
ﬂcwmw wenn er ganz allein vorhanden wire. ¢
erwenden wir als physisches Pendel sinen Stab i
. . vonr der Linge a4, durch
Mam_wmu muuomumnmm die Achse des Pendels geht, dann ist nach § mma E“u ﬁmwmm
chse & = jma’. Der Schwerpunkt liegt in der Mitte des Stabes. Es ist also

a . " . .
8 = 5. Folglich betrigt die reduzierte Pendellénge eines geraden Stabes
3

__ tma®
= tma = 3a.
. .WM:H Mélzelschen') Metronom (Fig. 179, siehe auch Fig. 29) benutzt man ein
) wm.ﬂ.,wu_“ es m.anm&..mmmmmm Pendelstange am unteren Ende durch ein schweres Blei-
gewicht belastet wird. Die Achse des Pendels liegt etwas oberhalb des Bleigewichtes,

%m.uwmwmmﬁ.mm;m ﬂ:_.m_m .rywﬁmnwor das Trigheitsmoment vergréfert. Hieraus folgt
a ganze re :Ea.ia Pendellinge vergriflert wird, daf also die mnwsmumaummn.

ngsamer werden; wihrend beim Herunterschieben des Laufgewichtes die Schwin-
gungen rascher werden. Die an dem Metronom angebrachten Zahlen eben die An-
zahl W..:. halben Schwingungen in der Minute an ﬁom 7) ¢ ’
belioh: ooﬂwmm.%u“uhmw.wmb%&w wmu. dem in Fig. 180 abgebildeten physischen Pendel von
i mz e .H.m seid die owﬁnMEMmmarwm, Oder Schwerpunktund Sder Schwingungs-
: >~.uw 3 dann ist A8 =1 die reduzierte Pendellinge und 40 =5 der Abstand

er Achse vom Schwerpunkte; forner ist 0.8 ~— {—s. Die Masse des Pendels sei m,

und das Trigheitsmoment in bezug auf die Achse A sel @4, Dann ist } = MVW
o, ms’
also ml = — - Nennen wir noch das auf die Schwerpunktsachse 0 bezogene Trig-

1) Johann Nepomuk Milzel, Mechaniker (1772 —1838).

§ 67. Schwingungen . 165

heitsmoment ¢ und das Trigheitsmoment in bezng auf eine durch den Schwin-
gungsmittelpunkt § gehende Achse @g, so ist nach § 55
O4= 0+ ms' und Oz= G+ m(l — s),

woraus folgt Os= 04+ ml(l — 253).

&
Mit Beriicksichtigung des Wertes fiir ml = .w.m wird dann

[
Os= 04+ —* (1 — 23).

Umgeformt ergibt das Bg= 04" WM'» .

Wir wollen nun die Achse 4 mit dem Schwingungsmittelpunkte S vertauschen,
also das Pendel um § als Achse schwingen lassen. Die reduzierte Pendel-

l8nge mmﬂ_u dann . 8, .
T m{l—3)
Setzen wir hier den oben berechneten Wert von Tg ein, so wird
o,01—s) o,

b= s-mi—s) ms
Das ist aber derselbe Wert, wie der fiir I, es ist I'== 1, d. h.;

Wenn man bei einem Pendel die Achse und den Schuringungsmitiel-
punkt verfauscht, so bleibt die reduzierte Pendellinge unverdndert,

Dieser Satz hat zur Konstruktion des Katerschen Reversions-
pendels?) (Fig. 181) gefiihrt. An einer Pendelstange S¢ sind die beiden
einander zugegekehrten Schneiden 4 und § angebracht, deren Abstand

voneinander genau gemessen wird, Anf der Pendel-

\J stange sind die beiden schweren Metallgewichte P
und @ verschiebbar, Man verschiebt nun die bei-
4 den Massen P und @ so lange, his die Schwin-
/ gungszeit des Pendels unverindert bleibt, wenn
$ man das Pendel eiomal ar der Schoeide 4, dann
an der Schuneide 8 aufhingt. Das ist ein Zeichen
dafiir, daB die Entfernung A8 die reduzierte

" Pendellinge 7 ist, mit Hilfe deren die Schwin-

Ls gungszeit avs der Formel T = wu._“._\ﬂN berechnet

|8 werden kann.

Das Reversiouspendel wird dazu benutzt, die
wichtige Konstante g, die Beschleunigung der
f\ Schwere, an einem bestimmten Orte der Erde mit Fie. 181
w.sém_.ﬁu“wwi& groBer Genauigkeit zu bestimmen; denn da man pevessions

den Abstand der Schneiden, also die reduzierte pendel.
Pendellinge 1, sehr genau messen und bei hinreichend langer Beobachtungszeit

-

TesT

Fig. 179.

1) H Kater (1777—1835), engl. Kapitin, benutzt als erster (1818) das von
Bohnenberger {1811) (3. 169) beschriebene Reversionspendel. .
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auch die Schwingungsdaner T mit sinem hohen Grade der Genauigkeit hestimman

kann, so ist die einzige Unbekannte g aus der Formel leicht zu berechnen.’)
Im Anschlusse werden hier gleich noch die elastischen Schwin
Schwingungen einer Flissigkeit in einem U-Robro er

werden kénnea,

Elastische Lingsschwin gungen
draht mit seinem oberen Ende an der
einer Masse m belastet wird, so wird der Draht gedehnt, und die Masse wird infolge
der elastischen Krafte zur Ausfithrung elastischer Schwingungen befshigt. Um die

Schwingungszeit zu berechnen, belastet man den Draht auBer mit
der schon daran hingenden Masse mit einem solchen Gewichte,
daB er um 1 em verléngert wird, baw. man miBt die Verlange-
rung, die eine bestimmte Belastung
erzeugt, und berechnet dann, wie
groB diejenige Kraft sein miifBte, die
die Verlingernng von 1 em hervor-

o

(Fig. 182). Wenn ein diinner (langer) Metall-

Fig. 188, Schwingungen der
Flusaigkait in elnem T-Rohre.

Fig. 182, Elastische

Fig. 184. Torsiousschwin-
Lingsschwlngangen.

gungsn,
bringen wiirde. Diese Kraft, in Dyn ausgedriickt, ist die in nnserer Formel (8. 163)
vorkommende GréBe 4. Man hat nun die schwingende Masse 7 in Gramm zy hestimmen
und die Gleichung (8.110) e poo

=%g. |/

k
zur Berechnung der Behwingungsdauer zu benutzen, Uingekehrt k
der beobachteten Schwingungszeit und der durch W.
Kraft & berechnen und den berechneten Weort
(§ 60) des Drahtes verwenden.

Die Versuche lassen sich ‘bequem auch mit einer aufgehingfen Schraubenfeder
ausfithren; die H_m_nmmmamnmwuﬁum der Schraubenfeder wird hierbei nicht durch Deh-
nung der Drihte, sondern duarch Biegung und Verdrehung der einzelpen Draht-
windungen veranlaB, :

Elastische Torsionsschwingungen.
Ende eines Metalldrahtes hingt und dann

ann man ang
igung hestimmten Masse die
zur Bestimmung des Elastizititsmoduls

) Wenn eine Masse an dem unteren
in Torsionsschwingungen versetst wird,

1} Die klassischen Untfersuchungen zur Bestimmung von g wurden von Friedr.
Wilh, Bessel (1784—1848) um 1896 ausgefiihri (8. 4).

2) Von lab. torquare = drehen, verdrehen. Aus zugehdrigem tortus =
das Fremdwort | tordieren" abgeleitet. Es wird bier in dem Sinne wlusammendrehen,
Verdrehen* eines Drahtes oder Fadens gebrancht; daffir ist auch das deutsche Wort
wDrillen*, fir Torsion das entsprechende , Drillung” in Gebrauch,

gedreht iat

gungen und die
wihnt, wenn auch die hei den
elastischen Schwingungen wirkenden Krifte erst spiter (§ 60—62) behandelt

Decke festgeklommt und das untere Ende mit

L el

§68. Froie Achsen 167
)
i ar (8.163) berech-
so 4Bt sich die Schwingungszeit nach der Formel 7 = 2= .—\By (s.163) .H_M
. . . =14
nen. Diese Formel hat bei Torsionsschwingungen innerhalb weiter Qunumﬂu %ﬂ EWM
ww#. da die Elastizitdtsgrenze eines gedrillten Metalldrahtes sehr hoc ist, da e
Fﬂm.nrm_v weiter Grenzen zwischen dem Drehungsmomente und dem Torsionswin
ionalitdt besteht, )
Huuo?wﬂwow__? der Torsionsschwingungen kann man das eomm_o%umoﬂm._ﬂ nmmamw.
i igkeit hestimmen, wenn man das Trighei
eines Drahtes mit groBer Genanigkei ) ot s chimfon
hingten K&rpers kennt, Am bequemsten verwen . : .
mwmmmﬁwmnnm”mﬂww Nw:umm_”. vou hekanater Masse m und dem Querschnittradius 1 cm, ds

i enh
fir diesen das Tragheitsmoment © = 3 ist (§ 56). Umgekehrt kann man, w

man das Torsionsmoment des Drahtes kennt, das Qﬁuwwwg%no HMWMWMWM%MMM”“HMMM
. - a
s genau bestimmen; auch kionen die Gesetze ther !
Mm%u%mu.lummmv mittels der _H_mw.mmoummorﬂbmdummu bequem bestitigh Sm&mu. -
Schwingungen einer Fliissigkeit in einem m.woﬁ..a. ﬁmnwum_ﬁ_ %mwu%%m?
i it i i hnitte U-f6rmig gebog '
weites) Glasrohr mit dberall gleichem Querse bogen uzd g0 anfye:
i i 1 lotrecht stehen, 80 kann eine das g
stellt wird, daB die geraden Schenke : Tog. 183). Batrigh
i { ssigkei hwingungen ausfithren {(Fig. .
weise anfiillende Flissigkeit ebenfalls Sc gon ausilibeen \T1g Jeude
i ie Di gesamte g
hoitt des U-Rohres ¢, die Dichte der Fléissigkeit s ge
me w‘__ﬂﬂwmmmmﬂmm&m I, so mmw_&m Masse der in dem Rohre muﬁrm.zonmw m__wEummmE
Wm.ﬁ m=1-¢-5 Wenn man nun (z, B. durch Saugen an mE.B einen En mﬁw e
mmm_mmmmw&ﬁ in dem einen Schenkel um 1 e¢m _SE_W mo mmquu Emr wﬁww.ﬂm_%w“ Mwommn.
it 1 em. Sie steht also im erstan mawmn elum 2 em weitel
mw”% m.mﬁma_.wmww der iiberstehenden Enmmmmwﬁnmmw:.ﬂm, in ﬁuﬁ nbmm..mmnaawr ist die
Krafs k. Sie betrigt & = 2gsg. Folglich wird die Schwingungszeit

—_ . lgs = 25 F.
1=2n ._\mmm.q 2g

ingi i der Dichte der Fliis-
i i it ist unabhingig vom Querschnitte und von der d
Mpwwmrﬁﬂmmmmwm mit der Schwingungszeit eines Pendels {iberein, dessen Linge
mﬁmmo_p der halben Linge der Wassershule ist.

§ 58, Freie Achsen.

Wenn ein freibeweglicher mgumw.n&mmﬁ. Kérper X (Fig. 184) msm.nr ein
in der Ebene wirkendes Kriftepaar in Drebung .dmam&uuh )
wird, so dreht er sich nach § 49 um eine Achse, die durc
den Massenmittelpunkt des Korpers mmE“... Legt man mun_un
durch den Massenmittelpunkt 8 .mmm Nouﬁmu.m m:wrmm e
Achse 00, so hat diese keinen Einfluf auf die Uu.mﬁ ung.
Also kénnen auch die von den einzelnen E.mmmcum::u mmb%e
ausgeiibten Fliebkrifte P keine Hmwm*.wﬂ._._mnam m.upm .HM
Achse ausitben: die Resultierende aller dieser Kriifte is
mgz_wwww sich der riumliche Wmu%%q ,NM Aﬂﬂm.hommw ﬁ“ m
. : assenmittelpunkt gehende ) Fig. 185, Slch drehender
W.%Mb%% w%mmﬂ%ﬁﬂwﬁ_?ﬁ die muwmmummﬁcou Drehunggebene  Umdrshungsktzper-
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liegen, die Resultierende Null haben. Dag jst z. B. der Fall, wenn ein Um-
drehungskérper sich um seine geometrische Achse dreht; es kann auch
bei anders gestalteten Kérpern eintreten, Versetzt man aber einen Kgr-
per von der in Fig. 186 gezeichneten Form in eine Drehung nm eine im
Raume festgehaltene Achse 00, erfolgt die Drehung also etwa vermittels
eines in der Figur angedeuteten Rahmengestelles, so kann sehr wohl in
einer Ebene, z. B. in der Ebene E, die Resultierende der Fliehkrifte Null
sein, wihrend die Resultierende der Fliehkrifte in anderen Ebenen einen von

zZ

A )

Fig. 186. Drehung um die Achas 0 0.

Fig 187. Freie Achsen, Sicherea Gleichgewicht.

Null verschiedenen Wert haben kann, Bej der in Fig. 186 angenommenen
Lage verursachen die Fliehkrifte P, und P, ein Kippen des Kérpers rechts
berum; und zwar kippt der Kérper so lange um die wagerechte Achse 4.4,
bis wiederum die gesamte Resultiorende aller Drehkriifte den Wert Null er-
reicht. Ist das erreicht, so wird auf die Achse OO0 keinerloi Kraft ausgeiibt.

Eine Achse eines Kérpers, auf die der rotierende Kérper infolge der Flieh-
krifte keinerlei Kraftwirkung ausiibt, heiBt eine freie Achse des Kérpers.
00 ist in den Figuren 184 und 185 eine freie Achse, in Fig. 186 nicht eine
freie Achse.

Bei jedem Kérper bestehen drei aufeinander senkrecht stehende natir-
liche freie Achsen (wie hier aber mnicht bewiesen werden kann). Bei der
Drehung um jede dieser Achsen herrschi Gleichgewicht, d. h., wird nor der
Schwerpunkt des Korpers unterstiitzt, dreht sich der Kérper aber sonst krifte-
frei, so behilt er dauernd eine dieser drej Achsen als Drehachse bei, wenn die
Umdrehung um die Achse ejpmal stattfindet. Aber dieses Gleichgewicht ist
bei zwei Achsen unsicher (labil) und nur bei einer sicher (stabil). Die sichere
Gleichgewichtslage der Rotation besteht fiir diejenige Achse, filr die das
Trigheitsmoment eirien grioBten Wert hat; in bezug auf die unsicheren freien
Achsen hat das Trigheitsmoment des Kérpers kleinste Werte. Fiir ein drei-
achsiges Ellipsoid ist jede der geometrischen Achsen auch eine natiirliche

_freie Drehungsachse (Fig. 187), aber nur fir die kilrzeste Achse ¢ ist das
Gleichgewicht sicher (stabil),

N .
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Bel einem Zylinder ist das Trigheitsmoment in vmusm auf seine geo-
metrische Achse */,mr% in bezug auf eine Unmrﬂsmnwormm.m&m_mmwwp.morn NWH.
geometrischen Achse durch den Schwerpunkt geht, §m_=\=~ + \._M., ). .H e nach-
dem das eine oder andere dieser Triigheitsmomente mH.o.mmH. ist, ist &.m erste
oder die zweite die stabile Achse. Wenn beide Trigheitsmomente mn._mz%n
gleich sind, wenn also Y % + Y #? = Y,#% ist, d. h. _wenn Nﬂg., ._\wkhmm“ 80
ist die Gleichgewichtslage der Umdrehung mosmuE..mE. diese vo&mn c mm&w
wie auch fiir alle iibrigen stetig (indifferent). Ein .Hmumﬁmw zylindrischer Sta
stellt sich bei der Drehung um eine vorgeschriebene feste
Achse von selbst so ein, daB die Drehungsachse senkrech® zur
geometrischen Achse liegt; bei einer kiirzeren Kreisscheibe ist
die geometrische Achse die sichere freie Uw.mrabmmwowmm. E.mu
kann die sichere (stabile) freie Achse experimentell finden, in-
dem man die Kérper an sinem Faden aufhéingt und den m,m@ms
zwischen den Fingern oder mittels einer mowﬁ_.umﬂmmofum
driflt. Es stellt sich dann bei der Drehung schlieBlich eine
Gleichgewichtslage so ein, daB die durch mmu Faden vorge-
schriebene lotrechte Drehachse zur sicheren freien Umdrehungs-
achse des gedrehten Korpers mem. HFMH %Mmofom.mm:m W%_.“.Mm. -

itet sich hei diesem Versuche von selbst in einer wage- o
WMM&MMH Ebene zu einem Kreise aus, da die Kette hierbei das Eﬂ%mn.mzwwh
groftmogliche Trigheitsmoment erlangt. Ereisel.

. L i ie Achse sich drehen-
Die Erhaltung der Drehungsachse. Ein um eine freie Achse sich drehen-
der Korper sucht die Lage der Drehungsachse beizubehalten, Das kann man

experimentell mit dem Bohnenbergerschen') Kreisel (Fig. 188) .umor.s.:mmmu.
Die Achse des Kreisels ist in zwei Ringen gelagert, die in uﬂﬁ.uszmw er
senkrechten und durch den Massenmittelpunkt des rotierenden Kreisels ge %u.
den Achsen leicht drehbar ist (Cardanische Aufhingung). 42.%3« man .WEM
Kreisel in rasche Drehung, so behilt seine Drehungsachse Epémmmgmz_ow I Mﬁ
Richtungbei,unabhiingig davon,oh manden mmnum.ubuwmumw verschiebtoder Mh.m&a.
Auf dem Satze von der Erhaltung der freien Uum.rdsmmmorma beru e
Tatsache, daB die rotierenden Grestirne, auch die Erde, ihre Uumﬁmummm%wwmwoﬂ
ihrer Bewegung durch den Weltenraum der Richtung nach _mudmwmbmmw icl "
behalten, wodurch bei der Erde der Wechsel der Jahreszeiten bedingt wird.
Dreht sich ein Kdrper nur uwm den natiirlichen Emm.mmnﬁﬁiwﬁnwn (&) mmwmmﬂ
sonst kriftefrei, so hat er in jedem Augenblicke eine bestimmte dBE..mw:m_mmMo 18 m.
Wird diess Achse also nicht von auBen im Raume festgebalten Eu.m Hmw..m“m mﬂ_wu
freie Achse, so wird der Korper dem Zuge der Resultanten der m,:mw_ﬁ..wm e ommqm
und geine Achse verlagart. Im niichsten Augenblicke hat er daher eine .Wz Mmo
Umdrehungsachse. Das Gesetz von der Erhaltung der GEmmmraummmormm m.ﬁ. w.mw
fiir nicht freie Achsen nicht mehr. Nach einem Satze von m-n:umon._ qu Hv
aber nicht bewiesen werden kann, geht die GBmwm_uﬁnm mm::_ 80 vor sich, M.mwmu
ein im Korper foster Kegelmantel (Polhodiekegel) auf einem im Raume fes

1) F. Bohnenberger (1765—1831), Prof. in Tithingen 1817 (5. 165).
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Kegel (Herpolhodiekegel) abrollte (Fig. 189). Die gemeinsame Bertihrungsgerade
der Kegel ist dann die augenblickliche Umdrehungsachse. Wire die Umdrehungs-
achse O 0 der Fig. 186 eine solche Achse, so witrde also kein »Kippen“ des Kirpers
eintreten, sondern ein eigentiimliches Hip. und Herschwanken des Kérpers und eine
Verschiebung der Umdrehungsachse, wie es im nlichsten Abschnitt als Prizession
beschriehen ist. Die durch den Rahmen festgehaltene Achse 4 A verhindert diese
Priizessionshewegung und ermdglicht das ,Kippen“ in die sichere Gleichgewichislage.
, Prazession. Wirkt auf oiuen rotierenden Kérper eine Kraft, die die

Drehungsachse zu kippen sucht, so folgt sie dieser Kraft nur in unmerklicher
n Woeise, statt dessen bewegt sich aber die Achse viel stirker senkrecht zur ab-
lenkenden Kraft. Das kann man am einfachsten an dem in Fig. 190 abge-
bildeten Kreisel beobachten; dieser fillt infolge der Wirkung der Schwere
nur ganz allmihlich um, gleichzeitig hewegt sich die Drehungsachse lebhaft

Fig. 191, FPssaelschos
Gyroskop.

auf einer Kegelfliiche; das obere Ende der Kreisolachse bewegt sich anf einem
Kreise, dessen Richtung in der Figur angegeben ist.

Die experimentelle Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf den ro-
tierenden Korper geschieht mit dem in Fig. 191 abgebildeten Fesselschen D)
Gyroskop.?) Dieser Apparat besteht aus einer schweren Metallscheibe S, die
uwm eine in der Verlingerong der Stange St angebrachte Achse drehbar ist.

Fig. 143. Polhodie- nnd
Herpolhodiekegel

Fig. 190.
Prizession,

und dreht die Metallscheibe sich im Binne des Pfeiles R, s0 behilt der Kor-
per dauernd seine Lage bei. Wenn dagegen das Gewicht @ als Ubergewicht
den Kérper mit der Kraft ¥ in lotrechter Ebene zu drehen sucht, so erfolgt
diese Drehung kaum merklich — die Achse macht in lotrechter Richtung
kleine auf- und abschwankende Bewegungen —, dafiir dreht sich aber der
ganze Apparat im Sinne des Pfoiles B in wagerechter Ebene herum.

Wenn auf emen um eine [reie Achse stch drehenden Kirper ein Krifte
paar wirkt, das die freie Achse o drehen versucht, so filkrt die Achse in der
Drehrichtung des Kriftepaares nur kleine Dendelnde Bewegungen aus, aber sie
dreht sich lebhaft senkrecht zur Ebens des Kriftepaares, .

Zum Verstindnis dieser Erscheinung denken wir uns gine kleine schwere
Kugel m in einer kreisfdrmigen Rinne laufend, also z. B. in einem kreisfor-

1) Von dem Mechaniker Friedr, Fessel 1753 zuerst hergestellt,
2) gyros (griech) — Rundung, Ereis; skopéin (griech.) — heobachten.

[T
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mig gebogenen Rohre (Fig. 192), Die Ebene der W.n&m.omwﬁ moz.wﬁ. der durch
Achse* bezeichneten Geraden senkrecht stehen. Wir wollen nun in dem Augen-
wznwﬁ wo die Masse m im Punkte A ist, uns eine H__m*ﬁ:&.a ﬁ.ﬁErmemruum
der Achse um den Winkel ¢ nach unten denken. Hierdurch wird die Bewegun mmm-
richtung vou m auf der kreisformigen Bahn im m.:u.wg 4 m@muuﬂ.mzm um Mw
Winkel ¢ gedreht. Sie nimmi an dieser Stelle @6 wﬁmwﬂml gezeichnete
Lage an. Man erkennt nun, daB die Masse infolge ihrer kinetischen Fnergie
nach der Drehung einen StoB oder Druck anf die rﬁwmmmusmmu w.o_pwﬂwn-
dungen ausibt, der den betrachteten Teil der Bahn links herum zu drehen
m .ﬁ‘ ) .
wam&wmwwwuﬂmﬁ sich die Masse m im Punkte B, wihrend die Achse EoES.W
um den Winkel ¢ gedreht wird, so hat das zor Folge, dag die Masse von

-y

Flg. 194

Fig. 192,
nach B gelangt. Da die nene Bahnrichtung mit m@.w alten parallel m...mwrmrMb
ist, so itht die bewegte Masse in diesem Punkte Wmﬁab .Uzmow anf ms.wm n
aus, solange wir wenigstens annehmen diirfen, .mm.m die .Fumsmor.m M.umnm_o M._ob
m in B und B’ dieselbe ist. Streng wird das ja in ﬁqﬁE..Swwﬂﬂ nicht gelten
konnen. Denn durch die Bewegung von B nack B erhalt &.m Hmmmm §Uu.ﬁ
ihrer urspriinglichen Geschwindigkeit noch eine N:mw.ﬁumawmosﬁ.na_m_mm;. Hw.
dadurch bewirkte Energievermehrung kann nur von einer bwwm:m_ma.ﬁﬁum EMH
demy ﬁmwm BI herrithren, d. k. es muB %Eu_.mu.m &mu. Bewegung A.HE Wﬁw
von der Réhre einen Druck erfahren, .ummma..mzm ist &mmmm Uano_m in B, N er
nicht von der urspriinglichen Geschwindigkeit vou m mw_.u.mum.r wie der oben
durch die Drehung in A4 erzeugte Druck auf die linke @orwmﬂ.ﬁum, anderer
Art und gegenitber diesem zu <mwumomwm.mmwmm=“ wenn die kinetische Energie

in der Rohre nicht zu klein ist.

e M\MMM _mm”E diese Tatsache mit Hilfe zweier w:m.m:mﬁ.smmg Eww.mmb von
etwa 500 g, die an den Enden einer m»mnm.w angebracht sind, experimentell
nachweisen, wenn diese Stange in ihrem Mittelpunkte um eine mm_.uwumnrﬁvﬁm
ikr gehende Stange als Achse in schuelle d‘Emwmw;bm. versetzt wird, wobei
sich die beiden schweren Kugeln in einem Ereise um die Achse bewegen.
Wenn man in dem Augenblicke, wo die Kugeln die in .m._m.. 193 mmummmnmbﬁm
Lage haben, mit der Hand einen plotzlichen StoB anf die Achse mnmﬂuﬁ Eu&
sie also in lotrechter Ebene verdrehen will, so mEH..Em% man, daB m.um mﬂm

einen plétzlichen StoB nach links erfahrt, als ob die Stange nach H._Emm in
dem Drdacke ausweichen wollte, Wenn man aber den StoB auf die Achse
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Mm.wu ausfithrt, wenn die beiden Masgen die durch Fig. 194 dargestellte Lage
aben, 0 ist von einem solchen Ausweichen nichts zu spiiren; vi
die Achse der beabsichtigten Drebung, phrens vielmehr folgt
Die Kraftverhiltnisse und die dadurch veranlaBten B altni
erhil ewegungsverhilt,
werden durchk die Fig. 195—197 dargestellt. Wir beschrinken %MM m@wmm HEH MMM.
s

Fig. 195.

Fig. 195. Fig, 197,

die Wirkung der Massen in der Lage, wo sie die eben beschri
_um:ummm.o hervorrafen. Die Masse M, (Fig. 195) bewege mmwwwﬁhmwm_w_.awﬁ.wwa“w
Qmmnwﬂﬁ&mw&& auf der durch Strichelung kenntlich gemachten Kreisbahn in m.mu.
wmow?u.m M, E, deren Ehens in dem durch die Figur dargestellten Augenblicke
durch ein auf die Achse wirkendes Kriftepaar FF um den Winkel « gedreht wird
Es findet eine Zerlegung der der kinetischen Energie der bewegten Massen ent-
sprechenden Kraft E in die Druckkomponente D auf dio Babp und F.Em Be-
ﬂmmanmmwwﬁwoumim B, statt. Die der Masse M, diametral gegenfiherlisgande
E.mmmm ;" verhilt sich ebenso. Sie vernrsacht den Druck D" auf die in aH.rEu
Richtung verinderte Bahn, D und D’ bilden ein Kriftepaar, das die ganze Kreis-
v.m_uu um eine in der Ebene des Papiers liegende Achse dreht, Die in Fig, 195
Ec.wﬁ mmmﬁlorm:w gezeichnete Kreisbaha ist in Fig. 196 gestrichelt mmnomawumﬂ Das
Mﬂﬂmwwmw DI der Fig. 195 bringt die Kreisbakn in die in Fig. 196 nicht go-
mﬁ“wm umwwwwwwma Lage. Die Achse hat eine wagerechts Winkeldrehung um den
Ist die Masse M, allein vorhanden, so ist damit der Vor i
wollen aber annehmen, daB auBer der Masse M, noch die Emmmwa.mmﬁwmﬁm%m. HMMM

driickend auf die in ihrer Lage vertinderte Kreisbakn. Die ibrer kinet; i
mngwnm%m.nmm Kraft By wird in die Bewegungskomponente @ und MM W%Wmmawumm.wm
Zur wmrumpo_u_.u.num wirkende Druckkomponente H zerlegt. Ebenso verhalt sich die
Masse M, Bie erzeugt die Druckkomponente H'; H und H’ bilden ein Krifte-
paar, das eine Drehung der Kreisbahn, also auch der Bahnachse um einen be-
mﬁEENn Winkel 7 veranlaBt. Diege Drehung ist in ¥ig. 197 dargestellt.

U.:w mﬁwow.&m drei Figuren dargestellten Kraft- und Bewegungsverhiltnisse
wwmﬁmu. in Wirklichkeit nicht nacheinander, sondern gleichzeitig ein. In dem Falle
mpm die Massen M, und 2z, gleich sind, sind die drei Drebungswinkel o, § und _
gleich. <.§H. erkennen, daB die beiden Winkel und y muwmmmmummmmﬁwm w.mownns mw
baben, sich also gegenseitig aufheben, wihrend die Drehung um den Winkel mwm-
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stehen bleibt. Das Ergebnis unserer Betrachtungen ist, daB ein auf die Achse des
Kdrpers in lotrechter Ebene wirkendes Kriftepaar eine Drehung der Achse in
wagerechter Ehene zur Folge hat. Das ist die Bewegung, die wir an dem Fessel-
schen Gyroskope wirklich beobachtet haben. Auch die schon oben betrachtete
Bewegung des Kreisels ist nach dem P
Vorstehenden erklirhar. $eor
- Diese eigentiimliche Bewegung
der Rotationsachse wird Prizession’)
genannt,

Die Erde wirkt bei ihrer Umdre-
hung um die Erdachse wie ein groBer
Kreisel. Da die Erde nicht Kugelge-
stalt, sondern die Form eines ahgeplat- :
teten Umdrehungsellipsoides hat, so '
wirkt die Anziehungskraft der Sonne '

1

4 Epdachise

Fig. 195. Prézession der
Nachigleichen.

nicht auf alle Teile der Erde gleich-

mibig, so daB die resultierende Anzie-

hungskraft nicht im Schwerpunkte angreift und ein die Krde anfrichtendes Krifte-
paar entsteht (Fig. 198). Die Erdachse folgt aber diesem Kriftepaar nicht; son-
dern sie bewegt sich auf einer Kegelfiiche entgegengesetzt dem Drehungssinn des
fallenden Kreisels von Fig. 198. Die Erdachse beschreibt diese Kegelfliche einmal
wihrend der Zeit von 25800 Jahren. Infolge dieser Drebung ist die Erdachse
nicht danernd nach dem Polarstern gerichtet, und die Schnittpunkte des Aquators
mit der Ekliptik: der Friihlings- und der Herhstpunkt behalten ihre Lage nicht

- e g i g

unvertndert bei, sondern sie eilen auf der Bhene der EElptik im Sitme dér Be-

————— i —

wegung der Erde voraus. Daher hezeichnet man diese Erscheinung mit dem Namen
Prazession der Nachtgleichen, In etwa 12000 Jahren wird die Wega der Polar-
stern sein. :

Die aufrichiende Kraft der Sonne wirkt am stirksten im Jun) und Deozember,
wenn sie von der Aquatorialehene der Erde den groBten Abstand hat. Sie wirkt
am geringsten zur Zeit der Tag- und Nachtgleichen. Aus diesem Grunde ist auch
die Prizession im Sommer und im Winter groBer als im Friihling und Herbst.

Der Mond, der zwar an Masse bedeutend kleiner ist als die Sonne, der sber
der Erde sehr viel niber steht, verursacht eine shuliche Prizessionsbewegung. Durch
die Zusammenwirkung von Sonne und Mond und infolge der wechselnden Geschwin-
digkeit der Priizession ist diese Bewegung auBerordentlich verwickelt. Dazu kom-
men noch Schwankungen der Prizession: Der Himmelspol als Endpunkt der Erd-
achse hewegt sich also nicht genau aaf einem Kreise, der den Pol der Ekliptik als
Mitielpunkt hat, sondern der Kreis zeigt gewisse Ausbuchtungen nach innen und
auben. Die Periode dieser Ausbuchtungen hetriigt annihernd 19 Jahre, sie wird die

Nutation?) genannt.

Die oben angegebenen Schwankungen der Prizession kann man mit dem
Fesselschen Gyroskope beobachten, wenn man wihrend der Prizessionshewegung
einen kurzen Schlag auf die Stange ausiibt. Man heobachtet dann, wie das Gyro-
skop um’ seine Gleichgowichtslage schwankt, indem die Stange wihrend ihrer Um-
drebung nm die lotrechte Achse lotrechte Schwingungen ausfiihrt.

1) praecedére (lat) — vorriicken.
2) nutadre (laf) = echwanken, nicken.

e

» Sore
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In neuerer Zeit ist der Grundgedanke der Erhaltung der freien Umdrehun gsachse
vielfach angewandt worden, um die Stabilisierung irgendeiner Bewegung hervor-
zubringen. Am bekanntesten ist der Schlicksche ') Schiffekreisel geworden. Dasg
ist ein Kreisel, derim Innern des Schiffes und am Schiffsrumpfe geeignet eingebant ist
und in rasche Umdrehung versetzt werden kann, Wihrend seiner Umdrebung hat or
das Bestrehen, die Richtung seiner Achse heizuhehalten; infolge seiner Befestigung
am Schiffsrumpfe verhindert oder vermindert er dje Schwankungen des Schiffes.

Ein Kreisel kann nur dann als Stabilisator wirken, wenn er die Bewegung
tatsichlich ausftihren kann, die senkrecht zur Richtung der ablenkenden Kraft ist,
Wenn also der Schiffskreisel die tatsichlichen Schwankungen des Schiffes verhin-
dern soll, so muB er im Schiffskérper so gelagert sein, daB sich seine Achse senk-
recht zur Richtung der Schwankungen neigen kann.

In den letzten Jahren sind Versuche gemacht worden, einen nur auf einer
einzelnen Schiene laufenden Wagen dadurch am Umkippen zn verhindern, daB
man mit dem Wagen schnell sich drehende Kreisel verbunden hat. Die Versuche
haben aber bisher kein hrauchhares Ergebnis gehaht.

Von groBer Wichtigkeit ist der Kreiselkompaf %) geworden, bei dem von der
Tatsache Gebrauch gemacht wird, daB in der urspriinglichen Anordnung ein sich
duBerst schnell drehender Kreisel, der in einem Gehitnse so anf Quecksilbor schwimmt,
daB seine Achse wagerecht bleiben muf und sich auBerdem nur wenig gegen den
Pol heben kann, sich in die Meridianebene einzustellen bestrebt ist, da ihm zu seiner
Eigenrotation durch die Erdhewegung noch eine Drehung um die Erdachse aufge-
zwungen wird. Auf Einzelheiten kann hier nicht eingegangen werden.

Die allgemeine Regel fiir dio Auffindung des Drebungswinkels der Prazession
eines Kreisels, dessen Drehungsachse ans seiner Lage heransgebracht werden soll,
ist folgenda:

Ein Ereiscl sucht seine Drehungsachse so zu stellen, daf sie mit der Achse der

ihm__aufgezwungenen Drelvung den - Kleinstmiglichen .:\wuwm« bildet und  beide

“U..w.%&ﬁhmﬁ &o..h..ﬂ.w&xa@ werden.

§ 59. Der Foucaultsche Pendelversuch.

Ein frei aufgehiingtes, vor Luftstrdmungen sehr gut geschiitztes Pendel
schwingt scheinbar nicht immer in derselben Richtung, sondern seine Schwin-
gungsebene dreht sich gegeniiber dem Erdboden in wnseren Breiten in einer
Stunde um einen Winkel von ungefibr 12° entgegengesetzt der Drehung der
Erde. Als Ursache hierfiir konnen wir das Bestreben der Schwingungsebene
betrachten, ihre Lage im Raume miglichst unverdndert beizubehalten.

Zur Veranschaulichung der scheinbaren Drehung der Schwingungsebene
dient die in Fig. 199 angegebene Versuchsanordnung. Diese besteht aus einem
einfachen Tischstative, iher dessen Mitte ein Fadenpendel an einem Gestelle
aufgehiingt ist. Versetzt man das Pendel in Schwingungen und dreht dann
den Tisch um seine Stativachse herum, so dreht sich scheinbar die Schwin-
gungsebene des Pendels iiber dem Tische hinweg.

1) Nach dem Ingenieur Otto Schlick genannt, der den Vorschlag 1903 machia,
2) Beste Form durch Anschiitz & Co., Neumiihlen-Dietrichsdorf bei Kiel, 1911,
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Denken wir uns die ganze Vorrichtung auf dem Nordpole der muma E.m.
gestellt, so erfolgt fiir einen auBerirdischen ruhenden Beobachter hier mrm
Drehung der Tischplatte ohne unser Zutun wsmowmm der Erddrehung. Eine
Linksdrehung der Erde wiirde uns durch eine scheinbare Wmorﬁ.mmwm_uanm der
Pendelebene zum BewuBtsein kommen, und zwar wiirde am Pole in 24 Stunden

eine Drehung um 360% also in einer Stunde um 15° erfolgen. ¢, B,
g — ¢ L rdg
e 2

B
p-dyp B
VY B

s B, ¢,

Fig. 199. Erhaltung der H.wmu. mc”.

Schwlngungsebene, Fig. 200. Teil dee Gradnetzes der Erde.

An anderen Orten der ndrdlichen Halbkugel der Erde kann die Schwin-
gungsebene, vom Standpunkte eines auBerirdischen ruhenden wmovmaEcE ang
beurteilt, wibrend der Erddrehung nickt zu sich selbst parallel EE_.EF Denn
der Aufhingepunkt und der Puukt der msrm?m.o des Pendels vmmm_EEou _ﬂ
dieser Schwingungsebene eine Gerads, die Lotrichtung zur Erde, die mmmm mi
der sich drehenden Erde verbunden ist. Dieses Lot durch den Aufhinge-
punkt nimmt an der Erddrehung teil und bleibt sich _m.mmumm.usmmm selbst pa-
rallel (s. die Lote in F und F” auf der Erdoherfliche in Fig. 203); es be-
schreibt vielmehr einen Kegelmantel mit dem Humn;;&mﬁﬁmwm als Kegelspitze
(0 in Fig. 203). Die Schwingungsebenen fiir die verschiedenen Stellungen
der m_.&qummmm: sich also anch im Erdmittelpunkte schneiden. . ..

Die Schwingangsebene mul daher eine Drehung wcmumm?as.. U_mm.m r.m_“ fir
einen auBerirdischen Beobachter einen anderen Wert wie fiir einen irdischen
Beobachter, der sie velativ zur Erde beurfeilt. Sie ist m_:. diesen vom Wm_:.mm.m
¥ = 15°sin ¢ stiindlich, wenn ¢ die geographische Breite des Beobachters ist.

Beweis: In Fig. 200 ist ein kartographisches Zmﬁ fiir die ﬁEmmgum
des Beobachtungsortes 4 mit der geographischen Breite ¢ gezeichnet. Hmu
einem gegebenen Zeitpunkte schwinge das Pendel genau in der Z.oﬂ.w.mn -
Richtung A4, A 4,. Nach der Zeit ¢ ist der Punkt A fiir einen auBerirdischen
Beobachter infolge der Erddrehung uach B gekommen. . . E

Die Tangentialebenen in 4 und B an die Erdkugel sind die mmﬂnouwmm..
ebenen. Um die Horizontalebene von 4 in die von B mvmqucmm?.mu.v sind aubler
der Verschiehung des Beriihrungspunktes von 4 vach B noch zwei Drehungen
der Horizontalebene notwendig. Wir wollen die Uberfiihrang der Mwmu.mn ver-
folgen, indem wir erst in 4 die notwendigen Unmwzum.mu und mm._.um m.E Ver-
schicbung ausfilhren. Die Ebene mubB zunichst um die Nord-Std-Richtung
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als Achse gedreht werden, bis sie eine senkrochte Stellung zur Meridianebene
in B hat. Dann muB sie ein zweites Mal um die Omﬂ-gmm&-mmn_uﬁ:nm gedreht
werden, big ihr Lot mit dem Erdradius in B parallel ist.

Die Schwingungsebene steht stets senkrecht zur Horizontalebene, Des-
halb mufl die Schwingungsebene des Pendels an diesen beiden Drehungen
teilnehmen. Die zweite Drehung um die Om».émmw}m_.nrgum als Achse #ndert
die Lage der Schwingungsebene im Raume nicht. Die erste Drehung um die
z.owm-mmm,w;.nrnnum dndert ihre Lage im Raume. Doch bleibt durch diese
Drehung die Sechnittgerade mit der Horizontalehene in 4 ungeindert,. Wird
daher schlieBlich nach den vorgenommenen Drehungen durch eine Parllel-

der Erde auBer dem Lote dupch den Aufhingepunkt noch einen weiteren
festen Punkt gemeinsam gehabt hitte,

Der Winkel v, den die beiden Richtungen B, BB, und C, B0, mitein-
ander bilden, ist der scheinbare Drehungswinkel g der Richtung der Pendel-
schwingungen,

Zur Berechnung beachten wir das kleine Dreieck BC, B, das in Fig. 201
noch einmal besonders gezeichnet worden ist. Der Punkt B, (und () liegt auf
einem Breitenkreise, der nur wenig von dem des Ortes B abweicht, Wir nennen
seine Breite ¢ + Ag. Driicken wir alle Winkel in Bogenma8 aus, so folgt aus
Fig. 128 8. 124, daB A4, = BB = B(, = ¢. Agp ist. Die Strecke CB =z
ist nach Fig. 201 der Betrag, um den der auf der Erdoberfliche feste Punkt
A, zurtickbleibt gegen den Punkt B,, der sich mit derselben Geschwindigkeit
von 4, aus bewegt hat, wie 4. Daher st OB, =A4AB— 4, C,. Nun ist 4B

der Weg, den der Punkt 4 mit der geographischen Breite ¢ wihrend der Zeit
¢ zuriicklegt, also ist der Weg 4B —2ar. cos @ fm: %o%&m QE&.mruﬂmm-

zeit der Erde ist. In derselben Weise folgt, daB
4,0~ 2mr cos (g + Ag) - 4,
z=2xr. % (cos ¢ — cos (p + Agy)).

Aus Dreieck B(, B, (Fig. 201) folgt dann

2 _9g.t 039 —cos (g + Ag)
1.Dﬁ Vi D@ .

Fiir unendlich abnehmendes Ag geht der letzte Quotient nach den Be-
trachtungen auof 8. 125 in dep negativen Differentialquotienten von cos ¢ iiber,

ist. Also ist

are ¥ =

S

L
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Setzen wir diesen Wert in den Ausdruck fiir ¢ ein, so wird

.
mwneﬂwa.%.mEﬁ.

Der Quotient W ist der Teil der gesamten Umdrehungszeit der Erde,

] i i i duft; fir eine Stunde wird
d 1schen den beiden Beobachtungszeiten verliuft; fiir eine .

mw umm,ow "he 2w ist der Bogen, der dem Winkel von 360° entspricht. m%.mu
wir daher jetzt wieder zur Messung der Winkel in GradmaB tiber, so ergiht

¢ .
sich fiir die stindliche Drehung 2z 7 = 159 also wird
P = 15°. sin @.

In vorstehendem ist gezeigt worden, daB die Pendelebene sine Unmrnum..wn
dem Drehsinne Stiden— Westen erfahren muB, wenn das H.umumo_ zunichst uow.m..m__w -
lich schwingt. Es steht aber noch der Beweis aus, daB .mpmmw Drehung den gleic mn
Betrag fiir jede beliebige Schwingungsrichtung hat, Wir wgnm,u. nns mm:«.cﬂ %:wﬂ '
folgende Betrachtung tiberzeugen. Die bwwmuwwum des Pendels ist nur ein mmw -
derer Fall der allgemeinen Rechtsablenkung eines auf der Erdoberfliche sich be
wegenden Kérpers, die wir frither (§ mwu.m..umwv .w? ....P..I
handelt haben. Schwingt ein Pendel in beliebiger Rich- PR b mn
tung auf rubend gedachter Erde uﬂmmnrou.am.u Umkehr- e Jr .
punkien 4 und 4, (Fig. 202), so kann _gﬂ.vmﬂmm_._ow _.\ X
Erde das von 4 fortschwingende Pendelgewicht nicht | g
den friheren Umkehrpunkt A, erreichen, erfihrt viel- 0
mehr wibrend der Halbschwingung eine Rechisabwei- 1 A \
chung nach B,. Der Weg des Pendels verlsuft also gar
nicht mehr in einer Ehene, sondern in einer m.mwn.w_.HE- N ,
ten Fliche. Der Schwingungsmittelpuekt 0 muf links N .
auberhalb der Schwingungsfliche liegen hleiben. .Hu ~ __ -
einem beliebigen Punkte P der Bahn des Humumam, ist S viner Bemdas
die Pendelmasse zwei ablenkenden Beschleunigungen ¥la wc».mnrﬂwmﬂﬂ
unterworfen. Dde eine, welche das Pendel dauernd .
rechts abzulenken sucht, ist die frither (S. 126) berechuete w.wmnrwmnm_m:ummmﬁ
die von der Erdumdrehung herriihrt. Der m.mummznuwm_mu._mwuu nun dieser Be-
schleunigung nicht in vollem Betrage folgen. Er m.l.w_ul“ ja vor allem m_“m_...m. mwuh
nach O hin gerichtete Beschleunigung, welche die dm.mmorm der anBoEm.w 8
Pendelbewegung ist. Diese Beschleunigung b muB nur eine Noﬁ@oumﬁm y ha MMm
die senkrecht auf der Bewegungsrichtung steht und m.wnmm.m zu B mnﬁwmmmummmmm
gerichtet ist. Somit ist der Beschleunigungsbetrag, der die Wmnrﬁwzmuw_.ﬁm G
Pendels hervorruft, nicht 8, sondern §—y. B ist aber von der MMBEmHmSnE..ﬂ.mm
der Bewegung unabhingig, wie friher (8. Hmmu. gefunden wurde; ebenfalls is M
von der Schwingungsrichtung unabhingig. mO:...pﬁ muB .mnnw mm.rq. H.mbmm_ SEH_.MW :
jeder Halbschwingung unabhingig von der m.uré._nm.:.ummw_og:um immer eine w.%n

ablenkung im Betrage von A, B, erfahren. .ﬁmm m.S eingehendere Durchrechnung
der vorgefithrten Uberlegung ergibt, ist die w.odﬂn_m_._m Unmwzum.. mmu. Nmnmm_mwonm
gerade halb so groB, wie die Drebung oder m:w. S‘_Jw&mgn_pﬁnm_m_mma. auf dem
Trigheitskreise sein wiirde, wenn das m_mum&moﬂnrw. sich qc_.FoEEmu frel wwﬂmmmb
. kinnte, d. h. wenn es der zuriickziehenden Beschleunigung b nicht unterworfen ware.

Grimasekl, Physik. L GroBe Auegabe. §. Aufl, 12
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Durch den Foucaultschen Pendelversuch, den Fou caultl) zuerst 1850
in der Pariser Sternwarte ausgefiihrs hat, ist der experimentelle N achwaeis fiir
die Umdrehung der Erde erbracht worden. In der groBartigen Wiederholung
des Versuches 1851 im Panthéon mit einer 28 kg schweren Kupferkugel als
Pendelkérper an einer 67 m langen Auf-
héngung konnte das sin-Gesetz bestitigt
werden.

Auf einem wesentlich anderen Wege
ist es durch sorgfiltige Versuche Bex-
zenberg?) schon im Jahre 1802 gelun-
gen, den Nachweis fiir die Achsendrehung
der Erde zu bringen. Er lieB im Innern
des Michaeliskirchtyrmes in Hamburg
Kugeln herunterfallen und heobachtete,
daB die Kugeln unten im Turme nichi
auf dem Punkte aufschlugen, der senk-
recht unter dem Punkte lag, von dem
sie losgelassen worden waren. Der Auf-
schlagspunkt wich um 9,04 3,6 mm nach
Osten ah (Fig. 203). Die Fallhshe betrug
76,34 m,

Die Ursache fiir diese Abweichung liegt darin, daB der Purkt H oben
im Turme einen groBeren Abstand HO vom Mittelpunkte der Erde hat alg
der FuB F' des Turmes. Bei einer Erdumdrehung beschreibt die Spitze H
einen Kreis mit dem Mittelpunkte B auf der Erdachse OP, der FuBpunkt F
einen Parallelkreis mit dem Mittelpunkte 4 auf der Erdachse. Die Winkel-
geschwindigkeit von H bei seiner Drehung um B ist ebenso groB, wie die

Fig. 203. Fallversuch von Be nzanherg.

.smuw&mmmcrﬂw&mw@; von F' bei seiner Drehung um 4, die lineare Ge-

schwindigkeit von H ist deshalb im selbey Verhiltnisse groBer als die von F*
wie der Kreishalbmesser BH zu dem Halbmesser 4 F, nimlich (B + k): R,
wenn E der Erdradius und % die Hohe des Turmes ist. Wenn also die Kugel
oben losgelassen wird, so bewegt sie sich vollkommen frei gegentiber der
Erde, als wenn sie ein Trabant dieses Planeten ware. Nach dem Trigheits-
prinzipe hat sie im Anfange die Bewegungsrichtung und die Geschwindigkeit,
die H im Augenblicke des Fallbeginnes gerade besaB. Sie sucht ibren Weg
also auf der Tangente in H an den Kreis um B fortzusetzen, Dann aber fillt
sie unter dem Binflusse der Schwerkraft auf den Erdmittelpunkt zu. Gegen
eine ruhend gedachte Erde wird die Kugel also eine Ellipse, bezfiglich Parabel

beschreiben und zwar in einer Ebene, welche durch die Tangente in H an
den Kreis um B und den Erdmittelpunkt O bestimmt isb, Ist der Aufschlags-

1) Leon Foucault (1819—1868) von Haus aus Mediziaer, dann Mitglied der Aka-
i Der Pendelversuch ist ibrigens schon vor Foucault 1861 von
V.Viviani in Florens uwud 1833 von Bartolini in Rimini mit qualitativ hefriedigen-
dem Ergebnisse angestellt worden, ohne daB Foucault hiervon wuflte.
2) J. F. Benzenberg (1777—1846), Gymnasialprofessor in Hamhurg.
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punkt der Kugel auf der Erde @, so ist die Kugel anf der wwnovm_.mmow._m. also
in horizontaler Erstreckung, um das Stiick F'G vorwirts gewandert in der-
selben Zeit, wo der Anfangspunkt der Bewegung von H nach H, mmw FuB-
punkt des Turmes von F' nach F* gelangte. Die mz,mmwﬁ. FXe Ec.m..?ﬂ kleinem &
gegen I?) im wesentlichen gleich der Strecke H I sein, ﬂm_orm. mn.om.o-. als F'Fist.
Die Kugel wird daher um #G — FF" nacb Osten 42@:@@42: sein. Da ferner
die Bewegungsebene der fallenden Kugel die Ebene eines im Raume Ewﬁuﬁ_mn
groBten Kugelkreises ist, welche den Kreis um B in H und auch den Breiten-
kreis um 4 in F berithrt, so entfernt sich die Bahn der mm:mnnmh.ﬁnmmfuﬂ.
gleich wihrend des Falles von dem Breitenkreise des Turmes in mm..mrnrmw. Rich-
tung. Die Kugel erfihrt also neben der &stlicken Abweichung eine mnnro_.ﬂm.
Eine solche wurde in der Tat von Benzenberg auch gemessen, aber mit m..m_u_. viel
weniger groBer Sicherheit, da die Abweichungen der Messungen unter sich fast
den Betrag der gesuchten Messung erreichten. Benzenberg fand 3,4 42,5 mm.

Die Versuche wurden 1804 von Benzenberg in einem Bergwerkeam Schlee-
busch in der Grafschaft Mark wiederholt. Er erhielt bei einer m&.?ﬁ._m von
85,1 m eine &stliche Abweichung vou 11,5429 EE“.SwwEum sie sich zu
10,4 mm aus der bekanuten Umdrehungsgeschwindigkeit der Hﬂ&m vmwmo.rsm&.
Der Betrag der nur sehr unsicher bestimmten siidlichen Pwi&%mzm stimmt
hingegen mit der Berechnung nicht gut tiberein. m..u&uow. ﬁc.unmw die uwm_.msoro
in noch griBerem MaBstabe und noch genauerer QwﬁmEmSEE:hm tfter von
verschiedener Seite nachgeprift. .

Eine héchst wertvolle Abiinderang der Fallversuche ist neuerdings (1912)
durch den Direktor J. G. Hagen der Vatikanischen Sternwarte in Rom mit-
geteilt worden. Offenbar ist die QréBe der Gstlichen Abweichung proportional
der Zeit, die der fallende Korper zum Fallen gebraucht. Daher kam Hagen
auf den Gedanken, den Fall eines Kérpers zu untersuchen, dessen q&ﬁm-
schwindigkeit nach dem Grundgedanken der Pwioommnrmm m.wcammow:uo
durch ein Gegengewicht verlangsamt ist. Er beobachtete mit einem m.,mwu-
rohre den diinnen Aufhingefaden des Fallgewichtes, wenn nach einem Falle
durch 23 m Fallraum der Fall véllig erschiitterungsfrei abgebremst wurde.
Seinen Standpunkt nahm er dabei ndrdlich vom Faden. Er stellte .mm..uu fest,
daB der Faden beim Falle eine dstliche Abweichung von der Ho‘.ﬁorgum
hatte. Diese Lotrichtung wurde als Mittellage von Humumm_mnwﬂ:mc.um@u
des Fadens scharf bestimmt, die sich an den Fall und den ersten mm_.wrormb
Ausschlag des Fadens unmittelbar anschlossen. Die Messung der Omwm&am_&p:um
konnte so mit einer Genauigkeit durchgefihrt werden, die diejenige aller an-
deren Fallversuche ithertrifft. Berechnete man aus der beobachteten O.E.&?
weichung die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde, so stimmte diese bis auf
3 Stellen mit dem astronomisch ermittelten Werte tberein.

Die Umdrehung der Erde ist also durch diese Versuche erwiesen. .Em.n
kénnte aus ihnen die Umdrehungsgeschwindigkeit berechnen, wenn wir sie
nicht durch astronomische Beobachtungen kennen wiirden, z. B. unter einer
stetig undurchdringlichen Wolkenschicht lebten. .



Vierter Abschnitt.
Elastizitat und Festigkeit.

§ 60. Elastizitit.

Wenn eine Kraft auf sinen Kérper einwirkt, wenn wir z. B. mit der Hand
gegen einen auf dem Tische liegenden Korper driicken, so tritt an der Stelle,
wo der Druek ausgetibt wird, eine F ormverinderung (Deformation) des Kor-
pers ein, die in vielen Fillen so gering ist, daB sie der oberflichlichen Be-
obachtung entgeht. Hort die den Kérper deformierende Kraft auf zu wirken,
50 kann der M rper nachher entweder seine ursprlingliche Gestalt wieder voll-
stindig annebmen, oder er kann die verinderte Gestalt beibehalten. Im ersten
Falle nennen wir den Korper elastisch, im zweiten unelastisch.t)

Elastizitit der Dehnung, Um die m,oHEqmumummEum. die ein Kérper unter
dem Einflusse einer Kraft erfihrt, zu messen, hingen wir einen Draht an einem
festen Stative oder an einem festen Haken an der Decke des Zimmers auf (wie
in Fig. 182) und belasten ihn am unteren Ende mit Gewichtstiicken. Unter
der Wirkung der durch die Gewichtsticke ausgeiibten Kraft wird er verlingert
und nimmt (wenn die Verlingerung eine gewisse, noch niher zu bestimmende
GroBe nicht iiberschreitet) nach Aufhéren der Belastung seine urspriingliche
Liénge wieder an. Bei zwei Drithten derselben Art, von-denen der erste doppelt
so lang ist wie der zweite, betrigt die Verlingerung durch dieselbe Kraft
beim ersten doppelt so viel wie beim zweiten. Allgemein gilt:

Die Verlingerung ist bei gleicher Belastung der urspriinglichen Linge pro-
portioiial =" . |

Hiingen wir 2wei Drihte derselben Art von gleicher Linge neheneinander
auf und belasten sie beide zusammen durch ein Gewichtstiick, so ist die Ver-
lingerung, welche beide Driihte gleichzeitig erfahren, halb so groB wie die
Verlingerung eines einzelnen Drahtes durch dieselbe Belastung, Statt zweier
gleichartiger Drihte konnen wir auch einen Draht verwenden, dessen Quer-
schnitt doppelt so groB ist wie der des urspriinglich benutzten Drahtes, All-
gemein ergibt sich:

Die Verlingerung ist dem Querschnitte des Drahtes bei gleicher Belastung
umgekehrt proportional. . .

Um die Verlingerung zweier Drihte von verschiedenem Materiale mit-
einander zu vergleichen, wihlen wir die Drihte von gleicher Linge (1 m) und

1) elaunc (griech) = ich treibe.

I mememadn e,
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gleichem Querschnitte (1 mm?). Die Verlingerung, die ein UquAo”
1 m Linge und 1 mm? D:mwmnmhm&m mﬁq%& Wm_.a Belastung mit 1 kg
fahrt, heiBt der Elastizititskoeffizient des Korpers. N
mu?wmndhwp* von der Linge { Meter und @o.ﬁ ‘Querschnitte g @nwmumg_&_-
meter erfihrt, wenn der Elastizititskoeffizient des Stoffes @ ist, bei der Be-
lastung mit P Kilogramm* die Verlingerung
b=q-. % (Hookesches Gesetz).!)
Elastizititsgrenze. Wenn man die Belastung des me”_u_"mu mwﬁEman
vergroBert, so bleibt von einer bestimmien Belastung an die ﬂmﬁmm_mﬁz%m
des Drahtes nicht mehr der Belastung proportional. m_.nﬁmmwuw man .umwsw ie
Belastung, so nimmt der Draht seine nwmww_mb.m:&um qum.m nicht .ﬁammow an.
Man sagt: Die Elastizititsgrenze des Drahtes ist fiberschritten. Uhm.muwmﬁwp-
titsgrenze ist fiir die verschiedenen Korper _wmvw dmnmoﬂ_.omnmr HEm. _pw 6
Elastizitdtsgrenze besitzt der Stahl, eine niedrige das Blei. Die Elastizitits-
grenze wird hestimmt durch die in kg* ausgedriickte Belastung, bei ﬂm_o.wﬁ.
der Draht seine urspriingliche Form nach Aufhéren der w&meum.EoE
wieder annimmt. In Tabelle III ist die Elastizitatsgrenze fir die wichtigsten
6 rzeichnet.
Nogm.wwm_u ME.MME der Wirklichkeit meist nicht entsprechende gm&Ew. daB
man einen Korper durch Belastung auf seine doppelte bmp.mo mammmrumb knnte,
daB also die Verlingerung gleich der urspriinglichen Linge wire, ohne daB
geine Elastizitdtsgrenze tiberschritten wiirde, so konnte man auf Grund der

alb berechnen, wie grof die hierzn notige Belastung sein miiBte,
q
; g
indem man & gleich ! setzt. Es wird dann .@% = I, woraus folgt P’ = —-. Wenn
. 1
der Draht einen Querschnitt von 1 mm? hat, wird ¢ =1, also wird dann Huﬂﬂ .
Die g0 festgesetzte Belastung, die nétig ist, um ..mmumu U_.m.E
von 1. mm? Querschnitt um seine eigene Linge zu verlingern, wird
der Elastizititsmodul %) (¢) des K6rpers genaunnt. .
Der Elastizitgtsmodul ist gleich dem reziproken Werte des Flastizitils-
koeffizienten. (Elastizititemoduln verschiedener Kdrper siehie Tabelle TII).
" 'Unter Verwendung des Elastizititsmoduls : nimmt das Hoolkesche Ge-
setz, wenn man nach der belastenden Kraft P oder, was dasselbe besagt, nach
der elastispchen Kraft P entwickelt, die Form an

Gleichung b =

P=s. W«lw.

Ahulich wie ein aufgehiingter U.E.E sich gegen N:mwu.w#m qw&u.&ﬁ..dmu-
hiilt sich ein Stab gegen Druckkrifte. Zur Ausfiihrung der w_.ﬁ.._um_. gehiren-
den Versuche muB man kurze Stibe von groflem Querschnitte verwenden,

1) Robert Hooke, 16456—1703. 2) modulus (lat) = MaB,
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damit die Stébe nicht knicken; die Verkiirzung wird dann erst meBbar, wenn
man sehr groBe Krifte anwendet.

Auch unter dem Einflup der Druckkrifte ist die Verkiirzung direkt pro-
portional mit der Linge, umgekehrt proportional mit dem Querschnitte und direlt
proportional mit der Belastung.

Die Elastizititsmoduln in €, @. S.-Einheiten, Fiir die Angabe der Ela-
stizititsmoduln hat sich bis heute dag absolute MaBsystem noch nicht
durchgesetzt, denn dann miiBte man die Kraft P in Dyn, die Querschnitt-
fiiche ¢ in em? und die Lange I, sowie die Verlingerung % in em rechnen,

Da &= MUIM ist, so ist die Binkeit des Elastizititsmoduls im C. G. 8.-System
(8. 23) _HWMW .oMun“ = [Dyn em~%]. Die Dimension ist danach die eines Ver-

hiltnisses von Kraft zu Fliche; eine solche Einheit ist eine absolute Druck-
cinkeit. Es erscheint bemerkenswert, daB man statt dessen auch schreiben
kann [Erg - em=%], also die Dimension des Verhiltnisses einer Energie zur
Raumeinheit; eine solche Binheit ist die absolute Einheit der Energiedichte.
— Es sei s ein Elastizititsmodu] nach den obigen Festsetzungen, sein Wert
in absoluten C. @. S.-Einheiten ¢, Dann gilt

- 81 - 10® Dyn - 10® om ~ £ [981 . 10° Dyn- em=?]

€ 107 em - 10—? omp?

kg* . EH_

m . mm?
- =981-10°¢ [Dyn cmn?) = ¢ - [Dyn - cm—2),

also 981 . 10° s =e. Man gewinnt demuach aus den Wertangaben der Elasti-
zititsmoduln in den #iblichen (technischen) Rinheiten diejenigen in absoluten
Einkeiten durch Multiplikation mit 981 . 105, ,

Elastische Spannnng. Ein Draht oder Faden, etwa aus Gummi, der
Linge ! werde durch die Kraft P um b auf die Linge (Fig. 204) AB =1 + &

PP o Zedehnt. Seine beiden Enden 4 und B mdgen

il . — lo festgehalten werden. Wir denken ung nwn ap
PR 5 irgendeiner Stelle € den Faden darchschnitten.
Fig. 204, Dann werden sich die beiden bei C entstandenen

Enden der Teilstiicke in den Richtungen nach 4
nnd B bis C, und ¢, zurlickzieken, bis die Teilstiicke keine elastische Dehnung
mehr aufweisen. Bs ist dann AC, + C,B gleich der Linge I des ungedehnten

"adens, somit C, - CCy =", und es verhiit sich erfahrungsgemif O (), : cc,
=CA4:CB==C4:C,B. An den Teilsticken AC und 4B greifen in den
bei C-entstandenen Schnittfizehen daker in catgegengesetsten Richtungen
m_m\.&_:mowo Krifte P, und P, an, die einander entgegengesetzt gleich sind.
Denn nach dem Hookeschen Gesetze miissen die Gleichungen gelten

§:9-CC =4dC,. p,
¢-9-0C; = BG, - P,

st i

i kg

bt St WS i et

[T p,

PRAprTa

Mk

L.

e preEdi ek

MRS > THPY
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.. . o, 40, P,
Die Division ergibt w.:mw = m.|0“ ; Hlu”

nnd daraus .
P = F,, daerfahrungsgemiB CC,:CC,— AC,: B C, ist.
Addiert man die beiden aus dem Hoolkeschen Gesetze folgende Gleichungen,
go ergibt sich ¢-9(CC, + CC;) = P,(4C, + BC,)

oder §-9-b=20 -1

Daraus folgt aber, daB die Kraft P, = P, gleich der Kraft P sein E.sP
die den ganzen Faden dehnte. Die Krifte P, und P, sind nun offenbar nicht
erst dadurch neu entstanden, daB bei C der Schnitt gefithrt wurde, mﬂumﬁﬁ
sind schon vorher vorhanden gewesen. Sie traten nur nicht in die wumo.wﬁnnumy
da sie einander entgegengesetzt gleich waren, sich also aufhoben, MSH lernen
daraus: In jedem elastisch gedehnien Kérper lasten innerhalb .%m NEH%.« senf-
recht zu allen Querschnitiflichen entgegengesetst gerichicte Krifte, die im Hﬂ-
harrimgszustande einander gleich sind und sich daher aufheben. .Uﬁ.a ..az&_ die
Spannungen des elastisch gedehnten Korpers (8. 81, 107). Im wm_mm_&a des
elastisch gedehnten Fadens spricht man von einer Zugspannung; wire gtatt
des Fadens ein Stab zusammengedriickt worden, so hitte man entsprechend
eine Druckspannung. .

Die potentielle Energie sines gedehnten Fadens. Ein gedehnter Faden
BuBert eine elastische Kraft, die im Beharrungszustande der mmruoumms. Kraft .m._m_mr
und entgegengesetst ist. Sie sei . Dann ist also = — P. mm&nmﬁcmﬁ wir fiir
die elastische Verlangerung b des Fadens noch s, so erhalten wir die (Hleichung

P=— mf.ﬁln * 8, wobei wir den Elastizititsmodul in (. G. 8.-Einheiten rechnen wollen.

‘Das ist aber nach 8. 106 die (leichung fir eine harmonische Kraff. Die Feder-

koustante (die Starre) % ist dann k = ﬁ zu setzen. Nach 8. 106 ist die in
einer gedehnten Feder entha'tene potentiells Energie E = 1+ k+s% In unserem
3 by -
Falle wird daraus B = W . W.mﬂ.iml. — Wir kinnen nun fragen, wo diese Energie
im gedehnten Faden angeordnet zu denken ist. Die Antwort _mmbn._ nur lauten, mw,.m
offenbar die Energie gleichmifiig durch den ganzen Faden verteilt Hw.&. Umuﬂ. ein
jeder abgeschnittene Teil des Fadens enthilt einen entsprechenden bbﬁﬁ von dieser
Energie. Wir wollen daher als Energicdichie die in der Volumensinheit des Fadens

enthalfene potentielle Energie hezeichnen. Das Volumen des mmmmwwﬁma m,m_m.mum ist
en : e
g-(!+3). Daher ist die Energiedichte n — B :[g¢-(14- 8)], oder 5 = PR
Fiir den Fall s = ! wird daraus e = 49 oder in Worten: Der .@a&ﬁﬂ&&ﬁ&i a&
gleich der vierfachen Encrgiedichle der potentiellen elastischen Energie, wenn die
ﬂmlmsﬁ.wzg des Fadens gleich seiner wrspriinglichen Lénge wdre. :

. Anmerkung, Wird ein komogener Zylinder einem Lingszuge unterworfen, -
80 fritt im allgemeinen nehen der elastischen Verlingerung auch eine Querkon-
traktion auf; der Querschnitt ¢ eines elastisch gedehnten Stahes ist also genau ge-

nommen vicht unver#inderlich.
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§ 61. Elastizitiit der Biegung.

Wird ein gerader elastischer Stab 4B (Fig. 205) von der Linge ¢ mit
dem einen Ende 4 in sine feste Wand unverriickbar fest eingeklemmt, und

dem von den Abmessungen des Frei-
trigers und von seinem FElastizitits-
modul ab.

Hat der Stab rechteckigen Quer-
schnitt, so ergibt sich durch Versuche
L S und Berechnung (8. 188), daB zwischen

triger, & der Belastung P, dem Biegungspfeile 5, der
Lénge I, der Hohe h, der Breite b und
dem Elastizititsmodul ¢ die Gleichung besteht:
4P P
sg==L . v

& bRY

e e R

MiBt man die Linge des gebogenen Freitrigers an der oberen erhabenen
und der unteren hohlen Fliche, so findet man, daB die an der oberen Seite
liegenden Teile auseinandergezogen, die an der unteren Seite liegenden Teile
zusammengedritckt worden sind. Die Verlingerung und Verkitrzung geschieht
aber nicht nur an den ZuBersten oberen und unteren Grenzfliichen, sondern
sie tritt auch im Innern des Stabes auf Es gibt daher im Inpern dog Stahes
eine Faser, die ihre ursprilngliche Linge beibehiilt, die also nur gebogen wird.
Diese Faser heibt die Neutrale Faser oder die Nentrale Schicht.

In der Fig. 206 ist ein Freitriiger abgebildet, bei dem dje Hghe iiber-
trieben groB gezeichnet ist, damit die einzelnen Fasern gut voneinander getrennt
dargestellt werden. In dieger Figur ist die neutrale Faser durch eine stark
ausgezogene Linie 00 angedeutet. Alle Fasern oberhalb 0O erfabren eine
Verlingerung, am meisten die oberste Schicht 4 B. Alle Fasern unterhalb
der neutralen Faser 00 erfahren ejpe Verkilrzung, am meisten die unterate
Schicht A" B’

Vermige ihrer elastischen Spannung haben die oberen Schichten das
Bestreben, sich wieder zusammenzuziehen, die unteren das Bestreben, sich
wieder auszudehnen,

Legen wir durch den Freitriger an irgendeiner Stelle, die vom freien
Ende den Abstand x baben mdge, einen Querschnitt Q ¢, so wirkt die elagtische
Spannung an den oheren Fasern des Querschnittes als eine nach dem festen
Ende des Freitrigers gerichtete Kraft K, an den unteren Fasern des Queor-
schnittes als eine nach dem freien Ende des Freitriigers gerichtete Kraft K.

S
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Die Krifte K und X sind um so gréber, je weiter die Fasern von der neu-
tralen Faser entfernt sind. Alle Krifte X und K erzeugen Kriftopaare,
deren Momentensumme demjenigen Drehmomente entgegengesetzt gleich sein
muB, das durch dic am freien Ende wirkonde Belastung erzeugt wird, wenn
der Freitriger im Gleichgewichte ist. Durch die Gleichsetzung der Momenten-
summe der Krifte X und X' mit dem Momente dsr Kraft P erbalten wir
eine Gleichung, die alle die Biegung des
Freitrigers bewirkenden Umstinde ent-

R 7, il

H,mm..ﬁmcm. Gehogener Freitriger mit
neatraler Schicht,

Um die GroBe der i Querschnitt Q¢ wirkenden Spannkrifte zu wmwmn.?
nen, hedenken wir, daB die unmittelbar rechts an Qe grenzenden Stabteile
diese SBpannung bewirken. Wir brauchen daher nur ein kleines mﬁma_.m des
Freitriigers herauszuschneiden, das rechts von @ ¢ liegt, und die in diesem
Stiicke wirkenden Krifte zu untersuchen. .

Es sei in Fig. 207 das unmittelbar an den betrachteten Querschnitt an-
grenzende Stick des Stabes herausgezeichuet. Die Linge dieses Stiickes sei
Az. I bezeichnet den zu untersuchenden Querschnitt vor der Biegung des
Freitriigers, II bedeutet denselben Querschnitt nach der Biegung im Ver-
gleiche zu dem benachbarten Querschnitte, der durch III mwmmm.mﬁo& ist. Vor
der Biegung ist I parallel zu III; nach der Biegung ist I in die H.mm.s. II da-
durch gekommen, daB der Querschnitt eine Drehung um eine durch mrm neu-
trale Faser 00 gehende Achse ausgefiihrt hat, die dadurch erméglicht ist,
daB sich die oberhalb der neutralen Faser liegenden Abschnitte Az verlingert,
die darunterliegenden verkiirzt haben. Wir berechnen die Verlingerungen
und Verkiirzungen alle, indem wir sie auf die Lingeninderung 1 zuriickfiihren,
die eine beliebig herausgegriffene, aber bestimmte Faser erfahrt. -Als solche
wollen wir die oberste Faser annehmen, die von der neutralen Faser den
Abstand ¢ haben mbge; es sei jedoch bemerkt, daB irgendeine beliebige andere,
aber bestimmte Faser auch hitte gewihlt werden konnen. Wir hetrachten
nun die Lingenverinderung o, die die in dem Abstande % von der nentralen
Fager liegende Faser von der Linge Az erfihrt.

Aus geometrischen Gritnden folgt die Proportion

o G:d=y:e
Nebhmen wir an, daB ein schmaler Streifen der betrachteten Faser den

Fig. 207. Ausgeschnittenes Stk
des Freitrigers.
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Querschnitt df hat (vgl. die Ansicht des ganzen Querdurchschnittes in Fig.
208), so konnen wir diesen Streifen als einen Draht von der Linge Az und
vom Querschnitte df auffassen, der um die Strecke verlingert worden ist.
Die Kraft, die zu dieser elastischen Verlingerung nétig ist, oder, was das-

#Aﬂv //A selbe sagt, die elastische Spannung, die in dem Drahte durch

diese Verlingerung o hervorgerofen wird, sei mit dN he-
N

o Zeichnet. Dann besteht zwischen der Spanuung 4N, dem
Fig 208.

" Querschnitte df und der Linge Ax des Drahtes sowie dem
Elastizititsmodul ¢ nach dem Hookeschen Gesetz die Glei-
chung £-0-df

dN = A
Setzen wir in diese Gleichung den aus der obigen Proportion folgenden
Wert fiir ¢ ein, so wird e-loy-df & -
dN = e Az ehxm af
Der Elastizititsmodul ist die Kraft, die einen Draht vom Querschnitte

1 mm® um seine eigene Linge verlingert. Multiplizieren wir diese Kraft mit

dem Quotienten %“ 30 erhalten wir die Kraft, die erforderlich ist, um einen

Draht vom Einheitsquerschnitte wnd von der Linge Az um die Strecke 1 zn
verlingern. Das ist aber gerade die Verlingerung, die die im Abstande ¢ von
der neutralen Faser befindliche Faser erfihrt, Folglich giht der Ausdruck

mlbm die Kraft an, mit der die im Abstande ¢ von der neutralen Faser befind-
liche Faser gespannt wird. Wir wollen diese Kraft Spannung nennen und

weiterhin mit dem Buchstahen % bezeichnen. Eg ist also x — ....u:pj wmbsgmuﬂw.

Ax
AN == . ydf.

Um die Kraft auf dem ganzen Querschnitte zu berechnen, missen wir
diese GrdBen fiir den ganzen Querschnitt summieren; wir missen also bilden

QH\W.Q&E

s . . ®
Den unverinderlichen Quotienten =

1. Unter der Voraussetzung, daB die am m.wm,mwwmmmw angreifenden Krifto
nur eine Biegung, aber keine Lingenverinderung der neutralen Schicht be-
wirken, muB diese Summe den Wert Null haben. Es folgt also:

w,\ixuo oder .\.ixﬂo.

Diese E&.&Eum fordert also, daB die Summe aus den Produkten der an
den Flichenelementen df angreifenden Krifte am Y und der Flichenelemente

diese Bezeichnung, so wird

kénnen wir vor das Integralzeichen

setzen, also wird

e
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df selbst verschwindet. Sie stimmt mit der in § 46 (8. 133) abgeleiteten
Gleichung Zpdm =0 dem Sinne nach iiberein, in welcher die Kriifte D an
den Massenelementen angreifen. Folglich kénnen wir aus der Gleichung

.\4@&\."0

schliefien, daB der Punkt O in der Fig, 207 der Schwerpunkt des Stabquer-

schnittes ist.

Das heift: Die neutrale Faser cines gebogenen Stabes geht in Jjedem Quer-
schnitte des Stabes durch den Schwerpunkt des Querschnittes.

2. Um die Drehung zu berechuen, die der Stabquerschnitt erfihrt, milssen
wir die Momente der Kriifte 4N berechnen und diese Momente addieren. Ein

einzelnes Drehmoment ist AW = yd N~ :Hu df,

also ist das in jedem Qnerschnitte durch die elastischen Krifte hervorgernfene
Drehmoment v
M= ‘\. ydf.

Das Integral r\.ﬂ.\w&\. stimmt mit dem in § 55 abgeleiteten fiquatorialen

Trigheitsmomente iiberein, wenn wir den dort fiir einen Kérper gewonnenen
Begriff auch auf eine Fliche anwenden. Wir bezeichnen in Ubereinstimmung
mit § 55 das Trigheitsmoment einer Fliche mit @, So erhalten wir fir das
durch die elastischen Kriifte in einem Querschnitte verursachte Drehmoment
den Ausdruck o — W 8

Dieser Ausdruck heiBt das Biegungsmoment.
Hieraus folgt als Ausdruck fiir die elastische Spannung in einer Faser,
die von der neutralen Faser den Abstand ¢ hat,
M-.e
[

3. In dem _ommoummnmu_.m,m:oh daB die Biegung des Freitrigers Tim. in
Fig. 205) durch eine am freien Ende angebrachte Belastung P erzeugt wird,
ist das Drehmoment dieser Kraft

wn =

=Pz
Setzen wir diesen Wert in den Ausdruck fiir x ein, so wird

FPx-e ) =z i

* = ) .

Berechnung des Biegungspfeiles am

freien Ende des Freitrigers. Die im unter-
suchten Querschnitte erzeugte Biegung ist Fig. 309,

der Winkel d9, den der Querschnitt in den Blegung des Freitrigers.

beiden Lagen I und IT in Fig. 209 bildet. yilli3
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Es ist do H.w.: Wir ziehen an den Stab (nach Fig. 209) zwei Tangenten, die

den Stab in den beiden Lagen des Querschnittes bertihren, und doamummﬂw sle
bis zum freien Stabende, machen sie also gleich 2. Diese beiden Tangenten
bilden ebenfalls den Winkel d# miteinander. Der Abstand ds der Endpunkte
der beiden Tangenten ist das Element des Biegungspfeiles, das durch die im
untersuchten Querschnitte eintretende Biegung hervorgerufen wird. Es ist
ds = z-dg — 5.5 ~ [

g [

Wir ersetzen 1 durch den aus

Fig. 210. Fig- 211. Durchbiegung eines in der Mitte belastaten
Stabes.
cps . &l
der Definitionsgleichung » — A5 folgenden Wert
Ax
Ae=yg.2%

&
und erhalten, wenn wir weiterhin das Stabelement mit dx bezeichnen,
% dx
£-8
Den gesamten Biegungspfeil erhalten wir hierans durch Integration zn

1 *
m"ﬂ\.«!.&&&.
m

Nun ist * = =, also wird
e (2]

H 5
%".ﬂa\..@...&&&.

Bemerkung: Bei deor Ausfiihrung der Berechnung muB man beachten, daf
sich der Elastizititsmodul & auf den Querschnitt von 1 mm? bezieht; daher muB
man alle Lingen in Millimetern ausdriicken, und man erhilt dann den Biegungs-
pfeil aueh in Millimetern,

Beispiel: Wie groB ist der Biegungspfeil eines am freien Ende mit der Be-
lastung P versehenen Freitrigers von der Ltinge I, dessen Querschnitt ein Rechteck
mit der Hohe % und der Breite b igt?

1. Das Moment der Belastung ist M =P 2. Das Gquatoriale Trigheitsmoment

des Rechteckes in bezug auf eine durch seinen Behwerpunkt gehende Achse ist (nach

Fig. 210) © = .1, folglich wird

ds=zx.

~_
1 (Px*dx  12P 4P

£, ] Ippy T ebAt PR YIS
¢ 12 ]

§ =

——c—
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Dieses Ergehnis stimmt mit der im Eingange des Paragraphen angegebenen
Forme! itbersin,

2. Legt man (nach Fig. 211) einen Stah von der Lénge I und mit einem
rechteckigen Querschnitte von der Hahe h und der Breite b mit seinen beiden
Enden auf zwei feste Schpeiden, und belastet man ihn in der Mitte mit dem Ge-
wichte P, so ist der Biegungspfeil in der Mitte

1 P I8

PRy £

§ =

Fig. 212. Elasiisches Eletnent zum Modell
des Freitrigers.

Wenn man beachist, daB bei der zweiten Art der wmmmdn% jede der heiden
Bifitzen einen @mmmnmwnow gegen den Stab ausiibt, der gleich 5 ist, und daf der

mittlere Teil wagerecht bleibt, so kaun man die beiden Biegungen anfeinander zu-
rickftihren. Es verhilt gich der Stab beim Aufliegen auf beiden Enden genan 80,
als ob er in der Mitte festgeklemmt wire und an jedem der beiden Enden mit

der Kraft W. nach oben gezogen wiirde. Die Linge ist dann als halbe wirkliche

P
Ltnge in Rechnung zu bringen. Ersetzt man in der ersten Formel P durch 3

und I durch -, so wird der Ausdruck & des ersten und geht dadurch in die

97
zweite Formel fiber. )
Anschauungsversuch. Zur Veranschaulichung der bei der Biegung eines Frei-
triigers anftretenden Verhiltnisse dient der in Fig. 212 abgehildete Apparat. Er be-
steht aus einer Reihe von Gelenkstiicken mit einem wagerechten und einem lotrechien
Arme, die so miteinander drehbar verbunden sind, wie es die schematische PFig. 213
andeutet. Die lotrechten Arme werden durch Spiralfedern von gleicher Stirke mit-
einander verbunden. In der schematischen Fig. 213 befinden sich immer je eine, in
der Abbildung von Fig. 212 immer je zwei Spiralfedern zwischen den lotrechten
Armen. Die Spannungen diesor Spiralfedern sollen die zwischen zwei benachbarten
Querschnitten eines Freitrigers geweckten elastischen Spannungen darstellen. .Umu
aus den wagerechten Armen der Gelenkstiicke zusammen gesetzte Teil veranschaulicht
die neutrale Faser des Freitriigers. Der Apparaf stellt nur die Verh#iltnisse ober-
halb der neutralen Faser dar. Sollten auch die Verh&linisse in den unferen Fasern
dargestellt werden, so miiBten die lotrechten Arme nach unten verliingert werden,
und hier miiiten Spiralfedern angebracht werden, die den oberen Spiralfedern
gleich sind, aber auf Druck beansprucht werden. Da nun die Verhiilinisse oher-
halb und unterhalb der neutralen Faser einander entgegengesetzf gleich sind, so
genfigt die Untersuchung der in den oberen Fasern aufiretenden Verhiltnisse.
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Es geht ohne weiteres aus dem Apparate hsrvor, daB eine am freien Ende
des Freitrigers angebrachte Belastung eine Ausdehnung der Federn bswirkt. Einer
Verbreiterung des Freitrigers wiirde eine Vermehrung der an den einzelnen-Stel-
len angebrachten Federn oder ein Ersatz der vorhandenen Federn durch starkere
entspreehen. Die elastische Spannung ist daher der Breite des Freitrigers direkt
proporticnal oder, was dasselbe sagt: es miiBte die eine Biegung srzeugende Kraft
in demselben MaBe wachsen wie die Breite, wenu der Biegungspfeil derselbe blei-
ben sollte, oder endlich: der Biegungspfeil ist der Breite des Trigers umgekehrt
proportional,

Die Proportionalitit des Biegungspfeiles mit der dritten Potenz der Liinge
ergibt sich aus folgender Uberlegung: 1. Wenn die Linge des Tragers vergriBert
wird, s0 nimmt ir demselben MaBe das Moment der biegenden Kraft zu. 2. Bei
VergroBerung der Linge wichst in demselben Verhaltnisse die Gesamtlinge der
gespannten Felder, also auch ihre Verléingerung, und damit die Benkung des freien

Endes. 3. Der Freitrager wirkt wie
A MYV ein groBer Zeiger, durch dessen Ver-
lingerung in demselben MaBe die
GriBe seines Ausschlages wirkt. Es
ist demnach dis dritfe Potenz der
Linge auf drei verschiedene Griinde
zuriickzufiibren: 1. Arm der Kraft,

AN A
FLUANAN A

AN

gréBerung.

Um anschaulich zu verstehen,
woher die dritte Potenz der Hohe
kommt, betrachten wir den Apparat
uud  die schematischen Bilder vou
Fig. 214. Bei A sind drei gleiche
Fodern als spannends Kraft zwischen
zwet henachbarten Qusrschnitten an-
gedeutet. Bei B sind dieselben Federn in einem gegen A auf das Doppelte ver-
groflerten Abstande angenommen. Soll der Querschnittsabstand bei B um den-

4 B [ D
Fig. 214.

.selben Winkel geindert werden wie bei A, so ist dazu das vierfache Kraft-

moment erforderlich; denn die Federn miissen bei B um den doppelten Betrag wie
bei A verlingert werden; fernsr ist das Moment Jjeder Feder bei B doppelt so
groB wie bei A. Denken wir uns nun jede Feder bei B durch zwei gleiche Federn
ersetzt, so daB die Anordnung von ¢ entsteht, so muB wieder eine Verdoppelung
des Biegungsmomentes eintreten, weun die Drehung um denselben Betrag bewirkt
werden soll. Endlich bedenken wir, daB wir die Anordnung von € obne weiteres
in die Anordnung von D tbergehen lassen kdnnen; denn bei einem wirklichen
Freitriger liegen die einzelnen ,Federn* so dicht beieinander, daB eine Verschie-
bung der Federn in dem Sinne von Figar ¢ nach D ohne Einfluf auf das Gesamt-
ergebnis hleibt. Die Anordnung von D stellt nun eine Verdoppelung der Hihs der
Anordnung von 4 vor, d. h. sie veranschaulicht eine Verdoppelung der Héhe des
Freitrigers. Aus unserer dwmlmmnzm folgt, daB die dritts Potenz der Hohe auf
drei verschiedene Griinde zurtickzufithren ist: 1. VergriBerung des Armes der ela-

stischen Krifte, 2. VergroBerung der erforderlichen Verlingerung, 3. Vermehrung
der elastischen Kriifte.

2. elastischs Dehnung, 3. Zeigerver-'

s

Ltapces e

R
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§ 62, Elastizitiit der Drillung.

Klemmen wir das obere Ende eines Drahtes an einem festen Stinder
oder unter der Decke des Zimmers fest und lassen auf das untere Ende m.s
wagerechter Ebene ein Kriftepaar wirken, so wird dieses Ende gedrillt. Die
Anordnung geht aus Fig. 215 hervor. An dem unteren Ende des UE.Emm
ist ein Querarm von der Linge a cm befestigt, an dessen beiden Enden zwer
Fiden festgekniipft sind, die fiber Rollen gefihrt werden und deren lotrecht
herabhingende Enden durch Wagschalen mit Gewichistiicken belastet wer-
den. Der Versuch ist so einzurichten, dsb die Richtung der Fiden zur m.a.w-
tung des Querarmes senkrecht ist. Wirkt an jedem Ende die Kraft G, so ist
das Moment des Kriftepaares G +@. Um den
Querarm um den Winkel arc 180° =z (Ra-
dian) zu drehen, muB man die Belastung ver-
gréBern. Die VergroBerung des Drehmomentes
betrage P-@¢., Um den Draht wieder um den
Winkel & weiter zu drehen, muB man das Mo-
ment wieder um denselben Betrag P.a ver-
groBern. Es stellt sich also ‘heraus, dal die
Drillung (Torsion) dem Drehungsmomente direlt
proportional ist. Stahl- und Messingdrihte von
2—3'm Linge und 0,5 mm® Querschnitt ver-
tragen eine mehrmalige vollstindige Verdre-
hung, ohne dab die Elastizititsgrenze dber-
schritten wird. Das Drehmoment, das den
Torsionswinkel arcp = 1 (Radian) er-
zeugt, heiBt das Torsionsmoment des Drah-
tes oder die Direktionskraft, Zwischen dem Drehungsmomente A, der
Linge I, dem Querschnittsradius » des gedrillten Drahtes und dem Tor-
giongwinkel g besteht die Gleichung:

w T.r¢

ST

Fig. 315. Drillung durch ein Kriftepasr.

Hierin entspricht der Falktor M . le. den wir in § 57 mit M, bezeichnet
hahen, der Federkonstante (die Starre) # im harmonischen Krafigesetze auf
8. 106. Die Grofe T hedeutet eine vom Stoffe des Drahtes abhiingige Kon-
stante, die Torsionsmodul (Drillungsmodul) genannt wird. Der Drillungsmodul
wird wie der BElastizititsmodul gewéhnlich anf den in mm? ausgedriickten
Querschnitt und auf Kilogrammkrifte bezogen; er betrigt annshernd fiir
Stahl 8000 kg*/mm?, fir Messing 3000 kg"/mm?, .

Die potentielle Energie eines um den Winkel ¢ gedrillten Drahtes ist
das halhe Produkt aus dem erzeugten Drehmomente und dem Drehwinkel,

also E =222 = Lap, . ¢* (8. 106).
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§ 63. Festigkeit. \

Wenu man einen lotrecht hingenden Draht eines Stoffes von ausgesproche-
ner Blastizitit, wie z. B. FluBeisen, an seiuem unteren Ende helastet, so erfolgt
die Verlingerung zunfichst proportional mit der Belastung, wihrend gleich-
zeitig der Draht in einen elastischen Spannungszustand versetzt wird. Dieser
macht die eingetretene Lingeninderung wieder riickgingig, wenn die Be-
lastung entfernt wird. Die Spannung des Drahtes ist hierbei gleich der ver-
lingernden Kraft, also gleich der Belastung. Von einer bestimmten Belastung
an ist die Verlingerung stirker, als der Proportionalitit eutsprechen wiirde.
Dann ist die Proportionalititsgrenze erreicht. Wenn die Belastung fortge-
nommen wird, so soll der Draht seine urspriingliche Linge vollkommen wie-
der annehmen, Von einer gewissen Belastung ab bleibt aber auch nach der
Eantlastung ein feststellbaror Restbetrag der Verlingerung iibrig, der sich nicht
zuriickbildet. Dann ist der Draht iiber seine Elastizititsgrenze (S. 181) hinaus

gedehntworden. ZurBestimmung der Proportionalititsgrenze und Elasti-
zititsgrenze sind in der Technik nach Ubereinkunft ganz bestimmte
Vorschriften festgesetzt worden, da an und fir sich die Begriffe
ziemlich unbestimmter Natur sind. Denn Je nach der Feinheit, mit
welcher die Verlingerungen und der Dehnungsrest gemessen werden,

erhdlt man verschiedene Werte fitr Belastungen, durch welche jene

-l Grenzen zahlenmiBig angegeben werden. ErfahrungsmiBig liegen
zer. beide Grenzen einander immer sehr nahe, Bei weiterer Belastung
Tener tritt fast plotzlich eine so bedeutende Verlingerung ein, daB es scheint,
stab. als ob die inneren elastischen Spannungskrifte iiberwunden seien. In
diesem Augenblicke beobachtet man auf der Oberfliche des Drahtes eigen-
ttimliche Figuren, die auf innere Umlagerungen der einzelnen Teile hindeuten,

Fig. 216 zeigt die Figuren auf der Oberfliche eines zylindrischen Eisenstabes
von 2 em Durchmesser, der einer steigenden Belastung his zu 12 200 kg* ausge-
setzt wurde. Bei 12200 kg* zerriB der Stab. Die beschriebene starke Dehnung
trat bei 7900 kg* Belastung ein.

Man nennt diese Belastung die FlieBgrenze oder Streckgrenze. Nachdem
die Dehnung ihren groBten Wert erreicht hat, kann die Belastung wieder
um einen verhiltnismiBig geringen Betrag vergréBert werden (beim beschrie-
benen Nisenstabe bis 12 200 kg*), dann erfolgt an irgendeiner Stello eine
starke Einschniirung des Drahtes, und der Draht zerreiBt. Die Belastung im
Angenblicke des ZerreiBens heiBt die Bruchbelastung des Kiorpers.

Die Bruchbelastung eines Kirpers ist dem Querschnitie Dproportional. Wenn man
die Belastung eines Kirpers im Angenblicke des Zerreifens durch seinen urspriing-
lichen Querschnitt dividiert, so erhilt man die anf die Querschnittseinheit bezogene
ZerreiBfestigkeit oder Zngfestigkeit, Sie betrigt beim beschriehenen Eisenstabe

200 e 3880 kg¥em?® — 39 kg*mm?
Man iibersieht die beschriebenen Verhiltnisse am besten durch Zeichnung
einer Spannungsschaulinie, bei der auf der Abszissenachse die Verlingerung

S ima

e TN
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eines Eisenstabes, auf der Ordinatenachse die entsprechende Belastung auf-
getragen wird. Eine solche Schaulinie hat die in Fig. 217 dargestellte Form.
Bis A besteht Proportionalitiit zwischen Belastung P und Verlangerung Al,
es ist also die zu 4 gehérige Belastung die Proportionalititsgrenze. In jhrer
Nihe liegt die Elastizititsgrenze. In B ist die FlieBgrenze erreicht, der Stab
verlingert sich dann bis € ohne VergroBerung der Spannung. Von C aus
nimmt die Spannung wieder zu, bis I, wo eine Querschnittsverminderung
des Stabes und kurz darauf Bruch erfolgt; die Ordinate von D gibt die Bruch-
belastung des Stabes an, oder die Zugtestigkeit, wenn der Stah die Flichen-
einheit als Querschnitt hat.
Die ZerreiBfestigkeit der wichtigsten in Betracht kommenden Kgrper ist in
» Tahelle IIT zusammengestellt.
Belashng
2 .

Fig. 217. Spannungsschsulinie, Fig. 218. Spsunongen in Dachirfigern.

Ahnlich wie gegen das ZerreiBen verhalten sich die Kérper gegen das
Zerdriicken. Die Bruchhelastung ist dem Querschnitte proportional.

Die Lehre von der Festigkeit ist von besonderer Wichtighkeit bei dem Bau von
Briicken, Dijchern usw. aus Eisenstihen. Die Stibe werden so zusammengesetzt, daB
sio alle nur auf Druck und Zug heansprucht werden, da man so die sicherste Gewahr
hat, daB die berechneten Verh&ltnisse den tatsichlichen Verhiiltnissen sntsprechen,

Wir beschrinken uns auf die Besprechung eines einzelnen Beispiels: Es soll der
Zwischenraum zwischen zwei Manern 4 und A’ durch ein Dach von der in Fig. 218
dargestellten Form iiberspannt werden, das im Querschnitte aus zwei Stangen A H
und A"H besteht, die an ihren unteren Enden durch die Querstange A.A" ver-
hunden werden. In H soll eine Kraft P wirken (also z. B. eine Last hingen), der
die Festigkeit des Daches widersteht. P

Diz Kraft P erzeugt in 4 und 4’ je einen Auflagerdruck 3> denen die

Festigkeit der Mauern Widerstand leistet, indem sie gegen das Dach von unten
nach coben driicken. Wir zerlegea die in H wirkende Kraft P in zwei in der
Richtung der Stangen HA4 und HA wirkends Kowpoenenten @ und ¢ nach dem
Krifteparallelogramm. Ebenso zerlegen wir die heiden in A und A’ wirkenden

Krifte I.M... in die beiden Komponenten 8 und § bew, 5 und Q' nach dem Krifte-

parallelogramm. @ wirkt in der Richtung A H und muB der Kompouente ¢ der

Kraft P gleich sein. § und 8" bewirken einen Zug auf die Stange 4 4. Man mu8

nun ¢ und § bzw. @ und & berechnen und kann dann unter Berticksichtigung der

bekannten Zahlenwerte fiir Druck und Zugfestigkeit den Querscheitt der Stangen

AH, A'H und 4’4 berechnen, der diese Druck- und Zugkrifte auszubalten ver-
Grimsekl, Physik. I Grofo Ausgabe. 8, Aufl. 13
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mag. Die Querschnitte werden stets so gewihit, daB ein gewisses Vielfaches der
Kraft P durch die Querschnitte aufgenommen werden kann; dieses Vielfsche heifit
der Sicherheitafaktor,

Zur Veranschaulichung der mwmuusumﬁm;wxnmmmm, die in einfachen Dach-
konstruktionen aufireten, dient der in Fig. 219 sbgebildete einfache Apparat,

angebrachte Spiralfeder auseinander. Aus der Verlingerung der Feder kann man
die erzeugte Spannung berechmen. Die Auflagerdrucke kann man bestimmen, in-

Fig. 219, Fig. 330,

Zar Verasuschaulichung der Anflagerdrucke.

dem man das Dach mit dem einen Auflager auf eine Wagschale einer Wage setut.
In Pig. 220 ist angegeben, wie man denselben Apparat benutzen kann, um die
Spannung in verwickelteren Dachkonstruktionen zn veranschaulichen und zy messen.

§ 64. Die Biegungsfestigkelt,
Dort, wo man nicht durch passende Btangenverbindung die ganze auf einen

Korper wirkende Kraft in Zug- und Druckkrifte auflssen kann, mufi man die durch
die Biegung erzeugten Spannkrifte an den einzelnen Stellen des gebogenen Korpers

In einer Faser, die von der beutralen Faser den Abstand ¢ hat, betrigt die
Spannung % nach § 61’ ..
W =
o
Hierin bedeutet 9% das die Biegung erzeugende Kraftmoment und ® das Trigheits-
moment des Trigerquerschnitts an der untersuchten Stelle. .

Ein Broch des Trigers muB offenbar dort eintreten, wo die Spannung # ihren
gréfiten Wert erreichi,

Unter der Voraussetzung, daf der Balken an allen Stellen denselben Querschnitt
hat, ist das Triigheitsmoment © des Querschnittes an allen Stellen dasselbe. Die
Spannung % nimmt also dort jhren groBten Wert an, wo das Biegungsmoment IR
und der Abstand ¢ die griBten Werte annchmen, Das Biegungsmoment ist das
Produkt aus der Belastung am freien Ende und der Entfernung des freien Endes vom

e
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untersuchten Querschnitte. Daraus folgt, daB das Biegungsmoment am eingespannten
Ende seinen griBten Wert, nimlich 9% = p. I, annimmt. Ferner ist die duBerste
Faser am weitesten von der neutralen Faser entfernt, also nimmt ¢ fiir dese
Faser seinen grofiten Wert an, Hieraus folgt, daB ein Bruch des Balkens an der
GuBersten Faser des eingespannten Endes erfolgen muB. )

Der Bruch tritt ein, wenn an dieser Stelle, die der gefihrliche Querschuitt
heiBt, die Spannung groBer wird als die Bruchbelastung des Kérpers.

Beispiel: Welche Belastung kanu ein Freitriger von der Linge ! mit recht-

eckigem Querschnitte von der Hshe % und der Breite b tragen? ,
Im gefahrlichen Querschnitte wird M — P. 7, PFerner wird ¢ = ﬁ_\, und das
Trigheitsmoment des rechteckigen Querschaittes wird nach 3. 188
6 = Lbad

. . i - . .
Betzen wir diese Werte in die Gleichung » = B ein, so ‘wird

) ®
(3
muw..wr 6 P!
ENY R F e
12

® DIt

6 {

Die groftmigiiche Belastung eines Balkens von rechicckigem Querschnitle ist der
Breite und dem Quadrat der Hihe direkt, aber der Linge wmgelchrt proportional.
Fir einen Balken mit kreisformigem Querschnitte wird

W o=

Hieraus berechnet sich

O=int e=r,
X xrd
folglich -

Die Bruchbelastung eines Balkens mit kreisformigem Querschnitice ist der dritten
Potene des Querschnitthalbmessers proportional,

§ 65. Der StoB.

Wenn ein bewegter Kirper aufeinen andern stoBt, so tritt eine Geschwin-
digkeitsverinderung, vielfach auch eine Richtungsverinderung der Bewegung

- beider Kérper ein. Wir behandeln nur den Fall, daB die beim StoBe znsam-
" mentreffenden Kérper kugelforimig sind, und daB die StoBrichtung mit der

Verbindungslinie der Kugelmittelpunkte zusammenfillt. In diesem Falle heiBt
der StoB ein gerader, zentraler StoB, Beim schiefen Stofle schlieBt die Be-
wegungsrichtung des stoBenden Korpers mit der Zentralen einen Winkel ein.

Der Korper m,, der sich mit der gletchférmigen
Greschwindigkeit ¢, bewegt, stoBe den Korper m,, der
sich in derselben Richtung mit der Geschwindigkeit
¢ bewegt (Fig. 221). Es muB natiirlich ¢ grifler als
¢y sein. Wihread die Korper beim StoBe miteinander
in Bertihrung sind, tritt eine Kraft zwischen ibnen
auf, die eine Verinderung der beiden Geschwindig-
keiten bewirkt. Fir beide Korper wirkt diese Kraft

Fig. 221. Fentraler StoB,
13"



P

196 IV. Abechnitt. Elastizitit und Festigkeit

gleich lange Zeit, folglich ist ihr Impuls fir beide Emmmmu.m_mmnr groB. Zmow
§ 84 ist der Impuls gleich der BewegungsgroBe. F olglich erfahren beide
Massen dieselbe Verinderung der BewegungsgréBen. Da aber dje zwischen
beiden Massen auftretenden Krifte in entgegengesetater Richtung wirken, so
ist die Verinderung der einen Bewegungsgrife positiv, die der anderen negativ
zu rechnen. Daraus folgt:

Beim Stofe bleibt die Summe der Bewegungsgrofen beider stofienden Massen
unverdndert. Dieser Satz gilt fiir jede Art des StoBes, einerlei, ob die stoBenden
Korper elastisch oder unelastisch sind. .

StoB unelastischer Kdrper, Stofien zwei unelastische Kérper aufeinander,
80 treten zwischen beiden keine elastischen Spannungen- auf. Beide Korper
gehen nach dem StoBe mit gleicher Gesciwindigkeit weiter.

Diest Geschwindigkeit sei v. Vor dem Stofe war die Summe der Bewegungs-
groBen my ¢, + mge,. Nach dem StoBe ist sie (my + my)v.

Wegen der Unveranderlichkeit der BewegungsgriBen ist

{(m, + mg)e = m, e, + Wy Gy
m, ¢+ n, e,
m, - m,
Die Qmmn&imnmmmw&nmqménmmusnm der stofenden Masse ist

m ey tmyc, = Maa—ey .

Hieraus folgt v=

—v = — —
“ t y -y m, +m,
Die Geschwindigkeitsvermehrung der gestoBenen Masse jst
e 1 mye, My (6, — )
v — g = o — Gy = .
Wy - my ey -y

In dem besonderen Falle, wo die Masse ™, gegen eine feste Wand stiBt,
deren Masse m, = 00 und deren Geschwindigkeit ¢y = O ist, wird, wie aus der
Formel und auch aus der einfachen Uberlegung hervorgeht, die Geschwindigkeit
v =0, d. h. die Mas.e bleibt an der fester Wand liegen.

Beim StoBe unelastischer Kérper findet ein Verlust an kinetischer Energie
statt, denn vor dem StoBe war die gesamte kinefsche Erergie

me?  me?

Br== + =5,

nach dem StoBe ist sie
B - @—‘l_l wmnwmm — (my + m) (m e+ m, cs)? — E. a+ .Ewunyuvw
3 2 2(my Fry)? 20m, +my)
der Energieverlust ist

me? | mye  (moe tm &) mom, (e —e)?

AE=E — £ = Hw + 2 m?r +»MU..,|= = w?—: uTS»«.w
Stof elastischer Kérper. StoBien zwej elastische Korper aufeinander, so
stimmt der Vorgang mit dem StoBSe unelastischer Kérper bis zu dem Augen-
blicke genan lberein, wo die Geschwindigkeit beider Kérper gleich groB ge-
worden ist. Dann aber wird die beim StoBe verursachte Formiinderang infolge
der elastischen Spannung zwischen den beiden Kérpern wieder riickgingio ge-

- ‘;"‘I
-

—— ..
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macht. Daraus folgt, daf die Qeschwindigkeitsverinderung, die die Kérper
beim ZusammenstoBen erfahren, beim Auseinandergehen noch einmal eintritt.
Folglich ist die gesamte Geschwindigkeitsverinderung doppelt so grof wie
die fiir den unelastischen Stof berechnete.

Die Geschwindigkeiten v, und v, der beiden Ko&rper nach dem StoBe be-
rechnen sich daher zu

i, (g, — ¢,)
b= —2(c, —0) =¢ — 2 “m, Fm,
m (e, —cs)

vy=0 + 2(v— ) = ¢, + 2 e Foiy

Der Unterschied der Geschwindigkeiten der beiden Kérper ist vor dem mﬂom.o
€, =~ ¢, nach dem StoBie v, — v,, Durch Subtraktion der letzten beiden Glei-
chungen erhilt man: v, — v, = — (e, —¢;). Die Geschwindigkeitsdifferenz ist
also vor und nach dem StoBe dieselbe, hat aber nach dem StoBe das entgegen-
gesetzte Vorzeichen wie vor dem StoBe.

Die kinetische Energie ‘der beiden Korper zusammen betrug vor dem StoBe

2
My Cq
< H

m e’
E = l.mip! +

sie ist nach dem StoBe
o2 — e
B =" v + Mt 1 T:h ma.u —2 mm%lliaw!uv + 1y Aau + o™ (& n.bv H_ )

2 2 2 My + 1, my - 1y
Wenn man die rechte Seite der Gleichung ausrechnet, folgt
et om, Gt .
By— =5+ 2

Die kinetische Energie ist nach dem StoBe ebenso groB wie vor dem StoBe.
Besondere Fille, 1. ﬁwmu:mnw.‘mmmﬁo.ma@o,ngmﬂkow dem StoBe in Ruhe,

war also ¢ = 0, so vereinfachen sich die Formeln zu

v _(my —my)e o — 2m e
1 m, m, 7 R m, Fom,

Die Endgeschwindigkeit des stoBenden Kdrpers ist also positiv, null oder negativ,
je nachdem s, W§w ist; folglich behalt der stoBende Korper seine urspriingliche

Bewegungsrichtung mit verminderter Geschwindigkeit bei, wenn seine Masse grofler
als die gestofene Masse ist; er kommt zur Rohe, wenn die heiden Massen mwmwnw
sind; er bewegt sick nach dem Stofe in entgegengesetzter Richtung, wenn seine
Masse kleiner ist als die gestoBene; die Bewegungsrichtung des gestoBenen Kérpers
stimmt stets mit der Bewegungsrichtung des StoBes iiberein.

2. Bind die beiden Massen m, und m, gleich, so wird
Ilmﬁmuwn“;“lalnlvuﬂwm QH“.IQH.._
die beiden Kérper bewegen sich nach dem StoBe mit vertauschten .mmmnrﬂ.mnﬁm-
keiten.

Zur Vorfithrung der StoBvorginge kann man eine schmale Messingrinne
von dreieckigem Querschnitte henutzen, in die man einige Stahlkugeln, wie

V=0
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“wie sie in den Lagern der Fahrriider Verwendung finden, hineinlegt (Fig. 222).

Die Rinne B ruht wagerecht auf dem Tische, doch ist das eine Ende ¢in .

wenig in die Héhe gebogen, so daB eine hier eingelegte Kugel K- beim Los-
lassen herunterrollt und mit einer von der Fallhshe abhingigen Geschwin-
digkeit gegen die in der Rinne liegenden Kugeln S st58t. Man erkennt daB
‘beim StoBe einer Kugel gegen eine gleich groBe die stoBende Kugel zur mw&um
kommt, wihrend sich die gestoBene mit der Geschwindigkeit der stoBenden
ﬂm.#m.w bewegt. Liegen in dem wagerechten Teilo der Rinne mehrere Kugeln
bei einander (in der Figur vier gleiche Kugeln), so st5Bt die erste gestofiene
sofort gegen die zweite, diese gegen die dritte usw. Jede Kugel ist nur einen
Augenblick in Bewegung, gibt dann aber gemiB der letaten vorhergehenden
Betrachtung sowohl ihre gesante kinetische Energie
sofort als auch die empfangene Bewegungsgrife an
die niichste ab, so daB nur die letzie freie Kugel
mit der Geschwindigkeit der stoBenden Kugel sich
fortbewegt. Der Sto wird durch die ganze Kugelreihe bis zur letzten Kugel
fortgepflanzt. . .

ﬂ?”HE man bei K gleichzeitig zwei Kugeln JosliBt, so entfernen sich
auch bei S zwei Kugeln. Wiirde in der Kugelreihe nur die kinetische Energie
von Kugel za Kugel mitgeteilt, und wiire diese allein fiir die StoBvorginge
Emmma.wmunr 50 kdnnte auch die lotste Kngel der Reihe fir sich allein aber
mit einer Geschwindigkeit, welche im Verhilinis V' vergroBert wire, sich
entfernen. Der Versueh lehrt also, daB nicht nur die kinetische Energie mowmmwn
auch der Impuls von Kugel zu Kugel unverindert iibertragen wird. Die Magse der
am mH&.m abgeschleuderten Kugeln ist gleich der Masse der stoBenden Kugeln
also bei gleich grofien Kugeln ist auch die Anzahl der stoBenden und der

fortgeschleuderten Kugeln gleich. Eine Reihe sich beriihrender, vollkommen

Fig. 222. Stol von Btahlkngeln.

wegungagrife mmﬁ.ow sich hindurch ungeiindert fortzuleiten, Man kinnte von
einer Energiestromung und einer Stromung von Bewegungsgrifie, Impuls-
stromung, durch die Reihe hindurch sprechen. '

Man kann die beim elastischen Stofe msmg.ﬁmnmmu Vorginge a i
) ¢ ¢h gut mit 4
in § 201 abgebildeten Apparats vorfiihren, FEe uch gutmit dem

Die abgeleiteten Formeln gelten nur fir die heiden idealen Talle dal die
Kugeln entweder vollkommen unelastisch oder vollkommen elastisch mmnm., Sie sind
also nur Zw.wm.nnummmogmg an die Wirklichkeit, da es in der Natur weder voll-
kommen elastische noch vollkommen urelastische Kérper gibt. Im besonderen
.&E.mm vorausgesetzt, dal die Elastizitat die eingetretene Forminderung sofort nach
>1Eu_2.mu.mm_‘ deformiererden Ursache beseitigt. In Wirklichkeit vergeht ein ge-
wisser .mm;wmnﬁw bis ein elastischer, deformierter Korper, auch inmerhalh seiner
Hﬂmmzwgwwmmumnuﬁ seine alte Gestalt wieder vollstindig annimmt.

Es wird ferner nicht berticksichtigt, daB die Kugeln bei dem in Fig, 222 ab-

‘gebildeten Versuche ins Rollen geraten, daf also ein Teil jhrer Bewegungsenergis

durch die Winkelgeschwindigkeit der Kugeln bedingt ist. Die Energietibertragung

IR IR S 34

g

N e

§ 66. Fortpflanzung eines Impulses in m?mE elastischen Stabe 199

verliuft daher nicht vllig nach den abgeleiteten Formeln, Der Versuch von Fig 222
gewihrt also keine veinen Verhiltnisse im Vergleiche mit den bei der vorhergehen-
den Betrachtung gemachten Voraussetzungen. . .

§ 66. Fortpflanzung eincs Tmpulses in einem elastischen Stabe.

Wenn man daher auf das eine Ende eines geradlinigen, elastischen Stabes
einen kurzen Schlag ausiibt, so pflanzt sich dieser in shnlicher Weise fort
wie der StoB -iu der Kugelreihe von Fig. 222 oder dem in § 201 abgebil-
deten StnBapparate. Bs soll die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Impuises
in dem Stabe berechnet werden.

Legt man eine ziemlich lange (2 m), locker gewundene Schraubenfeder
aus Stahldraht auf einen glatten Tisch und erteilt dem einen Ende der Feder
mit der Hand einen kurzen Ruck in der Lingsrichtung, so kann man beqnem
mit dem Auge verfolgen, wie sich der Ruck in der Schraubenfeder fortpfanat.
Das verschobene Ende der Feder bleibt dabei in der verschobenen Stellung
liegen, und es folgen nacheinander alle Windungen bis zur letzten. Mau sieht
dann aber weiter, wie die Verriickung vom anderen Ende durch die Feder hin-
dureh im selben Verriickungssinne zuriickkehrt. Ist die Reibung gegen die
Unterlage gering genng, so kann man heobachten, wie das zuerst gezogene
Eade durch den zurtickkehrendea Impuls eine Verriickung im gleichen Sinne
mit der durch die Hand urspriinglich ausgeiibten erfihrt. Wiirde man die
Retbung ganz verhindern kbnnen, so miiBte daher die Schraubenfeder bei
jeder Riickkehr des Impulses zum ersten Ende sich immer weiter im selben
Sinne um das gleiche Stiick verschieben.

Klemmt man bei dem Versuche das zweite Ende fest ein, so verliuft die
Erscheinung anders. Der zuriickkehrende Impuls hat am unbeweglich fest-
geklemmten Ende eine Umkehr der Impulsrichtung erfahren, Der zuriick-
kehrende Impuls ruft also am freien Ende eine Verrickung im umgekehrten
Sinne zu der urspriinglichen Verrickung hervor.

Storungsfreier verliuft der zweite Versuch, wenn man die Schrauben-
feder an die Decke des Zimmers hingt und danz das untere, freihiingende
Ende durch einen kurzen Ruck mit der Hand nach nben hewegt oder nach
abwirts zieht. Die hierdurch erzeugte Verdichtung oder Verdimnung der
Drahtwindungen pflanzt sich leicht beobachtbar nach oben fort und wird am
Ende der Aufhiingung zuriickgewnrfen. Solange der Impuls noch nicht zurtick-
gekehrt ist, bleibt das freihiingende Ende ruhig in der Hohe stehen, die thm
die ruckende Hand gegeben hat. Bei der Rickkehr des Impulses schnellt es
dann um ehenso viel iber seine urspriingliche Ruhelage nach der snderen
Seite hinaus, als es vorhin verschoben wurde. Man kann viele Hin- und Her-
ginge des Impulses verfolgen und demnach eine auf- und ahruckende Be-
wegung des freihingenden Endes beobachten.

Man kann such die Fortpflanzung des Impulses an einem langen, stehenden
Eisenbahnzuge (hei dem aber die Bremsen geldst sein miissen) leicht beobachten,
wenn beim Zusammenstellen des Zuges ein Wagen etwas unsanft gegen das eire

O
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Ende gestoBen wird. Auch die Zuriickwerfung des Impulses am anderen Ende mit
gleicher Impulsrichtung ist dahei leicht festzustellen,

Die Erklirung der Vorgiinge sehlieBt sich an die Versuche im vorigen
Paragraphen mit einer Reihe sich beriihrender elastigcher Kugeln an. Wie
dort von einer Kugel zur anderen der Impuls und die Energie im vollen Be-
trage weitergegeben wird, so hier von einem Langenelemente des elastischen
Kérpers zum niichsten., An einer festen Wand kehrt sich der Impnls um, ge-
nau wie bei einer elastischen Kugel, die auf eine feste Wand prallt,

Wir nehmen an, der in Fig. 223 abgebildete Stab sei so lang, daB der
auf dem einen Ende durch den ausgefibten Schlag erregte Impuls von der

‘iz s mittleren Hb.wm“iuws:m & nach genan
einer Sekunds am anderen Ende an-
kommt; dannist die Liange ¢ dieses Sta-
77 |U j bes gleich der Fortpflanzungsgeschwin-
o, > digkeit des Impulses (§ 65. S. 198).
P R Hat der Stab den Querschnitt q
Fig A3 Fortplansung eines Impalscs und die Dichte 5, so ist seine Masse
Mm=c-q-5 Die wihrend des Zeitelementes A ¢ witkende Kraft ¥ verkiirzt
ein gewisses Lingenelement A2 deg Btabes, das in der Figur gestrichelt ist,
um die kleine Linge 1. Nach Beendigung des Schlages hat dann das Lingen-
element die im unteren Teile der Figur gestrichelte dargestellte Linge.
Die elastische Entspannung, die dieser Teil erleidet, bewirkt eine Zu-

-sammendriickung des nichstfolgenden Léngenelementes, das sieh dann wieder

entspannt und das sich hier anschlioBende Léngenelement zusammendrigk,
Bo schreitet die Verdichtung immer weiter und kommt nach einer Sekunde
(wegen der entsprechend angenommenen Linge ¢ des Stabes) am Ende des
Stabes an. Der ganze Stab wird demnach wihrend einer Sekunde um die
Btrecke 1 verschoben; mit anderen Worten: der Stab bewegt sich in einer
Sekunde infolge der wihrend des Zeitraumes Af wirkenden Kraft F' um die

Strecke 1 vorwirts, d. h. er erlangt die Geschwindigkeit 4. Wenden wir nun

auf den so besprochenen Vorgang die in § 34 abgeleitete Bezichung, daB ein
Impuls gleich der BewegungsgriaBe der in Bewegung gesetzten Masse ist, auf
die ganze Masse des Stabes an, 8o folgt die Gleichung

F.-At=m.].

Die Kraft F ist diejenige Kraft, die am Lingenelemente Az des Stabes
die Hmbmodqmumummzum 4 erzeugt. Wir konnen nun diese Kraft in eine ein-
fache Beziehung zum Elastizititsmodul e des Stabes setzen: Der Elastizitats
modul ist diejenige Kraft, die die Linge eines Stabes von der Einheit des
Querschnittes wm seine eigene Linge veriindert (8.181). Die Kraft, die bei
dem Stabelemente von der Lénge Az und dem Querschnitte g die Léngen-

verinderung 1 erzeugt, muB demnach die GréBe haben mw.malp (8. 181). Diese
Kraft ist aber gleich der KraftgriBe F unseres Impulses, folglich ist

_2e1
F— Az
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Setzen wir nun in die Gleichung
F-At=m.
den Wert.m = ¢qs und den eben abgeleiteten Wert fir 2 ein, so erhalten wir
g-e- 1AL
Az
In dieser Gleichung heben sich auf beiden Seiten die GriBen g und 1
fort, und wir kinnen die Gleichung in der Form schreiben
£ = |DIH.
8 At
Der Quotient Wm ist die Geschwindigkeit, mit der sich der Impuls in

dem Lingenelement Az fortpflanzt, denn in der Zeit A¢ hat der Impuls bis
zur Linge Az des Stabes gewirkt. Diese Geschwindigkeit muB aber mit der

Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ des Impulses im ganzen Stabe fibereinstim-
Arx

=c-q-8§-1.

men; es 18t also A= ¢

Setzen wir diesen Wert in die zuletzt abgeleitete Gleichung ein, so wird
& .
- = ¢5 und hieraus folgt o= m..

In dieser Gleichung sind alle GroBen im absoluten Epmmwmﬁmaw auszu-
driicken. Man erhilt dann die Fortpflanzungsgesch windigkeit in Nmuﬁﬁmmaﬁr
Gewthnlich wird der Elastizititsmodul in Kilogrammkriften, die auf einen
Stab vom Querschnitte eines Quadratmillimeters wirken, angegeben. Diese
GroBe findet sich in Tabelle III. Man bezeichnet sie, wie in § 60, mit &. Wenn
man der Elastizititsmodul ¢ unmittelbar ans der Tabelle I entnehmen und
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ in Metern haben will, so muf man setzen

e=981.10°% (8. 182)
und muB das Ergebnis fiir ¢ durch 100 dividieren. Es wird also

c
nH mwm ..—\Em Meter/Sekunde.

Bei der verbiltnismiBigen Unsicherheit in den Angaben der Werte fiir

mg Elastizititsmodul einer Substanz diirfen wir V98 100000 = H.oooo setzen.
Tun wir das, ao entsteht die einfache Formel

¢ =100 d\w Meter/Sekunde,

Beispiel: Nach Tabelle IIT ist der gmmﬁnmeu&mup.omﬁ des Stahles & =
21000 kg*/mm? seine Dichte betragt s = 8,0 gjem®; folglich ist
%660
8,0
Die berechnete Geschwindigkeit ¢ ist also die Geschwindigkeif, mit mmﬁ.mn
dem elastischen Mittel der Impuls wandert, zugleich aber auch die Energie sich
ansbreitet,

¢ =100 = 5100 m/sec,
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§ 67. Die Bewegungshindernisse, Reibung,

Als Bewegungshindernisse wirken besonders die Reibung und der Wider-
stand des Mittels. Die Reibung tritt dann ein, wenn sich’ ein fester Korper
in Beriihrung mit einem anderen bewegt. Je nachdem die Kérper aufeinander
gleiten, oder der eine anf dem andern rolit, spricht man von gleitender und
wilzender Reibung. Der Reibungswiderstand eines Zapfens in seinem Lager,
die Zapfenreibung, ist vorwiegend gleitende Reihung. Die wilzende Reihung
ist geringer als die gleitende Reibung; darum legt man zum Fortbewegen
eines schweren Kérpers auf dem Erdboden Walzen unter. Aus demselben

Grunde verwendet man zur Lagerung leichtbeweglicher Achsen Kugellager.

Die Oberfliche der Kérper ist stets mehr oder weniger razh. Es gibt an
der Bertihrungsfische zweier Korper Unebenheiten, mit denen die Kérper in-
einandergreifen. Die Reibung kann daher zn einem Teile darauf zuriick-
gefthrt werden, daB hei der gegenseitigen Verschiebung “der Korper diese
Unebenheiten teilweise verbogen, teilweise sogar losgerissen werden und daB
bei wagerechter Aufeinanderlage der obere Korper fiber die Unebenheiten
hinweggehoben werden muB, Hierzu ist eine Arbeit erforderlich, die eine
Verzégerung der Bewegung des einen Kiorpers gegen den zweiten, als ruhend
angenommenen, bewirkt. Eine Verzégerung, also eine Geschwindigkeitsver-
dnderung, wird durch eine Kraft verursacht, Daher miissen wir die Reihung
als eine Kraft auffassen, die der Bewegung stets entgegengesetzt gerichtet ist,

Ein treffliches Beispiel, in welchem MabBe durch solche Unebenheiten
die Reibnng zweier Flichen vergroBert wird, bieten zwei Holzbretter, auf die
man, mit der rauhen Seite nach auben, Samt geleimt hat. Legt man die
Bretter mit den Samtfichen aufeinander, so daf die Hirchen ineinander-
greifen, so haften die beiden Bretter mit bedeutender Kraft aneinander und
bieten einer gegenseitigen Verschiebrng auBerordentlichen Widerstand.

Auch bei hochstmiglicher Glittung der Kérperflichen, AusschlaB allen
Staubes, der Feuchtigkeit nnd auch der Loft, bleibt aber immer ein wesent-
licher Betrag an Reibung tibrig. Reinigt man zwei gut eben geschliffene
Glasplatten auf das bestmaégliche, so zeigt sich die Reibung bei der Bewegung
gegeneinander gewaltig erhdht. Es ist daher nicht angéngig, die Reibung der
Kérper allein durch den Einflug von Unebenheiten zn erkliren; ein Teil von
ithr hat seine Ursache auch in Jener Kraft, mit der die beiden Kérper an-
einanderhaften, die man Adhision') zu rennen pllegt. Die GréBe der Rei-
bung erweist sich aus diesem Grunde nicht allein als sehr abhingig von der

mehr oder minderen Vollkommenheit der sich heriihrenden Flichen, sondern

auch von Verunreinigungen.
Der mawuuw.mimmnm.gun wird durch diejenige Kraft gemessen,

die erforderlich ist, um einen in Bewegung befindlichen Korper
in gleichférmiger Bewegung zu erhalten.

1) adhaerdre (lat) — aneinanderhaften,

. i
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Die Beschlernigung, die die wmﬂmmmnmm.m.wm? m@_mmn hervorrufen wiirde,
ist dann gleich der Verzégerung, die der Reibungswiderstand hervorruft.

Man bestimmt den Reibungswiderstand eines Kérpers auf einer ebenen,
wagerechten Unterlage, indem man an dem Korper pach mmw b.uoausnm.ﬂou
Fig. 224 einen Faden hefestigt, der zuerst wagerecht .mmmi:”n ist, nmnn.z er
eine Rolle geht und an dem Ende eine Wagschale triigt, die mit Qm.s.Eﬂr.m.
stiicken belastet wird, Die Belastung wird so groB gemacht, mw..m sich der
Korper gleichférmig auf der Unterlage ﬁm.wmw bewegt. Es m?E.“. gich Wog%mh
daB eine etwas griBere Kraft erforderlich ist, wenn ‘man den Kérper aus MH
Ruhe heraus in Bewegung setzen will, als wenn m_m.wmﬂmmsum nur gerade
anfrechterhalten werden soll. Man bestimmt gewdhnlich nur die :wm:u;MH g
der Bewegung®, indem man bei vorgenommener Belastung der Waggchale

W.ﬂm Mww.ﬁﬁn.mmw unabhiingig von der Berfihrangsfliche und proportienal dem Gewlchte.

dem Kérper einen kleinen StoB erteilt und nun die Belastung so wihlt, daB
dann seine Bewegung gleichférmig fortsetzt. . )

- maﬂw,o.ub man mmnmmHm#mbmms Wawwwu durch uﬁmm..mmm”i.m Gewichtstiicke wMT

wmmwmﬁ so wird der Reibungswiderstand grdBer. Versiiche, die zuerst noﬁHoEc )

mcmmmw;m‘ ergeben das Gesetz, daf} der .wm&:z.ﬁsimﬁmgg&.m .&w&& propor-

tional dem gesamien Gewiclie des gleifenden Korpers (einschlieflich der darauf

tzten Belastung) ist. . : .
e nz,w”ni man .ﬁmb vom Korper senkrecht auf die Unterlage wirkenden

‘ . . B . i
Druck den Normaldruck N, die Reihungskraft R, so ist ¢ = 7 eine be
stindige GroBe. Der Quotient % wird der Reibungskoeffizient ¢ genannt. Der

Reibungskoeffizient ist von der Art der einander berihrenden Flichen ab-
hiingig. Er betriigt fiir Metalle 0,15 bis 0.5. . )
pm_mmm.‘o;HMEw mwum ferner: Us‘h Reibungswiderstand ist von der Grifle der

einander bLeriihrenden Flichen unabhdngig. Wenn man z. B. mehrere gleich-

rtige Korper gleichfrmi ill, di doung von Fig. 225
rtige Kdrper gleichfirmig bewegen will, die E:&.mﬁ.?nou ung g
MEWEEH&W@E@ Faden verbunden sind, so ist hierzu ..rmnm.#.m Hm_.mmw.mw-
forderlich, als wenn mau die Kérper aufeinander mu_"m,E.“ wie m;m..mwm .Nﬁ.mﬁ
obgleich die Berithrungsfliche im ersten Falle dreimal so groB ist wie im
zweiten Falle. . ]
Der Reibungskoeffizient wird wesentlich herahgesetzt, wenu mau ywi-
schen die bertihrenden Flidchen Fett, gritne Seife, Talk, Graphit usw. bring?.

1) A. Coulomb (1786—1806), frans, Militaringenieur, zul. Inspektor .w.. Unterr.wesens.
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Fig. 837. Auf schiefer Ebene glettender Stedn.

Hieraus folgt
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Solche Substanzen werden Schmiermittel genannt. Bei Anwen dung eines
Schmiermittels ist der Reibungswiderstand nicht mehr von der
GriBe der beriihrenden Fliche unabhingig; denn, wenn der Kérper
bei demselben Normaldrucke mit einer kleinen F léache anf der Unterlage ruht,
$0 worden die Schmiermittel leichter zwischen den berithrenden Flichen weg-
gedrlickt, als wenn die Berithrungsfliche groBer ist.

Ruht ein Kérper auf einer
Brette (Fig. 227), dessen Neigung verindert werden kann, so kommt bei
einem bestimmten Neigungswinkel & der Kérper von selhst in Bewegung und
bewegt sich gleichfirmig abwiirts, Das Gewicht @ des Kérpers wird nach
§ 39 m die Druckkomponente N — @ - cos « und die Bewegungskomponente

\w&\.m W=@G.smng zerlegt. Wird das Brett
8o geneigt, daf sich der Kérper gleich-

R ..

_ (.ﬁ% oS “\
~

Fig. 238. Pronyscher Zaum,

formig abwiirts bewegt, so ist die Bewegungskomponente gleich dem Reibungs-
widerstande R— N-p — G . ¢-cose Hsistalso W= R folglich ist

G-sine= G pcosa
¢ =tang e.
Der Winkel, bei dem die gleichférmige Bewegung erfolgt, heiBt der

Reibungswinkel.

Die %ﬁ@:ﬁ%&%&.@i ist gleich der Tangente des Retbungswinkels.
Diese Beziehung bietet ein bequemes Mittel zur Bestimmung des Rei-

bungskoeffizienten.

Deér Pronysche Zaum.') Mit Hilfe des Pron yschen Zaumes (Bremsdynamo-

meters) (Fig. 228) wird die Leistung einer Maschine gemessen. Er besteht aus
zwei Holzbacken, die mittels einiger Schrauben mit leicht zu regelnder Reibung
auf die Welle einer Maschine, deren Leistung gemessen werden soll, festge-

klemmt werden. An der eiren Holzbacke ist eine Stange von etwa Y bis 1 m

L

dnge angebracht, an deren Ende eine Wagschale zur Aufnahme von Gewichien

hiingt. Dreht sich die Welle der Maschine z, B. links herum, so wird der Zaum,
wenn er nicht belastet ist, infolge der Reibung mit herumbewegt. Belastet man
ihn, wihrend die Maschine gich nicht dreht, am #uBersten Ende, so dreht er
sich bei genitgend groBer Belastung rechts herum, indem das von der Be-
lastung ausgeitbte Drehmoment dje Reibung der Holzbacken an der Welle

1) Baren G. C. F. Prony (1735—1839), franz. Mathematiker.

geneigten Babn, 2. B. oin Stein anf einem.
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tberwindet. Man kann nun, wenn die Maschine die Welle dreht, die wa_m.mﬁﬁ_m
des Zuflersten Endes so einrichten, daf die Stange genau wagerecht in der.
Mitte zwischen zwei in geringem Abstande <ouomnsumm_w befindlichen An-
schligen einspielt. Dann ist der .mavnummi.mmum&mbm gleich Q.wn an dem c.um-
fang der Welle wirkenden, von der Maschine ausgeiibten Kraft. Der m.mp.
bungswiderstand wird durch %mm Belastung P tiberwunden, die an dem Ende
nge von der Linge ! hingt. .
der mmwmmmu.w..m P (Fig. wmwmc ist m&ﬁ. an dem Umfange der Welle wirkenden

Kraft W gleichwertig, wenn sie dasselbe Moment hat, wenn also P-1 = W-r

i
ist, worans W=P.-—-. :

Bet m_mwn_pmmemmME Umlaofe der Welle ist die an dem Umfange der $€_ma
wirkende Kraft K gleich dem Reibungswiderstande W, also ist auch K= P. o

Die Leistung finden wir, indem wir das Produkt aus Kraft und Weg

(die Arbeit) durch die Zeit dividieren. Es ist i W Z
also die Leistung
‘ K.-g Pl s
L=— =75 "
Dreht sich die Welle in der Zeit 7 einmal FPig. 229.

herum, go kdnnen wir fiir # = 7' den Weg 5 — 227 setzen, und wir erhalten
’ 2x
= |H,| « P-1.

Die Leistung der Maschine ist Ngs.?i%% der Belastung des Zawmes

rekt proportional.
Eﬁﬁﬁ&& gibt die Leistung in Sekundenerg, wenn die u.wm_mmgnmm_ P
in Dyn, die Linge I in Zentimetern und die Umdrehungszeit 7 in Sekunden
ben ist.
et § 68, Der Widerstand des Mittels.

Bei der Bewegung eines Kérpers in der Luft oder im Wasser driingt der
Kdrper einen Teil des Mittels zur Seite, einen Teil nimmt er mit sich fort
oder schiebt ihn vor sich her. Hierzu ist Arbeit ndtig, die eine 4mwBEmmE.um
der kinetischer Energie des Kérpers, also eine <owEEmm_d=m4 der Qmmnrﬁpmv.
digkeit, bewirkt. Der Widerstand des Mittels hingt von der Form ﬁwm QHA_M e
des Korpers ab. MaBgebend sind dafiir sowohl seine vordere Fliche, die
Stirnfliche, also auch seine hintere Fliche. Je mnw.ﬂmbwg ME@ spitzer QMH.
K&rper nach vorn ist, desto kleiner ist im allgemeinen sein Q&.maﬁmb .
Dieser kann aber auch dadurch verkleinert werden, da8 der @:wwmn_pu;n nach
hinten allmihlich und stetig abnimmt, Man erhilt mmss.&m sogenannte
Fischform oder Tropfenform (da ein fallender Fliissigkeitstropfen durch
die Luftreibung zu einer solchen Form verzerrt wird). . . ¢

Bei einer quer zur Bewegungsrichtung stehenden Emz"m. _Emmw.mar an
der Vorderseite ein Raum erhdhten Druckes (der Stau), _H.H.unmu ein .—.»EAHB
verminderten Druckes (der Sog) aus. In diesen letztoren strémt das fliissige
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Mittel, Wasser oder Luft, von den Seiten her ein und gibt dadurch AnlaB
zu einer Wirbelbewegung (§ 110, Fig. 414). Die Stromungslinien kann man
sichtbar machen, auf der Oberfliche des Wassers z. B. durch aufgestreute
Lycopodium- Samen (Bérlapp-Sporen), im Innern des Wassers durch feines
Holzmeh! eines spezifisch schweren Holzes, Man bemerkt mit diesem Hilfs-
mittel noch, daB die Flissigkeit in der Bahn des bewegten Korpers in leb-
haft durcheinanderwirbelnde, burbulente, Bewegung geraten ist. Hiufig
kanr man beobachten, daB sich von der Riickseite der Platte ganz regelmifig
rechts oder links Wirbel ablbsen, die noch eine Zeitlang im Wasser unab-
hingig von der Platte thre regelmiBige Wirbelbewegung fortsetzen, bis diese
in der allgemeinen turbulenten Bewegung verschwindet. Fahrten im Ruderboot
gebea leicht Gelegenheit, solche Wirbel im Raume hinter dem Ruderblatte un-
mittelbar zu erkennen; die kinetische Energie dieser regelmiBigen und tur-
bulenten Wirbelbewegung verzehrt einen groBen Teil der zur Bewegung der
Platte notwendigen Arbeit. Die Wirbelbewegung im widerstehenden Mittel

ist daher ein ‘wesentliche Quelle des Widerstandes. Wirbelbewegungen anf

der Riickseite des vmﬂmm,?h‘ﬁm%mum werden desto mehr vermieden, je ali-
mihlicher der Querschnitt des Korpers nach hinten abnimmt. Denn dann
ktnnen Druckwirkungen, die senkrecht zur Bewegungsrichtung das Mittel in
den Raum hinter dem Korper hineindriicken und dadurch AnlaB zur Wirbelbil-
dung geben, nicht entstehen. Der erfahrungsmiBig geringe Widerstand eines
wlischformigen Kérpers verglichen mit einer Platte von der Gestalt seines
groBten Querschnittes senkrecht zur Bewegungsrichtung, beruht darauf, daB
Wirbel weitgehend vermieden werden. Die Technik hat deshalb den Korpern der
Flugzeuge, Torpedosund Geschossenach Méglichkeitsolche,,Fischform® gegeben.

Der Widerstand des Mittels ist in hohem MaBe von der (Geschwindigkeit
des Korpers abhingig. Bei mattleren Geschwindigkeiten (in Luft z. B. von wenigen
m/sec bis nahe Schallgeschwindigkeit) isf dor Widerstand des Mittels dem Qua-
drate der Geschwindigheit proportional. (Widerstandsgesetz von Newton 1687.)

Ist ¢ die Dichte des flissigen widerstehenden Mittels, ¥ die FlichengriBe
einer durch das Mittel bewegten Platte, v ihre Geschwindigkeit, so ist der

Widerstand W We=k.9g-F.p2

Hierin ist % noch eine Koustante, die ihren Wert nit der Gestalt der Platte
dndert. Fiir eine vollstindig in Wasser untergetauchte quadratische Fliche
hat % etwa den Wert 0,675, wenn » im Bereiche von 0,2 m/sec bis 4 m/sec liegt
und alle GroBen in absolaten (.G.S.-Einheiten gerechnet werden.")

Y|
Es ist &7

g— die kinetische Energie der Volameneinheit des Mitiels in seiner
relativen .Wmﬁwmﬁnm:m@m@n .&n.@fwmnww‘#ﬁmmow«,.@. Daher schreibt man das Ge-

1) Nach Newton miiBte nach dem Impulsprinzip & den Wert 2 haben, wenn man
das Mittel als nickt kontinuierlich aus elastischen Teilchen hestehend betrachten darf,
hingegen den Wert 1, wenn die Teilchen unelastisch wiren. Fip ain kontinuierliches
Mittel gelangt. bingegen Newton zu dem Ergebnis, daB & den Wert Y, haben muB,
Aug energetischen Betrachtungen kanu man anf den Wert Yy tir & achlieBen; fiir sehr
lange Flichenstreifen leiten Helmholtz und Kirchhoff den Wert 0,44 ab.

{
.
S s AN

H
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e v?

setz hilufig in der Form We=c- 5L

Der Koeffizient ¢ = 2% wird mm-wm.wmsm&?ww die Widerstandszalhl oder spezifischer

Widerstand genanut. Diese ist also in dem angefiikirfen mmmnwiu&mwmm_”m_um_.mrwrm
vom Werte ¢ == 1,1. Auch fiir kreisfdrmige Scheiben gilt diese Nm_E. Fiir eine
lange Platte nimmt der Wert aber mit wachsender Liinge zu und erreicht m.nw.mEm
unendlich lange Plaite den Werl 2. Fiir Korper, die keine H..Fﬁmnmoaa besitzen
(Kugel, Zylinder usw.), #ndert sich der Wert von ¢ mﬁ.pww. B;.mmu
Geschwindigkeit; F bedeutet in diesem Falle die Huw.o.._mwﬁcummmorm
des Korpers auf eine Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung, )

Fiir duBerst kleine Geschwindigkeiten (schleichende mas.qm-_
gung) ist der Widerstand der Geschwindigkeit selbst proportio-
nal, fir groBe Geschwindigkeiten wichst er stirker als die zweite
Potenz der Geschwindigkeit, doch wird er fir die mummﬁmﬁ._ er-
reichbaren Geschwindigkeiten (fiir Luft tiber 600 E\mmow Emmﬁ.\ :
einer niedrigeren Potenz (der zweiten bei Luft) vqovow?onp._.

Zur Vorfithrung des Gesetzes (her die Abhiingigkeit des ﬂ.ﬁamw.
gtandes von der Geschwindigkeit dient der in Fig. 230 ahgebildete
Apparat. Dieser besteht aus einem unfen geschlossenen, lotrecht auf-
gestellten und bis ohen mit Wasser gefiillten Glasrobre von .mwﬁp
150 em Lange und 4 cm Weite, in das der abgebildete mﬁ.uwwﬁwma
hineingesetzt wird. Der Senkktrper hesteht aus einem Messingstahe,
durch dessen unteres Ende zwel his fast an die Glaswandungen des
Rohres reichende Querarme geben, und an den nahe mmB. oberen
Ende ein Messinghlech vou etwa 3 cm Durchmesser geldtet ist. Der

. o : Fig. 130. Ab-
ganze Senkkdrper wiegh 10 g*. Auf das Messinghlech konnen krais- banglgksit dos

formige Messingscheihen von 10 g* Gewicht gelegt werden, .&m durch dﬁwmm.mwﬁom..
dag iiher das Messingbleeh herausragende Ende der Messingstange sohwindighatt.

am seitlichen Verschieben verbindert werden,

Setzt man diesen Senkkdrper in das mit Wasser gefiillte Glasrohr, 50 _u.wﬂmmn
er sich unmittelbar nach dem Loslassen wit gleickformiger Geschwindigkeit ab-
wirts, Man beobachtet nun die Zeif, die der Senkkdrper braucht, um die S..mhmmw.
siule zu durchlaufen, und zwar einmal ohne besondere Belastueg, dana E.H_“ der
Belastung von einer und dann von zwei Mefallplatten. Bei einem m”smmm?wgmwb
Versuche ergab sich, daB der Senkktvper allein 13,6 Sekunden, mit einer ngﬁ -
platte belastet 9,6 Sekunden und mit zwei Platten helastet 7,8 mmwnam.mn _u_.mnn_u. 2,
um unten anzukommen. Setzen wir die Robrlinge gleich Bins, so ist die Q.mmn_uﬂu-
digkeif bei den drei Versuchen 1/13,6, 1/9,6 und 1/7,8. Umm amwmwmﬁm dieser mm.w-
gchwindigkeiten verhalten sich wie 1/185: 1/92,1 : H.\@H,.m. Lwiel:2:3. Ummum
Bewegung in allen Versuchen gleichférmig ist, so ist die durch das .mmﬂeww wm
unbelasteten und des belasteten Seukkdrpers verursachte Beschleunigung dwie
den Widerstand des Wassers gerade aufgehoben; das Gewicht ?52. Ahzug des
Anftriebes, der aber hei allen drei Versuchen densslben Bruehteil des Gewichtes
ausmacht) ist also ein MaB fiir den Wasserwiderstand. Da nun .mm—. unbelastete
Senkkdrper sowie jede Belastungsplatie 10 g* wiegt, so folgt w.d_.: die 3m.mmm~..-
widerstiinde in den drei Versuchen das Verhiltnis 1:2: 3. H:mmmm. Verblilinis
stimmt mit dem Verhiltnisse der Quadrate der Geschwindigkeiten iherein (Nawton-
sches Widerstandsgesetz).
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Infolge des Luftwiderstandes nimmt die Geschwindigkeit eines fallenden

Korpers nicht unbegrenzt zu, sondern sie erreicht einen groBten Wert, der

dann beibehalten wird. Diese Endgeschwindigkeit, bei der der Wilorhaes
und die bewegende Kraft sich das Gleichgewioht halten, ist gamhmmﬁmw

J schwerer der Koxper im Vergleiche zu seiner Widerstand bietenden Flichs

ist. Hine Bleikugel, ein Stiick Holz, ein Stitck Papies r6Beren
Hohen umoma gleich schnell herab. Die Bleikugel %o”ﬂwmﬂw%r“.mmm H.M_mm_mmmm
tibrigen hmo%mu. .Humowmm des Luftwiderstandes fallen Regentropfen trotz der
groBen mcw.an mit einer kleinen gleichférmigen Faligeschwindigkeit. Ehenso
ist cmw EmE.an Staubteilchen wegen ihres geringen Gewichtes &m., Falige-
schwindigkeit auBerordentlich klaip, Man kann heobachten, daB der _Hmrmmm-
rauch, m.E. aus einer ungeheuren Zahl kleinster mwpngmm_nrmh besteht, in
eluem mit rubiger Luft gefiillten Zimmer stundenlang in annihernd mm_.m&_vmu
m.crw &.m wagerechte Schicht schwebt, Erst ganz allmihlich sinkt die Schicht
Die kleinen .mﬁmcw&mzarm? die bei vulkanischen Ansbrichen big in die rmnr..
”&mh H_amumo.wsgmh geschlendert werden, fallen erst nach Monaten und Jahren
mﬂﬂﬂﬂ“ ﬂ_MAﬁM n%w M_Hmmbwmw&o. Sie werden durch die in den oheren Luft-
n stattfindenden o i j iswei

3o gunes B rmwcﬁmmmmrﬁﬁ.._m&acﬂﬁnmdh weit fortgejagt und bisweilen um

Wie die mmmmbmmcwﬁmuwmﬁ 50 aehmen auch die dyrch

. . . 1 gewaltige Kraft-
maschinen bewegten Schiffe, Eisenbahnen, Kraftwagen ummw mmw_mm,wnwwmu

Zeit rmmnEm.wEmmnmu Anlaufes eine %&oﬁ&nﬁﬁm.Hummgovﬁu&mﬁmm» an, Der

W_um.mwamﬂm_b% der EmmorEmw wird dann durch die Bewegungswiderstinde im
mm._o gewichte gehalten. Die Bewegung geht bei dieser Endgeschwindigkeit
g Enrmou..ﬁ_m., also nach dem Trigheitsprinzipe, vor sich, da die auf den K-
per mEﬂ”:wE._mmu Krifte sich anfheben. Die Aufgahe der Antriebsmaschinen
ist also im Sinne dieser physikalischen Auffassung nur die, jene Widerstinde
m.ﬁmna?..&mb. Da wir bei keiner in der Natur 4018553“%5 Bewegung —
etwa m._m wmﬁmmuum. der Weltenkorper ausgenommen — von einer W%:Woup-
Mpmh ﬂ&mwm.wm_u%?m_mu Bewegung sprechen kinaen, so muB schlieBlich jede
Wm.:muum wirkende Hum# eine gleichfirmige Endgeschwindigkeit im Qamm_ e
ﬁwwg. Es awwou.mﬁ.mwﬁm eme grofie Umwiilzung des Denkens, sich an die 4%“.-
g m_ﬁmm zu gewdhnen, daf die Kraft hierbei nur die Widerstinde aufheht
%Hm die Bewegung selbst somit als kriftefrei zu betrachten ist, da die niichst-
mmmgmm Auffassung des tiglichen Lebens ebenso wie die wissenschaftliche

etrachtung des Altertums die Geschwindigkeit der Kérper als unmittelbar
von bewegenden N..mwﬁmu verursacht anspricht und sich daher fiiy Jeden Fall
MnE Schlusse herechtigt glanbte: Jeo groBer die Kraft, desto griBer ist auch
ie mmmowqqﬁ&m_mm; des durch die Kraft bewegten Kérpers. Da man auch an
mmu Giltigkeit der Umkehrung des Satzes nicht zweifelte, so muBte man be;
jeder Umovmorﬂm_“mu Geschwindigkeit nach der urséichlichen Kraft suchen, Erst
die mo.ﬁmdznrs.ou.m Durchfihrung des Trigheitsprinzips nach Galjlei anrwr not-
ﬂmu&mw den bedeutenden Einfluf der Bewegungswiderstinde auf die Bewe-
gung eingehend klarznstellen. T o e

§ 68. Der Widerstand des Mittels 209

Die Kenntnis des Widerstandes des Mittels ist von groBer Bedeutung fiir
die Ballistik (Lehre von der GeschoBbahn), da der Luftwiderstand die aus
den Gesetzen des § 18 berechnete Warfhshe und Wurfweite bei groBen Aus-
gangsgeschwindigkeiten wesentlich verindert. Die Wurfbahn bleibt keine
Parabel, sondern ihr absteigender Ast ist wesentlich steiler als der aufstei-
gende (ballistische Kurve), die Wurfweite ist bedeutend verktirzt. Je griBer
die Masse des geschleuderten Geschosses, je gréBer also bei gegebener An-
fangsgeschwindigkeit die kinetische Energie der Bewegung ist, desto weniger
wird die Geschwindigkeit durch Luftwiderstinde anfgebraucht werden, desto

weiter wird also unter sonst glei- Pl BN
chen Umstinden die SchnBweite e N
sein. In Figur 231 sind (nach H. / \
Lorenz) fiir den Erhohungswin- / \
kel (S8chuBwinkel) von 20° und 70° / \
die Wurfparabeln gestrichelt ge- / 5 \
zeichnet, die einer Anfangsge- /

schwindigkeit des Geschosses von \
550 my/sec entsprechen. Die Wurf-
weite wiirde 19,5 km, die Scheitel-
hohen wiirden 134 km und 1,8km S
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betragen. In ausgezogenen Linien T, ™ 1
sind weiter die unter Beriicksich- m——4 ——— |
tigung des Luftwiderstandes be- -~

. o
- b ad
A ' igkeit
rechneten (GeschoBbahnen einge- Fig. 231. Wurfbahnen fir 650 m Anfangsgeschwindigksi
zeichnet, die hei derselben An-

im [uftlesren m.p_..Em and _M H:W? bel zwel verschieden
fangsgeschwindigkeit und denselben Erhshungswinkeln tatsichlich zu Ge-
schossen von 6,9 kg und 82 kg Schwere gehren. Die SchuBweite beim Flach-
schuB (20") des 6,9 kg-Geschosses ist 6,9 km, seine SchuBweite beim Bogen-
schnB (70% nur 5,2 km, also wegen des auf lingerer Bahn wirkenden Wider-
standes erheblich verkiirzt. Das 82 kg-GeschoB hat beim FlachschuB unter
20° Erhohung des Geschiitzes eine SchuBweite von 8,1 km, sie erscheint
wegen der griBeren GeschoBmasse gegeniiber der des 6,9-km-Geschosses
vergroBert. Alle drei SchuBweiten stehen aber weit gegen die Wurfweiten
zuriick, die im widerstandsfreien Raume auf den Wurfparabeln erreicht wer-
den wiirden.

Den Widerstand des Mittels benutzt man vielfach dazu, um eine Be-
wegung gleich{érmig zu machen: In den Schlagwerken der Uhren sind Wind-
fligel angehracht, die sich schnell drehen und dadurch eiren groBen Luft-
widerstand erfahren. Hierdurch wird bewirkt, daB die Schlige der Uhbr in
anndhernd gleichen Zwischenriumen ertbnen.

Bei manchen physikalischen Apparaten werden an die bewegten Teile
Fligel angesetzt, die in eine Fliissigkeit tauchen. Hierdurch werden die auf-

tretenden Schwingungen rasch gedimpft.
Siche auch § 110£

{(rvimaehl, Physik. I. GroBe Aumagabe. £ Aufl
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