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PREDGOVOR PRVOM IZDANJU

Ova sveska edicije Materijali za miade matemariéare posveclena je
&IX medunarodnoj matematiékos o[zmpzjadz, koja je poletkom jula 1977.
godine odriana u naSoj zemlji. Jugostavija je kao domadin ove znacape

tnedunarodne manifestacije . potpunosti opravdata poverenje koje ji je
axkazano. Sqvez druStava matematitara, fiziéara i astronoma SFR] bio
7¢ uspeSan nositac akcz'je dok je Drustvo matematitara, fz'zz'c'ara i as.ro-
noma SR Srbije bilo njen uspe§nz orgamzator Beograd je tih dana bio
centar maz:ematzckog sveta, prufajuci go;toprzmswo najbo.jim miadim
matematt.arima, predstavnicima 21 zemlje sa Cetiri komtinenta- Veru-
jemo da je ova medunarodna matematicka olimpijada dala znalajan do-
prinos razvcju i daljoj afirmaciji ove smotre i takmienja talentovanih
mladih mazematz'c"am, obogaula je novim sadrdujima i otvorila tove
puteve njenog daljeg Sirenja.

PruZajuéi ovim putem nasoj matemaucko; javnosii, a pre svega

. mladim marematiéarima, informacije o svim do sada odrfanim meduna-
rodnim matematickim olimpijadama, uée$éu na$ih mladih matemariéara
ta ijima, dajuéi tekstove i refenja svih zadataka sa do sada odrZanih
olimpijada, wvereni smo da de ova sveska predstavijati veoma koristan
materijal za Citaoce i doprineti daljem radu s talentovanim mladim mate-
maticarima.

Autori sveske su ulesnici ranijih oumpijada, sada diplomirant
matematiéari, mnogi od njih istaknuti naucni i struéni radnici u
raznim matematickim disciplinama. Ta &njenica u mnogome doprinosi
autentitnosti ovog  teksta. Jer, svi su autori refemja dofivijavali
zadatke kao njihovi refavaoci na olimpijadama, kao rukovodioci nasih
ekipa na tim takmilenjima, kao predavali na pripremama nasih ulenika
2a uleSée na olimpijadama. Prilikom redakcije teksta nastojalo se da se
intervencije redaktora svedu na minimum, kako bi ova izvornost i na taj
nalin bila saluvana.

Uwereni smo da ce korisnici na$ih Materijala za mlade matematilare
i u ovoj svesci naci mnogo korisnih sadriaja za rad u okviru dodatne
nastave i slobodnih aktivnosti ucesnika.

Viadimir Micié



PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Proo izdanje ove sveske edicije Materijali za mlade matematiéare
nai$lo je na veoma dobar prijem Rorisnika, uenika srednjih Skola i pro-
fesora matemarike, i relativno brzo je rasprodato. To je ohrabrilo Ure-
divalki odbor da pristupi pripremanju drugog izdanja sveske. Ono obuhvata
materijale sa svih do sada odrZanih medunarodnih matemariékih olimpijada;
time je broj olimpijada koje su u knjizi obradene povecao sa devernaest
na dvadesetsedam, pa je sveska znatno obogacena novim sadrZajima. Nadamo
se da de i drugo izdanje knjige Medunarodne matematicke olimpijade
doprineti unapredenju vannastavnih aktivnosti iz matematike.

Autor celog materijala kojim je ova sveska dopunjena je dr Zoran
Kadelburg, rukovodilac ekipe mladih matematiara Jugoslavije na velini
ovih olimpijada. ‘



MEDUNARODNE MATEMATICKE OLIMPIJADE

Nadmetanja matemati¢ara u reSavanju raznih problema stara su,
verovatno, koliko i matematika; ona su sastavni deo istorije mate-
nmiatike i jedna od znaajnih komponenata koje su doprinosile njenom
razvoju i napretku. Ta su nadmetanja imala razli¢ite forme i tila moti-
visana raznim motivima. Ponekad je to bilo nadmetanje u resavanju
nekog praktiCnog problema, ponekad borba za prestiZ, ali je uvek to
bilo mobilisanje ¢oveka, matematitara, i njegovih intelektualnih spo-
sobnosti u susretu sa novim nepoznatim, u otkrivanju novih istina o
svetu koji okruZuje ¢oveka i o njemu samom:.

‘Mladi ljudi se sa matematikom, njenim lepotama i stalnim iza-
zovima koje im ona upucuje, upoznaju kroz nastavu u $kolama. Medu-
tim, odavno je uoteno da se, zbog razli¢itog stepena zainteresovanosti
za matematiku i sposobnosti za njeno_razumevanje i rad u oblast
matematike, na ¢asovima ne mogu zadovoljiti zahtevi izvesnog broja
ulenika, koji pokazuju posebne sklonosti prema matematici i radozna-
lost da saznaju znatno viSe od onoga §to im $kola moZe pruZiti. Razne
forme vannastavnih aktivnosti su prilika da se takvim ucenicima po-
pomogne, da se njihove sposobnosti podrZe i razviju, da se pomogne
u otkrivanju i razvijanju talenta za matematiku. U okviru tih aktivnosti
nasla su mesto i takmicenja mladih matemati¢ara u re$avanju zadataka.

 Organizovana takmitenja mladih matematiara odrZavala su se
jo$ u proslom veku. U podetku to su bila takmi¢enja u refavanju za-
dataka koji su postavljani u raznim &asopisima. Posle toga podele su
‘takmiCenja koja su imala oblik slitan sada$njim takmilenjima mladih
matematiara, na kojima su se uéenici okupljali i re$avali u toku odre-
redenog vremenskog intervala zadatke koje im postave njihovi profe-
sori. Prvo ovakvo takmiCenje odriano je u Madarsko; 1894, godinc
Posle toga ,,matematiCke olimpijade® su organizvane i u mnogim dru-
gim ‘zemljama sveta.

. U 'na$oj zeml)x takmi¢enja mladih matematidara odrZavaju se od
1955. godine, kada je odrZano prvo republitko takmilenje mladih ma-



tematiCara u SR Makedoniji. Posle toga ovu su akciju prihvatili i mate-
mati¢ari u drugim republikama. Prvo savezno takmiCenje mladih mate-
mati¢ara, uCenika srednjih S$kola, odrZano je 1960. godine i otada
se ono odrzava redovno svake godine. I mladi matemati¢ari iz osnov-
nih 8kola poceli su da se nadmecu u re§avanju matemati¢kih problema,
1970. godine odrZano je prvo Savezno takmicenje mladih matematicara,
uéenika osnoynib $kola.

Iz éingnice da su se krajem pedesetih godina mladi srednje-
$kolci u mnogim zemljama nadmetali u re$avanju matemati¢kih pro-
blema na nacionalnim olimpijadama rodila se ideja da se okupe na
jednom mestu mladi matematifari iz raznih zemalja sveta i odmere
svoja znanja i kreatlvnost, sretnu se i upoznaJu, zblize, razmene isku-
stva,.... Tako je 1959. godine, na inicijativu Rumunskog drustva
matcmatxéara i fizi¢ara, odrana Prva medunarodna matematicka olim-
pijada. Od tada, one se odrZavaju svake godine. Danas, u nizu van-
nastavnih aktivnosti ‘s talentovanim mladim matemati¢arima, medu-
narodne matemati¢ke olimpijade zauzimaju veoma znafajno mesto.
One su se svojim osamnaestogodi$njim delovanjem afirmisale kao smotra
i takmiCenje najboljih mladih matematiara, predstavnika zemalja iz
ditavog sveta, manifestacija njihovih izuzetnih sposobnosti koje su po-
svetili matematici, i stekle izuzetan ugled u svetu, posebno u matema-
ti¢koj javnosti. Iz godine u godinu broj zemalja udesnica raste i veé
se priblizio broju 20. Ovakvom je razvoju dogadaja u mnogome dopri-
nela i ¢injenica da je Jugoslavija, kad je bila domaéin IX medunarodne
matematiCke olimpijade, zahvaljujuéi svom medunarodnom poloZaju
i ugledu u svetu, izbrisala granice kojima je Olimpijada bila u izvesnom
smislu ograniCena i tako je ona prerasla u Siroku manifestaciju koja obu-
hvata predstavnike mnogih zemalja sa raznih kontinenata.

Mladi matematicari Jugoslavije pnkllucxh su se ovoj medunarod-
noj manifestaciji 1963. godine. Od tada je Iugoslavx)a redovan ulesnik
medunarodnih matemati¢kih- olimpijada i na njima su nasi mladi
matematiCari postigli i dosta zapaZenih rezultata. Nafa je zemlja,
kako je ve¢ pomenuto, bila uspe$an domaéin IX medunarodne mate-
maticke olimpijade. Nadamo se da ¢e tu ulogu nala zemlja i pjeni
matematicari uspe$no obaviti i na sledeéoj, XIX* medunarodnoj mate-
matitkoj olimpijadi. Verujemo da ¢ée to biti do sada najveéa manifesta-
cija medunarodnog karaktera ove vrste u svetu, da ¢e ona doprineti
daljem razvoju matematike u svetu i kod nas, da ¢e znatiti dalji dopri-
nos SFR] konstruktivnoj saradnji medu zemljama i narodima sveta.

* Ovaj deo teksta pisan je pre odrianc XIX IMO, kad se olekivalo da sveska izade iz
$tampe do poletka te olimpijade.
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Kako se odvijaju medunarcdne matemati¢ke olimpijade?

Svaka delegac11a se sastoji od osam ucenika i dva rukovodioca
(%efa delegacue i njegovog zamenika). Zemlje udesnice salyu predloge
zadataka organizatoru IMO. Na osnovu tih predloga napravi se preli-
iiparni izbor zadataka koji dalje razmatra Ziri IMO, sastavl]en od
gefova svih delegacija i predsednika. Po pravilu se izabere Sest zadatka
koje zatim udenici re$avaju u toku dva dana. Rad Zirija odvija se na
engleskom, ruskom, francuskom i nemackom jeziku, dok ucenici resa-
'a]'u zadatke na jezicima kojima se sluZe. Posle toga zadatke pregle-
14111 rukovodioci ekipa i daju predloge poena. Konaénu ocenu daje
ekipa koordinatora. To su matemati¢ari koje imenuje zemlja domaéin,
a zadatak im je da obezbede usagla$avanje kriterijuma za sve takmi-
¢are. U sluc¢aju spora definitivnu odluku donosi Ziri IMO .Najuspe3nijim
udesnicima dodeljuju se nagrade — prva, druga i tre¢a nagrada. Obi¢no
se dodeljuje po nekoliko prvih, drugih i treéih nagrada, pri ¢emu
odnos broja nagradenih tim nagradama treba da bude 1 : 2 : 3. Za ori-
ginalna reSenja pojedinih zadataka dodeljuju se specijalne nagrade.
IMO nije ekipno takmienje pa se zvani¢no objavljuju samo poje-
dinaCni rezultati. Ipak, na osnovu zbira osvojenih poena obino se
prati i uspeh ekipa i prave nezvaniéne rang hste

Niz prate¢ih aktivnosti upotpunjuje ovu veliku mamfestacuu
Tu su brojni susreti s omladinom, medusobni susreti, poznanstva i
prijateljstva uCesnika IMO, upoznavanje sa kulturno-istorijskim zna-
menostima i prirodnim lepotama zemlje domadina, upoznavanje sa
dostignuéima privrednog i dru$tvenog razvoja te zemlje. Mnostvo
susreta, odmeravanja snaga u raznim sportskim disciplinama, nadme-
tanje u pesmi i igri, . . ., sve to doprinosi da IMO za njenog ucesnika
predstavlja nezaboravan doZivljaj. '

Razmena znanja i iskustava, ,,pojedinatni dueli“ u reSavanju
zadataka, razmena interesantnih zadataka i ideja, sve to prati svaki dan
olimpijade. Oseéa se potreba da se to bogatstvo, ta riznica originalnih
reSenja i ideja nekako organizuje, ponudi $to $irem krugu zaintereso-
vanih talentovanih mladih matemati¢ara. To je razlog zbog kojeg se
razmi$lja o organizovanju nau¢no-stru¢nih sastanaka ucesnika, u cilju
upotpunjavanja tradicionalnib sadrzaja IMO. Jugoslavija ¢e, kao doma-
¢in XIX IMO, udiniti prvi korak u tom pravcu. '

Zelja nam je da ovaj materijal upozna &itaoca sa do sada odrza-
nim medunarodnim matemati¢kim ohmpljadama i u¢eS¢em nasih mla-
dih matemati¢ara na njima. ‘ ~



I

Prva medunarodna matemati¢ka olimpijada odrzana je 1959.
godine u Rumuniji. Na njoj suu¢estvovali mladi matemati¢ari iz sledeéih
sedam zemalja: Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemacka, Madarska,
Poljska, Rumunija, SSSR.

Najvise uspeha imali su mladi matemati¢ari iz Rumunije i Ma-
darske. ,

1}

Druga medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1960.
godine u Rumuniji. Na njoj su ulestvovali mladi matematilari iz sle-
deéih pet zemalja: Bugarska, Cehoslovaéka DR Nemaéka, Madarska,
Rumunija.

Na1v1§c uspeha imali su mladi matematléan iz Cehoslovacke,
Madarske i Rumunije.

Treca medunarodna matematiCka olimpijada odrZana je 1961.
godine u Madarskoj. Na njoj su udestvovali mladi matematiéari iz
sledecih Sest zemalja: Bugarska, Cehoslovacka, DR Nemacka, Madar-
ska, Poljska, Rumunija.

Namse uspeha imali su mladi matemati¢ari iz Madarske i Poljske. .

v

Cetvrta medunarodna matemanéka ohmpljada odrZana je 1962.
godme u Cehoslovatkoj. Na njoj su ulestvovali mladi matemati¢ari,
iz slede¢ih sedam zemalja: Bugarska, Cehoslovacka, DR Nemacka,
Madarska, Poljska, Rumunija, SSSR.

- NajviSe uspeha imali su mladi matemati¢ari iz Madarske, SSSR—a
i Rumum;e

v

Peta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana j je 1963. go-
dine u Poljskoj. Na njoj su ucestvovali mladi matematiCari iz sledecih
osam zemalja: Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemacka, Jugoslavija,
Madarska, Poljska, Rumunija, SSSR.

NajviSe uspeha imali su mladi matemauéan iz SSSR-a i Madarske.

Ekipa mladih matemati¢ara Jugoslavije, koja se te godine prvi
put pojavila na medunarodnim matemati¢kim olimpijadama, formirana
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je posle IV saveznog takmi¢enja mladih matemati¢ara, ucenika srednjih
$kola, kraéih priprema i naknadnog izbornog takmxéen;a za sastav
ekipe. Njeni su ¢lanovi bili:

Bjelik Valerijan Mrievic Mila
Boljevski Ivan Perek Peter

Dacar Franc [ Stevanowié Katica [){]
Kalmar Ferenc Vrséqy Stanko

EXkipa je na Olimpijadi nastupila veoma uspe$no, prema zbiru osvojénih
poena zauzela bi éetvrto mesto u plasmanu. Od 7 dodeljenih prvih na-
g:ada jedna je pripala nalim predstavnicima.

Magrade su osvojili:

Franc Dacar — prvu nagradu;
Ivan Boljevski i Patar Petek — drugu nagradu,
Mila Mrfevié — treu nagradu.

Vi

Sesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1964.
godine u SSSR-u. Na njoj. su ucestvovali mladi matematic¢ari iz slede¢ih
devet zemalja. Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemacka, Jugoslavija,
Madarska, Mongolija, Poljska, Rumunija, SSSR.

Najvi§e uspeha imali su predstavnici SSSR-a i Madarske.
Ekipa Jugoslavije nastupila je na olimpijadi u sastavu:

Bole Velimir Urumov Viktor
Globevnik Josip Vr$éaj Stanko
Gonda Zoran Zdravkovska Smilka
Jovanovic Bosko Lazarevié Srbijanka

Popovi¢ Bojan
Za postignute rezultate nagradeni su:

Urumov Viktor — drugom nagradom;

Vr§éaj Stanko — treCom nagradom.

VI

Sedma medunarodna matemati¢ka olimpijada odrzana je 1965.
godine u DR Nemackoj. Na njoj su ulestvovali mladi matematicari

iz sledeéih deset zemalja: Bugarska, Cehoslovatka, DR Nematka, Fin-
ska, Jugoslavija, Madarska, Mongolija, Poljska, Rumunija, SSSR.



Najvise uspeha imali su mladi matemati¢ari iz SSSR-a, Madar-
ske i Rumunije.

Ekipa Jugoslavije nastupila je v sastavu:

Asié Miroslav Paviin Igor

Bole Velimir Udoviti¢ Enes
Dugosija Dorde Ungar Sinie
Jovanovié Bosko Vukomanovic Dorde

Nagrade za postignute rezultate dobili su:
Velimir Bole i Miroslav A$i¢ — treéu nagradu.

VIII

Osma medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1966.
godine u Bugarskoj. Na ovoj olimpijadi uestvovali su predstavnici
slede¢ih devet zemalja: Bugarska, Cehoslovacka, DR Nemacka, Jugo-
slavija, Madarska, Mongolija, Poljska, Rumunija, SSSR.

NajviSe uspeha imali su mladi matemati¢ari SSSR-a, Madarske
i DR Nemacke.

Clanovi ekipe mladih matemati¢ara Jugoslavije bili su:

Dugosija Dorde Sumic Slobodan
Pisanski Tomo Stefanovic Mihajlo
Polagnar Jernej Torgalev. Aleksandar
Primc Mirko Vikmirovié¢ Jovan

Nagrade su osvojili:
Jovan Vukmirovié i Aleksandar Torgasev — drugu nagradu,
Jernej Polajnar — treéu nagradu.
IX
Deveta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1967.

.godine u Jugoslaviji. Cetinje i Budva su bili gradovi domadini olim-

pijade koja je bila prava prekretnica u razvoju ove znacajne manifesta-
cije. U Zelji da se prevazidu dotadaSnji okviri, kojima je IMO bila
ograniCena, na IX olimpijadu su pozvani predstavnici veceg broja
zapadnoevropsklh zemalja. Pozivu su se odazvale Francuska, Italija,
Svedska i Velika Britanija. Tako su na ovoj olimpijadi ulestvovali
predstavnici sledeéih trinaest zemalja: Bugarska, Cehoslovatka, DR
Nemacka, Francuska, Italija, Jugoslavija, Madarska, Mongolija, Poljska,
Rumunija, SSSR, Svedska, Velika Britanija.
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Najvise uspeha na ovoj olimpijadi imali su mladi matemati¢ari
iz SSSR-a, DR Nemacke, Madarske, Velike Britanije i Rumunije.

Clanovi ekipe mladih matermati¢ara Jugoslavije bili su:

Gojkovi¢ Radoslav Pisanski Tomo
Ivi¢ Aleksandar ; Popovi¢ Slobodan
Kolarié Zvonko Simié Slobodan
Obradovi¢ Milutin Slivnik TomaZ.

Nagrade su od naSih predstavnika osvojili:

Tomo Pisanski, Slobodan Popoviéi Tomas Slivmk — treéu-hag;adu.

X

Deseta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZzana je 1968.
godine u SSSR-u. Na ovoj olimpijadi ucestvovali su predstavnici sle-
deé¢ih dvanaest zemalja: Bugarska, Cehoslovacka, DR Nemacka, Ita-
lija, Jugoslavija, Madarska, Mongolija, Poljska, Rumunija, SSSR,
Svedska, Velika Britanija.

Najvise uspeha imali su predstavnici DR Nemacke, SSSR-a
i Madarske.

Ekipu Jugoslavije sadinjavali su:

Gojkovié Radoslav Najman Branko
Kadelburg Zoran A Swmé Slavko
Kolarié Zvonko Svrtan Dragutin
Leg.Sa Peter Zitko Tomo.

Nagradeni su:

Branko Najman, Zoran Kadelburg i Tomo Zitko — treéom na-
gradom; '

Slavko Swmé\— specijalnom nagradom za originalno reSenje
treCeg zadatka.

XI

Jedanaesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je
1969. godine u Rumuniji. Broj zemalja ulesnica porastao je na 14.
Bili su to mladi matematiCari slede¢ih zemalja: Belgija, Bugarska,
Cehoslovatka, DR Nemacka, Francuska, Holandija, Jugoslavija, Ma-
darska, Mongolija, Poljska, Rumunija, SSSR, Svedska, Velika Britanija.
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Na1v1se uspeha 1ma11 su predstavnici Madarske, DR Nemacke,
SSSR-a i Rumunije.

Posle nekoliko godina odsustvovan;a iz spiska uspesm;nh ekipa
nadi su se mladi matemati¢ari ponovno probili u ,,gornji dom* i prema
zbiru osvojenih poena plasirali se na sedmo mesto, $to je bio veoma
solidan rezultat. Ekipu Jugoslavije salinjavali su:

Bo#ié Milan Jankovié Viadimur

Cerin Zvonko Kadelburg Zoran
Cukié Ljubomr Mrdenovié Branko
Hené Danmar Sazdovi¢ Branislav.

Nagrade su od naSih predstavnika osvojili:

Viadimir Jankovié i Damir Hené — drugu nagradu;
Zoran Kadelburg i Ljubomir Cuki¢ — treéu nagradu.

XII

Dvanaesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1970.
godine u Madarskoj. Na njoj su ucestvovali mladi matemati¢ari sledeéih
Cetrnaest zemalja: Austrija, Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemacka,
Francuska, Holandija, Jugoslavija, Madarska, Mongolija, Poljska, Ru-
nija, SSSR, Svedska, Velika Britanija.

Najvise uspeha na ovoj olimpijadi imali su predstavnici Madarske,
SSSR-a, DR Nemacke, Jugoslavije i Rumunije.

Ekipa mladih matematifara Jugoslavije zabeleZila je na ovoj
olimpijadi izvanredan uspeh. Prema zbiru osvojenih poena plasirala
se na Cetvrto mesto, svrstala se medu najuspe$nije ekipe na olimpijadi
a ¢ak $est ¢lanova ekipe osvojili su nagrade. Ekipu su sadinjavali:

Bozié Milan Jankovié Viadinir
Ciri¢ Ninoslav Milin Lazar )
Hené Damir Sazdovi¢ Branislav
Janc Mirko : Tumbas Josip.

Nagradeni su:

Viadimir ijé, Lazar Milir. i Branislav Sazdcvié — drugom
nagradom;

Ninoslav Ciri¢, Damir Hené i Mirko Janc — treéom nagradom
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X

Trinaesta medunarodna matematitka olimpijada odrZana je 1971.
godine u Cehoslovatkoj. Utestvovali su mladi matemati¢ari iz sledeéih
petnaest zemalja: Austrija, Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemadka,
Fiancuska, Holandija, Jugoslavija, Kuba, Madarska, Mongolija, Polj-
sks, Rumunija, SSSR, Svedska i Velika Britanija.

Najvise uspeha imali su predstavnici Madarske i SSSR-a.

Clanovi ekipe mladih matematiCara Jugoslavije bili su:

Cerar Janez Milin Milan

Majkié Zoran Stevi¢ Ljubodrag
Markelj Karel Tadi¢ Marko
Milin Lazar Zavaljevski Aleksandar.

Nagrade su osvojili:
Lazar Milin i Aleksandar Zavaljevski — treée nagrade.

XIv

Cetrnaesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1972.
godine u Poljskoj. UcCestvovali su predstavnici slede¢ih Cetrnaest ze-
malja: Austrija, Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemacka, Holandija,
Jugoslavija, Kuba, Madarska, Mongolija, Poljska, Rumunija, SSSR,
Svedska i Velika Britanija.

Najvife uspeha na ovoj olimpijadi imali su mladi matematicar
SSSR-a, Madarske, DR Nemacke i Rumunije.

Clanovi ekipe mladih matemati¢ara Jugoslavije bili su:

Lawrié Boris " Mladenovié¢ Pavle
Ljubié Dragoslav - Ognjanovié Srdan
Milutinovi¢ Uro$ Tadi¢ Marko

Mirkovi¢ Ivan Vulovié Viadimir
Nagrade su osvojili:
Viadimir Vulovic, Boris Lavrié i Tvan Mirkovi¢ — treéu nagradu.

XV

Petnaesta medunarodna matematicka olimpijada odrZana je 1973.
godine u SSSR-u. Uctestvovali su predstavnici sledeéih $esnaest ze-
malja: Austrija, Bugarska, Cehoslovatka, DR Nematka, Finska, Fran-
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cuska, Holandija, ]ugoslavua, Kuba, Madarska, Mongolija, Poljska,
Rumunija, SSSR, Svedska i Velika Britanija.

Najvi§e uspeha imali su predstavnici SSSR-a i Madarske.

Predstavnici Iugoslavije na ovoj olimpijadi bili su:

Krstié Sava Miladenovié Pavie
Lawrié Boris . Vredica Sinisa
Milutinovié Uro$ Zivaljevié Rade
Mirkovié Ivan Zivkovié Miodrag.

Nagradeni su:

Boris Lavri¢, Miodrag Zivkovié, Uro§ Milutinovié, Tvan Mirkovié
i Pavle Mladenoviéc — treCom nagradom.

XVI

Sesnaesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je 1974.
godine u DR Nemackoj. Broj zemalja ulesnica povetao se na 18.
Bili su to predstavnici sledeéih zemalja: Austrija, Bugarska, Cehoslo-
vatka, DR Nemadka, Finska, Francuska, Holandija, Jugoslavija, Kuba,
Madarska, Mongolija, Poljska, Rumunija; SAD, SSSR, Svedska, Ve-
lika Britanija i Vijetnam.

NajviSe uspeha imali su predstavn1c1 SSSR-a, SAD -a, Madarske,
DR Nemacke, Jugoslavije i Austrije.

I na ovoj olimpijadi su nasi mladi matematiari postigli izvan-
redan rezultat, kako ekipno, jer su se plasirali na peto mesto medu
18 ekipa, tako i pojedina¢no. Cak su dva na$a predstavnika osvojila
prve nagrade, pa su od ukupqo deset dodeljenih prvih nagrada po dve
osvojili samo nasi ucenici i predstavnici SSSR-a.

Jugoslaviju su na ovoj olimpijadi predstavljali:

B. Varga JoZef Liséevi¢ Viadimir
Jovanovic Mirosiav Miladenovié Pavle
Kosti¢ Miomir Sifrer Darko

- Krstié Sava Zivkovié Miodrag.

Nagradeni su:

JoZef B. Varga i Miodrag Zivkovié — prvom nagradom;
Miroslav Jovanovié — drugom nagradom;
Sava Kistié 1 Pavle Mladenovié — tre¢om nagradom.
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XVl

Sedamnaesta medunarodna matematicka olimpijada odrzana je
1975. godine u Bugarskoj. Na njoj su ucestvovali mladi matematiari
iz sledeéih sedamnaest zemalja: Austrija, Bugarska, Cehoslovatka, DR
Nemacka, Francuska, Holandija, Jugoslavija, Kuba, Madarska, Mon-
goiija, Poljska, Rumunija, SAD, SSSR, Svedska, Velika Britanija i
Viietnam. '

Najvise uspeha imali su predstavnici Madarske, DR Nemacke,
SAD, SSSR i Velike Britanije.

Ekipa Jugoslavije nastupila je u sastavu:

B. Varga Jozef Jan&ic Zoran
Cojbasi¢ Milenko Kostic Miomir
Forstneri¢ France Peric Milan
Ignjatovié Aleksandar Perovié¢ Zikica.

Nagradeni su: -
B. Varga Jozef — drugom nagradom;
Kosti¢ Miomur — tre¢om nagradom.

XVIII

Osamnaesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je
1976. godine u Austriji. Broj zemalja ucesnica povecao se na 19. Na
ovoj olimpijadi ulestvovali su mladi matemati¢ari sledeCih zemalja:
Austrija, Bugarska, Cehoslovatka, DR Nemacka, Finska, Francuska,

Gréka, Holandija, Jugoslavija, Kuba, Madarska, Poljska, Rumunija,
SAD, SR Nemacka, SSSR, Svedska, Velika Britanija i Vijetnam.
NajviSe uspeha imali su predstavnici SSSR i Velike Britanije.

Jugoslaviju su predstavljali:

Bestvina Mladen Dimatric Ivko
Beslagic Amer Ignjatovié Aleksandar
Cvenié Gorazd Peri¢ Milan

Cefarm Tamar Stojmenovié Ivan.

Nagradeni su:

Mladen Bestvina — drugom nagradom;
Milan Perié, Amer Beslagic¢ i Ivan Stojmenovié — treCom nagradom.
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XIX MEDUNARODNA MATEMATICKA OLIMPIJADA

Devetnaesta medunarodna matemati¢ka olimpijada odrZana je
1977. godine u Jugoslaviji. Beograd i Arandelovac bili su gradowi
domaéini olimpijade. NaSa zemlja dala je i ovog puta svoj doprinos
daljem razvoju ovih manifestacija. S jedne strane je broj zemalja ude-
"snica dalje pove¢an i po prvi puta je presao broj 20, pri ¢emu smo
uspeli da se, uCe$¢em ekipe AlZira, u olimpijade ukljucii Afrika,ida,
‘uée$éem Brazila kao posmatraCa, Juzna Amerika najavi da ¢e u skoroj
buduénosti i mladi matemati¢ari ovog kontinenta prikljuditi svojim
kolegama sa ostalih kontinenata. S druge strane olimpijade su oboga-
éene i novim sadrzajima, prestale su biti samo nadmetanje mladih
matemati¢ara u reSavanju zadataka. U okviru nje odrZan je simpozi-
jum ,,Omladina i matematika* &iji je prvi deo, uz udetée rukovodilaca
delegacija, bio posveten problematici otkrivanja i razvijanja talento-
vanih mladih matematiCara u okyiru reforme nastave matematike u
srednjoj 3koli, dok je drugi deo, u kojem su udestvovali mladi mate-
mati¢ari, uCesnici Olimpijade, predstavljao ,,mladi matematicki kon-
gres®, jer su a okviru njega uéenici u odgovaraju¢im nauénim i stru¢nim
sekcijama saopStavali svoje originalne nauéne rezultate, originalne pro-
bleme i njihova reSenja, iznosili svoja iskustva i davali svoja mi$ljenja
i predloge o radu s mladim talentima u njihovim zemljama. Svi su
ucesnici Olimpijade pozdravili organizovanje simpozijuma i izrazili
Zelju da on postane tradicionalan.

Na XIX olimpijadi uéestvovali su mladi matematidari iz sledeée
21 zemlje: AlZir, Austrija, Belgija, Bugarska, DR Nemacka, Cehoslo-
vacka, Finska, Francuska, Holandjija, Italija, Jugoslavija, Kuba, Madar-
ska, Mongoli ja, Poljska, Rumunija, SAD, SR Nemacka, SSSR, Svedska,
Velika Britanija. Kao posmatra¢ uteswvovao je predstavnik Brazila.

Najvise uspeba na takmicarskom delu Olimpijade imali su pred-
stavnici SAD, SSSR, Madarske, Velike Britanije i Holandije.

Clanovi ekipe mladih matematitara Jugoslavije bili su:

Bestvina Mladen Hanjs Zeljko
Beslagi¢ Amer ' Kulosman Hamid
Blazié Novica Trenlevski Kostadin
Cuoetié Gorazd Vidmar Matja#.

Nagradeno je &ak Sest ¢lanova nale ekipe, §to je svakako zna-
znatajan uspeh. Nagrade su osvojili: ’

Amer Beslagié, Gorazd Cueti€ i Kostadin Trenfevski — drugu
nagradu;

Miaden Bestvina, Novica Bla#i¢ i Matja#¥ Vidmar — treéu nagradu.
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XX

Na dvadesetoj medunarodnoj matematitkoj olimpijadi koja je
1978. godine odrZana u Rumuniji po prvi put su ulestvovali mladi
raatematicari iz Turske, a ukupan broj zemalja-udesnica bio je 17.
NajviSe uspeha imali su domadini, a iza njih su se plasirali takmidari
iz SAD, V. Britanije i Vijetnama.

Ekipa Jugoslavije na ovom takmiCenju bila je u sastavu:

Miladen Bestvina Moma Jovanovié
Amer BeSlagié Olga Timéenko
Novica Blazié - Kostadin Trenlevski
Danko Jocié Aleksondar Vuéié

Nagrade su osvojili:

Miladen Bestvina — drugu nagradu;
Amer Bellagi¢ i Aleksandar Vucic — treéu nagradu.

XXI

Broj zemalja-uCesnica je na 21. medunarodnoj matematikoj
olimpijadi, koja je 1979. godine odrZana u Velikoj Britaniji, dostigao
23. Medu njima su bile i tri zemlje koje su po prvi put udestvovale
— Brazil, Izrael i Luksemburg. Najbolje rezultate ostvarili su takmicari
iz Sovjetskog Saveza, Rumunije, SR Nemacke i V. Britanije. '

Jugoslavija, koju su predstavljali:

Dragen Borkovié Romeo Mestrovié
Danko Jocié Gordan Savin
Nina LeZaié Predrag Tanovié
Leopold Matoh Boban Veliékovic,

povratila je svoje mesto u gornjoj polovini tabele.' Nagradeni su:

Boban Veliékovié — drugom nagradom;
Danko Jocié, Gordan Savin, Predrag Tanovié i Romeo Mestrovié
— tre¢om nagradom.

1980.

Te godine nije odrZana medunarodna matematicka olimpijada.
Razlog je bio finansijski — nije se nasla zemlja koja bi je organizovala
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na uobidajeni nacin, tj. tako da plati troSkove boravka za sve ulesnike.
Da godina ipak ne bi prosla bez medunarodnih matemati¢kih takmi-
enja, organizovano je nekoliko man)lh Jugoclavija je uzela ulesCe
na jednom takvom takmlcen]u Lo;e je odrZzano u Luksemburgu i na
kome su, osim nas i domacina, jo§ ucestvovale ekipe Belgije, V. Bri-
tanije, Holandije i (van konkurencije) francuske pokrajine Alzas. Nasu
ekipu su sacinjavali:

Milo§ Arsenovié Leopold Matoh
Igor Aurer Gordan Savin

Neboj$a Elez Predrag Tanovié
Nina LeZaid :

Osim po broju zemalja, ovo takmilenje je u svemu ostalom
organizovano po pravilima za medunarodnu matemati¢ku olimpijadu.
Nasi takmicari pokazali su odli¢ne rezultate, jer su, iako sa jednim
¢lanom ekipe manje, osvojili drugo mesto, i to sa svega Sest poena
manje od V. Britanije. Svi nasi takmicari osvojili su nagrade, i to:

Nebojsa Elez, Nina LeZai¢ i Leopold Matoh — drugu nagradu;
Gordan Savin, Predrag Tanovié, Milo§ Arsenovié i Igor Aurer
— treéu nagradu.

XXII

1981. godine odrzana je prva Medunarodna matemati¢ka olimpi-
jada van Evrope — domac¢in su bile Sjedinjene Ameri¢ke DrZave.
Ucestvovao je rekordan broj od 27 zemalja, medu kojima su novi
udesnici bili Australija, Venecuela, Kanada, Kolumbija, Meksiko i
Tunis. UteS¢em Australije ovo takmicenje postalo je svetsko u pravom
smislu te re¢i — nema viSe nezastupljenog kontinenta. Mnoge ekipe,
medutim, opet iz finansijskih razloga, nisu bile kompletne na ovoj
olimpijadi, pa je to oteZalo formiranje ekipne rang-liste. Od zemalja
koje su imale svih osam takmilara, najviSe uspeha su imale SAD i -
SR Nemacka.

U jugoslovenskoj ekipi na ovoj olimpijadi bili su:

Igor Aurer Radovan Jevti¢
Ivica Bosnjak Nina Lezaié
Miladen Despié Nikola Miljkovicé
Nebojsa Elez Dragan Vukotié
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Pored solidnog ekipnog, oni su ostvarili i izvanredan pojedinaén
uspeh. Naime, Mlader Despié bio je prvi od jugoslovenskih takmiara
uopste koji je bez greSke uradio sve zadatke i osvojio maksimalni broj
poena. Osim njegove prve nagrade, osvojili su jo§:

Nina Lefaié i Nikola Miljkovi¢ — drugu nagradu; .
NebojSa Elez, Ivica Bosnjak i Igor Aurer — treu nagradu.

XXX

Zbog ve¢ pominjanih finansijskih razloga broj ¢lanova koje su
ckipe na 23. medunarodnoj olimpijadi u Madarskoj 1982. godine
imale smanjen je na Cetiri. Broj zemalja je ponovo poveéan — iznosio
je 30, a debitanti su bili Kuvajéani. Najbolji su bili predstavnici SR
Nemacke, a iza njih su se plasirali takmicari SSSR-a, SAD i Ne-
macke DR.

Ekipa Jugoslavije bila je u sastavu:

Mladen Despié Petar Pavesié
Igor Kukavica Pavle Pandzic.

Ekipno smo se odrZali u gornjoj polovini tabele, a nagrade su osvojili:

Mladen Despic i Pavle Pand$ié — drugu nagradu.

XXIV

24. medunarodna matematitka olimpijada odrZana je 1983. go-
dine u Francuskoj. Utestvovale su 32 zemlje (po prvi put Spanija .
i Maroko), sa po $est takmicéara. Ubedljivo najbolji su bili predstavnici
SR Nemacke, a zatim SAD, Madarske i SSSR.

Clanovi ekipe Jugoslavije bili su:

Roman Drnoviek Zoran Pilidev
Ivan Keglevié ITvan Sajié
Marko Nedeljkov Mirjana Spasojevic.

Nagrade su osvojili:

Roman Drnoviek, Ivan Sajié¢, Ivan Keglevié, Marko Nedeljkov i
Mirjana Spasojevié — trefu nagradu.
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- XXV

Cehoslovatka je bila domadéin jubilarne, dvadesetpete, meduna-
rodne matematitke olimpijade. Sa debitantima Kiprom i Norveskom
broj zemalja-ulesnica se popeo na 34, pri ¢emu su ekipe brojale po
Sest takmiCara. Najbolje rezultate postigli su SSSR, Bugarska, Ru-
munija, Madarska i SAD.

Ekipa Jugoslavije odredena je, kao i obi¢no, na osnovu rezultata
Saveznog takmiCenja mladih matematiara, a sa¢injavali su je:

Roman Drnoviek Aleksandar - Markovié
Andrej Dujella Uro$ Seljak
Nikola Lakié Aleksarndar Zorovié

Treée nagrade su osvojili:

Andrej Dujella, Roman Drnoviek, Aleksandar Markovié i Nikola
Lakié.

XXVI

Na 26. olimpijadi, koja je odrZana u Finskoj, ugestvovalo je
38 zemalja, medu kojima po prvi put takmilari iz Kine i Islanda.
NajviSe uspeha imale su ekipe Rumunije, SAD, Madarske i Bugarske.

Jugoslovensku ekipu sacinjavali su:

Roman Drnoviek Marko Jankovié
Saso DzZeroski Boban Nikolié
* Goran Gogié Marko Vojinovic

Treée nagrade su osvojili: Roman Drnoviek i Sao Dieroski.
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ZADACI SA MEDUNARODNIH MATEMATICKIH
CLIMPIJADA

21n+-4
14n+3

1. Dokazati da razlomak ne moZe da se skrati ni za jedan pri-

rodan broj n.

2. Za koje realne brojeve x su tatne sledeCe jednakosti:
9 Vet VET 4 Ve VBT —vE
b) Vet Va1 + Ve VBT 13
OVt vVa—1+Vr—y2m—1= 2

3. Neka je x neki ugao i neka realni brojevi a, b, ¢, cos x zadovoljavaju
jednakost

a cos? x-4-b cos x-+c=0.

Napisati analognu kvadratnu jednakost za a, b, ¢, cos 2x. Uporediti
datu i dobijenu jednakost za slu¢aj a=4, b=2, c=—1.

4. Konstruisati pravougli trougao ¢ija je hipotenuza ¢ data, ako je
poznato da je teZiSna linija, povudena na ¢, geometrijska sredina
kateta. '

5. U ravni je data duZ 4B i unutar nje proizvoljna tatka M. Nad du-
%ima AM i MB kao stranicama konstruisani su kvadrati 4MCD
i BMEF koji se nalaze s iste strane 4B. Krugovi opisani oko kvadrata

s centrima P i Q seku se, pored tatke M, i u ta¢ki N.
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a) Dokazati da prave FA4 i BC prolaze kroz tackuN.

b) Dokazati da prava MN prolazi kroz jednu istu tacku S, ma kakav
poloZaj imala tacka M.

¢) Naéi geometrijsko mesto sredina duZi PQ kada se tatka M po-
mera po duZi AB.

6. Date su ravni o i B koje se seku po pravoj p. U ravni « je data tacka
A, u ravpi B tatka C, tako da nijedna od tih tataka ne leZi na pravoj
p. Konstruisati u ravni « tatku B a u ravni § tatku D tako da Cetvo-
rougao ABCD bude-jednakokraki trapez (AB'|| CD) u koji se moze
upisati krug.

II

1. Nadi sve trocifrene brojeve koji pri deljenju sa 11 daju broj jednak
zbiru kvadrata cifara polaznog broja.

2. Za koje realne brojeve x vaZzi nejednacina

<2x+9?

4x?
(1—v142%)*

3. Dat je pravougli trougao ABC d&ija je hipotenuza jednaka a i koja je
podeljena na # jednakih delova (n — neparan broj). Neka je « ugac
pod kojim se iz tatke A vidi onaj od n odsetaka koji sadrZi sredinu
hipotenuze. Dokazati da je

tga— dnh
(n2-1)oc,

gde je X visina trougla.

4. Konstruisati trougao ABC ako su poznati kg, hy i mg (ha i By su
visine iz 4 i B, redom, a m, teZi¥na linija iz temena A).

5. Data je kocka ABCDA'B'C'D’.

(a) Nac¢i geometrijsko mesto sredina duzi XY, gde je X bilo koja
tacka duZi AC i Y — bilo koja tatka duzi B'D'.

(b) Naéi geometrijsko mesto tataka Z duzi XY za koje je ZY=2X7.
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I

stranicama. Dokazatd da medu kolénicima

Dat je jednakokraki trapez s osnovama a i b i visinom A.

(a) Na osi simetrije trapeza konstruisati tatku P iz koje se oba
kraka trapeza vide pod pravim uglom.

(b) Nadi rastojanje tacke P od jedne od osnova trapeza.

(c) Uz koje uslove se tatka P moZe konstruisati (razmotriti sve
moguce slutajeve).

Data je prava kruZna kupa i u nju je upisana lopta. Oko te lopte je

opisan prav kruZni valjak Cija osnova leZi u ravni osnove date kupe.

Neka je Vi zapremina kupe i V2 zapremina valjka.

(a) Dokazati da je jednakost Vi=V3 nemoguca.

(b) Nadi najmanje & za koje je Vi=kV3iu tom slutaju konstruisati
ugao pri vrhu osnog preseka kupe.

1. Resiti sistem jednalina
x+y+z=a
x24-y2+22=b?
xy=22,

gde su a i b dati brojevi. Odrediti uslove koje treba da zadovoljavaju
aib, a pri kojima sistem ima pozitivoa i razlidita refenja.

Neka su a, b, i ¢ duzine stranica trougla povr§ine S. Dokazati
b2+ c2>454/3.

Kada vaZi jednakost?

. Rediti jednacinu cos 7x—sin ?x=1, gde je n prirodan broj.

. U unutra$njosti trougla P;P,P; data je tatka P. Neka su QleQs,

tim redom, prese¢ne tatke pravih P;P, P;P, P3P sa naspravmnim
PP PP P3P

, PO: PO, PQs;’
postoji bar jedan koji nije veéi od 2 i bar jedan koji nije manji od 2.
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5. Konstruisati trougao ABC ako je dato: AC=b, AB=ci <AMB=0o
(o)<90°), gde je M sredifte du?i BC. Dokazati da zadatak ima
reSenja ako i samo ako je

b~tg-‘;— <c<b.
Kada vaZi znak jednakost?

6. Data je ravan ¢ i sa jedne njene strane tri nekolinearne tacke A4,
B i C takve da ravan odredena njima nije paralelna ravni e.
U ravni ¢ uzete su tri proizvoljne tacke 4’, B’, C’. Neka su tacke
L, M i N, tim redom, sredi§ta duZi AA4’, BB’ i CC’, a G teziste
trougla LMN (ukoliko nije degenerisan). Odrediti geometn]sko me-
sto tataka G, ako se tatke 4’, B’ i C’ kre¢u po ravni e nezavisno.

v

1. Odredit najmanji prirodan broj # sa svojstvima:
(I) njegov zapis u dekadnom sistemu se zavr$ava cifrom 6,

(II) ako posledn]u cifru 6 premestimo ispred ostalih cifara dobija se
4 puta veéi broj.

2. Odrediti sve realne brojeve x za koje je
V3—xz—Vx+1> %

3. Data je kocka ABCDA'B'C'D’. ABCD i A’B’'C'D’ su odgovarajuée
osnove donja i gornja i A4’ ||[BB' || CC’ || DD’. Tatka X kreée se
konstantnom brzinom po stranama kvadrata ABCD u pravcu
ABCDA; tatka Y kreée se istom brzinom kao X po stranama kva-
drata B'C’ CB u pravcu B'C’'CBB'. Tatke X i Y polinju sa kreta-
njem istog momenta i to X polazi iz 4 a Y iz B’. Nadi i nacrtati
geometrijsko mesto sredina odselka XY.

4. Rediti jednadinu:
c0s2x-+4-co522x+4-cos23x=1.

5. Na kraZnici K su zadate tri tatke A, B, C. Konstruisati ($estarom
i lenjirom) na KruZnici detvrtu tatku D, takvu da se u éetvorougao
ABCD wozZe upisad krug.
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6. Neka je dat jednakokraki trougao ABC, sa polupreinikom opisane
kruZnice jednakim r, a polupreénikom upisane kruZnice jednakim p.
Dokazati da je rastojanje od centra opisane do centra upisane kru-
Znice, koje ¢emo oznaditi sa d, dato sa:

d='\/r(r—29).

7. Tetraedar SABC ima svojstvo da postoji pet razli¢itih sfera koje
dodiruju prave S4, SB, SC, AB, BC, CA ako isamo ako je pravilan.

Dokazati!

1. Odrediti sve realne korene jednatine
Vii—p+24y/2—1=x
gde je p realan broj. k

2. Odrediti u prostoru geometrijsko mesto temena pravog ugla &ji
jedan krak prolazi kroz datu tatku A4, a drugi ima bar jednu zajed-
ni¢ku tacku sa duZi BC.

3. Ako su u n-touglu svi unutrad$nji uglovi jednaki, a uzastopne strane
ispunjavaju uslove a1 >az>as> ... >au, dokazati da je

a1=ag=ag= ... =Qan.

4. Odrediti sva reSenja xj, x2, X3, x4, X5 sistema jednatina

X5+x2=yx1 ¢))
x1+x3=yx3 )
xe+x4=yx3 3
x3+x5=yx4 O]
xa+x1=yx5 (5
gde je y realan parametar .
5. Dokazati jednakost cos T cos 2 + cosg’E = L .
7 7 6 2

6. Utenici 4, B, C, D i E su uestvovali na nekom takmi¢enju. Poku-
$avajuéi da pogodi rezultate takmidenja, neko je pretpostavio da ¢e
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se dobiti redosled 4, B, C, D, E ali. se ispostavilo da on nije tacno
odredio mesto nijednog udesnika niti nijedan par uCenika koji su
se plasirali jedan iza drugog. Neko drugi, pretpostavljajuéi da je
rezultat D, 4, E, C, B, pravilno je pogodio mesto dvojice ucenika,
a isto tako i dva para ucesnika koji su se plasirali jedan iza drugog.

Kakav je bio u stvari rezultat na takmilenju?

VI

S 1. a) Odrediti sve prirodne brojeve n, takve da je 272—1 deljivo sa 7.

\ ' b) Dokazati da 271 nije deljivo sa 7 ni za jedan prirodan broj #.

2. Ako su a, b i ¢ duZine stranica trougla, dokazati da
a?(b+c—a)+b%(c+a—b)+c2(at+b—c)< 3 abc

E 3. U trougao ABC, sa stranicama a, b i ¢, upisan je krug i konstruisane

[ njegove tangente, paralelne stranicama trougla. Te tangente odse-

caju od trougla ABC tri nova trougla. U svaki, na taj na¢in dobijen,
trougao, upisan je krug. Izraunati zbir povrsina sva Cetiri kruga.

4. Sedamnaest nau¢nika se dopisuju, svaki sa svakim. Dopisivanje se
obavlja na tri teme. Svaki par se dopisuje samo po jednoj temi.
Dokazati da postoje bar tri naudnika, koji se medusobno dopisuju
na istu temu.

5. U ravni je dato 5 tataka. Medu pravim, odredenim tim taCkama,
nema podudarnih, paralelnih, niti upravnih. Kroz svaku tacku
konstrui§emo prave, upravne na sve ostale prave koje se mogu
dobiti povezivanjem ostale 4 tatke. Odrediti maksimalan broj pre-
seCnih taCaka tih upravnih, ne ratunajuéi date tacke.

6. Dat je tetraedar ABCD. Teme D spojeno je sa teZiStem strane
ABC, Dy. Kroz tactke 4, B i C konstruisane su prave paralelne sa
DD cije su preselne tatke sa naspramnim stranama A, B1 i G,
tim redom. Dokazati da je zapremina tetraedra ABCD tri puta
manja od zapremine tetraedra A41B1C1D;. Da li je ovo taéno ukoliko
je Dy proizvoljna tacka u trouglu ABC?

Vi
1. Nadi sve realne brojeve x iz intervala 0 < x < 2 za koje je ispunjeno

2cosx <, |\/l+sin2x~\/lesin2x| é'\/i.




2. Dat je sistem jednacina
anx1+aiexz+aigxg=0
@21%1 + a22X3 - azsxg=0
az1x1+azax2+-aazxg =0,

¢iji koeficijenti zadovoljavaju uslove:

a) au, aze, assz su pozitivni;

b) svi ostali koeficijenti su negativni;

c) u svakoj jednacini je zbir koeficijenata pozitivan.
Dokazati da je xi=x3=x3=0 jedino reSenje datog sistema.

3. Dat je tetraedar ABCD. Neka ivica AB ima duZinu a, ivica CD
ima duzZinu b; rastojanje izmedu mimoilaznih pravih AB i CD
jednako je d, veli¢ina ugla izmedu tih pravih jednaka je «. Ravan
7, paralelna ivicama AB i CD, see tetraedar na dva dela. Izra¢unati
odnos zapremina ovih delova ako se zna da je odnos rastojanja od
AB do = prema rastojanju od CD do = jednak k.

4. QOdrediti Cetiri realna broja xi, xz, x3, x4 takva da je zbir svakog
od njih sa proizvodom preostalih jednak 2.

5. Neka je u trouglu OAB veli¢ina ugla AOB jednaka o («<<90°).
Kroz proizvoljnu tacku M, koja se ne poklapa sa O, povuéene su
normale MP na O4 i MQ na OB. Neka je H ortocentar trougla
OPQ. Odrediti geometrijsko mesto tataka H ako:

a) M prolazi odse¢ckom AB;

b) M prolazi unutra$njost trougla AOB.

6. U ravni je dato 12> 3 taCaka. Neka je d maksimalno rastojanje i;. medu
proizvoljne dve od tih tataka. Nazovimo d dijametrom datog skupa
tataka. Dokazati da dijametara ima najvife n.

VIII

1. Na olimpijadi su bila data 3 zadatka A4, B, C. 25 udenika je resilo
makar jedan od tih zadataka. Onih ulenika koji su resili zadatak B
a nisu 4 bilo je 2 puta vi§e nego onih koji su resili zadatak C a nisu
redili 4. Onih ucenika koji su re$ili samo zadatak 4 ima jedan viSe
nego onih koji su pored A resili jo$ neki zadatak. Od uéenika koji
su resili samo jedan zadatak polovina ih je resila zadatak 4. Koliko
ucenika je re$ilo samo zadatak B.
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2. Ako su a, b, ¢ duZine stranica i «, 3,y naspramni uglovi trougla
kod kojeg je a+b=tg'—£—(a tg a+b tgh), onda je taj trougao jednako-

kraki. Dokazati!

3. Dokazati da je zbir rastojanja od centra sfere opisane oko pra-
vilnog tetraedra do temena tetraedra manji od zbira rastojanja od
neke druge tacke do temena tetraedra.

4. Dokazati jednakost:
1 1

— = , ;
sin2x sindx sin 27 x

=ctg x—ctg 27 x, gde je n prirodan

broj i x;%k’f(k.—_o, 1,2, ...n; A—ceo broj).

5. Refiti sistem:
| a1 —az | xa-+ |ar—as | x5+ |a—as| xa=1
|aa—ay | X1+ | az—as| x3+ |az—as| xa=1
|as—a1|x1+ |a3—az| %2+ |as—as|xa=1
|@aa—a1|x1+4-|as—az| %2+ |as—as| xs=1

gde su @, ag, a3, as dati medusobno razliditi realni brojevi.
6. Neka su M,K,L, tatke koje se nalaze redom na stranicama AB, BC,
CA trougla ABC, pri ¢emu ni jedna od tataka M, K, L nije teme

trougla ABC. Dokazati da povrS§ina makar jednog od trouglova
MAL, KBM, LCK ne prelazi 1/g povr§ine P trougla ABC.

IX

1. U paralelogramu ABCD, trougao ABD je o§trougli. Neka je AB=a,
AD=1 i{XBAD=ua. Dokazati da krugovi K4, Kp, K¢ i Kp polu-
pre¢nika 1, sa sredi§tima A, B, C i D, tim redom, pokrivaju para-
lelogram ako i samo ako je a < cosx+4/3 sin «.

2. Dat je tetraedar u kome je duZina tatno jedne ivice veéa od 1.
Dokazati da zapremina nije veéa od 1/g.

3. Neka su &, m i # prirodni brojevi m-+&-+1 prost broj veéi od n+-1.
Neka je Cy=s(s+1). Dokazati da je proizvod (Cm+1— Ck) (Cmiz—
—Cg) . .. (Cm+n—Cg) deljiv proizvodom CiCz ... Cy.

28



th

. Data su dva oStrougla trougla 4¢BoCp i A1 B1C1. Konstruisati tro-

ugao ABC sli¢an trouglu A1 B;Cy, takav da je opisan oko trougla
AoBoCoi CoEAB, A¢y&BC, Byc CA. Konstruisati trougao sa na-
vedenim osobinama koji ima maksimalnu povriinu.

. Dat je niz Ci=aitas+ ... +as

Co=ai+a+ ... +d

Co=di+a3+ ... +d}

gde su ai, a2, ..., ag realni brojevi koji nisu svi nula. Medu ¢la-
novima niza postoji beskonaéno mnogo jednakih nuli. Naéi sve n
za koje je C,=0.

. Na takmiCenju koje je trajalo n dana, podeljeno je m medalja. Prvog

dana je dodeljena jedna medalja i jo$ —;-preostalih m—1 medalja.

Drugog dana su dodeljene dve medalje i joé% preostalih (posle

toga) medalja, itd. Konaéno, n-tog, poslednjeg dana dodelieno je
preostalih » medalja. Koliko dana je trajalo takmidenje i koliko me-
dalja je podeljeno?

. Dokazati da postoji ta¢no jedan trougao Cije su stranice uzastopni

prirodni brojevi, a jedan od uglova dva puta veéi od jednog od
druga dva ugla.

. Odrediti sve prirodne brojeve x &iji je proizvod cifara (u dekadnom

sistemu) jednak x2—10x—22.

. Dat je sistem jednadina

ax1®4-bxy+c=x2
axs?+bxg+c=x3

axp—%+4-bxp-1+c=xy,
axn®+bxn+c=x1,

.gde su a, b i ¢ realni brojevi i a540. Dokazati da

(a) za (b—1)2—4ac<0 sistem nema realnih reienja;
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(b) za (b—1)2—4ac=0 sistem ima tavo jedno resalno reSenje;
(c) za (b—1)2—4ac>0 sistem ima vide od jednog realnog reSenja.

4. Dokazati da u svakom tetraedru postoji takav vrh da se od ivica
koje iz njega polaze moZe konstruisati trougao.

5. Neka je u>0 realan broj i f(x) realna funkcija, definisana za svako
realno x, koja za svako x zadovoljava uslov

1 —
fata)=—+V fG)—(f@)
(a) Dokazati da je funkcija f periodi¢na, tj. da postoji takav realan
broj 5>0, da je za svako x, f(x+b)=f (x).

(b) Za a=1 na¢i primer takve funkcije fz£const.

6. Neka je [x] najveéi ceo broj koji nije veéi od x. Za svaki prirodni
broj »n izraCunati zbir

e

2 4 2%+1

X1

1. Dokazati da postoji beskonaéno mnogo prirodnih brojeva a sa sle-
deéom osobinom: Ma kakav da je prirodan broj #, broj z=n%+ta
nije prost.

2. Neka su a1, a3, ..., an realne konstante, x realna promenljiva i

cos (az+ x) n cos (ag+x) | '.__}_cos(an%«x)
2 ' 2 -1

Dokazati da iz f(x1)=f(x2)=0 sledi da je x1—xs=mm, gde je m
ceo broj.

3. Za k=1, 2,3, 4,5 naéi neophodan i dovoljan uslov koji treba da
zadovolji broj a>>0 da bi postojao tetraedar &ijih & ivica ima duZinu a
a ostalih 6—k ivica duZinu 1.

4. PolukruZnica y konstruisana je nad pre¢nikom AB. Tacka C lezi
na v i razlicita je od 4 i B. ObeleZimo sa D ortogonalnu projekciju
tatke C na 4B. Posmatrajmo tri kruZnice y1, vz, v3 koje sve tri dodi-
ruju AB: prva od njih, v1, upisana je u trougao ABC, vz i y3 dodi-
ruju odseCak CDivy;. Dokazati da y1, 2, Y3 imaju i drugu zajednicku
tangentu.

f(x)=cos (a1+x)+
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5. U ravni je dato n>4 tataka, od kojih nikoje tri ne leZe na jednoj

—

- pravoj. Dokazati da postoji bar n—2—3) konvéksnih Cetvorouglova sa

temenima u Cetiri date tacke.
Dokazati da, ako je x1>0, x>0 i x1y1—212>0, x3y2—222>0, onda je
8 1 1
< 7+ 5 -
(e1tx2) (n1+ye)—(21+22)2 xiy1—3]  x2y2—35

QOdrediti neophodne i dovoljne uslove pod kojima u datoj nejedna-
kosti vaZi znak jednakosti.

. Dat je trougao ABC. Neka je M unutra$nja tatka strarice AB.

Neka su, dalje, 7,72, 7 — polupreénici kruZnica, upisanih, tim
tim redom, u trouglove AMC, BMC, ABC a p1, p2, p — polu-
pre¢nici kruZnica koje: a) leZe unutar ugla ACB; b) spolja su upi-
sane, tim redom, u trouglove AMC, BMC, ABC. Dokazati da je

1‘1'1‘2_ r

pr-pz P

. Neka su @, b, n — prirodni brojevi veéi od jedan. Brojevi ¢ i b su

osnove dvaju sistema ratunanja. Neka brojevi 4, i B, imaju jednaku
reprezentaciju xpXp-1%p—2 . . . X1Xp U sistemima racunanja s osno-
vama g i b, pri demu je xn, 70 i xp-—1570. ObeleZimo sa Ap—1 1 By
brojeve koji se dobijaju kad se prva cifra x, izostavi. Dokazati da je
a>b ako i samo ako je

An—-l < Bn—-l )
Aa By
. Niz realnih brojeva ap, a1, a2, ..., an, ... ispunjava uslov
l=@p<ai<®m<...<ap< .... (1

Niz by, b2, - : ., by, . .. definisan je sa

n ax-1 1
bn - (] - ) * e
k§1 ar '\/ak
Dokazati: a) za svako # je 0<b,<2; b) za dato ¢, takvo da je

0< ¢<2, postoji niz ag, a1, a2, . . ., an, . .. Koji ispunjava uslov (1)
i pri tome je b,>c za beskonatno mnogo indeksa n.
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. Naéi sve prirodne brojeve #n za koje se skup {n, n-+1, n+2, n+3,

n-+4, n+5} moZe podeliti na dva podskupa tako da je proizvod
svih elemenata jednog od tih podskupova proizvodu svih elemenata
drugog od njih.

. U tetraedru ABCD je DB DC a podnozje normale, spustene iz

temena D na ravan trougla ABC, poklapa se s ortocentrom tog tro-
ugla. Dokazati da je (IABI+|BC|+|AC|)2< 6(|AD2+|BD |2+
+|CD|<). Za kakve tetraedre vaZi znak jednakosti?

. U ravni je dato 100 tataka od kojih nikoje tri ne leZe na jednoj

pravoj. Posmatra;mo sve moguée trouglove s temenima u tim tacka-
ma. Dokazati da je medu tim trouglovima najviSe 70% ostrouglih
trouglova.

XIII

32

. Tvrdenje: ,,Za proizvoljne realne brojeve ai, az, . . ., a, ispunjena

je nejednakost:

(ar—az) (a1—as) . . . (a1 —an)+(as—a) (a2—as) . . . (@2—an+ . . . +
+(an—a1) (an—az) . . . (an—an-1) =0

Istinito je za #=3 i n=5 a niie istinito za ostale prirodne brojeve
veée od 2.

. Dat je konveksan poliedar P; sa ta¢no 9 vrhova Aj, As, ..., As.

Obelezimo sa P, P, . . . Py poliedre dobijene translacijama poliedra
P; koje tacku Ay premeétaiu u As, As, ... Ay respektivno. Doka-
zati da bar dva od poliedara Py, Py, ..., Py moraju da imaju bar
jednu zajedni¢ku unutra$nju tacku.

. Dokazati da niz 2#—3, n=1,2, ... sadr?i beskonaéno mnogo bro-

jeva takvih da su svaka dva od njih uzajamno prosti.

. Dat je tetraedar ABCD dije su sve strane ostrougli trouglovi. Posma-

trajmo zatvorene poligonalne linije XYZTX odredene na sledei

nadin:

X je tacka na ivici AB, razli¢ita od A i B. Analogno, Y, Zi T su

unutra$nje talke ivica BC, CD, DA respektivno. )

a) Ako je XDAB-+ <<BCD+# XABC+ < CDA dokazati da medu
svim poligonalnim linijama nema najk;aée.

b) Ako je <DAB+YXBCD=<XABC+ <X CDA, onda postoji bes-
kona¢no mnogo takvih poligonalnih linija sa minimalnom duZi-



nom i ta je duZina jednaka 2 AC sin «/2, gde je a=< BAC+
+ XCAD+ XDAB. Dokazati! ‘

5. Dokazati da za proizvoljan prirodan broj m postoji neprazan konacan
skup S tacaka u ravni sa sledeCom osobinom: ,,svaka tac¢ka iz skupa'S
je na jedini¢nom rastojanju od tacno m drugih tacaka iz S.
6. Posmatrajmo kvadratnu tablicu '
an a12 ... Qip

Qnl Qp2 ... Qun

koja se sastoji od nenegativnih celih brojeva i ima slede¢u osobinu:
kad god je a;;=0, onda je zbir elemenata i-te vrste i j-te kolone

antaizt ... +‘amtajtay+ ... tagzn
2
Dokazati da je zbir svih elemenata u tablici > %

X1V

1. Dokazati da se iz skupa od bilo kojih deset razli¢itih dvocifrenih
prirodnih brojeva mogu izabrati dva disjunktna podskupa takva da
su zbirovi brojeva iz oba podskupa jednaki.

2. Dokazati da je sledeCe tvrdenje tatno za svaki prirodan broj #>4:
proizvoljan tetivan Cetvorougao se moZe razbiti na # tetivnih etvoro-
uglova. '

3. Dokazati da je za svaka dva nenegativna cela broja m i # broj
- (2m)! (2n)!
min! (m-+n)
ceo (0!=1).
4. Naéi sva reSenja (x1, x2, x3, X1, X5) sistema nejednacina:
(x12—x3x5) (X2 —x3%5) <0
(x22—x4x1) (x92—xax1)<O0
(xa2—x5x2) (x42—2x5%2)<0
(xa®—x1x3) (x52—2x1%3) <0
(x52—x2x4) (x12—x2x4)< 0.
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5. Neka su f i g realne funkcije, definisane za svaki realan broj, takve
da je
f+y)+Hf(x—y)=2f(x)g(y)
za svako x i y. Ako funkcija f nije identi¢ki jednaka nuli i ako je
|f(x)| <1 za svako x, dokazati da je [g(y)|< 1 za svako y.

6. Date su Cetiri razliCite paralelne ravni. Dokazati da postoji pravilan
tetraedar &ije je svako teme u jednoj od datih ravni.

XV
1. Tacka O lezi na pravoj I; OPy, OPs, ..., OP, su jedini¢ni vektori
takvi da tatke Pi, Ps, ..., Py leZe u ravni kojoj pripada prava I/

i nalaze se sa iste strane prave I. Ako je n neparan broj, dokazati
da je

|OPy+OPs+t ... +OPy| 21,

gde je sa |OM]| oznacena duzina vektora OM.

2. Utvrditi da li postoji u prostoru konacan skup M talaka koje ne
leze u jednoj ravni, takav da za svake dve tatke A i B skupa M
postoje dve druge tacke Ci D skupa M takve da su prave AB i
CD paralelne i razliCite.

3. Nadéi najmanju vrednost izraza a2-+b2, gde su a i b realni brojevi
za koje jednadina x%-+ax3-+bx2-+ax+1=0 ima bar jedan realan
koren.

4. Vojnik treba da proveri da li u oblasti koja ima oblik jednakostrani-
¢nog trougla (ukljudujuéi i granicu) ima mina. Radijus dejstva nje-
govog detektora jednak je polovini visine trougla. Vojnik polazi
iz jednog temena trougla. Kakvim putem on treba da se krete da
bi izvr$io zadatak, a da pri tome preden put bude najmanji moguci?

5. Neprazan skup G funkcija realne promenljive x oblika f(x)=ax-+b,
gde su a i b realni brojevi, a+0, zadovoljava sledece uslove:

1° ako su £,g€G onda je gofEG, gde je (gof) ()=g(f(x)),
2° ako je fE&G, f(x)=ax-}+b, onda inverzna funkcija f~1€ G, gde je
x—b

Fr@=
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3° Za svako f& G postoji xy, takvo je da ‘je, flxp)=xy.
Dokazati da postoji realan broj % takav da je f(k)=Fk za svako fE G.

6. Neka su a1, az, ..., ay dati pozitivni brojevi i ¢ dati realan broj,
0<g<1. Naéi takvih n realnih brojeva &, b3, ..., b, da bude
ispunjeno:

a) ap<<bg, za k=1,2, ..., n

b)q<@<i, za k=1,2,...,n—1
: bx q
14+4¢

1-—-¢q

c) bitbet - +ba< (artaz+ - - - +an)
XVI

1. Date su tri karte i na svakoj od njih napisan je po jedan ceo broj
Ta tri broja, p, ¢ i r, zadovoljavaju uslov 0<<p<<g<r. Tri igrada,
A, B i C, igraju igru &iji se jedan krug sastoji u sledeéem: karte se
promesaju i podele tako da svaki igral dobije po jednu kartu; zatim
svaki dobija onoliko kuglica koliki je broj napisan na njegovoj karti;
zatim se karte vracaju, dok veé¢ dobijene kuglice ostaju kod igraca.
Igra ima N krugova, N>2. Na kraju igre, igra¢ 4 je ukupno imao
20 kuglica, B—10 juglica, a C—9 kuglica.

Poznato je da je u posled jjem krugu igra¢ B dobio r kuglica. Koji je
od igrata dobio g kuglica u prvom krugu?

ﬂ 2. Dat je trougao ABC. Dokazati da nejednakost
. . ., C
sind - sinB < sin? o

vazi ako i samo ako na stranici AB postoji tacka D takva da je duz
CD geometrijska sredina duzi AD i BD.

3. Neka je n proizvoljan prirodan broj. ;Dokazati da broj

i ( 2n+1 )'2%
o\ 2k+1
nije deljiv sa 5.
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4. Razmatrajmo razlaganja Sahovske table 8x8 na p pravougaonika,
koji nemaju zajedni¢kih unutradnjih tadaka, pri éemu ta razlaganja
zadovoljavaju sledeée uslove:

(1) Svaki. se pravougaomk sastoji od jednakog bro;a belih i crnih
polja;

(2) Ako je a; broj belih polja u /~tom pravougaoniku, onda je
a<aa<... <ap.

Odrediti maksimalnu vrednost broja p za koju ]e takvo razlaganje
moguéno. Za ovu vrednost p odrediti sve mogucne nizove takvih
brojeva aj, ag, ..., ap.

é. Neka su a, b, ¢, d proizvoljni pozitivni realni brojevi. Odrediti skup
svih moguénih vrednosti izraza
b d
L :
a+b+d a+b+c b+c+d atctd
6. Neka je P polinom s celim koeficijentima, razli¢it od konstante.
Obelezimo sa n (P) broj svih razli¢itih brojeva k2 zakojeje [P(R)]2=1.

Dokazatida je n(P)—s(P) < 2, gde smo sa s(P) obeleZili stepen poli-
noma P.

XVII ; '
1. Neka su x;, y; (i=1,2, ..., n) realni brojevi, takvi da je
X1ZX22 ... ZXn Y1222 ... 2V
i neka je 21, 22, ..., 2, proizvoljna permutacija brojeva yi, ys,

. +» ¥n. Dokazati da je

Z",' (xe—y)? < 'i (xi— 20)2.

fau ] fe=1

2. Neka je a1, ag, as, . . . strogo rastu¢i niz prirodnih brojeva. Dokazati

da postoji beskonadno mnogo ¢lanova ap, tog niza koji se mogu
predstaviti u obliku

am=xap+yaq,
gde su x,y prirodni brojevi i p+q.
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3. Nad stranicama proizvoljnog trougla ABC.spolja su konstruisani
trouglovi BPC, CQA, ARB, takvi da je
X PBC=<CAQ=45°
SLBCP=<5QCA=30°
<XABR=<RAB=15°
Dokazati da je <XQRP=90°1daje QR=RP.
4. Neka je A zbir cifara broja 44444444 i B zbir cifara broja 4. Nadi zbir
cifara broja B. (Svi brojevi su zapisani u dekadnom sistemu.)

5.-Moze li se na krugu polupretnika 1 odrediti 1975 tacaka, takvih
da je rastojanje izmedu svake dve od njih racionalan broj?

6. Naéi sve homogene polinome stepena n dveju promenljivih koji
zadovoljavaju sledeée uslove:

1° Za svaka tri realna broja a, b, ¢ vazi

P(a-+b, o)+ P(b+c, a)+ P(c+a, b)=0;
2° P(1,0)=1.

Napomena: Polinom P je homogen stepena n ako za svaka tri realna
broja z, x, y vaZi P(tx, ty)=1"P(x, y), gde je n prirodan broj.

XVl

1. Povr$ina ravnog konveksnog Cetvorougla je 32 cm?2, a suma duZina
dveju njegovih naspramnih stranica i jedne dijagonale jednaka je
16 cm. Odrediti sve vrednosti koje moZe imati duZina druge dija-
gonale.

2. Neka je
Pi(x)=x2—2 i

Py(x)=P1(Pr-1(x)) za k=2,3, ...
Dokazati da su za svako prirodno n svi koreni jednadine
Pp(x)=x
realni i medusobno razliditi.
3. Pravougaona kutija je takva da se moZe potpuno ispuniti jediniénim

kockama. Ako se u nju stavljaju kocke zapremine 2 ¢ije su ivece
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paralelne ivicama kutije, maksimalan moguéi broj tih kocki popu-
njava taéno 409, zapremine kutije. Odrediti (unutra$nje) dimenzije
svih kutija sa tim svojstvima.

Napomena: /2=1,2599. ..

. Nadi najveéi broj koji je proizvod prirodnih brojeva ¢ija je suma 1976.

(Odgovor obrazloZiti.)

. Dat je sistem od p jednadina sa g=2p nepoznatih

anxi+ ... +aigxg=0
azx1+ . . . +azexe=0

(apx1+ . . . +apgxg=0
u kome ay={—1,0,1} (i=1,2, ..., p;j=1, 2, ..., ¢). Dokazati
da postoji re$enje (x1, x2, . . . » %) tog sistema, tako da vaZi:
(a) svi x5 (j=1, 2, ..., q) su celi brojevi,
(b) bar za jedno j (1<j<q) 0 i
(c) za svako j=1, 2, ..., ¢, |¥%l<q.

. Niz o, 41, ug, ... je definisan na sledeéi nadin:

5

uo=2, w=—
2

Npt1= Up (u§_1-2)~—-u1 (n=1,2,...)..

Dokazati da je za n=1, 2, ...
n—(—1)n
[us]=2 °

([x] oznactava mnajveéi ceo broj koji nije veéi od x.)



XIX

[

. Unutar datog kvadrata ABCD konstruisani su jednakostrani¢ui tro-

uglovi ACK, BCL, CDM, DAN. Dokazati da su sredi§ta odse¢aka
KL, LM, MN, NK i sredi§ta odsetaka AK, BK, BL, CL, CM,
DM, DN, AN temena pravilnog dvanaestougla.

U konatnom nizu realnih brojeva suma proizvoljnih sedam uza-

stopnih ¢lanova je negativna, a suma prmzvol]mh ]edanaest uza~
stopnib ¢lanova je pozitivna. Odrediti na]vem moguéi broj ¢lanova
takvog niza.

. Dat je prirodar broj n# veéi od 2. Neka je Vj, skup brojeva oblika

1+-%n, gde je 2=1,2,3, .... Za broj m& V, kaZzemo da je neraz-
Liziv u Vy ako ne postoje brojevi p, ¢& Vy, takvi da je m=pq.

Dokazati da postoji broj r & V, koji se na vil'e od jednog nadina moZe
predstaviti kao proizvod &iji su faktori nerazloZivi u V,. (Pred-
stavljanja koja se razlikuju samo poretkom faktora iz V;, smatraju.
se istim.) «

. Neka su a, b, 4, C dati realni brojevi. Posmatrajmo funkciju

fx)=1 —acosx —bsinx — Acos2x — Bsin2x.
Ako je f(x)>0 za svako realno x, dokazati da je

2+ i A5 4+-C?<1.

Neka su ¢ i b pozitivni celi bro1ev1 Pri deljenju a®-b? sa a+b
dobija se koli¢nik (kvocijent) ¢ i ostatak r. Naéi sve parove (¢, b)
za koje je ¢2+r=1977. .

Neka je f funkcija definisana za svaki pozitivan ceo broj Cije su
vrednosti takode pozitivni celi brojevi. Ako za svako n vaZi nejed-
nakost

Fn+1D)>f(f()),
dokazati da je za svko n

Jfn)=n.

39



p. 9.4

. Neka su m i » prirodni brojevi, takvi da je n>m>1. Poslednje

tri cifre broja 1978" jednake su, respektivno, poslednjim trima
ciframa broja 1978» (u decimalnom zapisu).
Odrediti 7 i#n tako da m-n ima najmanju moguéu vrednost.

. Neka je P data tatka unutar date sfere. A, B i C su tri proizvoljne

tatke na toj sferi, takve da su PA, PB i PC uzajamno normalni.
Neka je Q teme, dijagonalno suprotno sa P, paralelepipeda odre-
denog sa PA, PB i PC.

Odrediti geometrijsko mesto tataka Q, za sve moguce poloZaje
taaka 4, Bi C.

. Skup svih prirodnih brojeva je predstavljen u obliku unije dva

svoja disjunktna podskupa:
{fDs £2)5...5 f(n)s...}, {g(D); 8(D)5---> &(m),--.},
gde je
F<fQ)<...<fm)<..., g(1)<g?)<...<gn)<...
i
gn)=f(f(n))+1 za svako n>l.
Odrediti f(240).

. Neka je ABC trougao u kome je AB=AC. Krug, koji iznutra

dodlru)e opisani krug trougla ABC, dodlru]e takode stranice AB
i AC u tatkama P i Q. Dokazati da je srediSte duzi PQ centar

" upisanog kruga trougla ABC.
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. Neka je (ap), k=1,2,...,n,...,niz razli¢itih prirodnih brojeva.

Dokazati da za svako n vaZi nejednakost:

”ak> 1
zk2 1k

k=1

. Medunarodno dru$tvo Cine &lanovi iz 6 razliCitih zemalja. Spisak

¢lanova drustva sastoji se od 1978 imena, numerisanih bro;ewma
1,2,..., 1978, Dokazati da postoji bar jedan &lan drustva &iji 1e
broj ]ednak zbiru brojeva dvaju ¢lanova iz njegove zemlje ili je
jednak dvostrukom broju nekog ¢lana drusStva iz njegove zemlje.



XXI
1. Neka su p i g prirodni brojevi, takvi da je

P 11 1 1 1
N DU SN SN ST ST
q 2 T3 T T T s T 1sie

Dokazati da je broj p deljiv brojem 1979.

2..Data je petougaona prizma sa osnovama 414243 A4 A5 1 B1B2B3sB4Bs.
Sve ivice osnova i sve duZi 4;B; (i,j=1,2,3,4,5) obojene su crvenom
ili zelenom bojom tako da u svakom trouglu, koga obrazuju temena
prizme, Cije su sve tri stranice obojene, postoje dve stranice obo-
jene raznim bojama. Dokazati da su svih deset ivica osnova obojene
istom bojom.

3. U ravni su data dva kruga, Ci1i Cs; koji se seku. Neka je 4 jedna
njihova presecna tacka. Iz tatke A poéinju istovremeno da se kre¢u
tacke My i Mz po krugovima Ci, odnosno Cp. Tacke se kre¢u po
svojim krugovima medusobno jednakim konstantnim ugaonim brzi-
nama u istom smeru. Tatke Mi i Ma, dakle istovremeno obidu
svaka svoj krug i sre¢u se u taCki 4. Pokazati da u ravni postoji
nepokretna tadka P koja je u svakom trenutku podjednako udaljena
od tataka My i Ma.

4. Date su ravan =, tatka P u toj ravni i tatka Q van nje. Odrediti
‘sve tatke R u ravni = za koje je odnos

QP4 PR
OR
maksimalan.

5. Odrediti sve realne brojeve a za koje postoje nenegativni brojevi
X1, X2, X3, X4, X5, koji zadovoljavaju relacije

M

k

5 5
- kxg=a, 2 k3 xp=aqa?, Z kS xp=aq8.
1 E=1 k=1
6. Neka su 4 i E dva naspramna temena pravilnog osmougla. Na
temenu 4 nalazi se Zaba. Sa svakog temena osmougla, osim temena
E, Zaba mozZe skotiti na susedno teme. Kada dospe na teme E Zaba
ostaje na njemu. Neka je a, broj naCina na koje Zaba moZe sa te-

41



42

mena A dospeti na teme E skoliv§i tano n puta. Pokazati da je

1
dan-1=0, azn=72:(x”'1~—y”‘1) n=1, 2, 3, ..,

gde je x=2+1/2 i y=2—1/2.

(Pod natinom na koji Zaba moZe dospeti sa temena A na teme
E skodivsi tatno » puta podrazumeva se niz temena (Py,..., Pp)
koji zadovoljava sledeée uclove:

({) Po=A, P,=E;
(i7) za svako 7, 0<i<n—1, P;+#E;
(#47) za svako 7, 0<<e<<n—1, Py i P41 su susedna temena osmougla).

1980.

. Naci sve funkcije f: Q—Q koje zadovoljavaju slede¢a dva uslova

@ f(D=2;
(@) fley)=f(x) f(y)—f(x+¥)+1 za sve x,y iz Q.

(Q je skup racionalnih brojeva).

. Neka su A4,B,C tri kolinearne tatke, takve da je B izmedu A4 i C.

Saiste strane prave 4 C konstruisana su tri polukruga nad AB, BCi
AC kao nad preénicima. Zajedni¢ka tangenta prva dva polukruga
u talki B sele tre¢i polukrug u tatki E. Neka su UiV tacke u
kojima zajedni€ka spoljasnja tangenta dodiruje prva dva polukruga.
Izraziti odnos

povriina A EUV
povrsina A EAC

u funkeiji od rlzé— ABi 72#—;— BC.

. Neka je p prost i n prirodan broj. Dokazati da su sledeta dva tvr-

denja ekvivalentna:
() Nijedan od binomnih koeficijenata (’g) k=0,1,...,n, nije deljiv
sa p.




~ (i) n se moZe predstaviti u obliku n~psq—— s gde su s i g celi bro-

4.

jevi, s=0, 0<g<<p.

Dva kruga se dodiruju (iznutra ili spolja) u tadki P. Prava ¢ do-
diruje jedan od tih krugova u tacki A4, a see drugi u tatkama B
i C. Dokazati da je prava PA simetrala jednog od uglova izmedu
pravih PB i PC.

. Deset igra¢a poceli su igru, svaki sa istom sumom novca. Jedan

za drugim, svaki od njih bacao je pet kockica. Posle svakog bacanja,
igra¢ koji je bacao kockice isplatio je svakom od svojih devet pro-
tivnika sumu jednaku n-tom delu sume koju je taj protivnik imao
do tog trenutka, gde je » zbir brojeva koje su pokazale kockice.
Kada je poslednji, deseti igra¢ bacio kockice zbir brojeva na njima
iznosio je 12, a posto je izvrSeno isplaéivanje, pokazalo se da svaki
igra¢ ima istu sumu novca kao na pocetku igre. Odrediti, ako je
moguée, zbirove koje su pokazivale kockice u prethodnih devet
bacanja.

. Odrediti sve parove (x,y) celih brojeva koji zadovoljavaju jedna-

¢inu v
X342y +xy2+ 33 =8(x® +-xy+32+1).

XXI

L.

Za tatku P unutar datog trougla ABC oznaéimo sa D, E i F njene
ortogonalne projekcije na prave BC, CA i AB, respektivno. Na¢ti
sve tatke P za koje je

BC CA AB
—t—t—
PD PE PF
minimalno.

. Dati su celi brojevi # i r (1<r<n). Formirajmo sve r-Clane pod-

skupove skupa {1,2,...,n} i za svaki od tih podskupova posma-
trajmo njegov najmanji element. Oznadimo sa f(n,r) aritmeticku
n+1

sredinu svih tako dobijenih brojeva. Dokazati da je f(, r)— Y
r

3 Neka su m i = celi brojevi (1<m<1981, 1<n<<1981) koji zadovo-

ljavaju jednacdinu
: (n2—mn—m2)2=1.
Odrediti maksimalnu moguéu vrednost za m2-4-n2.
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4.

(a) Naci sve vrednosti n>>3 za koje postoji skup od » uzastopnih
prirodnih brojeva sa slede¢im svojstvom: najveéi od tih brojeva
je delilac najmanjeg zajednikog sadrZaoca ostalih n—1 brojeva.

(b) Za koje vrednosti n>>3 postoji tatno jedan skup sa tim svoj-
stvom?

. Data su tri kruga jednakih polupretnika su zajedni¢kom tatkom

o kou leze unutar trougla ABC. Svaki oc. tih krugova dodlrme

dve stranice tog trougla Dokazati da tacka O i centri opisanog
i upisanog kruga trougla ABC leZe na jednoj pravoj.

. Funkcija f(x,y) zadovoljava uslove

M fON=y+1,

@) fx+1,0)=f(x1) i

(3) flx+Ly+D=f(x,f(x+1,3)

za sve nenegativne cele brojeve x,y. Odrediti f(4,1981).

XXX

1.

3.
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Funkcija f(n) je definisana za sve prirodne brojeve n i uzima ne-
negativne celobrojne vrednosti. Poznato je da:

(a) Za svako min, f(m+n)—f(m)—f(n) uzima jednu od vrednosti
0ili 1;

(b) f(2)=0;

(© f3)>0;

(d) £(9999)=3333.

Odrediti f(1982).

. Dat je nejednakokraki trougao A14:A43 sa stranicama ai,az,as (a;

je stranica naspramna temenu A;). Neka je M; srediste stranice a;, T;
tatka u kojoj upisani krug datog trougla dodiruje stranicu a;, a
S; taka simetri¢na ta¢ki T; u odnosu na simetralu unutra$njeg
ugla kod A; (=1,2,3). Dokazati da se prave MiS1,M2Ss i M3S3
seku u jednoj tacki.

Posmatrajmo nizove (x,) pozitivnih realnih brojeva sa svojstvom:

l=xo=x1>... Z2x,>....



(a) Dokazati da za svaki niz sa tim svojstvom postoji n, takvo da je
x3 x2 2 ,
m+ 2+ At X2y >3 999,

Xn

(b) Naéi niz (x5) sa tim svojstvom, takav da za svako n vaZi

y 2 2
i+xl+ __]_ n 1<4
X1 X2 Xn
4. Data je jednacdina
—3xy24-y3=n.

Ako je n takav prirodan broj da data jednatina ima celobrojno
reSenje (x,y), dokazati da ona tada ima bar tri celobrojna reSenja.
Dokazati da za #=2891 ta jednadina nema nijedno celobrojno
relenje.

5. Na dijagonalama AC i CE pravilnog $estougla ABCDEF izabrane

su unutra$nje tacke M i N, respektivno, takve da je AM_ = CN_

AC CE
Ako se zna da tatke B, M i N leZe na jednoj pravoj, odrediti A.

6. Dat je kvadrat S stranice 100. Neka je L=A0A14z...An poligo-
nalna linija u S koja samu sebe niti se¢e niti dodiruje i takva da
je Ao#An. Neka za svaku taCku P granice kvadrata S postoji tacka
linije L, na rastojanju od tatke P ne vetem od 1/2.

Dokazati da postoje takve dve tatke X i Y na liniji L, da rastojanje
tataka X i Y nije veée od 1, a duzina dela linije L izmedu tacaka
X i Y nije manja od 198.

XxXiv

" 1. Odrediti sve funkcije f koje preslikavaju skup pozitivnih realnih
brojeva u samog sebe i zadovoljavaju sledeca dva uslova:

(1) flxf(y))=yf(x) za sve pozitivne realne brojeve x iy;

(2) f(x)~>0 kad x—>-+oc0.

2. U ravni su data dva kruga koja se seku, k1 i kg, razli¢itih poluprec-
nika, sa centrima Oy i Os, respektivno. Neka je 4 jedna od njihovih
presetnih tafaka. Jedna od zajedniCkih tangenata tih krugova do-
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diruje 1 u P1i ks u Py, a druga dodiruje ki u Q1 i ks u Qs. Neka
su Mii Ms sredi§ta duzi P10y i Png, respektlvno Dokazati da
]C SL0O1A0s= XM1AMs,.

. Neka su a,b,c pozitivni celi brojevi od kojih su bilo koja dva uza-

jamno prosta. Dokazati da je

2abc—ab—bc—ca
najveéi ceo broj koji se ne moZe predstaviti u obliku

xbc+yca+zab

sa nenegativnim celim brojevima x,y,2.

4. Dat je jednakostraniéni trougao ABC. Neka je E skup svih tacaka
duzi AB, BC i CA (ukljutujuéi 4, B i C). Da li je ta¢no da za
proizvoljnu podelu skupa E na dva disjunktna podskupa postoji
pravougli trougao &ija sva tri temena pripadaju jednom te istom
od tih podskupova?

5. Dokazati ili opovrgnuti sledece trvdenje:

U skupu prirodnih brojeva {1,2,3,...,105} moZe se na¢i podskup
od 1983 elementa, koji ne sadrzi nijednu trojku brojeva koji su
uzastopni Clanovi neke aritmeticke progresije.

6. Neka su a, b i ¢ duZine stranica nekog trougla. Dokazati:

a?b(a—b)+b%c(b—c)-+c2a(c—a) =O0.
Ispitati kada vaZi jednakost. '

XXV »

1. Neka su x, y i 2 nenegativni realni brojevi za koje vazi jednakost
x+y+z=1. Dokazati nejednakost

7
0<xy+yztax—2xyz<< 5;/— .
2. Naéi jedan par prirodnih brojeva a,b za koje vazi:
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(1) proizvod ab(a-+b) nije deljiv sa 7,
(2) broj (a+b)"—a’—0b7 deljiv je sa 77.

"




. U ravni su date dve razliite tacke O i A. Za svaku tacku X iz ravni,
razli¢itu od O, oznaéimo sa «(X) veli¢inu ugla AOX izraZenu u
radijanima (0<<o(X)<<2m, ugao se meri od kraka A0 u smeru
suprotnom od kazaljke na satu). Oznadimo sa C(X) kruZnicu sa

centrom O i polupretnikom OX —}—%‘?. Pretpostavimo da je svaka

tatka u ravni obojena jednom od konaéno mnogo boja. Dokazati
da postoji tatka Y u ravni za koju je a(Y) >0, takva da se na kruz-
nici C(Y) nalazi tatka obojena istom bojom kao i Y.

4; Neka je ABCD konveksan Cetvorougao, takav da je prava CD

tangenta na krug sa dijametrom AB. Dokazati da je prava AB
tangenta na krug sa dijametrom CD ako i samo ako su prave BC
i AD paralelne. ‘

. Oznat¢imo sa d zbir duZina svih dijagonala ravnog konveksnog
poligona sa n temena (# >3), a sa p njegov obim. Dokazati:

n-—3<%ii<["] [”+1]—2.
P 2 2
. Neka su a, b, ¢, d neparni celi brojevi za koje vaze sledeéi uslovi:
(1) O<a<b<c<d;
(2) ad=bc;
(3) a+d=2%, b4c=2m za neke prirodne brojeve k i m.
Dokazati da je a=1.

XXVI

1. KruZnica ima sredi$te na stranici 4B konveksnog tetivnog etvoro-

ugla ABCD. Preostale tri stranice dodiruju tu kruZnicu. Dokazati
da je

AD+BC=AB.

2. Neka je # prirodan broj, & ceo broj uzajamno prost sa n, 1 <k<n—1

i M={1,2,...,n—1}. Svaki element iz M obojen je jednom od
dve boje — belom ili plavom — tako da vaZi:

. (1) za svako 7€ M, brojevi ¢, n—i imaju jednaku boju;
(2) za svako i& M, is%k, brojevi 7, |i—k| imaju jednaku boju.
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Dokazati da svi elementi iz M imaju jednaku boju.

. Za polinom P s celobrojnim koeficijentima ag-+aix+azx®+. ..+ agx®

-sa w(P) je oznaten broj koeficijenata a; koji su neparni. Za svaki
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nenegativan ceo broj 7 neka je Qy(x)=(1-}x)!. Dokazati da ako
celi brojevi 71,22,...,ix zadovoljavaju uslov 0<fy <<iz<<...<ltp, tada
je

wW(Q4+Ont-...+01,) >w(Q4,).

. Dat je skup M koji se sastoji od 1985 razli¢itih prirodnih brojeva.

Nijedan od njih nema prostog delioca vefeg od 26. Dokazati da
se iz skupa M mogu izabrati Cetiri medusobno razliCita broja &iji
je proizvod Cetvrti stepen celog broja.

. Dati su trougao ABC i kruZnica sa centrom O koja sadrZi tacke

Ai Cisece duzi AB i BC jo$ u razliCitim tactkama K i N, respek-
tivno. KruZnice opisane oko trouglova ABC i KBN imaju ta¢no
dve zajednitke tatke B i M.

Dokazati da je ugao OMB prav.

. Za svaki realan broj x1 definiSe se niz x1,%2,..., X».... pomoéu

Xn+1=Xn (xn+—1—) za n=1,2,3,....
n

Dokazati da postoji jedna i samo jedna vrednost xi, takva da vaz

0<xp<xp1<l za svako m.



RESENJA ZADATAKA

L 1.

Bududi da je 3 (14n+3)—2 - (21n+4)=1 vidimo da su brojevi
2in+4 1 1423 uzajamno prosti za svako nC N, pa skraivanje nije
moguéno.

L2

S obzirom da je (x—1)2>0 odnosno x2>2x—1 vidimo da su
pri *>1/2 svi koreni definisani. Ako oznatimo u=4/x++v/2x—1,
=4 x~‘\/m imaéemo #2}92=2x i wuwo=|x—1|. Pofto je
(u+oR=12+1242uv=2x+2|x—1]|, sledi da je ut+v=4/2 za —;— <

<x<1, u+v=4/4x—2 za x> 1. Stoga jednakost a) vaZi za %gxgl,
jednakost c) za x——_—;-, a jednakost b) ni za jedno realno x.

L 3.
Ako jednakost ,
a cos? x-+b cos x+c=0
pomnozimo sa 4(a cos® x—b cos x-+c) dobiéemo, posle sredivanja,
4a? cos? x+2(4ac—2b2) cos?x-}-4c2=0.

Posto je 2 cos® x=1+cos 2x, dobijena jednakost postaje
i a?(1+-cos 2x)2+4(4ac—252) (1+4-cos 2x)+4c2=0
ili

a? cos? 2x+(2a2+4ac—2b2) cos 2x+(a®+4ac—2b%2 +4c2)=0

Za a=4, b=2, c=—1 iz jednakosti 4 cos® x}2 cos x—1=0 dobijamo*
16 cos? 2x+48 cos 2x—4=0, ili 4 cos22x}2 cos 2x—1=0.
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L4
Neka je « jedan od ostrih uglova traZenog trougla. Tada je sin 2a=

=2 sin & cos ac=2—a~- —b~, gdesu b i g katete traZenog trougla. No kako
c ¢ '

je teZi¥na linija koja dogovara hipotenuzi trougla jednaka polovini
hipotenuze, to po uslovu imamo c2/4=ab, te iz gornje jednakosti nala-
zimo sin2 a=1/2. Poftoje « oftar ugao imamo «=15° ili a=75°
Sada konstruiSemo pravougli trougao ¢&ija je hipotenuza ¢, a oltri
uglovi su 15° i 75°. Lako je proveriti da su uslovi zadatka ispunjeni.
Konstrukcija je moguéna za svaku duZ c i relenje je jedinstveno (tj.
svi trouglovi koji zadovoljavaju uslove zadatka su podudarni).

I. 5.

Postavimo koordinatni sistem tako da je prava AB x-osa, a prava
AD y-osa. Talka 4 ima koordinate (0,0), a neka tacke B, M i D imaju
koordinate (b,0), (m,0) i (0, d),
redom.

(a) Tatke F i.C imaju ko-
ordinate (m, b—m) i (m, m), redom,
pa su jednaline pravih AF i BC:

E b—m
/ AF: =
) i
BC:y= mb(x——-b)

X .
m—

Presek prave AF i kruga opisanog oko AMCD, Cija je jédnaéina

m\2 m\2 m?
x—— — — | =—je tacka
(; 2) +(y 2) 2

b (b—m)b

N(l+(b m)2 [1+( ) ]) Lako se proverava da koo-
m m

rdinate tatke N’ zadovoljavaju jednadinu prave BC i kruga
2 —m\2 —m)2
-(x—b.—+”i) + (y—-—b ”’) _ ¢ 2’”) opisanog oko MBE F, tj. tatka

2 2
N’ se poklapa sa tatkomN.
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(b) Kako je N=N’, to je jednadina prave MN

’ b
MN;y=——(x—m
Y= (x—m) |
Ako tatka Mi ima koordinate (my, 0), onda je jednatina prave
MiNi:
b
MiNy: y=—— (x—m).
N y -2m1—b( 1)

Prave MN i MiN; se seku u tacki S (%’ —i) .

2

Kako koordinate te tatke ne zavise od m i mi, to sve prave MN
prolaze kroz tacku S. ‘

. (c) Sredina duZi PQ je tatka s koordinatama
bt 2m s L Dakle, x = b+ 2m iy= L . Kako je o<m<b, te
4 4 4 4

je traZeno geometrijsko mesto du? &iji su krajevi tacke s koordinatama
b b) . (36 b

—s —| i {—, —].
4 4 4 4

I. 6‘

Neka je ABCD traZen trapez. Tada je AB||CD||p. Dakle, kroz
tatke 4 i C treba konstruisati prave g i r, paralelne sa p i na njima
treba nadi tatke B i D, tako da &etvorougao ABCD zadovoljava uslove
zadatka. Ako je krug upisan u trapez ABCD, onda je AB+CD=

A F'B B 4

\

b EFD C T

=AD+BC=2AD. Tada je AF'=FE (gde je F’ srediite stranice AB,
FF' | r i E projekcija A na CD), pa je AB=2AF'=2EF i CD=2CE~-
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—2EF. Odatle je AD=EC, pa tatka D leZi na krugu polupretnika
EC, s centrom u A. Da bi zadatak imao redenje, mora biti AD=EC>

=2 F'F, tj. -2%< 1, fj. XACE<45°. Taj uslov je i dovoijan.
Opis konstrukcije i dokaz prepustamo Citaocu (videti sliku).

n‘ 3]
Posto je traZeni broj trocifreni i deljiv sa 11, on se moZe, napi-
sati kao 11uigde je 10 <%=90 i  je prirodan broj. Neka;e u=10a-+b;

“a, be{0, 1, » 9}. Razlikovaéemo dva sludaja:

1° a+b<10. TraZeni trocifreni broj je tada 100a-+10(a+5)+b
1, po uslovuy, a2+(a+b)2+b2=10_a+b ili2 (@252 ab— 5a)=>b pa bmora

bid paran, {j. b&{0, 2, 4, 6, 8}. Ispitivanjem ovih moguénosti (za a

-imamo, dakle, kvadramu jednacinu) nalazimo samo )edno reéen)e
a=5, b=0 te je traZeni broj 550.

2° a-+b210. TraZeni trocifreni broj je 100(a+1)+10(a+b—
—10)+5 i, po uslovy, (a+1)2+(a+b—10)24-b2=10a+b ili, 3to je
isto, 2(a®—14a+b2—10b+-50+ab)=>b—1, pa b mora biti neparan tj.
be{l, 3, 5, 7, 9}. Ispitivanjem ovih moguénosti nalazimo samo jedno
xelenje: a=7, b=3 1 traZeni broj je sada 803.

Dakle, jedini brojevi koji zadovoljavaju uslove su 550 i 803.

II. 2.
Izraz na levoj strani je definisan pod uslovom da je x>

1 4x2

——1 x50. Dalje je — = (144/1+42x)° Bududi da
> TRy 1+ 1422

je funkcija f(x)=(1+4/14+2x2—2x—9=21/1+2x—7 rastuéa i da je

f (% =0 zakljuujemo da je nejednakost zadovoljena ako i samo ako

1 45
je — —<x<— i x#£0.
2 8

. 3.

v - Neka je DE odseak koji sadrzi
sredinu hipotenuze, i neka je BH=x (gde
ie H podnoZje visine iz A na BC); Tada
je x(a~x) =h2, QOznalimosa o i uglove

, DAE i HAD, redom. Tada je S<EAH=
B HD E C =«

52



no»o

) &8

tgoattg P
1—tgatgf.
HE ..
jetg (a+{3)=:4vh;. Dalje j¢ HE= HD + DE, HD=BD — BH i

Primetimo dajetg (oc+[3)= Iz pravouglog trougla AHE

—1 —
Bo=""L 4 pajeHE="T1 4 4 i gp=""!
2n n 2n

n+1 n—1 .
a—x —_—a—X

tg(e+8) = MT i tgh= __Zn—

- a—x.  Zadto je

_tgattgf

Zamenjujudi to u identitet tg(a+B) = ,
1—tgatgf

dobijamo
n—1
2n
h

) a-—x

a odatle

tgo— ah

n?—1

nh? + a?—axn+x%n

4n
Kako je x2—ax=—Hh2, to je
ah-4n 4nh

tga= =
n2—1)a® a(n2—1)

I 4.
Analiza. Neka je trougao ABC konstruisan. Oznatimo sa A

‘ sredinu duZi BC, a sa 4’, B’ i A’ podnoZja normala iz tataka 4, B

i A1 na stranice BC i AC. Duz Ay Ay’ je srednja linija trougla BCB',

. , 1 . . "
pa je Ai1dx =7 hy. Konstrukcija je sada jasna: prvo se konstruiSe
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trougao AA’A, zatim tatka 4y’ (iz A se konstruiSe tangenta na krug

. . 1 R ,
s centrom u A4j i polupreénikom ~2~hb — tako se dobija tacka Ay")

A Tacke B i C se lako nalaze.

Detal;an opis konstrukcije i dokaz
prepu$tamo ¢itaocu.

Zadatak ima reSenja (i pri tome,
dva sudtinski razli¢ita) samo u sluCaju’

) . h
B A A, ¢ kada je mg>ha i ma >-§.

IL. 5.

(a) Jasno je da Ce traZeno geometrijsko mesto pripadati ravni koja
je normalna na ivicu 44’ i koja prolazi kroz njenu sredinu. Da bismo
odredili granice tog geometrijskog mesta.
posmatrajmo slu¢aj kada se tatka X po- D’
klapa sa ta¢kom 4, a Y zauzima bilo koji
polozaj na B’D’. Geometrijsko mesto
sredina duZi AY je (§to se lako doka-
zuje) srednja linija EF trougla AB'D'. A
Na slican nadin, ako uzmemo da se X EL--
poklapa sa C, dobijamo srednju liniju GH ]
trougla B'CD’. Cetvorougao EFGH ije Pl EEEE c
kvadrat (dokazati!) i on (sa unutra$njim p
delom) predstavlja traZeno geometrisjko 4
mesto. Zaista, ve¢ smo videli da stranice
tog kvadrata pripadaju trafenom geo- A B
metrijskom mestu. Neka je M proiz- .
voljna tatka u unutra$njosti kvadrata. Dokazatemo da postoje tacke
X1 na AC i Yy na B'D' takve da je tatka M sredina duzi X1Y7. Kroz
M i AC postavimo ravan. Ona see ravan kvadrata po pravoj
M M"||AC||EH. Znadi, konstruisana ravan sele D’'B’ u unutras$njoj
tatki Y;, Prava MY; see AC u unutra$njoj taCki Xi;. Pri tome e
X1iM=MY1, jer je M'M'" srednja linija trougla Y14C.

Dokazimo sada da sredina duzi X»Y3, gde je X2 bilo koja tacka
na AC, a Y3 bilo koja tatka na B'D’, pripada kvadratu EFGH. Srednja
linija trougla- ACY3 je linija preseka ravni ACYs i ravni kvadrata.
DuZ X,Y5 sele tu srednju liniju, pa je ona njome podeljena na dva jed-
naka dela i dokaz je zavren.

54



Ay Nl e MY WY

L andi o

(b) Koriste¢i zakljuc¢ke sli¢ne prethodnim, dobijamo da je tra-
zeno geometrijsko mesto pravougaonik EF KL, gde su E,F,K i L
taCke naAB’, CB’, CD' i AD’, redom, takve da je ravan pravougaonika

na rastojanju -;fAA’ od ravni ABCD.

11, 6.
(a) Koriste¢i poznatu teoremu da je geometrijsko mesto tataka iz

koje se data duZ vidi pod pravim uglom krug ¢iji je preénik data duz,
iako izvodimo konstrukciju: nad krakom BC kao nad. pre¢nikom

konstruiSemo krug. On sede osu simetrije EF u traZenoj tacki P.

(b) Neka je FPi=x, EP1=h—x.
Lako se dokazuje da je AFPi,C~ APEB.
Qdatle je F| C
L2 7
" FPp_FC . x 2 . .8 ab
BB DB’ tj. i- 2 U hx+- 4—0.
2
ResSenja ove jednadine su- R
E 1 ,— A E B
x1,2=—d—/h2—ab
1,2 o5 v »

(c) Ako je hA2>ab zadatak ima dva re$enja (kao na slici).
Ako je h*=ab, zadatak ima jedno resenje (krug dodiruje osu EF).
Ako je h2<<ab zadatak nema refenja (krug ne seée osu EF).

I 7.

Posmatrajmo osni presek kupe, valjka i lopte. Neka je 2« ugao
pri vthu C osnog preseka konusa, a r poluprelnik lopte. Zapremina

2
kupe je Vie—"" gde je a=DB i h=CD. Kako je
CD=0C+OD=—"— 4, tAFsin® o pp rddsing
sSina sSino Sina
3 1 2
to je Ve 7or8 (1-sin o)

- 3sina(1—sin oc) '
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C . Zapremina valjka je Vo=2mn3 (2r je visina
valjka). Neka je -

A :
=0

i Ve
m/ 14 sin o)?
/ 0 \ Tada je k= ( ’ pa je

6sina(l—sino)
A D B (14-6R) sin? a+2(1—3E) sin a+1=0.

Ta jedtiaéina ima refenja (po sin «) samo u slucaju kada je diskri-
minanta D>0, tj. kada je (1—3k)2—(146E)>0. Odatle je ka% .

Prema tome, jednakost V1=V3je nemoguca. Za kzg jesin a=-3—

OC=3r. Konstrukcija se lako izvodi.

IL 1.
x+y+2=a
x24y2tzB=b2
xy=2z2,

Iz prve jednaline dobijamo:
(1) ... z=a—x—y, a odatle, kvadriranjem:
2) ... 22=a2+x2+y242xy—2a (x+y)-
Iz druge i treée jednacine je b2=x2-+-y2-+xy, pa zamenom u (2)
c M proizlazi:
o 3) ... 2=+ +xy—2a (x+y).
Iz (3) i treCe jednaline, konatno dobijamo: -
@) ... a®+b2=2a (x+y). '
Razlikujemo dva sludaja:
1° a=0. Zamenom u (4) proizlazi =0, pa druga jednacina po-
staje x2+92422=0. Dakle, u sludaju da a=0 sistem ima, po (x, y, )
tacno jedno resenje, (0, 0, 0).
2° a50. U ovom sludaju iz (4) dobijamo:

2.1 32
o) ... x+y=a 2+b , a odatle zamenom u (1)
a ;
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2__p2

a
... B=3Zp=
© 0 2a

. Iz (6) 1 tree jednacine proizlazi:

a2—b2\2 '
... xyz( 5 ) . S obzirom na (5) i (7), x i y su ma koje
a

od re$enja jednaline:

. 21 p2 2__p2\2
@ ... 228 (o ”2) —0
2a - 2a
Resenja ove jednadine su z,, =% T4 V (3a2—b2) (3b%—a?)
4a ‘

Prema tome u slutaju da a0, sistem ima, po (x, y, 2), dva re-
$enja, (t1, 22, 20) i (2, 21, 20).

Da bi sistem imao pozitivna i razli¢ita reenja, potrebno je i
dovoljno da jednatina (8) ima pozitivna i razlifita reSenja i da 20>0.
Da bi jednacina (8) imala pozitivna i razli¢ita re$enja potrebno je i
dovoljno da (3a2—b2%) (362—a2)>0 (refenja su realna i razlidita) i

a2+ b2\2 ac-+-b2 ) ..
xyz( ) >0, x+y= >0 (refenja su pozitivna).
2a 2a
Uslov 20>0 svodi se na a2>b2. Odavde dobijamo traZeni potreban

i dovoljan uslov: 352>a2>b2 i a>0, odnosno |b|<a<<4/3 |b|.

L 2.

Oznadimo sa « meru ugla zahvaéenog stranicama &ije su du¥ine
bic

Uz te oznake vaZe poznati obrasci:

... S=j%-ni, a?=>b2-+c2—2bc cos «.
S obzirom na (1) vaZi sledeéi niz ekvivalencija:
@24b2 4 > 4S /3 & b2 4t —2be cos oc+b2+52>4bc%c—‘\/§
& 2422 be (sin o« 4/3 4-cos «)
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]

5 -+ cos oc-:z—

& b24-¢2 2 2bc (sin « sin 60°-}-cos « cos 60°)
& b2+4-c222bc cos (a—60°)
& (b—c)2+2bc (1—cos (x—60°) >0
Dakle, polazna nejednakost ekivalentna je sa poslednjom u nizu
koja je otigledno ta¢na.’
Jednakost vaZi ako i samo ako su oba sabirka u poslednjoj nejedna-
kosti jednaka nuli, tj. ako je b=c i cos (& —60°)=1.
Odavde, jer je 0°<x<<180°, proizlazi «a=60°. Zaklju¢ujemo, pre-
ma tome da trougao mora biti jednakostrani¢ni; odnosno, potreban
i dovoljan uslov da vaZi jednakost je a=b=c.

V3 1)

& 222 2bc (sin o

IIL. 3.
Polazeéi od date jednaline za n > 2, vazi:
1=cos”x—sin® x
< |cos® x—sin® x|
< |cos® x|-+|sin® x|
< cos? x--sin? x=1.
Da bi jednaCina imala reSenja potrebno je i dovoljno da postoje
takvi x, da gornji niz nejednakosti postane niz jednakosti, odnosno.ca:
(i) cos” x—sin® x=1 k '
(ii) —cos® x sin” x>0
(iii) |cos® x|=rcos? x, |sin®x | =sin? x
1° n je paran broj. U ovom slu¢aju (ii) vaZi kao i samo ako je
sin x=0 (jer cos x=0 otpada zbog (i)). Direktnom proverom se utvr-
duje da je to i dovoljno. Dakle x=kx, kc Z.
2° n je neparan broj. Uovom slu¢aju (ii) vaZi ako i samo ako je
—cos x'sin x>0, a (iii) vazi ako i samo ako cos x=0, —1,1 i sip x=
0, —1,1. Nije moguée da cos x=—1, jer u tom slutaju (zbog (i))
sin x=—1, pa (ii) ne vaZi. Prema tome neophodno je da cos x=0
ili cos x=1. Lako se proverava da ako cos x=1 onda sin x=0, a ako
cos x=0 onda sin x=—1. Dakle, postoje dva niza reSenja x=2km i

x=2kn —-’25-, ke Z.
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U sluéaju

3° n=1, jednalina postaje 1=cos x—sin x. Ekvivalentnim trans-
formacijama dobijamo

1=cos x—sin x

™
=COS X—COS |—— X
57
=—2 sin—n—sin x—i)
4 4
=—14/2sin (x — —Z-) . Odavde x=2kn i x=2kn— ’21 EEZ.

INL 4.

Neka je S teZilte trougla PiPaP3 a P1S1, P3Sa i P3Ss njegove
tezi$ne linije.

Ako je P=S onda
su svi koli¢nici o kojima
je re¢ jednaki 2 pa je
tvrdenje tatno.

Neka je Prazli¢ito
od S. Tada tacka P lezi
u unutra$njosti ili na
stranici nekog od trougla
(ima ih $est) na Kkoje
tezine linije razbijaju
trougao.  Odredenosti A
radi pretpostavimo da R Q; S, Sy , P
je to trougao P1SSs. '

Odaberimo tatke Syz i Ss1 tako da stranice PyPp i P1Ps dele u
odnosu 2 : 1. Ocligledno S12S||PiP3 i S31S|| P2Ps. Trougao, P1SS:
lezi unutar trapeza P;S12SS2. Prava PaQp sete duz Si2S u tacki A2
koja je izmedu taaka Py i Qz. Odavde je:

PyP : POs=> PoAz : A2Q0=2 : 1

Na slitan nafin, trougao P;SS: leZi unutar trougla P1SSs.
Prava PP sete pravu SSs; u tadki A1 kojd je sada unutar duzi PQOs.
Odavde

P1P : PQ]éP]Al ZA]Q]=2 01
$to je trebalo dokazati.
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IiL 5.

Neka je ABC trougao sa 'pretpostairlienim osobinama. U trouglu
AMB poznat su stranica AB (=c¢) i <AMB=uo.
Duz MC’ paralelna sa AC je srednja linija trougla ABC i duZina

joj ie -;— C' je prema tome sredi§te AB. Dakle u trouglu ABM su po-

znati sledeéi elementi: stranica AB odgovarajuéa leZi$na hm]a MC
i ugao AMB.

A - C

Konstruiimo duz 4AB=c i geometrijsko mesto tataka sa koga se
duz AB vidi pod uglom . Kao §to je poznato to je kruZni luk (I).
Konstrui§imo krug (&) kome je sredifte C’ sredifte duzi AB a polu-

. b
preénik —.
2

U preseku kruga k& i luka / dobijamo tacku M (eventualno dve).

U preseku prave BM i kruga sa sredi§tem u A i polupreénikom b
dobijamo tatku C. Tatke A, B, C formiraju traZeni trougao, §to je
lako pokazati.

Da bi zadatak imao refenja potrebno je i dovol)no da poston
presek kruga & i luka /. Naime, duZz AB se uvek moZe konstruisati kao
i krug % i luk / i krug sa sreditem A. Ako postoji presek / i k onda

Da bi zadatak imao reSenja potrebno je i dovoljno da postoji
presek kruga % i luka /. Naime, duX AB se uvek moZe konstruisati
kao i krug k i luk 7 i krug sa sreditem A. Ako postoji presek / i k po-
stoji taCka M pa i tatka C. Kako je ugao  oftar to je za egzistenciju
preseka / i & potrebno i dovoljno da polupretnik kruga % bude veéi
od visine luka /'a manji od polovine tetive (AB).

Dakle: 2 >r(k)> — tg—— odnosno L2 >— —b—tg Rl

2 2 2 2 2 2
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HII. 6.

Neka su A4p, Bp, Cp; upravne projekcije taéaka A, B, C, tim re-
dom, na ravan . Neka su, dalje, A’, B’, C’ proizvoljne tatke ravnj e.
‘Trougli AA’Ap, BB'By, CC'Cy su, zbog izbora tataka Ap, By, Cp,
sravougli. Ako su L, M, N, sredista duzi A4’, BB’, CC’, tim redom,
a L'y M', N', njihove upravne projekcije na tavan ¢, onda su duzi
LL', MM’', NN’ srednje linije u odgovarajuéim pravouglim trouglo-
vima.

B
c
: /|
— 1 A
(e
NCp
Bp

Ako duZine duzi A4y, BBy, CCy, oznatimo sa 2a, 2b, 2¢ onda
su duZine dui LL', MM', NN’, kao srednjih linija, @, b, c¢. Tacke
L, M, N se prema tome, nalaze u ravnima paralelnim sa ¢ na odsto-
janjima a, b, c.

Odavde je jednostavno odrediti odstojanje G (teZiSta trougla
LMN) od ravni. Ako je P sredi§te duZi MN onda je odstojanje P od

, a kako tatka G deli duz LP uodnosu 2:1 to
at+b-+tc

ravni jednako a+th

je odstojanje tatke G od ravni jednako . Prema tome odsto-

janje tatke G ne zavisi od izbora tataka A4’, B’, C’. Dakle, sva teZiSta

trougla tipa LMN nalaze se u ravni = paralelnoj ravni € na odstojanju

a+b+tc
3

(Sto je, ustvari, polovina odstojanja teZi$ta trougla ABC od
ravni).

Preostaje jo§ da se pokaZe da sve tatke ravni = pripadaju traZe-
nom geometrijskom mestu tadaka.
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Neka je G proizvoljna tatka ravni 7. U paralelnim ravnima sa
ravni na odstojanju a i b odaberimo proizvoljne tatke.L i M. Ako
konstruiSemio trougao LMN u kome je tatka G teZidte; tatka N, s
- obzirom na prethodno, leZi u ravni paralelnoj e na odstojanju c. Prave
AL, BM, CN, prodiru ravan ¢ u tatkama A4’, B', C’, takvim da su
L, M, N sredista duzi AA’, BB’, CC’. Dakle G je tezidte jednog tro-
" ugla iz pretpostavke zadatka. Primetimo, na kraju da uslov, da ravan
u kojoj leze tacke A, B, C nije paralelna sa ravni ¢ nije relevantan za
reSavanje zadatka.

Iv. 1.
Po pretpostavci zadatka je
n=amam-1 ... 6, 4n=6amamn-1 ... a.

Mozemo da piSemo i ovako #n=ay - 10®+ap— 101+ .. 4ay-
+ 1046, 4n=6- 10m+ay - 10m-14- ., . +az- 10+a;. PosSto se broj 4n
zavr$ava sa 4, jer je 6 - 4=24, nalazimo da je a1=4; dalje imamo da se
broj 4n zavrava sa 84, jer je 4-46=184, pa je ax=8. Nastavljajudi
ovaj postupak dobijamo n=153846.

Iv.2. )
Leva strana nejednakosti je definisana za —1 < x < 3, a nenegativna

za —1 <x< 1. Koriste¢i jo§ na 2 mesta kvadriranje nejednacine dobi-
jamo- da je

V3I=% —V/xF1 >—;—'

e 1
Vi—z—Vatl>g~ a1 (T
x<l1
V3isw Vx“+1<lg§ 64x2—128x+33>0
~ xz—1 ¢~
xz—1
x<1 x<1
\/ﬁ‘) \/31)
~(x< — g )V[x=1+ ( <1_\/31
oy o>

Poslednji s:stem nazivamo refenjem polazne nejednadine.

62




Iv. 3.

Neka je M centar (teziSte) kvadrata ABA’B’, N centar kvadrata
BCB’'C’ 1 Q centar kvadrata ABCD.

Pretpostavimo da se tatka X nalazi
na ivici AB. Neka je AX=A* AB. Tada p’

ie BY=\- B'C’, paje %(ZX-#ZY'):

AB’
Y
2

2 —;— (MB + AB' + 3B'C) —

(M) — AM~+)- MN, $to znati )

da se sredina odsecka XY kree po duZi MN, za vreme dok se X krece po
AB. Neka je tatka X na BC, tj. neka je AX=AB-+uBC. Tada je

4 AY=AC'+u C'C i—;w (AX+AY)=ON+p (B—C*'ZLC— )=5N+

—]—[J.I\? C, §to znali da tadka koja polovi odsetak XY prelazi put NC

za vreme dok se X nalazi izmedu B i C. Dalje kretanje tacke je od C do

Q pa od Q do M. Trazeno geometrijsko mesto je éetvorougao MNCQ.
iv.4.

Uzimaju¢i da je 2cos? x=1+cos 2x, 2cos? 2x=1-cos 4x, dobi-
jamo cos 2x-+cos 4x+42 cos? 3x=0. Pretvarajuéi u proizvod cos 2x-+
-cos 4x dobijamo jednalinu

2 cos 3x (cos x-+cos 3x)==0
i na kraju "
2 cos 3x-2 cos 2x cos x=0.

Uvek kad je cos x=0 jeste i cos 3x=0 pa je poslednja jednatina
ekvivalentna sa jedna¢inom: '

cos 2x - cos x=0
Sva reSenja su opisana sa x; = ~:—+§k, ¥k=~g~+—§ k, gde je
k=0,:t 1> :’1229 e
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IV. 5.

Prema teoremi za tangentne <Zetvorouglove poloZaj tatke D
treba da bude takav da je ispunjena jednakost AB4 CD=BC-+DA.
Osim toga tacka D treba da pripada onom luku 4C kojem ne pripada
tatka A. Pretpostavimo da je npr. AB>BC (konstrukcija je jednostavna
kad je AB=BC). Konstrui$§imo geometrijsko mesto tataka iz kojih

se duz 4C vidi pod uglom 180°— 3A4BC

i koje su sa one strane prave

AC sa koje nije tatka B, zatim odredimo tacku X tog geometrijskog
mesta tako da je X4=AB—AC. Prese¢nu taCku prave 4X iluka CA

razli¢itu od A obeleZimo sa D.

Treba da se dokaze da je AD—
—DC=AB—BC. Prema konstrukciji je

JCXD=< —‘ig—c, X CDX=<CDA =

=180°— X ABG, jer je ovako konstruisani
¢etvorougao tetivan. Sledida je < XCD=

= 180° — (180°— X ABC) — {‘iBC— =

- 4BC _ X CXD.y Trougao CDX je

jednakokraki pa je CD=DX, a stoga je
AD—CD=AX=AB—AC.

IV. 6.

Neka je kod trougla- ABC
strana 4B jednaka strani AC, O
centar opisanog kruga, Q centar
upisanog kruga, P sredina osnovice
BC, M tatka na opisanoj kruznici M &
koja polovi luk 4B na kojem se ne
nalazi tacka C itatka N dijametral-
no suprotna tacka od M na opisa-
noj kruznici AABC.

Dokazimo najpre da je MB=
=MQ. Imamo da je LMQB kao
spolja$nji ugao trougla jednaki zbiru
JOBC i XQCB. S druge strane
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je < MBQ=JMBA + X ABQ=<x MCA + XABQ=<MCB+ <
<):CBQ, paje {MBQ XMOQOB, odnosno MB=MQ. Dalje iz sli¢no-
sti trouglova: MBN i PQB nalazimo da je BQ : QP=MN : MB 4.
MB - BQ=p-2r=MQ - QC. Sada, koriste¢i potenciju tatke Q u od-
110su na opisanu kruZnicu trougla ABC, dobijamo da je MQ- QC=
(r+d) (r—d). Imamo jednakost:

| 2r p=(r+d) (r—d)
i koje izvodimo: d=A/r(r—2 p).

Napomena. Jednakost d=+/r (r—2 p) vazi za bilo kakav tro-
ugao i poznata je pod imenom Eulerova formula.

Iv. 7.

Primetimo najpre da svaka sfera koja dodiruje prave SA4, SB,
SC, AB, BC, CA seCe svaku od ravni trouglova SAB, SBC, SC4,
ABC po upisanoj ili pripisanoj (tj. spolja upisanoj) kruZnici trougla
Od te Cetiri (tako dobijene) kruZnice su kod svake sfere tri pnplsanc
a jedna upisana ili sve Cetiri upisane, §to ¢ée biti dokazano.

Neka sfera o dodiruje sve pra- s
ve SA, SB, SC, AB, BC, CA i ,
neka see ravni trougleva SAB, SBC
po upisanim kruZnicama. Ozna-

¢imo tadke dodira izica SA, SB, AB, SC, BC redom sa K, L, M,
N, P. Posto pripisana kruZnica trougla ima samo jednu zajedniCku
talku sa trouglom to u ovom slufaju znali da sfera ¢ mora da sele
ravni trouglova SCA i ABC po upisanim kruZnicama tih trouglova.
(ObeleZimo tatku dodira ¢ i AC sa G). Proizlazi da su sve 4 kruZnice
upisane. Uopste, ako su bilo koje 2 kruZnice upisane i ostale 2 su upi~
sane.
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Pretpostavimo da sfera = dodiruje sve prave S4, SB, SC, 4B,
BC, CA i da sete ravan trougla SAB po pripisanoj kruZnici trougla
ABC, tako da sa duZi AB ima zajednitku tatku Q, a.sa pravom S4
odnosno SB zajednitke tatke R odnosno 7. Posto tatka T ne pri-
pada duZi SB, presek sfere v i ravni trougla SBC &e biti pripisana
kruZnica trougla SBC. Ta kruZnica ée dodirivati duz BC u nekoj
taCki U, a pravu SC u nekoj tacki V. Dalje, sledi da sfera see ravan
trougla ABC po upisanoj kruZnici, a ravan trougla SCA4 po pripisanoj
kruZnici trougla. Znadi, od 4 pomenute kruZnice tri su pripisane, a
jedna upisana. Uopste, ako je neka od kruZnica pripisana, onda moraju
da budu 3 pripisane a jedna upisana.

Postoji najvie 5 sfera koje dodiruju prave S4, SB, SC, 4B,
BC, CA i to najviSe jedna koja daje sve 4 upisane kruZnice u preseku
sa ravnima strana i najviSe 4 sfere kod kojih su od preseénih kruZnica
tri pripisane, a jedna upisana, jer tetraedar ima 4 strane.

Pretpostavljajuci da postoji svih 5 sfera —go, 7 i ostale tri — nala-
zimo da je SK=SL=S8N, AK=AM=AG, BM=BL=BP, CP=
=CN=CG, odakle je SA+BC=S8B+4 CA=SC+AB. (koriltena je
predpostavka da sfera ¢ postoji). Sada kori§éenjem pretpostavke da
sfera © postoji nalazimo da je SA—BC=SB—CA=8SC—A4B, sto
zna¢i da je SA=SB=S5C, AB=BC=CA. Kori$¢enjem pretpostavke
da postoji bar jedna od preostalib tri sfere zakljutujemo i da je SA=AB,
odnosno da je tetraedar pravilan.

Treba jo§ da se dokaZe da kod pravilnog tetraedra postoji svih §
sfera. TeZiSte pravilnog tetraedra ima jednako rastojanje od svih ivica

tetraedra, §to znaéi da sefra o postoji. Centar sfere o je teZiSte. Ako
uzmemo redom za centar homotetije temena A, B, C, D i koeficijent

homotetije tri, dobiéemo Cetiri sfere koje su homogene slike sfere .
Lako proveravamo da svaka od ovih sfera dodiruje sve prave S4, SB,
SC, AB, BC, CA.

V. 1.

Data jednadina moZe imati samo pozitivna reSenja, pa ¢emo je
posmatrati u obliku:

) T _ o
,Jl-;?+2 1—5 1,.x>0. ey

Ako uvedemo oznake u= Jl _%, D= Jl ___12_ tada ée biti
x ‘ x
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u+2v=1,u2—1=p (22—1), 02=1_% )
X

O<u, 0<o<l, x>0 3)

Sistem (2) zajedno sa uslovima (3) je ekvivalentan jednatini (1)
u sledetem smislu: ako je u=uy, v=12p, x=x9 redenje sistema (2, 3)
tada je x=uxo reSenje jednacine (1), i obrnuto, ako je x=xo redenje jed-

- PO / ? _ 1 ..

ng.me(l), tadaje u= 1~;0—2, = I_W’ x=xp reSenje s;ste—
ma (2: 3)

Resimo sistem (2, 3). Iz prve jednaline sledi

u=1-—2v,
a to zajedno sa drugom jednalinom daje kvadratnu jednadinu po v
(4—p) v2—4v+4p=0,

(To je kvadratna jednacina, jer ako je 4—p=0 onda je v=1 §to je
u kontradikciji sa uslovima (3)) &ija su refenja

‘ZJ1=1 i Vo=

Prvo refenje ne zadovoljava uslove (3), a za drugo re$enje prva dva
uslova (3) se svode na

0<3=32 0?2 <. | (4)
4—p 4—p .

Prva nejednakost je zadovoljena za pg%i za p>4, leva strana

druge za 0 < p<4 i desna strana druge za p<<2 i za p>4, dakle (4) )e
zadovoljeno za

0<p< —g- . (9
1z treée ]ednaéme u (2), uzimajuéi u obzir x>0 dobijamo
__ 4> (6)
2/2(2-p) |

Dakle, ako je ispunjen uslov (5) data jednadina ima jedinstveno
refenje (6), a ako uslov (5) nije ispunjen, jednatina nema reSenja.
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V. 2.

Posmatrajmo proizvoljnu pravu p (u prostoru) koja prolazi kroz
tatku 4. Neka su B, i C, projekcije tataka B i C na pravu p. O&i-
gledno, na pravoj p traenom geometrijskom mestu tacaka pripadaju
sve tactke duZi B,Cp (ukljutujuéi i By i Cp) i nijedna tacka vise.

Tacke By i Cyp pripadaju redom sferama Sz i Sac Liji su prednici

AB i AC. Pri tome duZi ABp i ACyp pripadaju odgovarajué¢im loptama

(unutra$nje tatke tih duZi nalaze se u

A unutra$njosti sfera). Lako se vidi da, bez

obzira na medusobni polozaj tataka A, B,

Ce i Cp, duz BpC, moZemo predstaviti kao

deo prave p koji se nalazi unutar tacno

Bp jedne od pomenutih sfera ili na nekoj
od njih.

B 3 PoSto se svaka talka traZenog

geometrijskog mesta nalazi na nekoj

pravoj postavljenoj kroz A, zakljutujemo da se to mesto moZe

opisati na slede¢i nacin

S48 S4cU(SaBA Sac)

gde Sap i Sac oznatavaju unutra$njosti sfera Sap i Sac redom. :‘

V.3. |

Ako se vektori a1, ag, ..., a, odredeni stranicama tog poligona
(i orijentisani tako da odreduju isti smer obilaska poligona) dovedu na
zajednicki pocetak O, i njihovi vrhovi oznade sa Ai, Az, ..., Ax, bice
ispunjeni sledeéi uslovi

(2) OAi+OAz+ ... +OAn=0;
(b) @:A1OA2= {AzOAa—: R {AnOAl (=23),

. n
(c) 0A412043> ... >0A4,.
DokaZzimo da je tada OA4;=0As= ... =04a.

Neka je [ prava koja sadrzi O i normalna je na O4, a Bg, Bs,
...s By projekcije tataka Az, As ..., Ay na pravu /. Zbog uslova (a)
zbir duZi OB; koje se nalaze sa jedne strane tatke O mora biti jednak
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zbiru duZi OB; koje se nalaze sa druge strane tatke O. Iz uslova (b)
i (c) sledi da je OB2> OBy, OB3> OBy, itd., svaka duZ sa )edne
strane je veca ili jednaka od odgovarajue duZi

sa druge strane. Da bi zbirovi bili jednaki, mo- {

raju tada odgovaraju¢i sabirci biti jednaki. 5

N9 iz OB2=0B,, sledi daje OAs=0Ay, dakle " An
0A>=0A3= ... =0An-1=04,. ‘ 0 A

Sli¢no, posmatrajuéi normalu "na OA,, B A
dokazujemo da je OA1=0A4z-1. 2 2

Napomena: Ako je n=2k paran ¢
broj, onda Br4+1=0 pa sa svake strane tatke O ima po k—1 duZi; ako
je n=2k-+1 neparan broj, onda sa svake strane tacke O ima po k duZi’

V.4

Iz (1) i (2) dobijamo
X3=yX1—X5,

X3=YyxX2—X1

odnosno
x3———(y2—l) X1 —YX5. (6)
Slléno, iz (4) i (5) dobijamo
x3=(y2—1) x5s—yx1. (7

Iz (6) i (7) sledi (32—1) x1—yx5=(y2—1) x5—yx1, tj.
(2 +y—1) (a1 —2x5)=0.

Razmotrimo dva slucaja:

Prvi sludaj. y2+y—1540. Posmatrajuéi, umesto (1), (2) i (4), (5),
parove jednalina (2), (3) i (5), (1), dobijamo xz=x1, a nastavljajuci
tako imademo da je

X1 =Xg=X3=X4=X5=X.
Za y=2, x mozZe biti bilo koji broj, a za y2 mora biti x=0.

Drugi slu¢aj. y2+y—1=0. PomnoZimo (1), (2) i (3) redom sa 1,
y, —y i saberimo. Dobijamo

x5-+xa-+yx1+yxs—yxa—yxa=yx1+y2xa—y%x3
odnosno

x5+(95+y) xs=yxa+(32+y— Dz
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$to se zbog uslova y2+yf—:1 svodi na (4). Dakle (4) je posledica prve
tri jednaine. Isto vaZii za (5), jer se ona, sli¢no kao gore, moZe izvesti
iz (2), (3)i4), a (4) je posledlca prve tri jednadine.

Dakle za x; i x5 moZemo uzeti proizvoljne brojeve. Dobijamo

Xg=yX1—X5, )
xX3=-—y (x1+x5)’ (9)
X4=YX5—X1, (10)

pri ¢emu su (1), (2) i (3) zadovoljene, a onda isto vazi i za (4) i (5).

Prema tome, osim trivijalnog refenja xj=xe=x3=x3=x5=0,
sistem (1—5) moZe imati sledefa reenja:
ako je y=2, x1=xp=%¥3—=x4—x5=2x; proizvoljan realan broj

—14+4/5

ako je y2+y—1=0, tj. Y=g REYH X5,

x3=—y (¥14%5), Xa=yx5—x1, X1 i x5 proizvoljni realni brojevi.

V. 5.
Cos —— cos i——}' cos ﬁ—
7 7 7
1 ( T T T 2 T 37:)
=—— | COS—— CO§ — — CO§ ——CO0S§ — -} COS—— C0S —— | ==
cos—— 14 7 14 7 14
1
= —1— c033—+c0s—1c——— cos-sz— cos L-{— cos 7—-{— cos ﬂ)
cos—Ti- 2 14 14 14 14 14 14
14
= (cos~+coslz)= L —-cosi-—-.i.
2 cos — ” 14 14] peos = 14

Koristili smo formulu cos x cosy = —;—(cos(x+y)+cos {(x—¥)).

V. 6.

Posmatrajmo prognozu drugog prognozera. U njoj imamo &etiri
para: DA, AE, EC i CB. Dva od njih su ta¢no prognozirana.
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Neka tatno prognozirani parovi imaju zajednicki element (D4,
AE ili AE, ECili EC, CB). Tada nijedno od ta¢no prognoziranih mesta
ne moZe pripadati nekom od taéno prognoziranih parova, jer bi tada
bilo bar tri tatno prognozirana mesta. Ako su oba pogodena mesta
van trojke sa pogodenim redosledom, tada bi svih pet mesta bila tacno
prognozirano (jer tri preostala mesta popunjavaju taénim redosledom
tri preostala takmidara).

Dakle, tatno prognozirani parovi su disjunktni. Preostaju tri
moguénosti (prema tome koji su parovi taéno prognezirani).

(1) DA i EC. Bar jedno pogodeno mesto pripada pogodenom
varu, pa taj par predstavl]a dva pogodena mesta, a drugl par pogre§no
prognozirana mesta. Ako je par D4 sa taéno prognozu'amm mestima,
rezultat takmiCenja bi morao biti DABEC, 3to je nemoguce jer bi
tada prv1 prognozer imao pogoden par AB. Ako je par EC talan,
tada i par DA mora da bude taino prognoziran (u odnosu na mesta)
§to je nemogude.

(2) AE i CB. Sli¢no kao u (1) se pokazuje da u ovom slucaju ne
postoji reSenje zadatka.

(3) DA i CB. DA tatan = rezultat je DACBE $to je nemoguce
( C je na tre¢em mestu kao kod prvog prognozera) CB tatan = rezultat
je EDACB i tada su svim uslovi zadatka ispunjeni.

VL 1.

a) Odredimo prvi prirodan br01 n, takav da je 2=l (mod 7.
Ocigledno to je 3. Takode, s obzirom da je 23=1 (mod 7), vazi i 2%k =1
(mod 7) za k=0,1,2,

Brojevi oblika 3k+z, 1—1 2, B=0,1,2, ..., nemaju osobinu
da je 2%+i—]1 deljivo sa 7, jer je 2%+ —1= —2i (28 —1)+42¢—1, gde
je prvi sabirak deljiv sa 7 a drugi (moZe biti 1 ili 3) oligledno nije:

Dakle 27—1 je deljivo sa 7 ako i samo ako je n deljiv sa 3.

b) Koristeéi ideju izloZenu u reSenju zadatka pod a), svaki pri—
rodan broj n se moZe napisati u obliku 3%+, i=0, 1, 2, 2=0, 1,

Tada je 27-41=23k+i{1=2% (23 —1)4-2¢4-1. Prv1 sabxrak ]e,
prema prethodnom, deljiv sa 7, a drugi (moZe biti 2, 3 ili 5) otigledno
nije.

VI 2.

Prvo refenje. S obzirom da je nejednakost koju treba dokazati
simetri¢na, moZemo, ne umanjujuéi opstost, pretpostavii a>b>c.
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Tada vaZi sledeéi lanac ekvivalencija:
a2(b-+c—a)+b2(c+a—>b)+c2(a+b—c) > 3abc

& abc—a?b—a2c+ a3+ abc—b2c—b%a+b3+abc—c2a—c2b+-c3 >0

& ala—b) (a—c)+b(b—c) (b—a)+c(c—a) (c—b) =0

& ala—Db) (a—c)+(b—rc) (b2—ab—c?+4ac) =0

& a(a—b) (a—o)+(b—c) [(b—c) (b+c)—a(b—c)] =0

& a(a—b) (a—o)+(b—cP(b+c—a)=0

Zbog pretpostavke a2b>c, poslednja néjednakost (koja je ekvi~
valentna sa polaznom) je tatna. Naime, prvi sabirak je nenegativan

zbog pretpostavke a drug1 je nenegativan je su a, b i ¢ duZine stranica
trougla pa za njih vazi b+4-c>a.

Jednakost vaZi ako i samo ako su oba sabirka na lev01 strani
poslednje nejednakosti jednaka nuli, tj. ako i samo ako je a=b=c.

Drugo refenje. Metod koji ¢emo izloziti pogodan je za re$avanje
svih moguc¢ih zadataka u kojima se pojavljuju metri¢ke relacije tro-
ugla. Naime, svi metri¢ki elementi trougla mogu se izraziti pomocu,
racionalnih funkcija i radikala kao funkcija stranica a, b, c. Medutim:
medu brojevima a, b, ¢ vladaju (jer su mere stranica trougla) izvesne
relacije, §to ponekad usloZnjava analizu. Stoga uvedimo smenu:

b+c—a=x a:ﬁi
2
. Z-+x y
ct+a—b=y (T) odavde je b= 5 )
at+b—c==z C:x_;—y_

Kako je potreban i dovoljan uslov da tri duZi ¢ine trougao, taj
da je zbir svake dve veéi od trece to gornja smena uspostavlja obostrano
jednoznaéno preslikavanje izmedu trojki realnih brojeva (pozitivnih)
i trojki brojeva koji su mere stranica trougla.

Tako se ovom smenom nejednakost iz zadatka svodi na:
2 2 Ly\2
(y—l-Z) ot z+x)y+ x ly) < 3 y—}—z) z+x) (x+y)
2 2 2 2 2 2
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Sredivanjem i skraéivanjem dobija se ekvivalentna nejednakost.
6xyz < xy2+x2y+yx2+ 22y - 2x% 1 22x

Poslednja nejednakost je, dalje ekvivalentna sa:

0< xy24x22 < 2xy2+yz2+yx2—2xyz+2x24 sy —2xyz
odnosno sa:

0<x(y—2P+y(z—x?+z(x—y)*
kcia je oligledno ta¢na.

Jednakost vazi u slucaju kada x=y=z, a to je ekvivalentno sa
a=b=c.

VI. 3.

Oznatimo sa r polupre¢nik kruga upisanog u trougao ABC,
a sa rg, 7p, rc poluprenike krugova upisanih u trouglove dobijene
konstruisanjem tangenti, na upisani krug, paralelnih stranicama a, b, ¢

tim redom. Neka je, dalje, P-povrSina trougla ABC a s— 21 2T¢ _

njegov poluobim. Prema oznakama sa slike, trougli AB,C; i ABC su
sli¢ni pa se polupreénici’ upisanih
krugova 7, 1 r odnose kao visine
ha' 1 hg, koje odgovaraju stranicama
B,C, i BC tim redom. Dakle,
T _hd
Ta ha,
Kako je hy'=hy—2r, to iz
(1) dobijamo: . :

0

ro— ha,_‘2r.r N
Ta 7 .
Sliéno vaziizar ir, pa vaii:
rir'——}“—?—z—ir i=a, b, ¢ (2)
hy

Kako je r:£, a'hz-=g_£— (2) postaje:
s i
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_ P(s—i)

L4}

' Uzimajuéi u obzir (3) traZeni zbir je:
S=r2ntr2%m+r% nt+ri. w

] GGG
P2
=7 Y [3s2+a2+b8+c2—2s (a+b+c)+s2]
P2
=T [452+a2-+b2+c2—45?] (jer a+b-+c=2s)

= % (s—a) (s—b) (s—c) (a*+B2+2)s (jer Pr=(s—a) (s—b) (s—¢)s)

8 n(b+c—a) (c+a—b) (a+b—c) (a2+b2+c?)
(a+b+c)3

VL. 4.

Odaberimo proizvoljnog nau¢nika iz pretpostavljene grupe od 17.
S obzirom da se on dopisuje sa svakim od preostalih 16, a prepiska
se vrsi na tri teme, postoji bar jedna tema o kojoj se on dopisuje sa °
bar 6 ostalih naucnika. Naime, kada bi se on o svakoj od tema dopisivao
sa ne viSe od 5 naudnika, s obzirom da postoje tri teme, ukupan broj
preostalih nau¢nika ne bi bio veéi od 15 $to je nemoguce.

Odaberimo, dakle, jednu takvu grupu od 6 naudnika sa kojima
se pretpostavljeni dopisuje po jednoj istoj temi. Ako medu ovih 6 na-
uénika postoje bar dvojica koji se medu sobom dopisuju po istoj temi
kao i sa pretpostavljenim, onda oni zajedno sa njim &ine traZenu trojku.
Ako to nije tatno, onda se svih 6 nau¢nika dopisuju medu sobom o
samo dve preostale teme. Odaberimo nekog od njih. Medu preosta-
lih 5 naunika postoje bar trojica sa kojima se on dopisuje o jednoj
temi (jer su sada preostale samo dve teme). Ako se bar dvojica od njih
dopisuju o istoj temi kao i sa odabranim, onda oni sa njima &ine tra-
Zenu trojku. U suprotnom, sva trojica se dopisuju po jedinoj preostaloj
temi, pa opet &ine trazenu trojku. ;

Dakle, traZena trojka nauénika koja se dopisuje o istoj temi uvek
postoji, $to je i trebalo dokazati.
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VI. 5.
Neka su date tatke 4, B, C, D, E. Kroz -ovih pet tataka prolazi

ukupno (;)=10 pravih. Kroz svaku tatku pojedinacno, prolaze 4

prave.

Prema tome preostaje 6 pravih koje kroz odabranu tatku ne pro-
izze 1 prema tome 6 upravnih kroz odabranu tatku, na date prave.

Posmatrajmo proizvoljne dve tatke, 4 i B na primer. Izratuna-
&emo broj preseka upravnih iz tatke A4 sa upravnim iz tatke B. Upravne,
kxroz B, na prave koje prolaze kroz A, seku sve upravne iz tatke A.
Kroz taCku G prolaze 3 prave koje ne sadrZe B. Dakle, iz B se na njih
mogu spustiti 3 upravne. One se seku sa upravnima iz tatke 4 u 3 - 6=
=18 talaka. Svaka druga upravna iz tatke B sefe 5 upravnih iz tacke 4
(sa jednom se ne sele jer su upravne na istu pravu). To je dakle 3 -5=15
preseénih taCaka. Zajedno, to su 33 talke. Ovakvih parova taCaka,
kao §to su 4 i B, ima ukupno 10 pa preseénih tadaka nema vise od
33-10=330. Ali, neke od njih su podudarne. Naime svake 3 tatke
od 5 datih formiraju trougao. Visine tog trougla se seku u jednoj tacki,

a spadaju u razmatrane upravne. Takvih trouglova je (2)210 paje

prese¢nih taaka 330—304-10=310.

VL. 6.

Dokaza¢emo tvrdenje zadatka u opS$tem slucaju. Dakle, neka je
D, proizvoljna tacka u trouglu ABC Ako su P, Q, R presecne taCke
pravih AD1, BD, CD; sa stranicama BC, AC, AB respektivno, onda
se prave AA1 i PD seku u tacki A3, BBy i QD u tacki By a prave CCy
i RD u tadki Ci. Neka je D preseéna tacka prave DDy i ravni A1B1Ci. -
Lako je videti da tetraedri D141D2Cy i D2AD;C imaju jednake zapre-
mine. Isto vaZi za tetraedre D101D231 i D2CD1B odnosno DlBlDzAx
i DoBD1A. Zbog toga su zapremine tetraedara A13101D1 i ABCD;
]ednake, pa )e dovoljno dokazati da tetraedar ABCD; ima tri puta
veéu zapreminu od 'tetraedra ABCD. Ta dva tatraedra imaju zajed-
ni¢ku stranu ABC pa je dovoljno dokazati da je visina prvog od njih
tri puta veéa od visine drugog. Na, to je ekvivalentno sa D1D2=3D1D.

Neka je M tacka u kojoj prava AD prodire ravan CBB1C; i neka
je N preseéna tatka pravih PM i B;C;. Zapazimo da je N istovremeno
i presetna tacka pravih A1D; i BiC;. U trapezu BCCiB1 duz PN je
paralelna osnovama i prolazi kroz talku preseka njegovih dijagonala.
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Onda je PM=MN. Zbog toga je A1M teZi$na linija trougla 4:PN.
Ako,je D3 presetna tatka duzi A1M i DDz, onda je DD3=DgDs. Na
sli¢an nacin zakl;uéulemo da je DiD=DDs, odakle neposredno sledi
da je D1D2=3DD, §to je i trebalo dokazan

VIL 1.
Za svako realno x vazi
|4/ T+ sin 2x— 4/ 1—sin 2x| < max{\/i—f—sian,\/l-—sin 2x}<v2
Prema tome, dovoljno je ispitati kada vaZi leva nejednakost. Primetimo
da je 4/ 1+ sin 2x=1/sin?x+ cos?x+2 sinx cosx= |sinx-+cos| i, sli-

N T s ] I
¢no, 4/1—sin 2x=|sinx—cosx|. Za ~2—<x <7 je cosx<0, pa ne-

. " T . . . ' s
jednakost vaZi, Za 0 < x<C —4- je ||sinx--cos|—|sinx—cosx||=2 sinx <<

. " T T, . :
<2 cosx, pa nejednakost ne vazi. Za 7< x<— je || sinx 4 cosx|—

2
— |sinx — cosx||=2 cosx, te nejednakost vaZi. Sliéno neiedna-

kost vaZi i za g;—t< x<7zn, a ne vaZi pri?‘—:—t <x < 2m. Zakljudak:

1o obe nejednakosti su zadovoljene pri %:— < x<zf.

VIL 2.

S obzirom na uslove zadatka moZemo pisati: ai2=—da, ai3=—>b>
an=—c, an=—d, an=—¢, app=—f, zatim an=a+b-+a, ap=c+
+d+{3, a33—-e+f+y, gde su svi brojevi a,b,¢,d, ¢, f,a, B,y pozi-
tivni. Determinanta sistema je stoga:

a+b+a —a —b
—c  ctd+B  —d | =(a+bta)(c+d+B) (e-Hf+y)—ade—
—e —f  etfty ,

—bcf—ac(e+f+y)—be(c+d+B)—df(a+b+a). Kada se izvr$e nazna-
tena mnoZenja i dobijeni izraz se sredi, dobiée se samo pozitivni sabirci,
pa vidimo da je determinanta razli¢ita od nule (pozitivna je). Stoga
sistem ima samo trivijalno refenje, $to je i trebalo dokazati.
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VIL. 3.

Ako tatke A1 i Ci ispunjavaju uslove: 44,=CD i A4 || CD
odnosno CC1=AB i CC. || 4B, onda je AC|| 4D || BC. i AC=

=A1D=BC,;, tako da je tetraedar ABCD dopunjen do trostrane
prizme CDC AAB kojoj je visina
jcdnaka najmanjoj udaljenosti d
izmedu mimoilaznih pravih AB i
&D. Piramide DAA:B i BCDC
imaju jednake volumene:

1
Voaa,8=VBcpe,=— iab sin wd= .
2 2

abd

- sin )]

jer su im bazisi medusobno kongruentni (ACDC;~ AAA:B i njihova
je povr§ina 1/2 absin w) a visine iste (jednake d).

Ravan paralelna mimoilaznim pravim AB i CD (i stoga i ravni-
ma AA1B i CDCi) koja deli zajedni¢ku normalu EG tih pravih u
razmeri & : 1,

EF : FG=Fk : 1, (2)
deli i ostale ivice AC, BC, BD, AD, A1D.i BC; tetraedra odnosno
prizme u istoj razmeri redom u tatkama K, M, N, L, L, i M.

Iz (2) sledi
(EF+FG):FG=(k+1):1ili d:FG=(k+1):1ili FG:d=1:(k+1) (3)

i EF :(EF+FG)=Fk : (k+1) ili EF :d=k:(k+1). 4
Otdigledno je:
Vaprimn=Vkr.ma4,8— VLL,N448— VBuNMm, (5)
i Vepkrmn=Vepe,grm,— Vepeunmu, — VL. (6)
Iz poslednjih proporcija u (4) i (3) izlazi redom:
VkL.M 44, B= i absinw - EF= _ubdk sin ® @)
2 2(k+1)
i VCDCLKLlMlziab Sinm'—FiG=ab—dSin . (8)
2 2(k+1)
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Kako je:

T k3
Vemnm, : Veepe,=(EF : EG®=(EF : d}=———— (9)

(R+1)3
. == — 1
i Vprow : Vpaap=(FG : EG3=(FG : d)3=m > (10)
imamo iz (1) i (9) odnosno (1) i (10):
k3 ab dk?
vV =——Vgepe,=———sinw 11
BMNM 18 BCDC 6t 1)P (11)
1 abd
i Vprp,w=———Vpag,p=———sinow 12
DLLN et 1P DAA:B 6ot 1) (12)
Iz (1) i (12) odnosno (1) i (11) proizlazi:
bd 1
Virwaa,=Vpaa,s— Vprr.n= a6 sin ® (1 vu(k—l—_l)?‘) (13) |
abd f k3
Vene, =V —V. = ——:8inow |1 — 14
CDCLMNM BCDC BMNM p ® ( T 1)3) (14)

Konacno, (5), (6), (7), (8), (11), (12), (13) i (14) daju:

1 . 3k 1 k3
- —abdsin o|———{1— —
) 6 k+1 (k413 (R+1)
Vaskiun : Voprimn= 3 8 T
—abdsinw —[1— -
6 B+l k+13 (B+1)3

R (R+3)
3p+1

VIL 4.

Prema uslovima zadatka x1, xa, x3, x4 zadovoljavaju sistem x1-+
- Fxoxsxa=2, Xo-x123x1=2, x3-+x1%260=2, X4-}+x1%2x3=2. MnozZeéi ove
jednadine redom sa xj, xg, x3, x4 vidimo da x1, x2, x3, x4 su Koreni
kvadratne jednadine A2—2A+a=0 (gde je a=x1x2x3x4), pa medu bro-
jevima xi, X2, X3, X4 ne moze biti viSe od dva razlicita.
1° x1=xp=x3=x4; imamo x31=x1=2, pa je xj=xp=x3=x4=1
(zanimaju nas samo realna reSenja).
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2° x1=u, xa=x3=x4=0; u+v3=2 i v+uv2=2. MnoZenjem prve
jednacine sa 22 i oduzimanjem druge dobijamo 2% —222—24-2=0 ili
(v—1)2 (v+1) (v24+942)=0. v=1 daje ve¢ dobijeno resenje, a v=—1
daje u=3, tj. x1=3, xa=x3=x4=—1 (novo reSenje).

3° xy=xp=u, x3=xa=wv. Sistem postaje u-+uv?=2, v-+uv=2,
ili, oduzimanjem (u#—9) (1-,uv)=0. Za u=v imamo slutaj 1°. Za
ui==1 jednacina u-+uv?=2 uaje u-+v=2 pa je opet u=ov=1 (slucaj 1°)
Stoga su jedina reSenja sledeéa: xlzxg—xg—m—l i jedan od x; je
jecnak 3, a ostali su jednaki —1.

VII. 5.
a) Neka tactke A1, B1, P, Q, P1, Q1, A2, Bs ispunjavaju uslove:
MQ || AA1 || PPy || BuB:| OB

i MP || BB || Q01 || 41421 OA.

Iz Thalesove teoreme slede proporcije:

AM AP A1P1
MB PB: PiBs

_ 410 :Ale
OB 1B
DokaZimo da se ortocentar H

trougla AOPQ (tj. presek visina
PP; i Q) nalazi na A;B;. Neka je .

™

K presek visine PP;iprave A1B;. 0 B,RA, & B
Iz AB1BoAi~AKP1A; i (') izlazi
APy AiK A01  AIK
= odnosno =
PiBg KB 01B1 KBy

1z poslednje proporcije imamo slinost AA1AsBi~ AKQ1B1 a
odatle KQ; |_OA, tj. K je i na visini 01Q, odnosno poklapa se sa orto-
centrom H. Time je dokazano da ortocentar H pripada A B.

Nije teSko videti da za svaku tatku K duzi A1B: (i samo te tacke)
postou tatka M na AB takva daje K ortocentar AOPQ gdeje MP _J_ 04

‘i MO | OB.

b) Ako je M u AOAB, onda postoji duz A'B’ || AB takva da je
M na A’B’. Otigledno AOA’'B'~AOAB i ortocentar HAOP'Q'
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(MP' ] OA', MQ' | OB’) nalazi se na duzi 4;1'B,’ koja Ei_hoin_otetiéna
sa A1B; u odnosu na O s koeficijentom homotetije OA’/OA. Zbog

neprekidnosti homotetije, izlazi da kada M prolazi unutras$njoséu
A OAB, H prolazi unutra$njo$¢u A OA1B;.

Az VIL. 6.

Dokaz je induktivan.
I ocigledno je da broj dijametara za skup

od 3 tatke mozZe biti najviSe 3 (ako je A 414243

jednakostrapi¢an, onda je broj tri dostignut),

A A II Pretpostavimo da je broj dijametara
4 2 e P : . v .

ili, $to je isto, broj parova tacaka izmedu
kojih je razdaljina jednaka maksimainoj, tj. dijametru d, za ma
koji skup od » taCaka i ravni n'ajiée n. Dokazimo tada da brojnost
skupa {4id; | Aidj=d i d=max {4:4;}, i, j €{L, . . ., n+1} ne moZe

HJ

bit veéa od n--1.

Povucimo sve dijametre u skupu od n-+1 tadaka. Moguca su
dva sluéaja.

Prvi sludaj. Ako iz svake od n-+1 tadaka Aj, As, ..., Ags1 ne
polaze viSe od dva dijametra, onda takvih dijametara moZe biti najviSe

2(n+1)- —;T;n_l_l (jer je svaki dijametar ra¢unat dvaput: A;A4; i A;A4;).

Drugi slu¢aj. Iz jedne tatke, recimo A3, polaze bar tri dijametara,
recimo A1A;, A14; i A1Ax (i eventualno jo§ neki). Kako je 414;=
=A1A;=A1Ar=d, tatke A;, A; i Ax leze na krugu K radijusa d sa
centrom u 4i. Zbog A;Aj, AjAx, ArA;<d tatke Ay, A; i Ar nalaze se |
na luku kruga Kj koji odgovara |
centralnom uglu manjem od 60°.
Ako je tatka Ar na luku A:4;
(<A:A14;<60°), ondasvih n+-1 ta-
¢aka lezi u preseku krugova Ky, K; i
K; (K;iK; su krugovi radijusa d sa
sredi§tima redom u talkama A; i
Aj). Otuda je A jedina tacka naSeg
skupa udaljena od A4y, za d, tj. iz Ak polazi jedan jedini dijametar Az A4;.
Skup od 7 tadaka: {4, ..., Apu\{4x} ima, prema indukcijskoj
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pretpostavci, najviSe n dijametara. Ako se tome skupu doda tatka Ay
iz koje polazi jedan dijametar, dobijamo polazni skup od n-4-1 tataka
koji ima najviSe n41 dijametara. ‘ ,

Gornje rasudivanje baca viSe svetlosti na moguéne rasporede
skupa od n tacaka kad je maksimalan broj dijametara dostignut i iznosi
. Iz triju logi¢kih moguénosti: 1. postoji tatka iz koje polazi najvise
jedan dijametar, 2. iz svake tacke polaze dva dijametra, 3. postoji tatka
iz koje polaze bar tri dijametra, i razmatranja u drugom sluc¢aju indu-
rcijskog koraka, izlazi da 3. moguénost ima kao posledicu 1. To znaéi
da su mogucnosti 1. i 2. jedine (a one se medusobno iskljutuju).

Maksimalan broj od #n dijametara dostignut je kada je » neparno
i tatke A1, ..., An su temena pravilnog n-tougla (na slici je petougao)
i1 kad je # parno a 4, . . ., Ap—1 su vrhovi pravilnog n-tougla a 4, je

Aa

A, A, A, Ag

taka opisanog kruga oko tog n-tougla. Takode je dostignut kod figure
gde su Ai, Az, As temena ravnostranog trougla (stranice d) a ostale
taCke A4, ..., An su na jednom od lukova A1A4z, A243, AsAy s cen-
trima redom u A3, A1, Az (na slici je #=7).

VIIIL 1.

Oznadimo sa M skup svih onih udenika koji su reSili zadatak A3
sli¢no sa N, P skupove svih onih ucenika koji su re$ili zadatak B odnosno
C. Sa k(F), za neki (konadan) skup F, oznacimo
broj elemenata skupa F.Neka je k(M / (NU P))
=% ..., R(MOANN P)=w. (Videti sliku). U
zadatku se traZi da odredimo y. Imamo, na
osnovu predpostavki u zadatku, slede¢e jedna- 4

¢ine:
x+y+z+itutotw=25 )] 4

yt+u=2(z-+u) )
x—1=t4v+w 3) p
x=z+y Q)
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Iz jednaéina (1) i (3) dobijamo: 2x-+y--2+u=26, a zatim ko-
ris¢enjem (2) i (4) izvodimo jednadinu z+4y=26. S obzirom da su
%9, ..., w celi nenegativni brojevi iz poslednje jednacine sledi da

y nije vece od 6. Iz jednatine (2) zakljuCujemo da je y=22+u, 2< Ea )

a time je 26= z—}—4y< +4y—92 odnosno y > %2—:5,7 . Prema’

tome, ako sistem ]ednacma (0, (2), (3), (4) ima reSenja mora da bude
y=6. Jedno reSenje sistema bilo bi: 8, y=6, 2=2, =1, u=2,
v=1, w=>5.

VIIL 2. ,
« i B su ostri uglovi. (Ako bi npr. bilo «>>90° imali bismo da je

tg %(a tga--btgB)<b tg%— tgp<<htg —;—ctg ~;—=b<a+b). Pretposta-

vimo daje a<b. Tadaje atga+btgp—(a+bd) (tg_a;—_t_g_&)z_% (a—b)

tgattg P < tgoc-}—(-}
2
na ( 5 ) Stoga je tg— (atgat+brgP)>tg — Y (a+b) (

>1g Y - (a+b) - tg( "'2“5

kontradlkcua Sli¢no zaklju¢ujemo da ne mozZe da bude b<a.

zbog konveksposti funkcije tgx

tg attg B)>

(tga—tgPB)>01i

; (a+b)- Ctgf'—a—{—b Dob11ena je

¢ Napomena: Svojstvotg
at+f < i O'H_tgg moZe da se do-

2 2
8 kaZe i koriS¢enjem svojstva sime-

trale ugla trougla, da deli naspramnu
stranu na odse¢ke koji su proporci-
/ onalni odgovarajué¢im drugim dvema
Y stranicama. (Videti sliku!). Imamo:

CB—BA=tg o+ tg f— 2tg( “ZHS)

0 M >0, jer je CO—AO0>0 i CO:
: AO=CB : BA.
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VIIL. 3.

Prvo reSenje. Postavimo koordinatni sistem Oxyz tako da se
temena tetraedra, za neko a>o, poklapaju sa tatkama 4 (—a, —a, —a )s
B{a, a, —a), C(a, —a, a), D (—a, a, a). (Lako se mozZe proveriti da j 1e
AB=AC=AD=BC=BD=CD). Zbir rastojanja tacke (x,y,2) od
temena A, B, C, D jednak je

f% 3, 2) =V (x+aP+(+aP+(e+a)? +
+ VG @Rt (y—aP+ G+ ap +VE—aPt T F+ e —aP +
+ VGt —apFE—ak.
S obzirom da je, prema nejednakosti kvadratne i aritmeti¢ke sredine

tri broja: /“2+Bz+72 5 lal+IBI+Iyl «+B+Y nalazimodaje
3 z 2 ~ 3

flx v 2)2 \/L—g [(x+a)+(y+a)+(z+a)+(a—x)+(a—y)+(z+a)+

+(a—2) + (a+y) + (6—2)+(a+%)+(a—y)+(a—2)]=4aV/3. Jedna-
kost vaZi jedino u sluéaju kad je x=y=2=0.
Drugo reSenje. Neka je A>>0 fiksiran realan broj i ¢(x, ¥)=

=4/®+ R+ 12+ 2%, x>0, y>0. Lako dokazujemo, kvadriranjem,
da je ¢ (%, ¥)>¢ (x:,:y x;—y) Neka je ¢ (x y, 2)=V*+22+

+4 2R+ 2L, x>0, y =0, 2>0. Dvostrukom primenom ne-

jcdnakosti <P (xa y)?‘? ('x%)’ x——i_‘y nalazimo da je ¢ (x, ¥, Z) ?

g ¢(ﬁz’ > 2)2 p(Ftot2e wty ¥HyH22 ) pefinigimo
22 4 2 4

(%n+1, Yn+l, Zp41)= ¥n+Yn+22n Xn+Yn Xn+yn-+22n ) ’
> 3 n - 5 s

4 2 4
(xlzyla ZI)Z(xyy; Z) kao 1 an:“xn—yﬂ|+|yn“2n|+|2n—xn|. Nala-
zimo da je 0< a1 <%“, n=1,2, ... tj. an—0, n->c0, odnosno

x;.-—-yn——>0, Yn—2n—>0, 2a—xy,—>0,n—>00. Posto je xp+yn+zn=x+

+y-+zsledi da xn-ai_—i—;,i, Yn—> x+§+z, 2n—> z+3;+z’ n—>+
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+ 0. Kako je LIJ (%15 Yus zn)>‘-p (xp+1, Yn+1 Zn+])’ n=1,2,
biée ¢ (x, 3, 2)=

x+y+z x+y+z xt+y+tz
> q»( . , ) :

3 3 3

Oznatimo sa A, B, G, D temena tetra-
edra, sa 4; podnoZje visine tetraedra iz teme-
na A, sa M neku tatku koja nije izvan tetra-
edra, sa M njenu ortogonalnu projekciju na
ravan BCD i sa N talku visine AA:1 za koju
je NAi=MAM,.

Prema predhodno dokazanom je

H\2
M1B+M;C+M1D) MM >

> 30/ 4182+ MM? =NB--NC-+ND. Takode je i MA>NA.

"MB+MC+MD>2 3J(

Ispunjeno je dakle: MA+MB+MC+MD>NA+NB-+-NB--
+NC. )

- Oznatimo sa Ng41 ortogonalnu projekciju tatke Nzx na visinu
CCi, a sa Nap2 ortogonalnu projekciju tacke Nag41 na visinu AAl,‘
No=N, k=0, 1, 2,...Niztataka N teZi teziStu tetraedrai vazi Nx11 4+
+Ng11B+ Ng+1 C+Ng+1D < NgA+ NiB
+NiC+NgD. To znadi da je MA+MB
+MC+MDzTA+TB4+TC, gde je. T
teZiSte tetraedra. Lako se dokazuje da
poslednja nejednakost vaZi i kad je tacka
N izvan tetraedra ABCD.

Treée reSenje. Neka je ABCD
pravilan tetraedar i M taCka koja ne
pripada pravoj AA;. (AA4; je visina tetra-
edra). Rotaciom tetraedra oko A4
za 120° odnosno 240°, tatka M prelazi u M’ odnosno M".
Imamo: MB+MC+MD=MB+MC+MD= M"B+M"C+

—I—M"D Tezx§te trougla MM’M” oznacxmo sa L. Biée BM+BM’+
+BM”—3BL—]—LM—{—LM'+LM” 3BL |BM|+|BM’|+|BM”|>
> | ’?M—|—BM'+BM”|-3 |BL|, |CM|-|—|CM'|+]CM”|>3 |CL|,
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|DM|+|DM’|+|D ”|>3 |DL|, ato znaél da je BM+CM+DM>
>BL+ CL+DL. Takode j je AM>AL.

" Ako je L neka tacka visine AA4; tetraedra, defini$imo na visinama
EBi, CCy, DDy tacke L', L, L' takve da je AL=BL'=CL"=DL'".
Oznaélmo saT te21§te tetraedra T je u)edno teZiste tetraedra LL'L"'L""’

4 je AL+AL’—|—AL”+AL’" 4- AT Sliéno kao malopre zaklju-
?‘ulemo da je ATH+BT+CT+DT<AL+BL+CL+DL, pri &emu
jednakost vaZi samo kad je T=L.

Na kraju izvodimo zaklju¢ak da je AM--BM-+CM-+DM>
2AT+BT-+CT+DT i da jednakost vaZi jedino kad je M=T.
Ovaj dokaz se moZe znatno skratiti ako se koristi grupa svih rotacija
tetraedra.

VIIL. 4.

S obzirom da je ———1———-— =ctg 2%-1 x—ctg 2% x, k=1,2,- - -,
' sin 2% x :

ATC . .
xF —5—, nalazimo da je
1 1 LR
sin2x sin4x sin 2M x

+(ctg 271 x—ctg 2® x)=ctg x—ctg 2" x.

~(crga—tg 20+ " -+

VIIIL. 5.

Neka je L1=|a1—az|x2+|a1—a3|x3+|a1—fz4|x4, cees L=
=|as—a1|x1+|as—az|x2+|as—az|x3. Predpostavimo da je a1<aa<<
<az<agq. Tada je

|az—az| Ly—|a1—as| La+|a1—az| Ls=2|a1 —az|| a2 —as | x2=0,
" |as—ag|Lz—|a@s—az| L3+ |az—az| Ls=2|az—as||as—a4|x3=0.

. . 1
Dobijamo: x2=0, x3=0, a zatim x4=——— =x;.
: ' |ar—aa|

U opstem sludaju, ako je ;s<aj<ap<ai, gde je 4,5, k, I neka
1

permutacija brojeva 1,2, 3, 4 biée xj=xx=0, x;=2x; = qr—
ar—ag|

85



VIIL. 6.
Prvo resenje. Pretpostavimo najpre da je trougao ABC jednako-
strani¢an. Neka su A1, By, C1 sredine. stranica BC, CA, AB. Ako je
A npr. AM<AGC,, posebno treba da se ispita
slu¢aj kad je BK<<BA;, CL<<CB;. (Ostali slu-
. Cajevi su jednostavni). Akoje MCy< K4, on-
M da fje BM-BK<(BCi+KA41) (BA—KA)<

B., <BCy - BA;, tj. PAMBK < PABC1A1=% P;

1
ako je KA1<LB; onda je PAKCL<7P;

‘ P
B K A, Cako je LBi<MC; onda je PAAML< :

Polto ne moZe da bude MC1>KA1>LB1>MC;, tvrdenje zadatka
za jednakosrani trougao je tatno. Primetimo jo§ da se svaki trougao
afinom transformacijom moZe da preslika u jednakostranian trougao,
to jest za bilo koji trougao postoji u prostoru ravan na koju se ortogo-
nalno projektuje u jednokostranitan. Pritom se Cuvaju razmere
povrsina.

Drugo reSenje. Neka je AM : AB=x, BK : BC=y, CL : CA=
=z. Bi¢e: PAAML - PABMK - PACLK:—;— AB -x-AC- (1 —2)-

sin A’—;AB’(I‘-’C)'BC'ysinB-—;-BC(l —y)- AC+ Zsin C—
:»é—x(l—x) - y(1—y) - 2(1—z) - AB2AC?BC?sin A sin B - sin ¢ <_:;'"

3 3
. —41-—) AB2 AC2BC?sin A - sin B - sin C = (%) Znati da je

APAAML 4PABMK _4PACLK

P P P
nioca sa leve strane nejednakosti manji ili jednak jedan.

<1, te je bar jedan od tri Ci-

U dokazu je kori$tena nejednakost .7\(1f—7\)<~‘11— » 0<A <1 koju

dokazujemo npr. primenom nejednakosti aritmeticke i geometrijske
sredine brojeva A i (1—2).
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IX. 1.

Trouglovi ABD i BCD (vidi sliku) su (jer je éetvorougao ABCD
paralelogram) podudarni. Prema tome, da bi krugovi K4, Kz, K¢ i Kp
pokrivali paralelogram ABCD, po- B c
tzebno je i dovolino da krugovi '
K4, Kg i Kp pokrivaju trougao
ABD.

Po pretpostavci trougao ABD
ie oStrougli (pa je takav i BCD).
Pokazaéemo da vaZi sledeCa lema.

Lema. Neka je ABD ostro-
ugli trougao. KrugoviK4, KpiKp A

. D
poluprecnika r, sa srediftima u 4, B i D, tim redom, pokrivaju tro-
ugao ABD ako i samo ako pokrivaju sredifte kruga opisanog oko tro-
ugla ABD. ’

~ Dakle, potreban i dovoljan uslov da bi ovi krugovi pokrivali
trougao je R<r, gde je R polupretnik kruga opisanog oko trougla.

Dokaz. Pretpostavimo da krugovi pokrivaju trougao. Tada bar
jedan od njih pokriva i srediSte opisanog kruga, koje se, zbog toga $to
je trougao oStrougli, nalazi unutar trougla. Dakle, R<; a kako su svi

A : krugovi istog polupretnika to svi oni
pokrivaju sredi$te opisanog kruga.

Pretpostavimo da krugovi K4, Kp
i Kp pokrivaju srediSte opisanog kruga,
odnosno, R<r. Ovo srediSte se, kako je
pomenuto, nalazi unutar trougla 4BD.
Neka je M proizvoljna tacka u unu-
tra$njosti (ili sa ruba) trougla ABD. Ako

B - ©  se M nalazi na nekoj od duz S4, SB,
SD (S — sredi§te opisanog kruga), onda je pokrivena bar jednim od
pretpostavljenib krugova (jer su im sredi$ta u 4, B, D i pokrivaju S).

U suprotnom, M se nalazi u nekom od trouglova ABS, BDS,
DAS ili na nekoj od duZi AB, BD, DA. Ne umaljujuéi op§tost, moZemo
pretpostaviti da se M nalazi u trouglu 4BS ili na AB. Bar jedan od
uglova XAMS i {BMS nije oftar (jer bi u suprotnom ugao AMB
bio veéi od opruZenog ugla). Neka je to ugao LAMS. Tada je trougao
AMS, trougao sa ne oStrim uglom kod temena M, pa je u njemu stra-
nica A4S najveéa. Dakle, AS>AM. Kako je AS=R<r, tojei AM<r,
pa je M u krugu K 4. Kraj dokaza.
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U nafem slu¢aju r=1. Stranice trougla 4BD su, po pretpostavci
AB=a, AD=1 i BD=4/1+a%—2a cos «. PovrSina trougla ABD je:

AB-AD a-sina
PABD=-—2—- sing=——.

‘Odavde je poluprecnik opisanog kruga:

AB-AD-BD _ 1-a-4/1+a2—2acosa 4/ 1+a®—2acos«
4Pspp 2asina - 2sina

DakKle, uslov R r ekvivalentan je sa

\/1+a2~—2acos a

R:

1
_ 2sina <i M
Resavajuéi nejednakost (1) po a, dobijamo:
cosa+4/3sina>a> cosa—4/ 3sina. )

Nejednakosti (1) i (2) su ekvivalentne. Medutim, desna nejedna-
kost u (2) je zbog pretpostavki zadatka uvek ta¢na. Naime, kako je
trougao ABD oStrougli podnoZje visine DD’ nalazi se na duZi 4B
(vidi sl. 1). Takode AD'=AD cos a=cos a.. Sem toga _{1D'<AB:a,
pa je cos a<a. Odavde je jasno da je i a>cosa—\/3sin o.

Konatno, paralelogram ABCD je pokriven krugovima K4, Kp,
K¢ i Kp ako i samo ako je trougao ABD pokriven krugovima K4, Kg
i Kp, #to je, kako je pokazano, ekvivalentno saa > cos a—- \/ 3 sina.

IX. 2.

Neka je u tetraedru ABCD ivica AD duZine veée od 1. Tada su,
prema pretpostavci, duZine svih ostalih ivica najvi§e 1. Oznacimo sa x
duZinu ivice BC naspramne ivici 4D,
sa H podnoZje visine tetraedra iz te-
mena 4, sa A’ podnoZje visine trougla
"ABC iz temena A isa D’ podnoZje
visine trougla DBC iz temena D.

Trougao AHA' je pravougli, sa
pravim uglom kod temena H pa je
AH< AA’ (jednakost vazi u sluCaju da
je trougao AHA’ degenerisan). U tro-
ugiu ABC tacka A’ deli stranicu BC
na dva dela od kojih bar jedan nije

. x . .
manji od > Neka je to, na primer,

88




A'C. Trougao AA’C je pravougli sa pravim uglom kod temena
A’ pa je: '

‘ ) x\2 x2

A’Az——“ACZ—A'C‘2< 1—(?) =1 —‘: .

AIA Jl x2 e . J x2
< —5 > pa jei AH< l—-;‘—.

Sli¢no razmatranje vaZi i za trougac DBC, odnosno:

’ x2
DD <‘\/1_T'

Za zapreminu tetraedra ABCD vazi, s obzirom na prethodno, slede¢i
niz nejednakosti:

Trakle

VABCD=—;_ AH- Pppc =—;— AH‘—;—BC- DD’

1 .
=—x(4—x2).
24 ( )

Po pretpostavci 0<x< 1. U ovom intervalu funkcija x(4—x2) je
rastu€a, pa najvecu vrednost dostiZe za x=1 i ona iznosi 3.
Dakle:
1

Vapcn<g- Sto je i trebalo dokazad.

Moze se pokazati i viSe, tj. da se ova nejednakost ne moZe po-
boljfati. U tom cilju dovoljno je pokazati da postoji tetraedar Kkoji

zadovoljava pretpostavke zadatka i ima zapreminu %-

To je tetraedar u kome su trouglovi ABC i DBC jednakostra-
ni¢ni sa stranicama duZine 1 i medusobno upravni. U ovom sluCaju

AD= %>1, pa su pretpostavke zadatka ispunjene, a zapremina ovog

tetraedra je, $to je lako proveriti, -;—
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IX. 3. ,
Prema definiciji C; lako dobijamo:
1) ... CG—Cy=p2+p—(@+=(p—q) (p+g+1)
Koristeéi (1) moZe se izratunati:
(Cmi1—Cr) (Cns2—Cx) ... (Cuin—Cp)=
=(m+1—k) (m+1+k—|-1) (m+2 k) (m+2+k+1) ... (m+n+k)
(m—+n+k+1)
=[(m—k+1) (n—k+2) ... (m—Ek+n)] - [(m+k+2) (m+k+3). ..
(m+Ek+n+1)]=4 :
Takode:
CC ... Cp=1:2-2-3-3-4-... ‘n-n(nt+-)=n! (n+1)!=8

Prema tome treba dokazati da je % ceo broj.
A _[n—k+1)---(m—k+n)] [m+k42)---(mtktnt1)]
B n! (n+1)!

_ (m——k+n) m+k+n+l) 1
n+1 m-{-k+l

Prvi binomni koeficijent (m——k +n) je, naravno, ceo broj (mo-
n |

n

guénost m—k-+n< 0 ne menja nifta bitno jer je proizvod n uzastopnih
celih brojeva uvek deljiv sa n! bez obzira na znak). |

Proizvod (m—{—k-l—n-}—l)*l_ je takode ceo broj, jer je
n-4-1 m-++k-+1 _ |
binomni koeficijent ’”+k_’:”+1 ) deljiv sa m--k+1, zbog toga
n

$to je m-+-k-+1 prost broj veéi od n+1 pa prema tome i uzajamno |
pros tsa (n+1)!. Kraj dokaza.

CIX. 4.

Kako je trougao AopBoCo dat, za traZeni trougao ABC (ako
postoji) treba da vaZi: (1) ABC~A1B1C1 i (2) Ao I BC, Byl CA,
Co_1 AB. Prema tome temena traZenog trougla, 4, B i C ¢e se nalaziti
na kruZnim lukovima sa kojih se stranice BoCo, Codo i AoBop vide pod
oftrim uglovima o, B, y Koji odgovaraju temenima trougla A1B1C;
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tim redom. Kako su svim trouglovi ABC ¢ija se odgovarajuéa temena
nalaze na ovim lukovima i koji: zadovoljavaju uslov (2), medusobno
sli¢ni, to ¢e medu njima najveéu
povrsinu imati onaj koji ima naj-
veca stranicu (na pr. uodimo BC).
Pskazacemo da takav trougao
postoji.
Neka je ABC (v. sliku) tro-
ugao koji ispunjava uslove (1)1 (2).
ko bar jedan takav trougao postoji
teC¢ke B i C se nalaze sa razli¢itih
strana tacke Ao. Neka su, dalje, O, |
iy srediSta krugova k. i ky koji
ocdgovaraju uglovima vy i . Prime-
timo da se krugovi kg, kp 1 k¢ seku u
tacki S unutar trougla 4¢BoCo jer je
oa+B+y=180° a spolja$nji uglovi
su ostri pa su spoljasnji lukovi vedi. Projektujemo tatke Op i O, na
pravu BC. Neka su projekcije O’ i O’¢. Kako-projekcija sredista kruga
polovi tetivu to je:

(3) ... BC=BAp+A40C=20"pAo+2A400'c=20",0’¢

Prema tome duZ BC je najveéa kada je duZ OO’y (koja je projekcija
duZi 0pO¢) najveca; to je tada kada je BC||OpOe, tj. kada OpO0e=0'p0’.
Preostaje jo§ da pokaZemo da prava paralelna sa 0,0, sete krugove
kp i ke utaCkama B i C koje su sa razli¢itih strana tacke Ay, jer to zahteva
uslov (2). Za to je dovoljno pokazati da su tacke Op i O; sa razli¢itih
strana prave SAp (koja im je zajednitka tetiva). No, to je tatno jer su
uglovi nad SAo u krugovima kp i k. oftri (manji su od. o3trih uglova
B-i vy a ugao BeAoCo je oStar po pretpostavci). Dakle duz BC sa tra-
Zenim osobinama postoji. - ‘
Konstrukcija je trivijalna.

IX. 5.

Kako svi brojevi ai, ..., ag nisu nula, to su svi brojevi ¢;=
=a™ -+ ... +a"s za parno n pozitivni i dakle razli¢iti 6d nule. Prema
brojevima ¢, koji su nula mogu imati samo neparne indekse.

Dokaza¢emo da ako medu brojevima czs -1, #& N ima beskonacno
mnogo jednakih nuli onda su svi oni jednaki nuli. Takode na resenje
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zadatka ne utiGe to $to svaki od ¢, ima osam sabiraka ve¢ je jedino rele-
vantno to $to ih ima parno mnogo, na primer 2k.

Neka je a=max |a;|. Neka je dalje medu brbjevima a; tatno
1<i<2k ' .

p onih koji su pozmvm i jednaki a i tano ¢ onih koji su negativni i
jednaki —a. I, neka je p+#q.

Tada vazi . J
cen-1=(p—q)a*"2+4c'ap1 )

gde j je ¢'2n—1 2bir preostahh sabiraka &iji je maksimum apsolutnih. vred-
nosti, na primer b, manji od a i ima ih, na primer, r.

Tada iz (1) proizlazi sledeéa ocena:
Iczn—ﬂé lp—gla?*~2—rb2n-2 @

Kako je a>bto, ako je 2n— 1>logal| 4 , vazi |can-1|>0.
»—4ql

Prema tome ako je p+~g onda su svi ¢, posle nekog # razli¢iti od
nule, $to je suprotno pretpostavm Dobl)ena kontradikcija pokazuje
da je p=gq.

Dakle brojeva a; sa apsolutnom vredno$¢u a ima parno mnogo
i oni se javljaju u parovima, pozitivan’i negativan. Dakle u svim zbiro-
vima czp—1 oni se poniStavaju. Preostali deo zbira ima manje od 2%
sabiraka i izloZeni postupak se moZe induktivno produZiti dok se ne
iscrpe svi brojevi a;.

Kona¢no, brojevi a; se javljaju u parovima, pozitivan i njemu
suprotan; pa se, prema tome, ponavljaju u ¢, sa parnim indeksima a
poni§tavaju u ¢, sa neparnim 1ndeks1ma Odnosno, svi czp-1 su jed-
naki nuli.

IX. 6.
Prema uslovima zadatka, ako uvedemo oznake xi za broj medalja
dodeljenih A-tog dana, vaZi:

1
=14+—(0m—1
X1 7(7" ), 
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xg=2 +—'1;—(m——’x1-—2)

xr=Fk —l——;— (m;xl——xz—— "——xk~1—k) 2<k<n—1

Xp=—n
Koriste¢i gornje rekurentne formule lako dobijamo xxq—xx=
1
=1 —— (xg+1).
7
Dobijena formula moZe se svesti na oblik:

xk+1~6=%(xk-—6) ¢))

Formula (1) vazi za 1<k<n—2 (za k=1 mozZe se direktno pro-
veriti). Prema tome brojevi xz— 6 ¢ine geometrijsku progresiju sa koli¢ni-

kom —6~ Stoga.
7
6% :
xk+1—6=ﬁ—(x1—6), a zamenom vrednosti za x; dobija se:

-6k
xk+1=%1 (m-—36)+6 cen (2)

0<k<n—2 (za k=0 proverava se direktno).

Koristeci (2) moZemo izraCunati:

67
x1txe+ - Fap1=6(n— 1)—[~(1 ——%) (m—36)
Kako je xp=n, a x1+ ... +xz=m (ukupan broj dodeljenih medalja)
to je:

m=x1++ - +x,=6(m—1)+ (1 —%) (m—36)+n 3)
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Iz (3) se dobija: )
n——6: m—36 - @)

6n Tn+l

Kako je n—6 ceo broj a brojevi 6 i 7 su uzajamno prosti to jedna,
pa prema tome i druga strana jednakosti (4) mora biti ceo broj. Medu-

tim, lako je pokazati da je |[n—6|<<6”, pa prema tome, da bi n—6.

bio ceo broj mora biti n—6=0, odnosno z=6. Odavde je m=36
Prema tome takmicenje je trajalo 6 dana, a podeljeno je 36 medalja
i to, §to. je lako izraunati, svaki dan po 6.

X. 1.

Neka trougao ABC sa stranicama AB=n, BC=n-1, CA=n—1,
(n>1 prirodan broj) zadovoljava- uslove zadatka. Tada su njegovi
uglovi o, 2¢ i T—3a, gde je 0<a < % Razmatrajmo slede¢a tri moguca
slucaja:

(a) ¥<B=a, LA=2q. Iz relacije -
sin(mr—3a) (sin 2@)2_ 1
sina

ey

sina

.. .. n+1\2
1 sinusne teoreme dobijamo = —1, odakle n=>5.
n—1 n—1
2
(b) *B=a, < C=2a. Relacija (1) daje ﬁ%.—_( ”1) 1,
, n— n—

odnosno #=2, §to medutim nije refenje zadatka.

: —1 1\2 :
(6) ¥C=a, XA=2«. Ovaj put dobijamo ~ =(”+ ) ~1,

' n. o\ n
odnosno #2—3n—1=0. No, ova jedna¢ina nema celobrojnih resenja.
Dakle, jedini trougao koji mo¥e zadovoljavati uslove zadatka je
trougao sa stranicama 4, 5 i 6. Za njegove uglove vaZi

cos(%:B):% i cos({A):% = 2-(—2—)2~—1=cos(2' <X B),

1. 0< XB< g 0< <IA<—’25 i XA=2- ¥B, time je tvrdenje zada-

tka dokazano.
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X. 2.
Neka je n broj cifara broja x i p(x) pomenuti proizvod. Tada je
o px)<9n i x> 1071,
1° Ako je n=1, dobijamo
' p(x)=x, x2—11x—22=0.
No, ova jednadina nema celobrojnih reenja.
2° za n=2 je x2—10x—22=p(x) < 81, odakle
x2—10x+25< 128, |x—5|<4/128<12,
tj- 10 < x< 16. Provera pokazuje da od ovih brojeva jedino x=12
zadovoljava uslove zadatka.
3° Neka je #>3. Tada je
0<1071-5<x—5, (107 1—5)2 < (x—5)2,
p(x)=(x—5)2—47 > 1022107 —22.
Iz 107 >1000 i 107-2—2 > 8 sledi 102#~2—2 - 10% > 8000, pa je
p(x) = 1022-2—107—22 > 1078000 —22>107,
§to protivreci uslovu p(x) <97,
Dakle, jedini broj koji zadovoljava uslove zadatka je x=12.

X.3.
Oznacimo D=(b—1)2—4ac. PotraZzimo najpre refenja sistema za
kojaje x3=x2=. . . =xp=y. Dovoljno je refiti jednacinu ay2+4(b—1)y--

+¢=0. Ona za D<0 nema realnih re¥enja, za D=0 ima tatno jedno
realno refenje, a za D>0 ima dva realna reSenja. Zato je jo§ dovoljno
dokazati da za D <0 dati sistem nema drugih reSenja.

Pretpostavimo da takvo rcsenje postoji i saberimo sve )edna-

¢ine sistema. Ako oznadimo z x;==X, dobijamo
=1

) a-Z x2+(b—1)- X+nc=0.
i=1
Kako je (s obzirom da po pretpostavci nisu svi x; jednaki medu sobom)

> x> L. X2, to iz (2) dobijamo
i=1 n

L. X2 (b—1)- X+ ne<0
n
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u slu¢aju a>0, odnosno

2 X2 (b—1)X+nc>0
n

u slu¢aju a<0. No, obe ove nejednakosti su nemoguée za realno X,
jer je diskriminanta kvadratnog trinoma na levoj strani jednaka D
i po pretpostavci< 0.

X. 4.

Neka su ivice tetraedra ABCD BC-—a, AC= b, AB=c, AD=d,
BD=e¢ i CD—f Prctpostawmo da ]e ivica AD=d takva da mjedna
druga ivica nije duZa od nje. Tada je

3 dte>f i d+f>e
4 d+b>c i d+c>b.

Iz trouglova ABD i ADC dobijamo c{e>d i b-+f>d, odakle b+|c-
+e-+f>2d. Zato vazi bar jedna od nejednakosti

b+c>d, e+f>d,
$to zajedno sa (3) ili (4) dokazuje tvrdenje zadatka.

X.5. (a) vazi:

| e 2a)= e+t = AV EF -G aP =

=% + A/ %Jr Vi@ -k (%Jr VI @+ f(x)—

1 |
~ [ )=;+ = 4t {f(x)— - ’
No, kako je

f(x)=%+ x/f(x—a)—[f(x—a)]w%,
to je

. f(x+2a)=f(x),
tj. b=2a.
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(b) za a=1 (b=2) datu relaciju zadovol;ava npr. periodi¢na
funkcija deflmsana sa

f(x)={ B —1<x<0 o
1, O0<x<l

ilf npr. neprekidna funkcija f(x)=% (1+ | cos =¥ |)
X. 6.

Prvo reSenje. Neka je n=xm xpn—1

m
.. X1X0= Z 2tx;, xiE{(), I}.

)
zapis broja n u binarnom sistemu. Razmatra)um sluca;eve xx=01x=1
lako se proverava da je

n+2k Xm Xm—1 ... xk-l—l‘_l'xk, E<m
Eoun ol
0 s k>m

Odatle je trazena suma:

© [y 2k L |
2 [ 2"+1]=(xm 17+ X1tx0)+(@m e - Xt x) o+ (mt

+ %m—1) +Xm=2xm (2714 272+ -

4204 1)+
otm g (272 2m-3 - -

+204 1)+ - - - +x1 (204
+1)+x0=2" % +-2™ 1 xpp_1+ - - - +2 x1+x0=n.

Drugo reSenje. Razmatrajudi slucajeve x—[x]<f2i x—[x] > —

lako se dokazuje da za svako realno x vazi relacija

[x—i——;—] =[2x] ~ [x].

Stavljajuéi u nju vrednosti x=

"1 za k=0,1,2, ..

. » m 1 sabirajuéi
dobijene relacije, dobijamo

Ll |m-fa)
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Kako je otigledno lim [—'im— =0, to je i traZena suma

71—+ 00
it [ n--2k ]
|—|=n.

2ol 2ra1
XL 1. : )
Neka je a=4k%, gde je k prirodan broj veéi od 1. Tada je
z=nta : ‘

=nt{|4k*

=nt+4n2k2{- 4 kA —4n2k2
=(n2-+-2k2)2—(2nk)?
=(n24-2k2—2nk) (n2-+2k2-+2nk);
12+ 2k2—2nk—=(m—Ek)2-+R2 > k2>1;
2 2k2 4 2nk—=(n-}-k)2 -+ k2>R2>1.
Broj z je sloZen, jer se moze predstaviti u obliku proizvoda dva
prirodna broja veca od 1. Odavde sledi tvrdenje zadatka.

XI. 2,
Pomoéu adicione formule dokazujemo da je

f(x)=A sin x-B cos x,

gde je — A=sin a1} S az + ...—‘rsma“
2 2u-1
i B=cos a1+3‘§f3+ - +cos on
2 2n—1

Brojevi 4 i B ne mogu biti oba jednaki nuli. Zaista, ako bi bilo
A=B=0, funkcija f bi bila identi¢ki jednaka nuli, a to nije tano jer je
f(—ar)=cos (al_'al)+,_cﬂs_(ai‘_‘19+ .. __;.‘E(an_—“_ﬂ

2 01

1 ! 1 > 0.
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Postoji broj ¢ takav da je A=C cos ¢, B=C sin 9, gde je C=

A/ A2+ B2 Za ¢ se moZe uzeti mera ugla koji vektor (4, B) zaklapa
sa x-osom. Sledi da je

f@)=Csin (x+o).

Kako je C#0, nule funkcije f su x=—9¢+kn, k& Z. Odavde
siedi tvrdenje zadatka.

XI. 3.

1) k=1. Neka je AB=a, AC=AD=BC=BD=CD=1. Obele-
7imo sa M srediSte ivice CD. Tada je AM= BM—\/S. Kako je
AB<AM-+BM, to je a<4/3. Ovaj uslov je i dovoljan. Zaista, ako
je a<4/ 3 postoji trougao ABM kod koga je AB=a, AM= BM~—l/-3
Neka je n ﬁormala ravni ABM u tacki M, Ci D takenan takve
da je MC=MD=%. Tvica tetraedra ABCD su AB=a i AC=AD=

=BC=BD=CD=1.
2) k=2. Postoje dve moguénosti.
- a) Ivice duZine a polaze iz istog temena. Neka je AC=AD= a,

AB=BC=BD=CD=11M s sredi$teivice CD. Tadaje AM= J &2 _7:
V3

2

u BM= . Kako je AB—BM<AM<AB-+BM, to je

- V3<Ja2 >1+«/3
Ova nejednakost je ekvivalentna redom sa
'1—\/T+’i< a'a-%<1+ \/—3—+%,
2— \/ 3<a?<2+ 43,
VI3 <a<V24V3
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Dokazimo da su poslednje nejedrnakosti i dovoljan uslov. Ako je
’\/ 2—4/3< a<’\/ 2+4/3, postoji_trougao ABM Cije su stranice

AB=1, AM= / a? ——i— i BM =l/i§—. Neka je # normala ravni ABM

u tacki M, Ci D tacke na n takve da je MC='MD=% - Lako je poka-

zati da za ivice tetraedra ABCD vaZe jednakosi AC=AD=a, AB=
=BC=BD=CD=]1.

b) Ivice duZine @ su naspramne. Neka je AB=CD=a, AC=
=AD= BC BD=1 i M srediSte ivice CD. Tada je MA=MB=

J 1_T Ne]ednakost AB<MA-+MB je ekvivalentna redom sa:

2 2 _
fa<2'\/l—-%; a2<4(1—-a7); a?<2; a<\/2.

Poslednja nejednakost je i‘dovoljan uslov. Ako je a<4/2 postoji tro-
ugao ABM &je su stranice AB—a, MA—MB— J 1__—“;. Neka je n
normala ravni ABM u tacki M, C i D tatke na n takve da je MC=
=MD=2 2 . Lako je pokazati da vaZe jednakosti: AB= CD--a, AC=
=AD=BC=BD=1.

Dakle, za k=2 traZeni neophodan i dovoljan uslov je

a<\/2+\/—3—.

3) £=3. DokaZimo da za svaki pozitivan broj a postoji tetraedar
¢ije su tri ivice duZine a a preostale tri duZine 1. Neka je a>1. Postoji
jednostraniCan trougao BCD stranice 1. Neka je O srediste ovog tro-

ugla. Lako je pokazati da je OB=0C=0D =T/1:. Neka je # normala

ravni BCD u talki O i 4 talka na n takva da je OA—Jaz_i Lako

je pokazatl da je AB=AC=AD=a. Na slitan nafin se razmatra,
slucaj a< 1.
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4) k=4. Posmatrajmo tetraedar slican datom s koeficijentom
.y D R . i ce 4 o e .1
sli¢nosti —. Taj tetraedar ima 4 ivice duzine 1 i 2 ivice duZine —.
a a
Ma osnovu 2) zakljucujemo da je traZzeni neophodan i dovoljan uslov

1 I — . e
——<\/2—|—\/ 3, tj. a >\/2—\/3,
a

5) k=5. Posmatrajmo tetraedar slican datom s koeficijentom

sliénost i On ima pet ivica duZine 1 i.jednu ivicu duzine —l-— Na
a a
ssnovu razmatranja za slucaj 1) zakljuéujem.o daj je traZeni neophodan
i dovoljan uslov
1 — 1
—< '\/ 3 ti. a>———.
a \/ 3

XI. 4.

Prvo resen)e. Dovoljno je dokazati da su centri Si, Sz i S3
krugova vy1, y2 1 s kolinearni.

Neka su Kl, K; i K3 tacke u kopma prava AB dodiruje krugove
Y1, Y2 i v3, L2 i L3 tadke u kojima prava CD dodiruje krugove vs i y3,
M; i M3 tatke u kojima krugovi vz i ys3 dodiruju krug v i O srediste
duZi AB. Pretpostavimo da tafka Kj leZi izmedu tataka 4 1 D a da
Ks lezi izmedu B i D (nacrtaj sliku). Duzi OB i SzLz su paralelne i isto-
smerne. Kako je OB=0Mj i SaLs=S82My, tatke B, Ly i Mz su koli-
nearne. Na osnovu stava o potenciji je BKa2=BLy - BMs. Cetvorougao
ADLsM; je tetivan jer su mu dva naspramna ugla prava. Zato je
BLs- BM;=BD- BA. Prema poznatom stavu je BD-BA=BC?2

Sledi da je BKe=BC. Na sli¢an nain moZe da se pokaZe da je AKz=
=AC. Kako je

AK2+AK3=——a+b—I—c-—2AK1,

to je Kj sredite duzi KK3. Pomotu dokazanih 1ednakost1 takode
dobijamo da je

\ KgSz+I<3S3=K2D+K3D:K2K3=a+b—c=2KiS1.

Kako su duZi K1Sl, K>S» i K3 S3 paralelne i istosmerne, tatka Ki
srediSte du?i KeKs i duz K18y jednaka poluzbiru duzi KzSz i K3Ss,
sledi da je tatka Sy sredi$te duZi S»Ss. Time je tvrdenje dokazano.
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j

Drugo resenje. Inverzijom u odnosu na krug y tatke 4, Bi C
se preslikavaju u tatke A’, B’ i C' a prave BC, CA i AB u krugove
a’, b’ i c¢’. Ovi krugovi prolaze kroz centar Sy kruga y; 1 imaju jednake
poluprednike. Neka su P, Q i R centri krugova a’, b’ i ¢’. Krug v se

b o
Q .
\$
: P
A S '
A
2
R
. 5
. (R
c

preslikava u krug v’ opisan oko trougla A'B’C’. Kako su QA'RS;
i1 RS1PB’ rombovi, §to je QA'+S1R$4PB’. Sledi da je PQA’'B’
paralelogram a odatle PQ=A'B’. Na sli¢an na¢in moZe da se, pokaZe
da je OR=B'C’' i RP=C'A’. Trouglovi A'B'C’ i PQR su podu-
darni, zato $to su im odgovarajuce stranice jednake. Centar kruga
opisanog oko trougla POR je Sj a polupre¢nik je jednak polupredni-
cima krugova a’, b’ i ¢’. Dakle, krugovi @', b', ¢’ i v’ imaju jednake polu-
precnike. Prava CD se preslikava u krug % koji prolazi kroz tatke C’
i 81 1 koji je ortogonalan na krugu ¢’. Zato je njegov centar presek K
grave PQ i tangente ¢ kriga ¢’ u tadki Si. Neka je S takva tacka da je
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RS81KS paralelogram, y2' i ys' krugovi s centrom u S koji dodiruju
krug k. Lako je pokazati da krugovi y2’ i y3' dodiruju krug ¢’ ako se
ima u vidu da su duzi SR i SK jednake polupre¢nicima krugova &
ic. Duzi QA’, PB’ i KS su paralelne i istosmerne i jednake duZi
SiR. Kako su tacke Q, P i K kolinearne, to su i tatke 4’, B’ i S koli-
nearne. Sledi da krugovi v2' i ys’ dodiruju krug y’. Inverzijom u odnosu
na krug 1 ovi krugovi se preslikavaju u krugove vz i ys. Sledi da su
centri krugova v1, vz i ys kolinearni. Oni leZe na pravoj SiS.

Napomena 1: Potrebno je posebno razmatrati slu¢aj kada centar
&1 kruga y1 leZi na visini CD trougla ABC, tj. kada je CA=CB. Dokaz
j€ u ovom slutaju znatno jednostavniji od prethodnog.

Napomena 2: U ovom dokazu pije koriStena &injenica da je luk
4B polukrug. Dakle tvrdenje zadatka moZe da se uopst.

XI. 5.

Lema. Ako od pet komplanarnih talaka nikoje tri ne pripadaju

jednoj ravni, medu njima postoje Cetiri tatke koje predstavljaju temena
A konveksnog Cetvorougla.

Dokaz leme. Ako je konveksan omotac
datog skupa tadaka petougao, proizvoljne Cetiri
tatke iz datog skupa su temena konveksnog
cetvorougla. Ako je konveksan omotac datog
skupa taCaka Cetvorougao, njegova temena za-
dovoljavaju postavljene uslove. Neka je konvek-
san omota¢ datog skupa tacaka trougao. Tada
B " C sy tri tacke, 4, B i C, temena trougla u {ijoj
se unutraSnjosti nalaze preostale dve tatke. Prava EF sete dve
stranice trougla ABC. Neka su to, na primer, AB i AC. Tacke B, C,
E i F su temena konveksnog ¢etvorougla.

Dokaz tvrdenja zadatka. Posmatrajmo sve kombinacije od po 5
tataka. Njih ima CJ. Svaka od njih sadrzi bar jedan podskup od 4
take koje su temena konveksnog <&etvorougla. Temena svakog

IC:
—4

éetvorougla su uklju¢ena un—4 kombinaciie. Dakle postoje bar
n—

konveksna cetvorougla (ija temena pnpada;u datom skupu tacaka.
Ostaje jo§ da se pokaZe nejednakost c >Cz..3 Ona je tatna

n——4
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jer je ckvivalentna nejednakosti (n 5) (n— 6) (n1+8)=0. Iednakost
vazZi samo za n=>5 i n=6. g

XI. 6.
Prvo re§énie. Pod datim uslovima je y1>0 i y2>0. Uv;c_c_h'_moy

oznake u;= \/xlyl +21, uz=\/xzy2+zz,1)1=\/x1y1-z1i'vz=\/x2yz—k
—22. Jasno je da su wi, up, o1 i va pozitivni. Kako je

(x1+x2) (n1+y2)—(21-+22)2= |
=(Vayi+ VPV ne— Vo —(atar=
=(VatatV Ey}kzz) (Vxy—2z1+4 xay2—z2) +

, =(u1+12) (1+v2)+(V *1y2— V 2231)%,
t0 je '
’ (r1+x2) (M1+y2)—(21+22)2 = (1 +us) (1+v2).
Jednakost vazi akko je xiya=xsy1.
Dovoljno je dokazati nejednakost
8 »< 1 . 1

(utug)(ertve) o uavs

odnosno :
8 wimugve < (r+ug) (v1+v2) (avr-+ugvs).
Poslednja nejednakost je tatna jer je

2 \/ wuz < w1 +uz, 2/ 112 1102 < n+tvei 2 \/ V10 < th V1 +Usve.
Jednakost vazi akko je uy=u2 i v1="0s.

Time je data nejednakost dokazana. Jednakost vazi akko je x1y2=
=Xoy1, th=uz 1 V1="0g, odnosno akko je x1=x2, y1=y2 i 21=22.

Drugo reSenje. Uvodimo oznake: Di=x1ys— 212, Da=x2y2—
—29% D=(x1+x2) (y1+y2)—(21+22)? Posmatrajmo kvadratne tri-
nome p1 ()=x122-+ 221 t+y1, p2(r)=x2 12+222 t+y2, p(D)=p1(t)+
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+p2(2). Njihovi minimumi su2, 22; D
X1 Xz xi1txe
min p(f)>min p; (¢)+min ps (¢)
sicdi

D _Di D:
X1+ %2 X1 X2
Jednakost vazi ako i samo ako trinomi p; (z) i pg2 (¢) dostiZu mini-
21 29

mum u istoj tacki, tj. ako je—=-—,
X1 X2

Dovoljno je dokazati nejednakost
8 1 1

(x1+x2) (

< J——
Dz Dy Do
X1 X2

ili njoj ekvivalentu

'8 D1 Dy < (x1+x2) (*+—) (D14 D2).

Postednja nejednakost je taCna jer je

2 Vxx2 < (%14 x2), JD1D1< D1+'22- i 24/D1 D2 < D1+ Do

X1 X2 X1 X2

Jednakost vazi akko je x3=x3 i Di=Ds.

Time je data nejednakost dokazana. Iednakost vazi akko je
21 22
—=—, x1=x2 1 D1=D3 odnosno akko je xr—xg, y1=y2 i z1=23.
X1 X2

Trede reSenje. Neka je C={(x, y, 2)|x>0, xy—22>0}. Skup C
je ocigledno otvoren. DokaZzimo da je konveksan. Treba pokazati da
je izraz

(qix1-+gox2) (@y+qey2)—(q121+-g229)2
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pozitivan za (x1, 31, 21)& G, (x2, ¥2, 22)€ C, a1-+g2=1 1 g1, ¢2>0. Ovo |
postaje oligledno ako se dati izraz transformiSe u

1 (ey1— 215+ 422 (x2y2— 205+ d1gz (V x1ye— vV x>+
+2q192 (V/ % x2y2—2129).
Funkcija f : C—>R je definisana sa

1
f @3, H=——.
xy —2

Ona ima neprekidne porcijalne izvode drugog reda. Njen Hesian

2y ‘ xy+ 22 —4yz-
(xy—22%  (oy—22)  (xy—22)3
xy+ 22 2x? —A4xz
(—28 (- (y—ap
—4yz —4xz 2xy+ 622
| (—22® (2P (2P

je pozitivno definitan, jer su mu glavni minori

2 2
D= 2% p, o wE 6

T =8 T =22 (e

pozitivni. Funkcija f je striktno konveksna. Zato vaZi nejednakost

f( x1-2i—x2 , y1-2I—yz i zl-2l-zz )<—;—[f(x1, 31, z)+

+£(x2 y2, 22)]

koja je ekvivalentna datoj nejednakosti. Jednakost vaZi akko je x1=
=Xz, y1=y2 1 21=2s.
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XIL 1. )
Prvo reSenje. Lema: Neka je S BAC=x i LABC=B. Tada je

P 2 2
Dokaz leme. Neka je O centar upisanog kruga i K taka u kojoj
taj krug dodiruje stranicu 4B. Dalje, neka je Oy centar spolja upisanog
kruga i L tatka njegovog dodira sa stranicom AB. Tada je

r r

AB=AK+KB = 4 . (tgf-+tg-§-)
o B \" 2

B o 2
g — g — g — g —
€5, B, B

' o« B L B
AB=AL+LB=pitg —+tptg —=p|tg—11g —
+ o~ pgzp(gz 32)
Sledi
r o B
——tg—tg .
[ g2 d 2

Dokaz tvrdenja zadatka. Neka je <t MAC=¢. Prema prethodnoj
lemi je

71 o P
P1 2 i 2

2 B 180°—¢ B ?

— =g g ————=1Ig — clg —

P2 d 2 s 2 d 2 2

MnoZenjem ovih jednakosti dobijamo

rn 7 o ¢ B cP ﬁ T
— e =lg—1tg —1g —ct —~—tg =
1 p2 £ 2 £ 2 2 g2 2 2 P

§to je i trebalo dokazati.

Drugo refenje. Uvodimo oznake: AB=c, BC=a, CA=b,
AM=p, BM=q, CM=m. 1z formula za povrfinu trougla

a+t+b+c a+b—c

S=r i S§=
r [+ 2
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dobijamo )
r_atb—c atb—p—gq
p atbtc a+b+tptg

Sli¢no
ﬁzb—l—m—p ; £=a+m~—q'
pr b+m+p  p2 atmtq
Relacija koju treba da dokaZemo ekvivalentna je sa
atb—p—gq _ bt+m—p atm—q
at+bt+ptq bimip atmtq
Poslednja relacija se moze transf(njmisati u njoj ekvivalentnu

paP+gb?=p3q+pg®+pm?+qm?
a ovu, imajudi u vidu da je p+g=c, u
cm?=pa®+gb%®—pqc.

Poslednja jednakost je tacna prema Stjuartovoj (Stewart) teoremi*.

XII. 2.

An—l < Bn—l o An—l < Bn—l
Ay By xpat+ A Xp % 4-Bp

& xpa® Bp1> x5 5" Ap

n—1 n—1

& at va v > b zxva\'

v=0 v=0

*) Videti, npr. Dr Dragomir Lopandi¢ Zbirka zadataka iz osnova geo-
metrije, zadatak broj 297.
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n—1

& va (@ bv—avb®) >

v=0
n—1
Ny . hn—V
(:)(a—b)? Xy av b = >0
et a—b
: v=0
Sa—b>0
&Sa>b
Pretposlednja ekvivalencija vazi jer je
an—v—pn—v
ya@ bV ———————=xyav bV (avV-1+4gnv-2 -} ... L V- H=0
a.._
za v=0, 1, ... , n—2, 1
an—v-— pn—v
Xy @ by ———————=xp_1a71p7-1 > 0

a—b
za v=n—1.

XII. 3. Prvo reSenje. a) Ako je 0<x<_y, onda je

|

Zaista ‘
TP R Y S T DI Tt ) 2‘/5_‘/}
( y}\/y< (\/x \/y)(i)y\/y< Vxy
e 27% <o Y%

y Vx(Vy+%)
4 (y~x)(2y——\/§ V;—x)z 0
& (=0 [(r—0+Vy(Vy—Vx]=0.
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Koriséenjem ove nejednakosti dobijamo

ot
Val “\Va Ve
b) Neka je ap=q¢", ¢>1. Ocigledno je zadovoljen uslov (1). Odre-
dimo b, koristeéi formulu za zbir prvih_n ¢lanova geometrijske progresije,

w205 e () 2 Rl

T
-t )
q

=2, moZemo pretpostaviti da je

Kako je lim \/q-}-l

q—>1 q

Kako je lim by— Y 471

n—>w

, skoro svi ¢lanovi niza (by) su vedi od c.

Drugo reSenje. a) Neka f : [1, + oo [~ R, funkcija data formulem
3 :

F®=x 2. Ova funkcija je monotono opadajuéa pa je zato b, donja
Darbuova suma ove funkcije za podelu 1=g<a1< ... <ay intervala
[1, as]. Zato je ‘

an

3> +2
bn<fx—? dx< fx
: 1 1
b) Kako je
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postoji a>1, takav da je
R
f x 2dx>c.
1

Neka je l=ap<<ar<< ... <am=a podela intervala [l, «] za koju
jc donja Dorbuova suma funkcije f veéa od c¢. Neka je (a,) rastuéi
riz Ciji su prvi Clanovi ap, a1, . .., am. Nejednakost b,>c oligledno
vaZi za svaki z>m.

X1 4.

Prvo reSenje. Lema: Medu S$est uzastopnih prirodnih brojeva
postoji jedan koji je uzajamno prost s préostalima.

Dokaz leme. Medu $est uzastopnih prirodnih brojeva nalaze se
tri uzastopna neparna broja. Jedan od njih je deljiv sa 3 i najvise jedan
je deljiv sa 5. Prema tome, medu $est uzastopnih prirodnih brojeva
postoji jedan koji nije deljiv ni sa 2, ni sa 3, ni sa 5. Taj broj je uza-
jamno prost sa ostalima, jer najveéi zajedniCki delilac dva broja &ija
razlika nije vea od 5 moZe bit samo jedan od brojeva 1,2, 3, 4 ili 5.
Time je lema dokazana.

- Pretpostavimo da se skup {n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5}
moZe podeliti na dva skupa tako da je proizvod elemenata jednog od
njih jednak proizvodu elemenata drugog. Medu elementima polaznog

“skupa postoji jedan koji je uzajamno prost sa ostalima. Kako je on
Cinilac jednog proizvoda, on deli drugi proizvod. Ovo je moguée samo
ako je taj broj 1. Polazni skup sadrZi 1 samo ako je n=1. U skupu
{1, 2, 3, 4, 5, 6} samo je jedan broj deljiv sa 5. Zato je jedan od pro-
izvoda deljiv sa 5 a drugi nije, $to je nemoguce, jer su proizvodi jednaki.

Dakle, u skupu prirodnih brojeva ne postoji broj n koji zado-
voljava dato svojstvo.

Drugo reSenje. Neka je skup {#, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5}
razloZen na dva skupa 4 i B. Neka su a i b proizvodi elemenata sku-:
pova aib. _

Ako jedan od ova dva skupa, recimo A, ima manje od tri ele-
menta, onda je a#b. Zaista: za n=1 ab="720 nije potpun kvadrat.
Za n>1 otigledno vaZe nejednakosti n-t+4<n(n+1) i n+5<(n+3)
(n+4) pa je zato (n+4) (n+5)<n(n+1) (#+2) n+3). Kako je a
<(m+4) (n+5) 1 bznn+1) (1+2) (n+3), to je a<bh.

- Dalje razmatramo slu¢ajeve u kojima 4 i B imaju po tri elementa.

Pretpostavljamo da nc A.
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Ako n—l—SEB onda je a<b Zaista, a<n(n+3) (n+4), b=m+1)
n+2) (n+5) i n(n+3) (n+5)<(n+1) (8+2) (n+5), jer je n(n+3)<
<(n+1) (n+2) i n+4d<n4S.

Ako je n+5€ 4, onda je ispunjena jedna od sledelih Cetirj
mogucénost.

() a=nn+1) (n+5) b=(n+42)(n+3) (nt4),

(i) a=n(®+2) (n+5) b=(m+1)(n+3)(r+4),

(iii) a=n (®n+3) (#+5) b=(n+1) (r+2) (n+4),

@iv) a=n(n-+4) (n+5 b=m-+1)n+2)(n+3).

Lako je pokazati da je svakom od ova Cetiri slu¢aja a5£b. Npr. u slu-
&aju (i) je a=b ako i samo ako je #2+7n+8=0, a jednadina 247 ¢+
+8=0 nema ni jedno reSenje u skupu prirodnih brojeva.

Dakle, ne postoji pirodan broj koji zadovoljava dati uslov.

Treée resenje. Pretpostavimo da postoji prirodan broj # koji
zadovoljava dati uslov. Tada je proizved n (n+1) (n+2) (n+3) (n-+4)
(n+5) potpun kvadrat.

Medu brojevima #n, n+1, n-+2, n-+3, nt+4, n+5 ni jedan nije
deljiv sa 7 (za$to?) pa zato oni formiraju redukovan sistem ostataka
po modulu 7. Zato je

n (n+1) (n+2) (n+3) (n+4) (n+5)=6 ! =—1 (mod7)

Kongruencija

;
i
g
i

x2=—1 (mod 7)
nema reSenja, jer je :
: 7-1

(—1) 2 =—1 (mod 7).

Kako nas polazna pretpostavka dovodi do kontradikcije, sledi
da pi jedan prirodan broj ne zadovoljava dati uslov.

XIL. 5.

Prvo dokaZimo da su naspramne ivice tetraedra ABCD uzajamno
normalne. Neka je H ortocentar trougla ABC. Projekcija prave CD
na ravan ABC je prava. CH. Kako je AB_| CH, to je, prema teoremi
triju normala 4B | CD. Na sli¢an nain se pokazuje da je BC_ DA
i CA | DB.
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- Dokazimo da su svi ivi¢ni uglovi kod temena D pravi. Ugao
BDC je prav prema pretpostavci. Kako je CD_| BD i CD | AB, to
je CD | ABD. Sledi da je ugao CDA prav. Na sli¢an nacin se pokazuje
da je ugao ADB prav.

Prema Pitagorinoj teoremi vaZe jednakosti:
AB2=DA%2+DB?, BC2=DB2+DC? i CA2=DC2-+}+DAz.
Data nejednakost je ekvivalentna nejednakosti

(AB+BC+CA2 < 3(AB2+BG2+CA2),
a ova nejednakosti

0<(AB—BC2-+(BC—CAR+(CA—ABY.

Pbslednja 'nejednakost otigledno vaZi. Znak jednakosti vazi ako je
AB=BC=CA. Istovremeno je DA=DB=DC.

XIIL 6.

Lema: U ravni je dato 5 tataka tako da nikoje tri medu njima
nisu kolinearne. Postoje tri neo$trougla trougla s temenima u tim
taCkama.

Dokaz leme. Neka je konveksan omota¢ tih talaka trougao (sl.
1). Medu uglovima’ADB, BDC i CDA bar su dva tupa. Sli¢no su medu
uglovima AEB, BEC i CEA bar dva puta. Dakle postoje bar Cetiri
tupougla trougla s temenima u datim tatkama.

Neka je konvekan omota¢ tih tadaka konvensan Cetvorougao
(sl. 2). Bar jedan ugao tog &etvorougla nije tup. Tacka E pripada unu-
traSnjost jednog od trouglova BAD i BCD. Neka je to trougao BCD.
Medu uglovima BEC, CED i DEB bar su dva tupa. Dakle, u ovom
sluCaju postoje bar tri néostrougla trougla s temenima u datim tackama.
: Najzad, neka je konveksan omotad tih talaka konveksan peto-
ugao (sl. 3). Ako bi Zetiri ugla tog petougla bili oftri, zbir uglova u
petouglu bio bi manji od 4.-90°4180°=540°. Prema tome, bar dva
ugla tog petougla nisu o$tri. MoZemo pretpostaviti da se oni nalaze
medu uglovima kod temena 4, B i C. Bar jedan ugao konveksnog
tetvorougla ACDE nije o3tar. Prema tome, i u ovom sluaju postoje.
bar tri neostrougla trougla s temenima u datim tackama.

Dokaz tvrdenja zadatka. Posmatrajmo sve kombinacije od po 35

taCaka izabranih medu datih 100 tacaka. Njih ima Cioo Za svaku od
njih postoje bar tri neostrougla trougla s temenima u tatkama te kom-
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binacije. No temena svakog trougla ukljuena su u c kombinacije,
Prema tome, postoji bar Eg@L neotrouglih trouglova &ija temeﬁa

97 . .
pripadaju datom skupu od 100 tadaka. Kako je ukupan broj trouglova

D
A D .

B ¢ hy - B ‘A B \
s temenima u datim tatkama Cjy, odnos broja o¥trouglih trouglova

prema ukupnom broju ne moZe biti veéi od
5
1‘—-~—3‘2 Cwo___ 0,7
Car Cioo .

§to je i trebalo dokazati.
XIIL. 1.

Za n=3 je leva strana nejednakosti jednaka ——[(a1~—a2)2+(a1—

——a3)2+(a2—a3)2] Da bismo skratili dokaz za n=>5 predpostawmo da
je a1>az2>as>as>as. Na ovu predpostavku imamo pravo s obzirom
da je leva strana nejednakosti sxmetnéna u odnosu na ai, a, as, a4, as.
S obzirom da je a1—as>as—as, a1 —as>az—as, a1 —as>az—as sledi
da je (a1—a2) (al——ag) (a1—as) (a1—as)+(az—ar) (az—as) (az—aq)
(az—as)>0. Takode je (as—a1) (az—az) (as—as) (az—as)>0 kao i
(@a—a1) (as—ap) (as—as) (aa—as)+(as—a) (as—az) (as—as) (a5—aq)
20, $to znali da je iskaz za n=>5 taan.

Za n=4 moZemo da uzmemo a1=0, a=az3=as=1, a za n>5,

a=ag= ... =ap-14=0, ap-g=a-2=anr-1=2, ap=1 i na taj nacin
zakljuCujemo- da tvrdenje navedeno u postavci zadatka nije tano.
X111, 2.

Oznad¢imo sa P poliedar ko;l je homoteti¢an pohedru Py sa cen-
trom homotetije 4; i koeficijentom homotetije 2. Neka je X neka tatka
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poliedra Ax, k&{2,3, ... 9}. Imamo A1X AlAk+AkX Neka su

MiN takve tacke u prostoru daje A1M 2A1Ak, A1N —2AkX Tacke

M MiN pnpada)u polieuru P; tadka X pripada dui

MN, a samim tim pripada P jer je P konveksan.

Zaklju¢ujemo da poliedar P sadrZi svih 9 poliedara

A X Py, Py, e Py, a zaprqnﬁna mu je 8 puta veéa od

[ zapremine svakog od njih §to znadi da neka dva po-

liedra od Py, Pp, ..., Py imaju bar jednu zajed-
ni¢ku unutrasnju tacku.

4, N
XI1I. 3.

U dokazu ¢e biti primenjena Euler-ova teorema, prema kojoj
je za uzajamno proste prirodne brojeve a i # broj a?™ —1 deljiv brojem
n; ¢ (n) oznatava broj prirodnih brojeva koji nisu veéi od #, a deljivi
su sa n. (Tako je ¢(2)=1, ¢(3)=2, e(4)=2, ..., p(8)=4, ...). Izve-
dimo dokaz primenom matemati¢ke indukcije. Predpostavimo da sw
k1, kg, ..., ks prirodni brojevi takvi da su brojevi 203, 2k__3,

5 2ks— 3 svaka dva uzajamno prosti. DokaZimo da je broj 29 —3
uzajamno prost savsvaklm od ovih brojeva.

Po Eulerovoj teoremi je 29 —1 deljiv san, a time je 29®) —1
deljiv sa 2%2—3 za svako a=1, 2, ..., s. Pretpostavimo da 29 —3
i 2% —3 imaju zajednicki ¢inilac ¢. Broj ¢ je onda ¢inilac i broja 2¢®@—1,
jer je 29 —1 deljiv sa 2**—3. Dalje zakljudujemo da je ¢ ¢inilac broja
2™ —1)—(29m™ —3), tj. broja 2.

- Jedina moguénost je da bude g=1 jer je 2¢( —1 neparan broj.
To znali da su 29" —3 j 23 uzajamno prosti za svako a&{l, 2,
.. .5 S}. MoZemo da stavimo ks41=0(n). Svaka dva broja skupa

- {2%1—3, 2%, 3, ..., 2ks+13}

su uzajamno prosti. Tvrdenje je tano za s=1, pa je time matema-
tickom indukcijom izveden dokaz za svaki prirodan broj. To je (u
ovom sluc¢aju) dovoljno da su u beskonaénom nizu 2%1—3, 2%.—3, ...
¢iji se Clanovi konstruifu ovim postupkom svaka dva broja uzajamne
prost.

Xml. 4.

Pretpostavimo da su X, Y, Z, T unutra$nje tacke ivica AB, BC,
CD, DA i da je pritom poligonalna linija XYZTX minimalne duZine.
Neka je X’ tatka koja se nalazi izmedu X i 4 na duZi X4, oznaci¢eme
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ovako: X—X'—A. Sli¢no nekasu X', Y', Y, Z', Z"", T', T" taCke za
koje je B—X"—X, B~Y"-Y, Y-Y—C, C—-Z2'—Z, Z—Z"—D,
D—T"—T,T—T' —A. MoZemo da izaberemo poloZaje tataka X', X",
Y',..., T" tako dasu duzi XX’ 1X”X]ednake kaoi X'Y'|| XY || XY,
Y’Z’||Y"Z”||YZ A T’||ZTI|Z”T” XY je sredn;a linija trapeza cije
su paralelne stranice X'Y" i X"Y"';
sli¢no i YZ, ZT, TX su sredn;e
linije odgovarajuéih trapeza. To
znaéi da je zbir duZina izlomljenih
linfja X'Y'Z'T'X' i X"Y"Z"T"X"
jednak dvostrukoj duZini izlom-
liene linije XYZTX. Kako po
pretpostavei XYZTX ima svojstvo
minimalnosti, to su sve tri ove lini-
je iste (minimalne) duZine. Razvija-
jajudi tetrader u mreZu u ravan ta-
ko to ga raseCemo po ivicama AB,
AC, BD (na slici), zakljuéu)emo da u oborenom poloia)u moraju te
poligonalne linije da budu prave tj. duZi, a zatim da su oba oborena
poloZaja duZi AB medusobno paralelna: AB || A1B1. Posledica toga
je da je XDAB+ XBCD=<YLABC+ < CDA, &ime je dokazano a).
- Ako je XDAB+BCD=<ABC+ X CDA po-
8 % A stoji XYZTX sa opisanim svojstvima, jer ne bi
T =" u suprotnom svi uglovi strana tetraedra bili
/

1 ottri. Postoji i beskonaéno mnogo poloZaja

l tataka X',  Y', Z', T, X", Y", Z", T" sa
/! opisanim svo;stvom, znaéi da linija sa opisanim

5 %4C svojstvom ima beskonatno mnogo. Linije
~. i / XYZTX minimalne -duZine jednake su duZi

AdA;. (A i A1 su oboreni poloZaji tatke A pri
T / opisanom razvijanju u mreZu tetraedra ABCD).

e————4— S obzirom da je BA|| Bids to je XBAD+
'+ %DAC+ ¥ ACA+ *CAB1=2m, 1.

XACA =2n—a. Trougao ACA; je jednakokraki pa je AA1—-
:2740$m-i~, $to znadi da 1eX1X=2ACs1n—2—: 24C sm—z-.

XIIL 5.
Tvrdenje zadatka je tatno za m=1. (Uzmu se 2 taCke na rasto-
janju jedan). Predpostavimo da je tvrdenje taéno za prirodan broj .
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Pri tome neka je S={dy, 4s, ..., As}. Oko svake tatke 4y, =1, 2,
. » 1, opi§imo jedini énu kruZnicu u toj ravni. Onih tadaka koje pri-
padaju bar dvema od tih kruZnica ima kona-
éno mnogo. Neka su to tacke Oy, Oz, ..., Or.
Neka je e jednacini vektor razli¢it od bilo kojeg

cd vektora A; Aj, Ay Qp; 4 jE{1, 2, ..., u},

k={1, 2, ..., r}. Pri translaciji za vektor e
neka se tatka A; preslika u tatku B
=1, 2,...,n). :

- Za sluCaj m-+1 moZemo da uzmemo za
S skup {41, A2, ..., An, By, Bs, ..., By}
Sivaka tacka ovog skupa je na rastojanju 1 od
tatno m-1-ne tacke ovog skupa. Time je
tvrdenje zadatka dokazano primenom mate-
maticke indukcije.

Ay

XIIL. 6.

Pretpostavimo da s-ta kolona ima svojstvo da je zbir elemenata
te kolone manji ili jednak od zbira elemenata ma koje vrste odnosno
kolone. Oznadimo zbir u s-toj koloni sa m. Neka je m<n. Svaka vrsta
koja ima na s-tom mestu nulu ima zbir elemenata vedi ili jednak z—m.
Izdvojimo takvih n—m vrsta. (Makar toliko ih ima). Ostalih 7 imaju
zbirove elemenata vece ili jednake od m, tako da je ukupan zbir ele-
menata u tablici > (n—m)2+m2. Prema nejednakosti kvadratne i arit-
meticke sredine je

n—m)2-}-m? n—m-+m 7 . n
\/( % == 2 =S paje (n—mp2++m2> 2"

Xiv. 1.
Izratunajmo prvo koliko nepraznih podskupova ima skup od 10

' 10
datih brojeva. Podskupova s jednim elementom ima (110) , s dva ( 2)
itd. Dakle, skup od 10 datih brojeva ima ‘ '

10 10 10
=(141)10—1=1023
(1)+(2)++ +(10) (1+1)
neprazna podskupa.
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Kako je 99 najveéi dvocifren broj i kako podskup moZe imati
najviSe 10 elemenata, to zbir brojeva iz svakog podskupa nije veti
od 99-10=990. Dakle, moZe biti najviSe 990 razli¢itth zbirova. A
obzirom da ima 1023 podskupa, a 990 razliCitih zbirova to postoje
dva podskupa sa jednakim zbirovima elemenata. Ako ti podskupovi

© imaju zajedméklh elemenata, onda te elemente odbacimo (iz oba)

— zbirovi i dal)e ostaju jednaki.

XIV. 2.

Neka je teme najmanjeg ugla Cetvorougla tacka A. Ostala temena
oznalimo sa B, C i D. Kroz ta¢ku A4, unutar ugla BAD konstruifemo
D Di C polupravu. Na toj polupravoj postoji tatka 4;

takva da prave konstruisane kroz 4; paralelno
stranicama AB i AD seku stranice BC i 4D,
redom (dokazite!). Oznaéimo preseéne tacke sa
B, BLu D1, redom. Cetvorouglo 41.B1CD; je teti-
van, jer ima uglove jednake odgovarajuéim
AL " B uglovima &etvorougla ABCD. Dalje, kako je
<LBAD najmanji ugao Cetvorougla ABCD, to je XA1AD<<xD1DA.
Odatle sledi da na stranici AD postoji taka K, takva da je <A1 KD=
=<J{DWDK. Sli¢no, na stranici AB postoji tatka L, takva da je
X A1 LB=<B1BL. Lako je dokazati da je Cetvorougao ALA;K tetivan:

K ALA+ X ARA1=(n— XABC)+(n— X CDA)=2rn—
—(XABC+ X CDA)=n.

Cetvorougao A1D1DK je takode tetivan jer je on ]ednakokrakx trapez
(kao i LBB1A1). Jednakokraki trapez LBB;A; razbijemo na n—3 dela
pravama paralelmm stranici AB. Tako dobijamo n—3 )ednakokraka'
trapeza; oni su tetivni, pa je dokaz zavrien.

XIVv. 3.

Deokazaéemo da najveéi stepen « prostog broja p takav r'a se p%
sadrzi u brojiocu datog razlomka nije manu od najveéeg stepena B
prostog broja p, takvog da se pB sadri u imeniocu datog razlomka.
Samim tim, tvrdenje zadatka ée biti dokazano.

Lema 1. Ako je p prost broj, k prn'odan brojia na]vec1 stepen
broja p, takav da se p2 sadrZi u &, onda je

SHREREI
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gde je sa [x] oznaCen ceo deo broja x (zbif je konadan, jer za pi>n
vazi [_ni_] =0).
P

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti indukcijom. Tvrdenje je, jasno,
talno za 1!. Pretpostavimo da je tatno za (A— 1)' i neka je b najveci
stepen broja p takav da se p” sadrzi u k. Kako je kl=k-(k—1)!, to
treba dokazati da je

‘ k—1 — -
(R P e I (e el el
»Lp ] 1 p p? p?
a 9va jednakost sledi iz jednakosti
i]_ k—lk _| 1, ako se p? sadrZi uk
bt p 0, ako se p¢ ne sadrZi u k
Lema 2. Ako su x i y nenegativni brojevi, onda je
22141291 > [+ [x+y]
Dokaz. Neka je x=[x]-+a, y=[y]+8B, gde je 0<a, B<1. Akoje
«+p<1, onda je [x+y]=[x]+[y], pa je [2x]4-[2y]>2[x]4+2[y]=
=[x]4+[y]+[x+y]. Ako'je a+B>1, onda je 2a>1 ili ZB> 1. Neka je

20> 1. Tada je [x-+yl=[x]+[y]+11 2x]=2[x]+1, pa je [2x] +[2y] >
=22 +2[y]+1= [x]+[y]+[x+y] Time je dokaz leme 2. zavrien.

Neka je j takav prirodan broj da je p?+1>2m i pf+1>2n Tada je
piti>m-tn, pa lema 1. daje:

Ll BHE -
e R )

+[m—.}-n +m_*_[m—{—n]
] 24

1z leme 2 dobijamo (stavljajuéi x= n y-—-i, i=1,2,...,7):

Pi

b 2 )

pa je x>0, a to je i trebalo dokazati.
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X1V. 4.

Jasno je da je
X1=X2=X3=X4=X5=0a

reSenje datog sistema, za svaki realan broj a. Dokaza¢emo da drugih
reSenja nema. Kako se dati sistem ne menja pri cikli¢noj permutaciji
nepoznatih, to moZemo pretpostaviti da je x1>x;, =1, 2, 3, 4, 5. Iz
prve i pete nejednadine dobijamo da je xo2—x3x5<0 i x52—xex4< 0.
Odatle sledi, u slucaju da xg, x3, x4, x5 nisu medusobno jednaki, da je
x3=x4 1=2, 3, 4, 5 ili xa>x4, =2, 3, 4, 5. Lako se vidi da se dati
sistem nejednacine ne menja ako u njemu x3 i x4 promene mesta i,
istovremeno, promene mesta xz i x5. Zato se moZe pretpostaviti da je
x3= x5, =2, 3, 4, 5. Kako je x1 >x3>x; (1=2, 3, 4, 5), to je x1x3>x4a% i
%1x3 > x52, pa iz Cetvrte nejednacine sledi da je (x42~x1x3) (52 —x123) =
=0. Dakle, ili je x1x3=x42, ili x1x3=x5%. 1z tre¢e nejednacine onda sledi
ili x1=x3=x4, ili 21=x3=x5. U prvom slucaju bar jedan od X2, X5 MOra
biti jednak sa x1=x3=x34, zbog tree nejednacine, pa su svi x; medu-
sobno jednaki. U drugom slucaju je x5>xi, i=2, 3, 4, pa je ;p=x3=
=x4=x5. Kako je i x1= =%3, to su i u ovom slucaju svi x; medusobno
jednaki. ,

XIV. 5.

Neka je M=sup | f(x)| (tj. neka je M najmanji od svih brojeva &
za koje je |f(x)|<k za svako x). Broj M postoji, jer je |f(x)|<11i M—,tO
jer funkcija f nije identi¢ki jednaka nuli. Tada je

12f@)g () |=1fx+3)+f(x—p) | < [fx+2) |+ fx—3)) | < 2M,
4. |f(x)[lg(»)| <M za svako x i y. Neka je za neko yo, |g(yo)|>1.
Tada je, za svako x, [f(x)|<— M <M, pa M nije supremum od

lg(xo) I
|f(x)|. Kontradikcija.

XIV. 6.

Koristiéemo sledeée tvrdenje:

Lema. Neka su u nekoj ravni date tri razhcxte paralelne
prave. Tada se moZe konstruisati jednakostranitan trougao, tako
da na svakoj pravoj le i po jedno teme trougla. Pri tome,
duZipa stranice tog trougla ne zavisi od nalina konstruk-
cije i jednoznatno je odredena ' rastojanjima izmedu pravih.
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Dokaz ovog tvrdenja prepu$tamo Citaocu (koristiti, za konstruk-
ciju, rotaciju za 60° oko bilo koje tatke neke od pravih). ‘

Neka su 7o, 71, w2 i 73 date ravni; moZemo smatrati da su w1’
g i 73 sa iste strane ravni o i njihova rastojanja od my oznadimo sa
di, dz, d3; 0<dy<<dz<<d3. Posmatrajmo proxzvol)nu ravan pq ¢ija nor-
mala obrazuje ugao oc(oc#()) sa normalom ravni we. Ona sede mg, w1 i
wg po paralelnim pravima l¢%/1%%* na koje moZemo primeniti lemu.
. do
i

. . 2
sin o sina

Frimetimo da su rastojanja od lg*do /1* i />* jednaka

redom. Oznacimo trougao konstrui- )
DL

san na osnovu leme sa A¢B.Cy a,

duZinu njegove stranice sa ax. Ho- P, /
iotetijom u ravni pg, S centrom u /

Ayg ikoeficijentom k==sin « trougao P, >

Ao By Cy preslikamo u jednako- b
straniCan trougao stranice ag.

sinx s temenima na paralelnim pra- 5 0t

vama, od kojih su dve udaljene od P ~

treée za di i do. DuZina stranice ' \
dobijenog je jednoznatno odredena B,

veli¢inama d; i d2 i ona je kon-
stantna ako je fiksiran poloZaj posmatranih ravni. Tu duzmu oznacimo
a

sa a. Onda je a=aq sina, ili gq =—.
; , sin o

Izratunajmo sada na kom se rastojanju od 7o nalazi centar Oy
trougla A By Cy. Neka je E, srediSte stranice By Cy. Posmatrajuéi ra-
van koja sadrZi pravu ByCy i normalna je na me, primetujemo da je

rastojanje tatke Ey od mp jednako -Elz-(dl-i—dg). Zatim, postavljajuci kroz
pravu AEq ravan normalnu namo i uzimajuéi u obzir da je AqOy=
=—§ AoEy, primefujemo da je rastojanje od Oy do o jednako

2 dtd ditds

3 2
jednakostrani¢nih trouglova ¢ temenima y T, 7 1 w2 leZe u jednoj
ravni ¢ koja je na fiksnom rastojanju od o, a samim tim i od 3. Rasto-
janje od ¢ do w3 oznacimo sa A.

tj. ono ne zavisi od «. Znadi, centri svih moguéih
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Konstruifemo pravilan tetraedar AgByCoDy, &ija je osnovica
posmatrani trougao A«ByCq, pri ¢emu biramo, od dve moguénosti

za Dy onu u kojoj je Dy dalje od ‘n:o Visina Dy Oy konstruisanog tetra- ;

edra je aq J ——Konstrui§emo ravan kroz Dy Oy normaln u na . Iz

slike u toj ravni, gde su po, p1, p2, p3 s preseci te ravni s ravnima m;,

71, T2, T3 i 6, primeéujemo da je Dy udaljena od ¢ za ay cos o _§_:__

=a-ctga [i— Da bi teme Dy pripadalo ravni s neophodno je i do—
volino da je nadena udaljenost jednaka 4, tj. da jé ctga—=

h
=:\/§ Po$to takav ugao « postoji, to je .dokaz zavrien.

XV. 1.

Dokaz éemo izvesti metodom matematiCke indukcije. Jasno,
tvrdenje je taéno za n=1. Pretpostavimo da je ono tatno za svakih
n tataka koje zadovoljavaju uslove zadatka i dokaZimo da je ono tatno
i za svake n-+2 tatke Koje zadovoljavaju uslove zadatka (dokazujemo
za n+2, jer jen neparan broj). Mozemo smatrati da su tacke oznaCene

tako da je <X(/, OP1)< S((A OP2)< L <X OP,.+2) U ravoi v
kojoj se nalaze tacke P; postavljamo koordmaml sistem na sledeéi
nadin: y-osa je simetrala <L P1OP,;2, a x-osa prolazi kroz tatku O.
Tada je, ako su (x4, y;) koordinate tataka P; y datom koordmamom
sistemu, y;> O i x1=—%5+2, y1~yn+z, pa je

-

|0P1+0P2+ ... +0Pn+zlz=

=(x1tx2+ . . . +xn12)P+Ontyet - . Aynae)l=
=(xe+ . . . F2n)2+(n+yat - o . FYne2)?>
2@+ ...t (2t . Fynn)i=

=|OP;+OP3+ ... +OPyu |2
Po induktivroj pretpostavci je |OPz+OPs+ . +0Pn+1| 1, pa iz
prethodnog dobijamo da je |OP1+OPs+ ... +0Pn+2[.>1.
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XV.2.

Zadatak ima viSe refenja. Jedno od njih je: skup temena dva
pravilna Sestougla s zajedni¢kim centrom, koji ne leZe u istoj ravni.
Dokaz da taj skup tadaka zadovoljava uslove zadatka je lak: ako su A4
i B tatke koje su temena jednog $estougla, onda se tatke C i D lako
nalaze. Ako, pak, tatke 4 i B nisu temena jednog 3estougla, onda su
tztke C i D ona temena koja su simetri¢na sa 4 i B u odnosu na zajed-
nicki centar $estouglova.

XV.3.
Napi$imo datu jednadinu u sledeéem obliku:
(x3+x)a+x20+x4+41=0.

Ta jednacina je jednalina prave u koordinatnom sistemu aOb za svako
x koje je njen realan koren. Neka je (a, b) proizvoljna tacka te prave.
Njeno rastojanje od koordinatnog podetka je d=1/a2+52. To rasto-
janje je najmanje (a samim tim, i a2452 je najmanje) u sluaju da je
ta tacka podnoZje normale iz koordinatnog poéetka na pravu. U tom
slucaju je

de x441

vV (B xRFxt

41 1)
Neka je f(x)=die—FTD" s se Tada je
(a3t x)2 4 x4
£ =‘2x(x3— 1) (x4+6x2+1)
[+ 22+ 342
Nule prvog izvoda su x1=—1, x=0 i x3=1, pa je

f(x)<0, za x&(—o0, —1)
f(x)>0, za x&(—1,0)
f(x)<0, za x&(0, 1)
f(x)>0, za x&(1, + ).

Dakle, u tatkama x; i x3 su lokalni minimumi funkcije f(x) i tu
je f(xl)zf(xs):—:— . Kako je f(x) opada na intervalu (o0, —1) i raste

na intervalu (1, 4 ), to su nadeni lokalni minimumi ujedno i apso-
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lutni minimumi funkcije f(x). Prema tome, uvek je a?+-b%=d?=f(x) > %

Kakovje x==1 koren polazne jednadine za a=—i i b=% (tu je a2+

+b2=—:—), to je najmanja vrednost izraza a2-b? jednaka%

XV. 4.

Neka vojnik polazi iz temena 4. Da bi proverio temena Bi C,

on mora da bude na lukovima polupreénika g- (h je visina trougla) -

s centrima u B i C. Neka je on prvo bio na luku s centrom u.C, a zatim
na luku s centrom u B. Ako se tome putu doda put do temena B,

onda se zadatak svodi na nalaZenje najkraceg
18"puta od A do B uz uslov da se dode na luk s
centrom C. Dokazaéemo da je najkradi takav
put put ADB, gde je D srediSte visine iz C

trom u B, a F proizvoljna tac¢ka na luku s cen-
trom u C. KonstruiSemo kroz D pravu p||4B
i preslikamo simetri¢no tatku B u odnosu
na p. Dobijenu tatku ozna¢imo sa B, asa G

preseCnu taCku duzi FB i prave p. Tada je FA+FB=AF+{FG- -

+GB > AB'=AD+DB'=AD-+DB (tatke 4, D, B’ su na jednoj
pravoj — za dokaz koristiti srednje linije trougla). Dakle, ADB je
najkraéi put iz 4 u B, pa je reSenje zadatka put ADE (dokaZite
da ¢e biti proverena cela oblast!).

XV.5.

Primetimo da je =0 ako funkcija f(x)=1-x+4b pripada G.
Tada je, za svako x, f(x)=x. Zato moZemo smatrati da skup G sadrzi
bar dve funkcije fi(x)=a1x+b1 i fo(x)=asx+bs za koje je a1 #1 i a2 ##1.

Onda je x;,= — — Iz 1° i 2° sledi g=f1fo€G,
h=f20 i€ G i goh1EG. Ratunajuéi dobitemo:
g(x)=ai(azx+bs)+b1
h(x)=ax(a1x+b1)+b2

u xpn=
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x—as b1—b

h(x) = 2 (a1a25£0. po uslovu zadatka)

az ay

g o hi(x)=x+[(a1bz+b1)—(azb1+b2)]

Kako je go21€ 1G i kako je koeficijent uz x u g o 2~ jednak 1, toje-
(Gib2+b1)—(aghy+b2)=0. Odatle

by b
l—a1 1—as

> 1. Xf1= Xfas
§to je i trebalo dokazati.

XV. 6.
Dokazacemo da brojevi

br=a1g*"1+asg® 2+ . . . tap—g+aptapng+t . .. FangF
zadovoljavaju uslove a), b) i ¢) zadatka..Za uslov a) je to jasno. Ako je
1<k<n—1, onda je

g —br-r=ar+1 (@2—1)+ . .. +ang®*1 (2—1)<0
o analogno: :

qbr+1—br<0
pa je i uslov b) zadovoljen.

Konac¢no,

bi+b2+ ... +bp=a1+asg+asg®+ . .. +ang® 1
+aig+astasg+ . .. fang? 2+ ...+
+ag* 1 +asg" P4 asg" L Faa<
<(amtae+ ... +an) (1+29+2¢%+ ... +24"71)
1
<(atbot ... +a) T
l—q
XVL 1.
Ukupan broj podeljenih kuglica u igri je
N - (p+q+r)=20410+4+9=39.

No, kako je N>2 i p+qg+r>1+2+3=6, to je N=3 i p}g-+r=13.
S obzirom da je B u poslednjem krugu dobio r kuglica, 4 ukupno 10,
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idaje p+q+r-—13>10 to je on u prva dva kruga morao dobiri po ?
kuglica. To znati da je C u prava dva kruga dobio bar g kuglica. Da je
on bar u jednom krugu dobio r kughca, ukupno bi imao bar r-+¢--
-+p=13 kuglica. No, on ih ima samo 9 $to znadi da je u prvom krugu
dobio taéno g kuglica.

Napomena: daljim razmatranjem lako se dobija da je p=1, g=4,
r=8 i da je raspored dobijanja kuglica sledeéi:

A—r,7; qs B“P’ 28 C—q,q,p.
XVL 2. '

Neka je D tacka na stranici 4B trougla ABC. Prxmenom sinusne
teoreme na trouglove ACD i BCD dobxjamo

4AD _ CD . BD _ CD

= 1 = s
sing sind sin(C—¢) sin B
gde je ¢=<ACD. Odatle ‘

AD-BD=CD2- sing - sin (C—q)),.

sinA-sin B

Prema tome, tacka D koja ispunjava uslove zadatka postoji ako i samo
ako postoji ugao ¢ (0<p<<C) za koji je sin 4 - sin B=sin ¢ sin (C—g).
Pretpostavimo da takva tatka postoji. Tada je

sin 4 - sin B=sin ¢ * sin (C—¢) < [é— (sin ¢ +sin (C—q)) ]22

. (o]
< sin2 —.

( c c-ch)z'
= Sln—iv'COS —_—

S druge strane, ako je sin A - sin B< sin? —g—, posmatrajmo funkciju

f(x)=sin X - sin (C—X). Ona je neprekidna na odsetku [O, g] i vazi
. [ C ., C . . C .

fO)=01if > =sm2?. Zbog f(0)<sin 4 - smB<f(-2—), postoji ¢,

C
o< < > tako da je f(p)=sin ¢ - sin (C—¢)=sin 4 - sin B.
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XVL. 3.

Razvijanjem izraza (1-4/8)2"+1 po binomnoj teoremi dobijamo

V= 5 (T g 5 (e

=0\ 2k 2r+1
n 2n+41 2n+1 —
-8k +8k=aq, +b 8,
kgo( ) TVE Z(2k+1) n bV

gde su ap i by celi brojevi. Treba dokazati da nijédan od brojeva b,
&2, ... nije deljiv sa 5.

Prui natin
Iz ap+bo\/8=144/8 dobijamo ap=bo=1. Za n>0 va
ani1+bnaV 8=(1+4/ 8B =(1-+1/8)2 (1-4+/ §pr+i=
=(9+2/8) (an+bnV/8)=(9a+16b)+(2a2+95n) V'8,
odakle .
ap1=9an++16b,
ba1=2an~+9b, (n=0,1,2,...).

Odavde se lako dobija by=11=1(mod5) i bp42=18by11—49b,=
=3bp41-+byp (mod 5) za n=0, 1, 2, . ... Iz poslednje relacije dobijaju
se ostaci brojeva by, b1, ..., big pri deljenju sa 5:

1,1,4,3,3,2,4,4,1,2,2,3, L1,

odakle se zakljuduje da se ostaci brojeva b, pri delj_enj'u sa 5 periodi¢no
ponavljaju i da nijedan od njih nije O.

Drugi naéin

Mnozeéi relacije
1+ 8 =a,+by1/8
(1—+/802rtl=g,—b,4/8

dobijamo ap2-}72n+1=8 - b,2. Ako bi neki od brojeva b, bio deljiv
sa 5, tada bi broj as2+727+1 bio deljiv sa 10. Medutim, ovo je nemo-
gude, jer poslednja cifra broja a,2 moZe biti 0, 1, 4, 5, 6 ili 9, a broja
727+1 samo 3 ili 7.
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XVL 4.

Ukupan broj belih polja je ai+-az+ . . . +-ap=32. S druge strane,
zbog stroge monotonije brojeva ay, vaZi

p(>+1)
2 b

odakle dobijamo p < 7. Broj 32 moZe se na sledecih 5 natina prikazati
u obliku zbira 7 medusobno razli¢itih prirodrih brojeva:

32=14+2+3+4+45+6+11=
=1+42+43+4+5+7+10=
=1+2+43+4+5+8+4+9=
=14+2+43+4+6+7+9=
=1+2+43+5+6+47+8.

Prvom od ovih nadina ne odgovara nijedno razlaganje $ahovske table,
jer se na njoj ne moZe smestiti pravougaonik sa 22 polja (a7=11).
Ostalim sludajevima odgovaraju razlaganja prikazana na slici

atart ... tap>1+2+ ... +p=

20 10
14 18
8 g|1e
10
2
6 4| 6
= 4
10
12| 18 12
14 14
8 16
6
4
14 ° 2
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XVIL. 5.
Zbog pozitivnosti brojeva a, b, ¢, d vate nejednakosti

a a < @
atbtectd a+t+b+d a-tb
b b b
a+b+c+d< a+b+ec < a-t+b
c c__ ¢
a+b+c’+d bt+c+d c+d
d d d

< < .
a+b+c+d atct+d c+d

Njihovim sabiranjem dobija se 1<S<2. Zamenjujuéi vrednosti a=1,
b=x, c=1—x, d=(1—x)x, gde je 0<x<1, dobija se
1 x 1—x (1—x)=x
S=f(x)=———+—+ i
@) 142x—x2 2 14+ x—x2 2—x2
Kako je f(x) neprekidna funkcija za 0<x<1 1 11m f(x)—-z 111m f(x)=1

zakljuCujemo da je traZeni skup vrednosti mterval 1, 2)

XVI. 6. ¢

Neka su ay, az, - . . , ax takvi celi brojevi za koje.je Plag)=1, =1,
2,...,kib1, by,.. b; celi brojevi za koje je P(bj)=—'1,] 1,2,.
Tada su a; koreni polmoma P(x)—1, pa vazi

¢)) Px)—1=(x—a) (x—az)" ... - (x—a } Q(x),
gde je O(x) polinom sa celim koeficijentima.

Ako je 1< 2, vazi k-+HI< k42 <s(P)+2. Ako je I>2, stavljajuéi &
(1) x=b;(j=1, 2, ..., I) dobijamo

—2=P(b))—1)=(bj—a) (bj—a2) . . . (bj—ax) - Q(by),

odakle zaklju¢ujemo da je svaki od brojeva b;—a; (=1, 2, ..., k3
=1, 2, ..., 1) delitelj broja 2. Ako bi bilo 2>2 i npr. ;i<az<as,
bi<ba<bs i ai<b1, dobili bismo b3—a; >3, §to je nemoguce. Zato je
k<2, pa je k+I<2+I<s(P)+2.
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XVIL 1. ,
‘1. ReSenje. Lako je pokazati.da je data nejednakost ekvivalentna
nejednakosti - ,
n n
Dmzn< ) am’
; i=1 i=
Ovu nejednakost moZemo dokazati metodom matemati¢ke indukcije.
Nejednakost je otigledno taina za n—=1.

Pretpostavimo da je neiednakost tatna za neki prirodan broj »
i dokaZimo da je tatna za n{-1. Neka je 21, 22, . . . , 25, 2p+1 Permuta-
cija brojeva y1, ¥2, - .. ¥, ¥a+1. Postoje dyve moguénosti

1° zpaa=ynu1. U ovom slutaju je 21, 23, ..., 2 permutacija
brojeva y1, ¥2, - - . » ¥n, Pa je prema induktivnoj pretpostavci

Z X2 < Zx;y;

=1

Dodavanjem levoj i desnoj strani x541 yn+1 dobijamo nejednakost koju
dokazujemo.

2° zg=yp41, k£n+1. Neka je 21/, z3', . . ., 2a's 2'an1 permutaci;a
brojeva 21, 22, ..., 2n, 211 koja se dobija transPonovanjem k-tog i
n-+1-og ¢lana. Tada je .

ntl n+1
2, #3 — Y am=xeyit X1 Yai1— Xk Yarl— a1

§ =] =1
=(x—%n+1) (V1—Yn+1) 2 0,
gde je y1=2p41. Kako je
nt+1 n+1
D am< Y e
i=1 i=1
dovoljno je dokazati nejednakost
ni1

Z xz < Z Xt Vi

f=

Ova nejednakost pripada slutaju 1° koji je veé'dokazan.
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Drugo reSenje. Sledee nejednakosti odigledno vaZe:
x1—x220, xo—x32>0, ..., xﬂ—l;—xnzo;
A<y At22<ntYs, ... Attt ... < ntyet .. e
Data nejeanakost je ekvivalentna nejednakosti
x1z1tXe2a+ .. . Fxn2p < x1y1-+x2y2t . .. -FXnYns
koja se moZe dokazati na sledeéi nadin |
xiZ1t+xe2et+ . . . +xnZn=
‘=(x1—x2) 21+ (x2—x3) (21+-22)+ ... +
+(xXn-1—xn) (21+22+ . . . +2a)txalzt2e+ ... t2m) <
< (k1 —x)+(x2—x3) (i+y2)+ . .. +
+(x%n-1—xn) 2+ . . FIn)+2a(Onty2t - .. Hyn)=
=x1y1+xey2+ : . . +%Xnyn.

XVII. 2.

Neka je (ax) podniz niza (ax) x>1 koji sadrZi sve &lanove koji
zadovoljavaju. uslov az=r (mod a;), gde je 0<r<a;. Neka je ag=
=qia1+r. Za m=~;, i>1, vaZi jednakost

am=.xap+ya¢,
gde je x=qi—q1>0, y=1, p=1, g=k>1.

Dakle za svaki r, 0<r<aj, postoji najvile jedan ¢&lan podniza
(axs) koji ne moZe da se predstavi u datom obliku. Sledi da se najviSe

a1-+1 &an niza (ax)r>1 ne mo¥e predstaviti u datom obliku. Time je
dokazano opitije tvrdenje od onog koje je dato u zadatku.

XVIL 3.

Prvo refenje. Neka su «,B,y uglovi kod temena 4, B, G,
a, b, ¢ njima naspramne stranice i S povriina trougla ABC. Prema
sinusnoj teoremi je
—a sin45° _ a . _, sin45°® b
sin105°  4/2cos15° sin105°  4/2cos15°
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Kori$¢enjem ovih formula dobijamo
PQ2=CP842Q%—2 CP-CQcos ('y+ 60°)

2 2 '
a b \/Esiny)

s .

" 2c0s215° ' 2cos?15° 2cos215° oosy 2
__@ B atk-a SvV3

T 2c0s215° ' 2c0s215°  4cos215° ' cos?15°

_ a*+bi 4R SV3
" 4cos215° ' cos215° °

Prema sinusnoj teoremi je
. () . o ’
sin 30 b i{ AR sinl5° ¢

sin105°  2cos15° sin30°  2cos 15°

Kori§éenjem ovih formula dobijamo
OR?=AQ?+ AR*—2 AQ - AR cos («+60°)

+

= oot 15° T 4ol 2dcostis\2 8% T oin

_ B 4 62":~b2+c3f—¢‘12§ sV3
“4c0s215° " 4¢0s215° 8cos215° ' 2cos215°

_ @b+ | S4/3
8cos215° ' 2cos215°°

Na slitan natin se pokazuje da je

PRE— @+b2+c SvV3
" 8c0os225° ' 2cos215°°

Na osnovu dobijenih formula zakljuéujemo da je

GR=0R i PRE-+QR:=PQ2.

Sledi da je POR jednakokrako pravougli trougao s pravim uglom kod .

temena R.
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Drugo reSenje. Neka je ABS jednakostranian trougao spolja
konstruisan nad stranicom 4B trougla ABC. Oc¢igledno je

<RAS=<RBS=45° ¢
<RSA=<RSB=30°.

Neka je F obrtna homotetija i
éni je centar B, koja preslikava B
taCku P u tacku C. Dalje, neka je G
obrtna homotetija sa centrom u A
koia preslikava tacku C u tacku Q. ' B

Kompozicija H=G - F je takode A
cbrtna homotetija. Njen ugao je M
< PBC+ < CAQ=90° a koeficijent

CB 04 | Kako je F(R)=S i
PB CA

G(S)=R, toje R invarijantna tatka
preslikavanja H. Dakle, H je rota-
cija za prav ugao sa centrom u R.
1z &injenice da H preslikava Pu Q S
sledi da je RP=RQ i <PRQ=9(".

XVIL 4.

Neka je C zbir cifara broja B. Kako je 44444444 100004444, broj
cifara broja 44444444 pije veci od 4 - 4444 <20000. Zato je A <9 - 20000=
=180 000. Sledi B<9-5=451 C<12.

Kako je 4444=—2 (mod 9) i (—2)%444=231481+1—-2 . §ld8l=
=2 -(—1)81=—2=7 (mod 9), to je 4444444 =7 (mod 9). Zbir cifara
nekog broja daje isti ostatak pri deljenju sa 9 kao i sam broj. Zato je
44444 =4=B=C (mod 9). Sledi C=7 (mod 9).

Prirodan broj C zadovoljava uslove C<12 i C=7 (mod 9).
Odavde dobijamo da je C=7.

XVIL 5. v
Postoji beskonadno mnogo brojeva « u intervalu [0, ] za koje su
%
cos « i sin « racionalni brojevi. Takvi su npr., ap=arc cos n2+]i,
n
s oo mi—l 2
n=1, 2, 3, ... . Razli¢iti su medu sobom jer niz =1-
: n241 . 2+l
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monotono raste a funkcija arc cos je monotono opadajua, cos o=

, ) n2—1

. n+1

=——2—n——. Niz tataka A, (cos 2as, sin2a,) pripadaju
n?+1 :

jedini¢nom krugu rastojanje dve tatke A i A4; ovog niza
ApAy=2sin (ex—ou) | =2 |sin o ens oy —cos o sin ar|
je otigledno racionalan broj. ' ‘
XVILI 6.
Prvo refenje. Posmatrajmo polinom Q(z) definisan sa
2+t 1—¢
H=P|——, —|.
ow=r(*1t, )
Polinom Q zadovoljava jednakost Q(—2£)=—2Q(z). Zaista, ako u

jednakosti pod 1° uvrstimo a= b==-1——3—f- ic= 142t

2—2¢t 142: 24t 1 24t 1—t
P s, — |+ P P =0,
(32 ey e (B )

odnosno

ddbijamo

0(—20)+0()+0()=0.

[ Pomotu ove relacije i jednakosti Q(l) P(1,0)=1 moZemo metodom
v matematiCke indukcije pokazala da je O((— ) =(—2)* za n=0,1,
2, .... Polinomi Q) i ¢ su jednaki sa beskonaéno mnogo razliditih
vrednosu t-pa su zato jdentiCni.

Dakle, Q(¢)=¢. Za ¥ dobijamo
x—y ,

Q(x—-Zy)zx—Zy’ 5. P( x ’ y _)=x——2y'
Xty x—y x+y x+y/ x+y

Odavde dobijamo, korid¢enjem uslova homogenosti, da je
P(x, y)=(x—29) (x—y)"~L.
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Drugo reSenje. Ako u jednakost pod 1° uvrstimo a=b=c=y,
dobijamo P(2y, y)=0. Odavde zakljutujemo da je polinom P(x,?y)
deljiv polinomom x—2y.

Neka je n>1. Ako u istu jednakost uvrstimo a=b=y, c=—2y
1 iskoristimo uslov homogenosti, dobijamo.(—2)# P(—y, y)-2 P(—y,
¥)=0, odakle sledi P(—y, y)=0. Odavde zakljutujemo da je polinom

P(x, y) deljiv polinomom x—y. Neka je O(x,)=— " 0ouo je
x+

Gomogen polinom stepena n—1 koji zadovoljava uslove 1°. Zaista:

_ P(x, tx)= t* P(x, y)
Q(tx: ty)_ - tx+ty t(x+y)

Q(a+b, o)+ Q(b+c, a)+Q(c+a, b)=
_ P(a+b,¢) n P(b+c,¢_z) + P(cta, b)
a+b+c b+c+a ct+atb )

Metodom -matematicke indukcije moZe da se pokaZe da je polinom
P(x,y) deljiv polinomom (x-y)»-1.

=1"10(x,y),

Kako je P(x,y) polinom n-tog stepena koji je deljiv polino-
mima x—2y i (x+y)*1, moZe se predstaviti u obliku

P(x, )=K(x—2y) (x+y)*1.
Kori$¢enjem uslova 2° dobijamo da je K=1. Dakle
P(x, y)=(x—2y) (x+y)*1.
XVIIL. 1.
Neka je u Cetvorouglu ABCD
BA+AC+CD=16 ‘ (1)
Tada za njegovu povrSinu P vaZi
2P=AB- ACsina+AC- DCsiny
gde su « i y oznake za uglove XBAC i XDCA.
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Dalje biée : .
2P< AB- AC+AC- DC=AC(AB+DC)

tj. zbog (1) _
2P<AC(16—A40C)

8 ¢

pri ¢emu znak jednakosti vaZi jedino u sluéaju a=y=90°. Po§to izraz

x(16—x) ima maksimum 64 (za x=38) biée
2P<64. @

Prema uslovu zadatka u (2) mora da vaZi jednakost, dakle mora
biti AC=8 i a=y=90°. Tada je, kao Sto se lako vidi

BD=8+/2.

“

XVIlI. 2.

Polinom Pj ima stepen dva puta veéi od stepena polinom Px—;
(to sledi iz rekurentne formule), a P; ima stepen 2, dakle stepen poli-
noma P; je 2%, DokaZimo da jednadina Pn(x)—x=0 ima 2# razlititih
realnih korena.

Prvi naéin. DokaZimo najpre lemu:
Lema. Za svako prirodno % postoje brojevi
—2=gy<ai<az< ... <@k 1 <=2 (1)
takvi da je Pi(a))=(—1)Y2 zaj=0, 1, ..., 2%,

Dokaz leme ¢emo provesti metodom matematitke indukcije. Za
k=1 neposredno proveravamo da brojevi —2, 0, 2 zadovoljavaju tvr-
denje leme.
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Pretpostavimo da je tvrdenje leme talno za k=n, tj. da postoje
brojevi , -
—2=mp<oy< . .. <ogn=2 (2)

takvi da je Pu(oty)=(—1)2. Izmedu svaka dva ¢lana niza (2) P, ima
1o jedan koren (ukupno 27 korena) jer su Pu(oy) i Pn(ag43) razliditog

naka za 1=0, 1, ..., 2°—1. Clanovi niza (2) i koreni polinoma P,
&ine novi niz

—2=PBo<Pr<Be< ... <Pour1=2

tzkav da je Pa(Bs)=0 za j neparno i | Pa(B;)|=2 za j parno. Tada ée
titi Paa(B)=Pi(Pa(B)))=P1(0)=—2 za j neparno i Punu(B) =
5:(4£2)=2 za j parno. Time je dokaz leme zavrien.

1z leme sledi da izraz P.(x)—x ima za xC{ao, az, - .., azk-},
pozitivnu vrednost, a za x&{a, as, ..., azk—} negativnu vrednost,
dakle izmedu svaka dva ¢lana niza (1) jednaéina P (x)—x ima po jedno
reSenje osim izmedu a,_, i a,k. Medutim, po$to je ag* reSenje jednadine,
ukupan broj razliitih realnih reenja je 2%.

Drugi natin. Ako je x=2 cos «, bice
Py(x)=4 cos? a—2=2 cos 2a.
Matemati¢kom indukcijom lako dokazujemo da je
Pa(x)=2 cos 27a.
Posmatrajmo jednadinu Pp(x)=x, tj.
€0S 270t =C0S . 3
Njena refenja se dobijéju iz
2ng—a=2kr (k — ceo broj) Q)
ili iz 2%+ta=2Ilr (I — ceo broj) (5)
Razmotrimo 27-1 re$enja iz (4)

2% 4=n 202n1—1)m

1 Py H (6)

>
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i 2%-1 refenja iz (5)
2n 4= 2-20-1g \ ('7‘)
4 204+1° 20417777 2y
O njima moZemo reéi sledece:
_(a) ako je « jednak nekom od njih, tada je « reSenje jednaiine (3),
pa je x=2 cos o reSenje jednadine Pp(x)=x;
(b) svaka dva broja iz (6), odnosna svaka dva broja iz (7) su medu—
sobno razlidita;

. . T . . . 2kt
(c) nijedan broj se nepolavl]u)e iu(6)i u (7) (zaista —2—;—“—=

—1
n__ .
= 2Urm >— k 2 > @ to je nemoguce, jer su 2#—1, i 271 uzaja-
2541 1 2"—{- ' .
mno prosti i k<27—1);
(d) svi bto;evx iz (6) i (7) su nenegativni i man;l od =.

1z (b), (c) i (d) sledi da su kosinusi ovih brojeva razliditi.
Prema tome jednadina P,(x)=x ima 27 razlitith realnib .refenja.

XVIII. 3.

Ako su dimenzije kutije m, n i p tada: kocke zapremine 2 obuhva-
taju zapreminu

[x/:z][\/z] [ﬁ]

dakle uslov zadatka se svodi na
mnp

IR

Dalje ¢e nam biti korisna tablica

=3. (1 -

m’2345 678‘9"10




i nejednakost¢

V2< ——rr [\/2] <\/2 VE )

Tablica se dobija izratunavanjem, a (2) je posledica otigledne
nejednakosti x>[x]>x—1.

MoZemo pretpostaviti da je m>n>p. Dokazaéemo da je p=2.
Ako je x>10 bice

_7’:_<\3/‘ _\/2<12680 % (3)
73] ;
125

3
paizp>3sledi g < (—35—) -—i7—<5 $to je ukontradikciji sa (1). (Kori-

ste¢i (3) i tablicu zakljuujemo da je zax >3 taéno

[ x
z>=2 V2
Ako je n=2 onda bi bilo -—-—-—5—-< /2 §to je u kontra-

[\/2]

Ako nijedan od brojeva m i # nije 5, bilo bi ¢ <—;—'—2—-2=5<5

< —5—) Dakle
3

keiiji sa (2). Dakle n3>3.

(jer za x;éZ i x5 vaﬁi—:——<%) Dakle, imamo dva slucaja:

Fa

(1) p=2, n=5, ——-—Z———=~g— im>5, pa je m=6;
kA
@) p=2, m=5, —%— - -23- i 2<n<5, pa je n=3.

75

Dimenzije kutije mogu biti 2, 5, 6 ili 2, 3, 5.
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XVIIL. 4. ]
Oznad¢imo sa N najveéi takav broj. Neka je

N=aiaz...a,

a+ta+ ... +a,.=\1976.

Doka¥imo da je a;<4. Zaista, ako bi za neko 7 bilo a;>5, onda
bi broj koji umesto a; ima &inioce 2 i a;—2 bio vedi (zbog 2(a;—2)>>as)
od N, a zbir njegovih ¢inilaca bi bio takode 1976.

Dakle N=2¥3! pri &emu je 2k-+31=1976 (4 je zamenjeno sa |
2-2). Zbog 28<32 i 2-42+42=343 mora biti k{0, 1, 2}

Posto je 1976=3 - 6582 biée k=1 i
N=2 - 3658,

va. 5.' -

Za svaku g-torku (y1, 32, . . . , ¥4) celih brojeva moZemo odrediti
p-torku celih brojeva (81, B2, - . ., Bp) formulama

Bi=amm+apye+ ... +agye (E=12,... > D) (1
Pri tome ako je |y;|<p bice
1Bel < lanlly[+las|ly2l+ . . . +lag] v <
<|yl+lyel+...+ yel<agp.

Ukupan broj g-torki V(yl_, Y2, .. .5 ¥q) celih broieva takvih da je |ys|<p
(za j=1, 2, ..., q) bite

(2p+1)e=(4p2+4p+1)?
a ukupan broj p-torki celih brojeva (f1, B2, - ... , Bp) takvih da je |B¢| < gp
(zai=1,2, ..., p) bie
299+ 1)? =(4p2+1)?

Posto je (2p+1)2>(2pg+1)P postojate dve razlitite g-torke
(O y2s .- -5 yq) i (21, 22, ..., 2g) koje formulama (1) odredulu iste
p-torku. Lako je proveriti da je (x1, x3, . . . , Xg), pri Cemu je xy=y3—=2;,
refenje datog sistema koje zadovoljava ;- .love (a), (b) i (c).
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XVIIL. 6.

Dokazatemo da je, za =0, 1, 2, ...

s ot 22— (-1
' =2 > 42 3 (1)
Zzista (1) je taéno za n=0 i n=1 i ako je taéno n=~k—1 i n=F biée
zt—(a—n* z*—c;—nt B o Dol G )L 5
ak+1=(2 +2 )(2 3 42 3 )__2_
(2 (= E (D242 (—1)E
=2 3 +2 : +
— 2k (= 25— (= 1)1 —2E (= 12k 42 (— D)2t
+2 P 42 } .
2
2EH_(—pH —ZrH 4 (— 1 H

=2 .3 +2(_1)»+1 +2_(_|)t+l +2 3 —

k41 (— k1 2k+1_ (—f)E+L
=2 3 42 3

jer je 2¢-1r +2—(-1)"+‘=—Z— (jedan od sabiraka je uvek 2, a drugi

2-1). Ovim je zavrSen dokaz jednakosti (1). Posto je, za n>0 drugi
sabitak u (1) uvek manji od 1 (jer je odgovarajuéi eksponent nega-
tivan), a prvi sabirak ceo broj (jer iz a®—br=(a—b) (a®~1+am2b+
+ ... +ab"24pn1) sledi da je odgovarajuéi eksponent ceo broj)
biée i ’
(=1
[a]=2 °*

XIX. 1.

Oznatimo sa X, X3, ..., Xi2 redom sredifta duzi KL, CL,
AK, LM, DM, BL, MN, AN, CM, NK, DN, BK i sa P presek duzi
CL i AK, vidi sliku na str. 133. '

Trougao LX3P je pravougli, a X je srediSte njegove hipotenuze
LP. Zaista, X3 je zajedpika tatka normalnih duzi AK i BL, a trougao
LX2X3 je, zbog simetrije tataka X3 i X3 u odnosu na pravu LN, jedna-
kostrani¢an.
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Tacke P i X; su na dijagonali BD (zbog simetrije tataka K i L,
odnosno 4 i C) pa je i LX;P pravougli trougao.

Dakle X1 Xo=X>X3 (=% LP),

; Ako se pode od jednakosti CLPX3=30°, lako se, redom dobijaju
sledete: <XX3PL=75" (polovina spolja$njeg ugla); << X1XaP=30°
(ugao naspram osnovice jednakokrakog trougla X1X,P) i, konaéno
I X1 XeX3=150° (zbir uglova I X1 XoP i < PXpX3).

Uz pomo¢ simetrija u.odnosu na prave KM, LN, AC i BD zaklju-
cujemo da su sve stranice dvanaestougla X1 Xp ... Xi2 medusobno
jednake i da uglovi kod temena Xs, X3, Xs, X, Xs, Xo, X11, X9
jznose po 15C°, a da su uglovi kod temena X, X4, X7, X10 medusobno
jednaki. Znajuéi da je zbir svib uglova dvanaestougla 10 - 180° dobi-
iamo da je

XXy =... =<):Xm=—i— (16 - 180°—8 - 15C°)=150".

XIX. 2.

Pretpostavimo da takav niz ima bar 17 ¢lanova. Neka su xy,
X2, ...s %17 prvih 17 é&lanova,

Posto je ' o :
xitxe1+ . . 24100, m
; ;
Xirat ... Fxe410<<0, )]
za svako i € {1,2,3,4,5,6,7} bice
X+ +xe2+x43>0 za i=1,2,..., 7. (3)
Ali, iz (3) i
xitxat ... Fxi46<0 za 7=1,2,..., 11 @
sledi daje ‘

Xi+a+xi45+x016<0 za 1=1,2,..., 7
ili, u drugom zapisu , ;
xi+%i1 Fx142<0 za i=5,6,..., 11. (5
Iz (3) i (5) sledi da je V
x143>0 za 1=5,6,7
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tj. da je
x8<<0, x9<<0, x10<<0, : o ‘ (6)
a to je u kontradikciji sa (5) za 7=8.

Dakle, takav niz moZe imati najviSe 16 ¢lanova. (Citaocu savetu-
jemo da pokuSa sa istim rezonovanjem za niz od 16 ¢lanova).

Nave$éemo primer koji pokazuje da je 16 maksimalan br01 ¢la-
nova tog niza.

55 —13,5, 5,5, —13, 5, 5, —13, 5, 5, 5, —13, 5, 5.

XIX. 3.

1. reSenje

Otigledno je da su (r—1)2, (2n—1)2, (n—1) (25—1)E V. Neka je
r=(m—1)2 2n—1)%.
(n—1)2 je nerazloZiv u V, jer bi u protivnom bilo
(n—12=pg>(r+1y.
Sledi da se broj r moZe predstaviti kao proizvod &iji su faktori nerazlo-

%ivi u V, tako, da je jedan od n]lh (n—1)2. Predstavimo broj r kao
proizvod dva <inioca

r=[r—1) 2n—1)] [(r—1) 2n—1)],
a zatim svaki od njih rastavimo na d¢inioce nerazloZive u V. Medu
njima se neée pojaviti (n—1)2, zato $to

(n—1)% ne deli (n—1) 2n—1).
Zato je ova falstorizacija broja r razli¢ita od prethodne.

2. reSenje

Neka je p proizvoljan prost delilac broja n—1. Jasno je da
pnedeli 7 ida p1 (mod »). Neka je s najmanji prirodan broj za koji je
p2=1 (mod n),

tj. za koji je

P V.
Pravi delioci broja p# su brojevi oblika p¥, k<s. Kako nijedan od njih
ne pripada V,, p® je nerazloZiv u V,. Neka je

r=p¢[(p*14n) (p+n)].
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Jasno je da re V. Broj r moZe da se predstavi kao proizvod liji su
faktori nerazloZivi u V,, tako ,ca je jedan od njih ps. Predstavimo broj r
kao proizvod dva ¢inioca iz V,

—(pnp) (p5-+npsD)
| a zatim svakl od njih rastavimo na Cinioce nerazlozwe u Vn. Medu
: njima se neée pojaviti ps, zato §to
ps ne deli pS+np i.ps ne deli ps+nps—1.
Zato je ova faktorizacija broja r razli¢ita od prethodne.

» 3. reSenje
Prvo dokazimo da postoji beskonaéno mnogo prostih brojeva
koji ne dele # i ne pripadaju V. Takav je svaki prost delilac broja
n—1. Pretpostavimo da ih ima kona¢no mnogo. Neka su to p1, p2, - - .,
pt. Broj
/ npips ... pt —1 :
ne pripada V,. Zato on ima prost delilac p;+1 koji nije u V5. Ocigledno
je da psa ne deli # i da je razliCit od pu, ps, ..., pr. Kontradikcija.
‘ Neka su p i ¢ dva takva broja kongruentna po modulu 7. Neka
H je s najmanji prirodni broj za koji je
. . ps=1 (mod.n).
Pous Jasuno je da ps, gs, psig, 29°71€ Vy. Pravi delioci ovih broleva imaju
oblik pfql, k+(<s. Kako je
, prgt=p*+1£1 (mod n),
i to pkg! © V,. Zato su brojevt p?, g, po-1lg, pg>-1 nerazlozivi u V;. Broj
| r=(0%) (¢*)=(*"1q) (pg* 1)

odigledno zadovoljava postavljeni uslov.

XIX. 4.

Funkciju f(x) moZemo predstaviti u obliku

b .
f(x)_1~ \/az-}—b?(—\—/a x+ W sSin x ) —_

cos 23;: } B sin 2x),

v »'\/AZ—}—BE'

| 4
—A/ A2+ B2
v ( \ A2+ B
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odnosno
F=1—4/ @18 sin (x+¢)— V 22+ B sin (2x-+{),
gde je sing ———9—, sin p—— L
Ve VA2LB

(1) Neka je xo—l—q):—Z—, x1+9 =%. Tada je

2132
f(xo)=1—)\/a jb~VA2+B2 sin(\b—{—lzr“—an);O

| 2 —_— 3xn
fl)=1 __'\/a “;‘bz_ \/A2+BZ sin‘ (L!J +772,P ))20.

Posto su treéi sabirci razli¢itog znaka(argumenti se razlikuju za ) bice

/a2—}—b2
1— 5 =20

02+b2<2_.

(b) Nejednakost 424 B2<1 se dotija slitnim putem, treba odabrati
x0 i x1, tako da je

odnosno

T 5w
2xO+L!J:: ; 2, ?JC] “{*"(P:?.

XIX, 5.
Brojevi «, b, g i r treba da zadovoljavaju sledeca tri vslova:
«2+-b2=(a+b) g+,
0<r<a-t+b,
$#+r=1977.
Iz 2<1977 sledi g<<44. Zato je
' 2+-2<44 (a+-b)+(a+b)=45 (a-+b),
$to zajedno sa
(a+b2<2 (a2+b7)

(a+b)2<90 (a-+b)

daje
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odnosno )
a-+b<90.

Sledi da je r<9C. Iz

¢?=1977—r>1977—90=1887
‘sledi da je ¢g>43. Dakle ¢=44 i r=4I.
Ostaje da odredimo.prirodne brojeve a i b koji zadovoljavaju
jednacinu .
a?+-b2=44 (a-}b)+41,
odnosno
(a—22)24-(b—22)2=1009.
Odredimo celobrojna refenja jednadine

novi plus x2-+92=10069

koja zadovoljavaju uslov 0 <x<y. Iz 21009 sledi y <31 a iz 2y2 > 1009
sledi y>23. Ako se ovo ima u vidu lako se proverava da je x=135,
y=28 jedino reSenje ove jednaCine.

Problem se svodi na odredivanje prirodnih brojeva a & & koji
zadovoljavaju jedan od sledeca dva sistema jednacina

|a—22 | =15 | a—22 | =28
[6—22| =28 i |b—22]|=15.

Prvi sistem jednadina ima reSenja (a, b)=(37,50) i (a, b)=(7,5C)
a drugi (a, 5)=(50,37) i (a, b)=(50,7). Prema tome, traZeni parovi su
(37,50), (7,56), (50,37) i (50,7).

XIX. 6.

Matemati¢kom indukcijom po # dokaZimo da je f(k)>n ako je
k>n. Za r=1 tvrdenje oligledno vaZi. Pretpostavimo da je tvrdenje
tatno za neki prirodan broj n. Neka je 2> 4-+1. Iz k—1># sledi, na
osnovu induktivne pretpostavke, daje f (—1) >n, a odavde f (f(k—1)) >
>n. Kako je f(k)>f(f(k—1)), to je f(k)=n+1. Iz dokazanog tvr-
denja sledi da je f(»)>n za svaki prirodan broj n. Pretpostavimo da
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za neko s vaZi nejednakest f(n)>n. Neka je f(m\ mm f(k) Kako

je m—1>n to je f(m—1)>n (ako je m—1>n ovo sled1 1z fm—1)=
=m—1, a ako je m—1=n iz f (n)>n). Neka je I=f (m—1). Iz f (m)>
> (f(m—1)) sledi f(m)>f(l). Kontradikcija!

XX. 1.

Prema uslovu zadatka je 1978’"(1978"""—1) umnozZak broja
1000=38 - 125. Odatle, s obzirom da je bro; 1978#»—m—1 neparan, a
1978 nije deljiv sa 5, sledi

8|1978m i 125|1978»—m—1.
Zbog 1978=2- 989 iz prvog uslova sledi m>3. Iz drugog dobijamo
19787 m=(—2)»~m=](mod 5),

§to je moguce jedino za n—m=4k, k>1. Ostaje da se odredi najmanje
k za koje je 19784 —1 deljivo sa 125. Lako se nalazi 19784=6 (mod
125), pa dobijamo uslov 6¥=1 (mod 125). Najmanje takvo & je 25,
pa je reSenje zadatka m=3, n=103.
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- XX. 2.

Uvedimo vektore d= P—;‘I 5=PB. ¢=PC, p=0OP i q’:dé, gde
]e O centar date sfere. VaZzi:

cb=b-¢=¢- 4=0, §= p+a—|~b+c,
(P+a)2=(P+b)2=(P+C)2=R2a
gde je R polupreénik sfere. Odatle:
F=p @52 42a p426- p2¢ =
—(@+ PR+ (B PR+ AP —252= 3R~ 2%,
gde je p=| g|. Kako je tatka P unutar date sfere, to je p<R, pa je
g=|d|=4/3R*—2p*>R.
Dakle, tatka QO pripada sferi, koncentri¢noj sa datom, polu-

preénika /3R2—2p2. DokaZimo da je ta sfera traZeno geometn]sko
mesto tataka, tj. da za svaku taku Q te sfere postoje tacke 4, B i C
date sfere, takve da su PA, PB i PC medusobno normalni i da je
Q dijagonalno suprotno teme temenu P paralelepipeda odredenog sa
PA, PBi PC.

; Za datu tatku Q sa osobinom OQ=14/3R2—p? konstrui§imo
sferu sa dijametrom PQ. Zbog OQ>R>OP ona seCe datu sferu;
oznac¢imo sa’ C proizvoljnu od presetnih tataka i sa X dijagonalno
suprotno teme temenu C pravougaonika odredenog sa CP i CQ.
Dobijamo OP?+0Q%?=0C2+40X2¥*), odakle

OX?=0P?+(3R?>—2- OP%)—R?=2R*—OP?>R?,

tj. X je izvan date sfere. Ravan « kroz tatku P, normalna na PC, sete

datu sferu po krugu k; pri tom je tacka P unutar kruga &, a X izvan

njega. Krug dijametra PX u ravni « sefe krug & u tacki B. Neka je

. A teme naspramno temenu B u pravougaoniku PBXA. Kako je B
na datoj sferi, dobijamo

0A42=0P%40X2—0OB2=0P2+2R2—0OP2— R2=R?,
tj. A takode pripada sferi i svi uslovi su ispunjeni.

*) Ta relacija se jednostavno dokazuje vektorski.
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XX. 3.

Zbog g(n)=f(f(n))+1, kako je f(f(n)) Elan niza f, postoji tatno
n—1 &lan niza g koji je manji od f(f(n)). Odatle sledi da je

Ff(f@)=f(m)+n—1. ' (D

Zbog g(1)=f(f(1))+1 >1imamo f(1)=1, odakle g(1)=f(1)+1=2. -
Frimetimo jo§ da broj koji prethodi ¢lanu niza g mora pripadati nizu
f+ 1. ne mogu dva uzastopna broja biti ¢lanovi niza g. Uzimajuéi to
 obzir i primenjujuéi vise puta formulu (1) dobijamo redom:

f@)=3, f3)=f(D+1=4, f(4)=f(3)+2=6,

FO)—F#)+3=9, f9)=9+5=14, f(14)=22,

£(22)=35, f(35)=>56, f(56)=90, f(90)—145,
f(145)=234, f(234)=378.

Vratimo se sada na f(35)=156. Odatle dobijamo da je 91 =f(f(35))+
+1 ¢lan niza g, pa je f(57)=92. 1z (1) dobijamo redom:

£(92)=148, f(148)=239, £(239)=386.

Najzad, 387=f(f(148))+1 je ¢lan niza g, pa je f(240)=388.

Napomena: Iz ovog refenja jasno je da su nizovi f i g jedno-
znaéno odredeni. To se moZe i strogo dokazati, a takode se mogu
izvesti i eksplicitne formule za opste ¢lanove tih nizova. Tako se npr.
dobija : A

1 _
f(n)=[?(1+ V3 n].

XX. 4.

v Neka je O centar datog kruga
i T njegova dodirna tatka sa opi-
sanim krugom oko A4BC. Celasli-
ka je simetri¢na u odnosu na pravu
koja prolazi kroz A, O, T i kroz
sredidte J duZi BC i normalna je na
BC. Homotetija sa centrom 4 koja
prevodi T u J, prevodi dati krug T

u upisani krug trougla ABC, dakle tatku O u centar I tog kruga.
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Centar opisanog kruga AABC je takode na ‘bomenutoj osi, pa
je XABT=<ACT=90°. Cetvorouglovi ABTC i APOQ su sli¢ni,
pa pomenuta homotetija prevodi O u srediSte duzi PQ.

Dakle, sredi§te duzi PQ i centar I upisanog kruga AABC se
poklapaju.

XX. 5.

Fiksirajmo dati broj n. Ako niz (a1, a2,..., an) ne bi bio rastudi,
postojalo bi j, takvo da je a;>a;(l<<j<n). Tada bi, kako je lako
proveriti, vaZila nejednakost

G, an _am, 4
G+12 2 G+1)2
To znadi da bi zbir Z % bio veéi od odgovarajueg zbira za niz
E=1
(b1, b2,..., by) 'kod koga je b1<<ba<<...<<by. Kako je jo$, odigledno
bp=k za k=1,2,...,n, to dobiiamo:
n ar £ n 1
AN el
Z: B g Z TP

k=1 k=1

" Napomena: Uporediti ovaj zadatak sa XVII. 1.

XX. 6.

Zbog 329 - 6<<1978, u jednoj od zemalja, nazovimo je 4, postoji
330 ¢lanova drustva — neka su njihovi brojevi a1 <az<...<assp.

Posmatrajmo 329 razlika azso—a; (=1,2,..., 329). Ako bi neka
od njih bila broj ¢lana drustva iz A4, tvrdenje zadatka bi bilo dokazano.
Ako pretpostavimo da to nije sludaj, tada (zbog 65 5<<329) postoji
66 od tih razlika u nekoj zemlji, npr. B. Ako su to

a330—a;;<ass— i <... <a330"“'ai“9
tada ili neka od fazlika
(asso—ai,,)—(asso—ai,) =ay, ;aise( j=1,2,..., 65)
pripada nekoj od zemalja 4, B (u kom sluéaju je tvrdenje dokazano)
ili nijedna ne pripada nijednoj od te dve zemlje.
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Nastavljaju¢i ovaj postupak, ako pretpostavimo da tvrdenje za-
datka nije taino, dobijamo 17 od tih razlika u istoj zemlji, npr. C;
zatim od 16 njihovih razlika 6 u zemlji D; od 5 sledeéih razlika nala-
zimo 3 u E. Najzad, dve nove razlike moraju biti u preostaloj zemlji
L, dok njihova razlika ne moZe biti ni u jednoj od zemalja A,B,C,D,
I, F, §to je nemogude,

Time je tvrdenje zadatka dokazano.

Napomena: Zadatak je specijalan sluaj sledeteg tvrdenja, poz-
natog kao Surova lema:

Ako je n prirodan broj i e osnova prirodnih logaritama, tada
ako se skup

{1,2,3,..., [en!]}

rastavi na z disjunktnih podskupova, bar jedan od tih podskupova
¢e sadrZati sa neka dva svoja elementa i njihovu razliku.

U nalem sluaju je n=6 i [e- n!]=1957<1978, pa tvrdenje
sledi. Inate, dokaz same Surove leme ne razlikuje se bitno od dokaza
u specijalnom slucaju koji smo sproveli.

XXI. 1.
Neka je A=1 — — —
eka j + +1 + +1319 + + +1318
Tada je
?
P _4-B=(4+B)—2B=|1 —
. ,(+) (++++1319
1
1 = -
(+ + + +659 660 661+ +1319
1 1
_(660+1319)+(83f+1318)+ +(§§§+990)
1979 1979 1979
660-1319 661-1318 ~~ 989-990

_ 1979 N
660-661-...-1319°
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Kako je broj 1979 prost, to se on, ne moZe skratiti ni sa jednim
od faktora u imeniocu. Daikle, brojilac dobijenog razlomka deljiv je
.sa 1979.

XXI. 2.

1° DokaZzimo najpre da ako je neka od ivica bilo koje osnove
obojena jednom bojom, tada za svako teme koje je kraj te ivice po-
stoje bar tri duZi koje ga spajaju sa teminima druge osnove i ko-
je su obojene drugom bojom.

Pretpostavimo npr. da je ivica 414z obojena zeleno i, suprotno
tvrdenju, da su najmanje tri dui AsB;(:=1,2,..., 5) obojene takode
zeleno. Neka su to duZi Aa2Bj, A2Bx A2Bp. Od tri temena By, By,
Ay A. Bm petougla bar dva su susedna. Ne umanjuju-
¢i opstost, pretpostavimo da je j=1,k=2. Tada
su duZi Ai1ds, A2B1 1 A2B2 obojene zeleno (na
slici oznaeno punom linijom). Iz pretposta-
vke zadatka odatle sledi da su duzi 4181, A1 B2
i B1.Bz obojene crveno, tj. da je AA1B1Bz jedno-
bojan, $to je nemoguce.

Time je dokazano da su najmanje tri od duZi 42B; (=1,2,..., 5)
obojene crveno.

2° DokaZimo sada da je svaki od petouglova osnova jednobojan.
Pretpostavimo, suprotno, da u nekom od njih postoje ivice raznih
boja; tada postoje i susedne ivice raznih boja. Neka je npr. ivica A1As
zelena, a ivica AsAs crvena. Na osnovu 1°, najmanje tri od duzi A2B;
(1=1,2,..., 5) su crvene i najmanije tri zelene, $to je otigledno nemogude.

3° Pretpostavimo, najzad, da osnova A14243AsAs ima sve stra-
nice zelene, a osnova BiBsB3BaBs5 sve stranice crvene. Primenjujuéi
1° na stranice osnove A1Ad2A3AsAds zakljuéujemo da medu 25 duZi
AiBj(i,j=1,2,...,5) ima bar 5- 3=15 crvenih; primenjujuéi to tvr-
denje na stranice osnove BiB2BsB4Bs zakljutujemo da medu tim du-
7ima ima bar 15 zelenih. To je, naravno, takode nemogudle, pa za-
klju¢ujemo da su svih 10 ivica obeju osnova prizme obojene istom
bojom.

Napomena: Prizma. sa svojstvima opisanim u zadatku postoji.
Takva je npr. prizma kod koje su sve ivice osnova zelene, a sve duZi
A;Bj crvene.

-
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XXI. 3. -

Ostavljamo ¢itaocu da dokaZe sledeée jednostavno pomoéno
tvrdenje: Ako su AB i CD lukovi dvaju
krugova sa zajedni¢kim centrom O i ako
je <xAOB= < COD, tada je AC=BD
(v. sliku).

Predimo na reSenje datog zadatka.
Nzka su O1 i Oz centri datih krugova Ci
i Oy, s simetrala duzi 01021 ¢ simetrija
ravni u odnosu na pravu s. Oznalimo
A'=¢(4), Ci'=9(C1), Co'=¢(Cp) (oti-
giedno je A'€ Ci’'N CY'). Jasno je da su
krugovi C1' i Cp koncentri¢ni, kao i kru-
govi Co’' i Cy. ‘

Dokazimo da je A’ tatka koja zadovoljava uslove zadatka. Neka
se u proizvoljnom trenutku prva tatka nalazi u MiE Cy, a druga u

3

M€ Cp. Prema uslovima zadatka tada je <X<AOM1=<LAO0:Ms. Ako
ie M1'=cp(M1), vaii AM1'=A'M1. Takode je {A'02M1'= @:AOlM] =
= L AO2:Mz, pa je na osnovu pomocénog tvrdenja A’ Ma=AM;'. Dakle,
A'Mi=A'M,, tj. tatka A’ je zaista u svakom trenutku podjednako
udaljena od tafaka My i Ma. '

XXI. 4.

Neka je R tatka ravni =, razli¢ita od P i oznatimo XQPR=a,
X PQR=p. Iz APQR dobijame
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OR_ QP _ PR
sine  sin(x+p) sinB’

Qa
odakle
N OR+PR_sin(u+B)+sinB
QP sin a
\ol
P 2 cos —;— x
; R = sin (B —{—w-)

sin « 2

Ako fiksiramo ugao «, taj odnos ima najveéu vrednost ako je sin (B4
-{——g—)zl, tj. B+~;—=90°. To je ispunjeno ako i samo ako je LPRO=
=B, tj. PR=QP.

Na taj nadin, za fiksirano « odnos ——QP+PR ima maksinalmu
2cosaf2 1

sina sino/2
Zbog 0<e<<180° je 0<a/2<90° pa (kako je sin rastuéa funkcija
na (0, 90°)) dati odnos ima najveéu vrednost kada je ugao « najmanji,
a to je ispunjeno kada je ravan trougla POR normalna na ravan =
i taka R je takva da XQPR nije tup.

vrednost

ako je APQR jednakokraki (PR=QP).

Ako je prava PQ normalna na ravan =, skup tadaka R koje za-
dovoljavaju uslove zadatka jeste krug sa centrom P, poluprecnika
jednakog PQ. Ako prava PQ nije normalna na w, postoji samo jedna
tatka R koja zadovoljava uslove zadatka. To je tatka koja pripada
ravni normalnoj na = koja sadrZi prava PQ, pri ¢emu je rastojanje
tatke R od P jednako PQ i XQPR je o§tar (tim uslovima tacka R
je jednoznaéno odredena).

XXL. 5.

Pretpostavimo da broj a zadovoljava uslove zadatka. Tada je
5

5 5
ad= z Fixy, ad=a z Edxp, ad=a? z k xx.
B=1 =1 =1
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Ako pomnoZimo drugu od tih relacija sa ——2 i sve tri saberemo, do-
bijamo

5 5
0= kuy (Rt—2akE+at)=3 ki (P—a)2.
k=1 k=1

Kako su svi sabirci poslednjeg zbira nenegativni, sledi -
kxp(k2—a)?=0 za k=1,2,3,4,5.

Tedno mogudée refenje je xi=xp=x3=x4=x5=0, odakle sledi a=0.
Ako je neko xx70 mora biti a=£k2; lako se proverava da takvo a zaista
zadovoljava uslove zadatka 1er dau sistem zadovol;ava)u brojevi

xp=k, x;=0 (j#£k, 1Lj<5).
Dakle, traZeni brojevi su 0, 1, 4,9, 16 i 25.

XXI. 6.

Numeri§imo uzastopna temena osmougla brojevima —3,—2,—1,
0,1,2,3,4, tako da temenu A odgovara broj 0, a temenu E broj
4. U svakom skoku Zaba menja parnost temena na kome se nalazi,
te joj je za put od 0 do 4 svakako potreban paran broj skokova Dakle,
azn-1=0 za n=1, 2,.

Oznadimo sa uap broj puteva duZine 27 (tj. koji se sastoje od
2n skokova) od tatke 0 do talke 0, koji ne prolaze kroz tatku 4; sa
v2, 0znadimo broj puteva duZine 2z od 0 do 2, koji ne prolaze kroz
4. Tada je i broj puteva duZine 2n od 0 do —2 koji ne prolaze kroz
4 takode jednak vap.

Svaki put duZine 2n-+2 od tatke 0 do tatke 4 koji zadovoljava
utlove zadatka sastoji se od nekog puta duZine 2z od 0 do 2 (ili od 0
do —2) — takvih puteva ima 222, — i puta duZine 2 od 2 (odnosno
—2) do 4 — takav put je samo jedan. Zbog toga je

agnt12=202, 732 n=1,2,.... - )]
Vazi takode sledeéa relacija:
Uon+o="2Usn+20v2, 22 n=1,2,..., . @

jer se svaki put duzine 2n-+2 od tatke 0 do 0 koji ne prolazi kroz 4
sastoji od:
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— nekog puta duzine 27 od 0 do 0 koji ne prolazi kroz 4 (takvih

puteva ima wuey) i puta duZine 2 od 0 do 0 (dva su takva puta: (0,1,0) »

i (0,—1,0)) ili
— nekog puta duzine 2z od 0 do 2 (ili do —2) koji ne prolazi

kroz 4 (takvih puteva ima 2v2,) i puta duzine 2 od 2 (odnosno —2) °

do 0 (takav put je samo jedan).
Na sli¢an nacin se dokazuje:

Van+a=tan+202s 22 n=1,2,.... 3)
Iz (2) i (3) dobijamo ’
Van+a=tan+2+ 202n+2=2uzn+ 2020+ 20V2n+2=2(Van+2 — 2020) + V
+ 2020+ 2v2n+2 =402 12— 2V20,.
Kombinujuéi sa (1) imamo
azpra=4donro—2a2, za n=1,2,.... ©))

Lako se vidi da je aa=0 (jer nema puteva duZine 2 od 0 do 4)
i as=2 (dvasu puta duZine 4 0d 0 do 4:(0,1,2,3,4) i (0,—1,—2,—3,4)).
Resavajuc¢i diferencnu jednadinu (4) sa tim pocetnim uslovima do-
bijamo

1
Ao =——-r (x7-1—yn-1), p=1,2,...,
n \/2( ey

gde je x=2+4/2 i y=2—1/2.

Napomena: O re$avanju diferencnih jednadina videti npr. sv. 8
ovih materijala. Tvrdenje se inage lako moze dokazati i bez poznavanja
algoritma re$avanja jednadine (4) — dovoljno je primeniti indukciju
po n.

1980. 1.

Stavljajuéi y=1 u (%) dobijamo f(x)=2f(x)—f(x+1)+1, tj.
fx+1D=f(x)+1 za sve x& Q. Odatle lako sledi f(x-+n)=f(x)+n za
sve cele n i, specijalno, f(n)=n-+1 (zbog (2)).

Svaki x&Q se moZe napisati kao len— sa celim m,n i n=+£0.

n
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Imamo

f(nx) =f@) () —f(x+m)+1,

m~+1=f(m)=f(x) (n+1)—f(x) —n+1=nf(x) —n-+1,
odakle

f(x)=%+1=x+l, za sve xE Q.

Neposredno se proverava da funkcija f(x)= x—|~l zadovoljava datu
iednacinu.

1980. 2.

Iz BE2=2ri-2rz dobijamo

BE=2 \/ rirs. S druge strane,
UV2=MN?2— (MU — NV?2=4drirs .
(M i N su sredifta polukrugova), -

odakle UV'=2 4/rirs=BE. . 7 5w e
Dalje, SU=SB=SV= %UV:: V/rira=ES, pa je éetvorougao

BVEU pravougaonik, jer su mu dijagonale jednake i polove se. Posto
su <X AUB i < EUB pravi, tatke A,U,E i, sli¢no, E,V C su kolinearne.
Trougao EUV je podudaran trouglu EUB koji je slitan sa AEAC,
Uv _ 2+/nr
AC 2(rn+r)

pa sui AEUV i AEAC sliéni sa koeficijentom k=

Zato je
povrsina AEUV pa__ 172

povrsina A EAC B (ri+r2)? )

1980. 3.

Neka je n+1=p%, gde je s=>0 i ¢ ceo broj koji nije deljiv sa p.
Pretpostavimo da ne vaZi tvrdenje (¢Z), tj. da je ¢>p. Tada je
za k=p(q—p), o<k<n i

(Z):(kfl)n+;"kz(kfl) » (I:ilp) ___(kﬁl)ﬁ;,

tj. p | (Z), pa ne vazi tvrdenje (7).
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Pretpostavimo sada da tvrdenje (iZ) vaZi, tj. da je 0<¢<p. In-
dukcijom po &, 0<<k<n, dokaimo da va#i (i), 4. da p,{'(Z). Otigled-

no p/}’(g) . Pretpostavimo da p*(kﬁl) za neko k, 1<k<n..Neka je

k=ptr, gde je r ceo broj koji nije deljiv sa p. Ocigledno je ¢<Cs, a ako
je t=s, onda r<<gq. Zato pfptg—r. 1z

(n= n \ntl—k (g qu—p‘f:( n )p"‘“‘q~—r
k) (k—-1) E —(kwl) ptr E—1 r

 sledi da pf (3)-

1980. 4. | o .

\ ts
b ° .
Posmatrajmo homotetiju H sa centrom u P koja krug ki1, pre-
slikava u ko. H preslikava A u D=PAN ks, a tangentu ¢ kruga k1 u
tangentu t2 kruga kg, paralelnu sa ¢. Zbog toga je tatka D srediSte

luka BC kruga k2, pa je PD simetrala unutra$njeg ili spoljasnjeg (v.
slike) ugla kod P trougla BPC.

1980. 5.

Neka je T suma sa kojom je svaki igrac poceo igru i neka je
n; zbir koje su pokazale kockice u j-tom bacanju. Igra¢ broj ¢ posle
i—1 bacanja ima

S— T(1+L) (1+i)...(1+-1_).
m ne ni-1
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Tada je njegov red da placa. Ukupan iznos koji on treba da isplati

je i(IOT—S), pa mu posle toga ostaje
n;

s—geromrfd) 2]

Posle 10 bacanja on ima

r[pL) e ) )
n; nio ng i+l nio

§to je jednako polaznoj sumi 7. Za i=0,1,...,9 oznalimo a;=(1-+

+—l- (I—E—L) i aip=1. Tada dobijamo sledeli sistem od 10 jed-
541 n1o
nacina:

a—0 4—1(=1,2,...,10),
ny

Oduzimajuéi jednaédine 7 i 741 dobijamo

10 10
— Q= A§+1,
ni ni+1
odnosno
n ni+1 Mi+1
tj.

nir1-+1=n; (i=1,2,...,9).

Iz n19o=12 dobijamo n9=13, ng=14,...,m=21.

Provera pokazuje da se igra zaista mog.a odvijati na opisani
nadin.

1980. 6.

x i ¥y moraju ocigledno da budu iste parnosti, pa su i uzic%,

i u:i;l celi brojevi. Jednatina dobija oblik
4u34-4uvr =8 (3ut+4-v24-1),
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odnosno

(u—2)(u2+0?)=4u?+2.

Sledi da je u>2, pa je 4u+2<<5(u2-+v%) i zato u—2<S. Proverom
vrednosti #&{3,4,5,6} dobijcju se celobrojna reSenja #=>35,v=43
odakle (x,)—=(8,2) ili (x,y)=(2,8).

XXII. 1.

Oznat¢imoa=BC,b=AC,c=
=AB i izraz {iji minimum traZimo

sa
a
PD PE PF’
Ako je P povrsina A4ABC, imamo
A F B  2P=a- PD+b- PE+c- PF,
pa je
2PS=

F P PD  PE
PERR NI RN PY L) fQ+_1i)+ —+—|=
PE PF PF PD PE PD
>a?+b2+c?+2 (be+ca-ab)+(a+b4-c)?,
pri éemu znak jednakosti vaZi ako i samo ako je PD=PE=PF, tj.
kada je P centar upisanog kruga AABC. Tada dati izraz ima mini-
malnu vrednost

(a+b+c)2
Smin=ﬁ— .
2P

(Kori$¢ena je nejednakost x+i>2 za x>0 u kojoj znak jednakosti
X
vazi ako i samo ako je x=1.)

XXIIL. 2.

Kako je broj & (=1,2,...,n—r-+1) minimalni element u (
r-Clanih podskupova skupa {1,2

—k
—1
»2,...,1}, to je
160



fonn=—"t" g B,

)"

Indukciiom, 111 na neki drugi nadin, lako je dokazati da je

n—r+1
k;l k(r;l) (’"H)'
Zbog toga je

(;1:1{:11) n+1
(n) =r+1’

r

§to je i trebalo dokazati.

XXII. 3.

Za m=1, n moZe biti jednako 1 ili 2. Ako je m>1, mora biti
n>m, jer je n(n—m)=m2+1>0. Oznalimo p=n—m >0. Neposredno
se proverava da ako je par (n,m) relenje jednatine, onda je i (m,p)
takode reSenje. Takode i obrnuto: svako reSenje (n,m) daje novo re-
$enje (m-+-n,n). Zato su sva reSenja date jednadine jarovi uzastopnih
Fibonacijevih brojeva*):

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584,...,

pa je traZena maksimalna vrednost 9872415972

XXIL 4.
Neka niz .
a—n+1,a—n+2,...,a—1,a (1)
prirodnih brojeva zadovoljava uslove zadatka, tj. neka
al| [a—n+1,...,a—1].

Neka je a=p1%pe®e...p.% kanonska faktorizacija broja a na proste
ginioce (p1<p2<<...<pr, ;>0 za j=1,2,...,r). Tada za svako j (j=

*) O Fibonalijevim brojevima videti npr. u sv. 8 ovih materijala
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=1,2,...,7) postoji m (m=1,2,...,n—1), tako da p;% | a—m. Kako
je i p;% | a, to mora biti p;%<n—1 za sve j=1,2,...,7. Ako bi bilo
r=1, dobili bismo n<a=m*<n—1, §to je nemoguce; dakle, r>2.
No, to zna¢i da moraju postojati bar dva prosta broja manja od =,
pa je n>=4.

Dokazatemo da za svako n>4 postoji niz (1) ko11 zadovoljava
uslove zadatka, a da za n>5 postoje bar dva takva niza. Drugim re-
¢ima, odgovor na pitanje pod (a) je n>>4, a pod (b) n=4.

Ako je n=4 mora biti ;1% <3, po*> <3, pa je r=2, p1=2, pa=3,
ar=ag=1, tj. jedini niz tipa (1) koji zadovoljava uslove zadatka mozZe
biti 3,4,5,6 — lako se proverava da ih on zaista zadovoljava.

Lako se nalaze dva petotlana niza — 2,3,4,5,6 i 8,9,10,11,12
— koji zadovoljavaju uslove zadatka.

Neka je n>>6. Oznatimo sa r,s,¢ prirodne brojeve koji zadovo-
ljavaju nejednakosti 27 <{n—1<<2r+1, 3s<n—1<35+L, St<n—1< 5L,
U nizu (1) izaberimo da bude a=2"- 35, odnosno a=27- 5t. Tada je

n—1 <2T+l<27' . 3<2r . 33—_—'(1’
odnosno
n—1<2r+l2r. 527 St=aq,

pa nizovi (1) za takva dva izbora broja a zadovoljavaju sve uslove
zadatka.

~ XXIL 5.

Oznadimo sa S4, Sb,
Sc¢ centre datih krugova, pri
¢emu S 4 leZi na simetrali ugla
A trougla ABC itd. Tada je
SaSs||4AB, SgS¢||BC, S¢S4 !
||CAi simetrale uglova AABC
su ujedno simetrale uglova
AS488S¢. Ta dva trougla
,. zato imaju zajednicki centar
A 8 upisanog kruga — oznatimo
ga sa S — koji je centar ho-
motetl;e K koja preslikava AS4SsS¢ u AABC.

Tacka O je podjednako udaljena od tataka S4, Spi S¢, tj. ona
je centar opisanog kruga AS,SpSc, pa pomenutom homotetijom K
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prelazi u centar P opisanog kruga AABC. Zato tatke S, O i P leZe
na jednoj pravoj.

XXIL 6.

.1z (2) i (1) odmah dobijamo f(1,0)=£(0,1)=2. Kombinujuéi taj
rezultat sa (1) i (3) za x=0 dobijamo

fLy+1D)=f0,f1,y)=f1,¥)+1 za y=>0

f(Ly)=y+2 za y>0. 4
iz (2) i (4) imamo f(2,0)=f(1,1)=3. Iz (3) za x=1 i (4) dobijamo
f2,y+D=f(1, f2,3))=f(2,9)+2 za y>0.

Kombinujuéi ta dva rezultata indukcijom nalazimo
f2,9)=2y43 za y>0. (5
Stavimo sada x=2 u (3); koristeéi (5) dobijamo
, fGy+D=£(213,5))=2f(3,)+3 za y>0,
§to zajedno sa f(3,0)=f(2,1)=5=8—3 indukcijom daje
£(3,5)=20+3—3 z3 y>0. (6)
Stavimo najzad x=3 u (3); s obzirom na (6) to daje
fA:y+1)=fG:f(4,y))==274+3—3 za y>0.

Kako je f(4,0)=f(3,1)=2%—3, to lako induktivno dobijamo
2
f(4,3)=22" —3 (y+3 dvojke) za y>0,

odnosno
.‘2
f(4,1981)=22" —3 (1984 dvojke).
XXl 1
_ 2f(1 ) =
m=n=1 daje 0=f(2)= {2f(l)+1’ pa je f(1)=0.
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m=2, n=1 daje f(3)= :;Eg))——i-}—j'):((ll))—r}_——_lo:l’ pa je f(3)=1 zbog (c)..D_alj'e

e f(3n+43)=f(3n)+f(3)=f(3n)+1, odakle indukcijom f(3n) >n. Pri tom,

ako u toj relaciji znak > vaZi za neko », tada on vazi i za sve vece n.

Zbog £(9999)=3333, to znadi da je f(3r)=n za sve #<3333. Specijalno:
1982=f(3 - 1982) >f(2 - 1982)-}-f(1982) >3 - f(1982),

pa je

661 >1—9§3>f(1982) >£(1980)-+f(2) =660,

odakle f(1982)=660.
Napomena: Funkcije f sa navedenim svojstvima postoje, npr.

takva je f(n)z[i;].

XXIII. 2.

Prvo reSenje. Tacke Si, Sq i
S3, naravno, pripadaju upisanom
krugu. Simetrijom u odnosu na si-
metralu ugla 4 luk T3S tog kruga
prelazi u luk 72T, a simetrijomu
odnosu na simetralu ugla A4p luk
T3Sz prelazi u luk T1T:. Zbog
toga: '

TsS1=—TeT1=T1To=—T3S

(u ovoj relaciji su T381,... oznake

za orijentisane lukove upisanog

kruga). Odavde sledi S1S:2 || 414z
2§ zato S1S2|| MiMa. Na sli¢an
natin se dokazuje S1S83 || MiMs i S2Ss || MaMs. Trouglovi MiMeMs
i 818283 imaju, dakle, paralelne stranice, pa su povezani ili transla-
cijom ili homotetijom. Translacija je nemoguéa jer je opisani krug
AMi1MzMs veéi od opisanog kruga AS1 S283 (tj. upisanog kruga A 414243
— tu je kori§€ena pretpostavka da su stranice datog trougla sve raz-
li¢ite). Zbog toga je centar homotetije zajednitka tacka pravih M;Si,
M3zSs i M3Ss. (Te prave su definisane jer je M;#S; posledica razli-
Citosti stranica NA14243.)
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Drugo resenje. Izaberimo koordinatni sistem sa poéetkom u
centru O upisanog kruga AAiA:As, tako da -je taj krug jediniéni.
Oznadavatemo malim slovima kompleksne brojeve koji odgovaraju
datim tackama oznaCenim velikim slovima. Jasno je da vazi rnzi1=

~ =tatp=t3t3=1. Tetive T2T3 i T1S: datog kruga su paralelne (obe

stt normalne na simetralu ugla A4i), pa je tats=t1s1 (jer su sva Cetiri
broja u toj relaciji modula 1), odnosno si=tatsz1. Analogno je sa=
=—zit3t2 1 s3=ntar3. Odatle

sa—s3=t1(t2af3—1372).
Broj u zagradi je &isto imaginaran (kao razlika dva medusobno konju-

govana broja), §to pokazuje da je OT:1_| S2S3 i prave S283 i Aads
su paralelne.

Dalje zaklju¢ivanje je isto kao i kod prvog reSenja.
XXIIL 3.

5 —kii=1,2,...). Tada je (zbog
Xq

kz+i>2\/a—za a>0, i=1,2,...,n i k=1 za i=1,2,...,n):

2 x2 x 2

52, kn
“;+ T ..k1+k +k1k+ ke ke

) )>
) )

>...>k1+;21/2\/--- V2 =2/ 2V 2 =y
1

Kako je lim y,=4, tvrdenje pod (a) je dokazano.

n—

=k1+; (k2+; (k3+... +;n":2 (kn—l'l"

Ru-1

=k+— (k2+~ (k3+ .+

N3

(b) Niz x,=2"" zadovoljava zadati uslov:

2
’i_‘_ 4 n—-l.....21+20+ A2 —4 224

n
za svako n.
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Drugo redenje. (a) Pokusajmo da odredimo niz pozitivnih brojeva
cn, takav da za svaki niz xp>x1>...>x,>...0 vaZi nejednakost ’

x2 x.2, ;
22> x za svako . (1
X1 Xn

Ako takav niz postoji, onda je i

2 [x2 2\ a2 — .
_9+(_‘+_,,+ " );£+cnx1>2\/x<2)cn=x0'2 Vens

X1 \x2 Xn+if X1
2
. qs v . — . . 0
pa vidimo da se moZe uzeti cy11=24/cy. S obzirom da je — = xo,
X1
uzmimo npr. ¢i=1 i zato

1
1 el

. 3 — 213
ca=2, 63=2'\/2=2 , ca=2 \/03::2
i uopste
1 1 1
1+-2*+-...+‘2*ﬂ—_,‘; T
Cp= 2 =4 *

Kako ¢y—+4 (n—>o i x0=1, to iz (1) sledi tvrdenje pod (a).
Napomena. Ovo resenje omogucava da pokaZemo da je navedeni
primer pod (b) jedinstveni mogué. Zaista, ako za svako #n vazi

22—+ . =—cp-1 x1,
x1 x X1

gde je cp niz izabran pod (a), onda zbog lim ¢c,=4 imamo
X 1 2
4> 4 dxy =4+— (x0—2x1)%
X1 X1

§to znaCi xp=2x1. Sliéno se indukcijom dobija xp=2xp41 za svako
n, pa iz xo=1 sledi x,=2"7.

XXIIL 4.
Zbog
x3—3xy24-y3=(y—x)%—3x2y+ 2x3 =(y—x)3 — 3(y —x)x%—x3,
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ako je par (x,y) reSenje jednacine, onda je i par (y—x,—x) relenje

jednaCine, a takode i (—y,x—y). Neposredna provera pokazuje da

ako su bilo koja dva od tri para (x,y), (y—x,—x), (—y,x—y) jednaka

medu sobom, tada je x=y=0, §to je iskljudeno pretpostavkom #=0.
Pretpostavimo sada da je

x8—3xy2433=2891=2(mod 9). (1)

Lako se, medutim, proverava da su moguéi ostaci kubova celih brojeva
pii deljenju sa 9 jednaki 0 i 4+ 1. No, to za posledicu ima da je relacija
(1) nemoguca.

XXIIL 5. D
Zbog CM=EN, trouglovi BMC ﬂ\
i DNE su podudarni, pa je E, N ¢

IXNBC=<EDN.
Pored toga, <{ECB=90°, <cCED=30°,
pa je
JXBND=<BNC+ << CND=(90°—
— INBC)+(<CED+ < NDE)=120°.

To znaci da se duz BD vidi iz N pod is-

tim uglom kao i iz centra kruga 0. Zato

N leZi na krugu sa centrom u C, poluprecnika CD=CB, tj. CN=
=CB. Najzad, A=CN:CE= CB:CE=1:\/3 jer je u pravouglom
ABCE, XEBC=60°.

XXIIL. 6.

Rastojanje izmedu tafaka ili skupova U, V' oznalavatemo sa
d(U,V) (pri tom, ako su U,V skupovi, d(U,V)=min d(x,y)*)). Za
xeU,yeV

P,0e L oznatavatemo sa L(P,Q) deo linije L izmedu P i Q, a sa
I(P,Q) duzinu tog dela. Neka su By(=1,2,3,4) temena kvadrata S.
Postoje tatke B;' & L, takve da je

d(BiBi)<1/2 (i=1,2,3,4).

*) Za ulenike kojima su ti pojmovi poznati, pomenimo da u zadatku uvek
baratamo sa ogranifenim i zatvorenim skupovima, te je pomenuti minimum uvek
definisan. )
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Pri tom, indeksi se mogu tako izabrati da je
I(Ao,B1")<I(Ao,Bi') (i=2,3,4),

da su Bz i B3 susedna temenu B i da je I(A4o,Bs")<I{(Ao,Bz").

Oznacimo sa D, odnosno E, skupove taCaka P stranice BiBj
sa osobinom d(P,L(A4e,B3"))<1/2, odnosno d(P,L(Bs',Axs))<1/2. Prema
pretpostavci, D\ E=B1Bs. Kako se D i E sastoje od kona¢nog broja
zatvorenih intervala (ili tataka) i D+ ¢, E+# @ (jer BIED, B:&E),
to je DN E+ @ . Neka je PE DN Eineka su X& L(A4o,Bs"), YEL(B3',
Ay), takve da je

d(P,X)<1]2 i d(P,Y)<1/2.

Tada je d(X,Y)<1. S druge strane, d(P,L(X,Bs"))<1/2 i d(B3,L(X,B3"))
<1/2 povladi I(X,Bs")>99 i slicno {(Bs',Y)>99, pa je

I(X,Y)=I(X,Bs")+I(Bs’,Y) =2 - 99=198.

XXIV. 1.

Stavljaju¢i y=x u datu relaciju (1), vidimo da postoje pozi-
tivni realni brojevi z, takvi da je f(2)=z (takav je svaki broj oblika
xf(x)). Neka je z proizvoljan takav broj. Tada je i

J(22)=f(2f(2)) =2f(2) =27
pa sli¢no induktivno dobijamo
Aam)=zn za nEN. 3)
Dalje, iz 2=f(z)=f(1 - f(2))=z (1), zbog 270, dobijamo f(1)=

=1, a iz

o (i) =f(if(z))%f(1)=l
z z ‘

sledi f (-—1—)=L i; sli¢no kao malopre,
z z

f(_I;):-l; za nEN. ©)
g z

Ako bi bilo z>1, iz (2) i (3) bi rledilo 0=o00; sli¢no se eliminise
sluaj z<<1 na osnovu (4). Dakle, jedini broj sa osobinom z=f(z)
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. 1
je z=1, a kako tu osobinu ima svaki broj oblika xf(x), to je f(x)=?

za sve x. Otigledno je da ta funkcija zaista zadovoljava uslove (1) i (2).

XXIV. 2.
-5
B, P,
A .
£
o, |M; 0: |M: g, S
G2
<%} ‘

Dovoljno je dokazati da je <XOLAMi=<x024AM,. Neka je S
presek zajedniCkih tangenata krugova ki i k2 i neka prava SA seée
krug k1 jo§ u tacki B. Zbog otigledne homoteti¢nosti krugova k1 i ke
vazi L0:AMp= X O1BM;. Dakle, ostaje da se dokaze <O AMi=
= <01BM;, a za to je dovoljno dokazati da tatke A4,B,01 i M; pri-
padaju jednom krugu. No, to sledi iz

SA+- SB=SP; - SP1=S01cos « - SM =S80 - SM.
Ccos &
(=< P1S01).

" Napomena: Zadatak se moZe uopstiti. S ne mora biti zajednitka
tatka tangenata, veé mozZe biti bilo koja tacka prave O10: (van kru-
gova), a P;,Q; dodirne take tangenata iz S na krugove ki(i=1,2).

XXIV. 3.

Neka je n>2abc—ab—bc—ca i neka je (xo,¥0,20) bilo koje celo-
brojno resenje jednadine .

bex+-cay-+abz=n

(takvo uvek postoji za bilo koji ceo broj n zbog (a,b)=(b,c)=(c,a)=1)e
Pokazacemo da se moZe izabrati celobrojno reenje (x,y,2) te jednadin.
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za koje je x>0, y=0, 2220. Oduzimajuéi dobijamo
be(x —x0)+ca(y —yo)+ab(z—29) =0. ¢))
Zbog (a,b)=(a,c)=1 mora da bude a|x—x0, tj. x—xo=as(s&Z).
Zamenjujuéi u (1) dobijamo :
bes—+c(y —y0)+b(z—20)=0. 2)
Zbog (b,c)=1 mora da bude b | y—yq, tj. y—yo=bt(t € Z). Zamenjujudi
u (2) dobijamo cs+ct+z—20=0, tj. 2—z0=—c(s+£).%)
U relacijama x=xo-+as i y=yo-+bt brojevi s i ¢ se mogu tako
izabrati da bude 0<{x<Ca—1 1 0<<y<<h—1. Tada je i
abz=n—>bcx—acy >(2abc—ab—bc—-ca)—bc(a—1)—ca(b—1)=

=—ab,

dakle 2> —1, tj. 2>0. :

DokaZimo sada da se broj 2abc—ab—bc—ca ne moZe prikazati
u obliku bex+cay+abz sa nenegativnim celim x,y,2. Pretpostavimo,
suprotno, da je

2abc—ab—bc—ca=bcx-+cay-+zab, x,y,22>0.
Tada je
be(x+1)+caly+1)+ab(z+1)=2abc,

pri ¢emu je x+1>=1, y+1=1, z+1>=1. Zbog (a,b)=(a,c)=1 mora
biti a | x+1, odakle a<<x+-1. Sli¢no, b<{y+11i c<<z+1 i zato

bea+cab—+abe <be(x+1)+-ca(y+1)+ab(z+1) =2abc,

tj. 3abc<2abc.

Napomena: Zadatak se moZe uopstiti. Naime, moZe se, npr.
indukcijom, dokazati sledee tvrdenje: Neka su ai,az,...,an prirodni
brojevi, uzajamno prosti u parovima, i neka je

X={x1a2...an+taxs...an+...+a1...an-1%n | %1,..., %€ NU{0}}.
Tada je

max (N X)=ai...an (n——l—- En: ;1—)
i=1 A

*) Direktno se proverava da svaka trojka oblika (xo-+as, yo-+bt, zo—c(s+2))
zaista zadovoljava datu jednadinu za bilo koje s,t&EZ.
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XXIV. 4.

Odgovor je ,,da’. Da bismo to dokazali, uotimo trougao 4'B’C’
koji ima slede¢e osobine: A'©BC, B'©cCA, C'EAB i njegove stra-
aice paralelne su visinama datog trou-
cla (takav trougao postoji — za tatku
A' treba uzeti jednu od dve take koje
stranicu BC dele na tri jednaka dela).
U'retpostavimo sada da tvrdenje koje do-
kazujemo nije tatno, tj. da postoji po-
dela skupa E na disjunktne podskupo-
ve X i Y, tako da nijedan od tih pod-
skupova ne sadr#i tri tatke koje su teme-

na pravouglog trougla. Od talaka A,
B',C’ bar dve — neka su to npr. A4’ i B Al c
B’ — pripadaju istom podskupu — npr.
skupu X. Tada sve tatke duzi BC (osim A4’) prxpada]u skupu Y. Ako
bi tatka C’ pripadala skupu Y, u Y bi se naSao pravougli trougao
(C',B i projekcija C' na BC); ako bi C’ pripadala skupu X, tada bi
sve tacke duzi AB (osim C’) pripadale skupu Y, pa bi ponovo Y sa-
drZao temena pravouglog trougla (4,B i projekcija 4 na BC). Dakle,
u oba sluaja dobija se kontradikcija.

XXIV. 5.

Dokazatemo da je tvrdenje navedeno u zadatku tatno. U tom
cilju, ozna¢imo sa Ty, skup svih nenegativnih celih brojeva koji kada
se zapiSu u sistemu sa osnovom 3 imaju najviSe » cifara, pri ¢emu
nijedna od tih cifara nije dvojka. Broj elemenata skupa 7 je 2%, a

njegov najveéi element je 11...1=3°+31+...+3”“1:%(3"—1). S

druge strane, skup 7T, ne sadrZi nijednu aritmeti¢ku trojku. Zaista,
ako bi bilo x,y,2€ Ty i 2y=x-+2, broj 2y bi u zapisu sa osnovom 3
imao sve cifre jednake 0 ili 2, a broj x4z (ako su x i z razliditi ele-
menti iz Tn) morao bi bar na nekom mestu da ima cifru 1.

Jo$ ostaje da se pogodno izabere n. Lako je videti da n=11 daje

skup T, koji zadovoljava uslove zadatka, jer je 211 >1983, a-21— Bul-1=

=88573 < 100000.
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XXIV. 6.

Prvo reSenje. Za svaki trougao sa stranicama a,b,c uvek postoje
tri nenegativna broja x,y,z, takva da je a=y+z, b=2+x, c=x+y (ti
brojevi odgovaraju podeli stranica trougla tactkama dodira. upisanog
kruga). Zamenjujuéi u datu nejednakost, posle sredivanja dobijamo
ekyivalentnu nejednakost

xy3+y234-2x3 Zxyz(x+y+2).

Ta nejednakost, medutim, sledi primenom nejednakosti Kosi-Bunja-
kovskog

(a1 + azbé +asbs)? <(ai12+ag? -+ as?) (b2 bo? - ba?)
na brojeve

a=1/2, ax=/x, as=4/y, by=/xy%, ba=1/y23, b=/ 23,
pri ¢emu znak jednakosti vaZi ako i samo ako je

xy? _yzd_axd
4 - X - y ’
tj. ako i samo ako je xzyzz', odnosno a=b=c.
Drugo refenje. MoZe se pokazati da je izraz na levoj strani date
nejednakosti jednak -

%(a—l—b'—-c)(a~b+c)(c—a)2+(b+c—a)(b—c+a)(b—a)2+(c+

+a—>b)(c—a—+b)(c—b)?].
Ako su a,b,c stranice trougla, taj izraz je odigledno nenegativan, a
jednak je nuli ako i samo ako je a=b=c.

XXV. 1.

Prvo reSenje. Iz uslova zadatka sledi 0<x,y,2<1, pa je xy>
>Xy2, Y& ZXYZ, 2% >xyz, odakle

, xy—+yz+2x>3xyz,
$to je jace od leve strane date nejednakosti.*)

*) Vazi, ustvari, jo§ jata nejednakost: xy-+yz-+2x>9xyz, §to sledi iz poznate
nejednakosti (koja je specijalan slu¢aj nejednakosti Kosi-Bunjakovskog): (x+y-+2

11 1 )
(x+y+2) (—+—“+*)>9 za x,v,z>0.
z y oz
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Za dokaz desne strane, oznadimo

fe,3,2)=xy+yz42x—2xy2.

Primetimo da je za x:y:zzé > f,3,2) :»2—7’;. Pretpostavimo zato da

: . . .1 . . L. .y ,
1isu svi x,y,z jednaki —. Dati izraz je simetri¢an, pa zato moZemo
3 N

pretpostaviti da je npr. x>y>2. Moguéa su dva sludaja:

o 1 1
1°%x >-§— >y>z,z<?.

Stavimo x:é—-{»d—l—e, y:%—e, z-—z%—d, d>e>0. Tada je

e N O RS

2 2
_2(L+d+e) L_e) L_d)=l_e___ﬁ_d_Zdez_zd-aKl_
3 3 N3 27 3 3 3 27

2% =y >—;— >z.

Stavimo x=—13~+e, y=—13;—+d, z:—;——d—e, d+e<%, e=d >0.

Dobijamo
f(x’y,3)=“;“+ e)(%—+d)+ (—;’*-{—d)(%- e—d)+(%~e—d)(~§—+

s

2 2
:l_g_ki_@+2dez+2dze:
27 3 3 3
7_d2+de+e2

=T, tAelta<
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2 2
T _dtdetet 2
27 3 3
_T_—detd® T (e—dPted T
27 3 27 3 27"

Drugo reSenje. Dokazatemo desnu nejednakost standardnim
postupkom odredivanja ekstremnih vrednosti funkcija viSe promen-
ljivih. Eliminacijom promenljive z pomodu datog uslova dobijamo da
se izraz koji ispitujemo svodi na ‘

g(x,y)=2x%y+2xy? —x2—y2—3xy +x+y,

pri ¢emu vaZe ograniéenja x>0, y>0, x+y<1. Na rubu te oblastl
funkcija g se svodi na izraz tipa x—x2, te ekstremne vrednosti moZe

eventualno imati samo u tatkama (%,0), (O%) ili (;—, 15) Sto se unu-
tra$ njosti oblastiktiée, u njoj su parcijalni izvodi funkcije g jednaki:
g4 =4xy+2y2—2x—3y+1,
gy’ =2x2+4xy—2y—3x+1.
Izjednadavanje tih izvoda sa nulom daje sistem koji u unutrasnjosti

naSe oblasti ima samo jedno reSenje — (%, ;—) Kako je ta oblast kom-

pakrna (ogranifena i zatvorena), to neprekidna funkcija g na njoj do-
stize svoju maksimalnu vrednost i ona moZe biti samo jedna od njenih

1
vrednosti u dobijene 4 tactke. Kako je g (;—, O) :g(O, %) =g (l, l) =Z,

a g(l_ l):l>l—, to je zaista g(x,y)<~277.

3°3] 27 4
XXV. 2.
Vazi:

(a+b)"—(a”+b")="Tab[(a5+b5) +3ab(ad+b3)+ 5a2b%(a+b)] =
=Tab(a+b)(a*+2a3b-+3a2b2 4 2ab3 + b)) =
=Tab(a+b)(a®+ ab+b2)2,
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S—1

Kako proizvod ab(a-+b) ne treba da bude deljiv sa 7, ostaje da brojeve
a i b tako odredimo da bude 73 | a2+ab--b2. ‘Mora da bude

(a+b)? >a?+ab+b2>T3=343,

tj. a+b>19. Provera pokazuje da brojevi a=18,b=1 zadovoljavaju
uslove zadatka.

XXV. 3.

Posmatrajmo proizvoljne dve kruZnice Rz(O,r) i §=(0,s) sa
§<r<s<1. Na kruZnici R izaberimo tatku X za koju je «(X)=r(s—7)
— jasno je da je C(X)=S i 0<a(x)<1. Ako tvrdenje zadatka ne bi
bilo tatno, boja tacke X ne bi se pojavljivala na kruZnici S, pa bi skup
svih boja koje se pojavljuju na kruZnici R bio razliCit od skupa sv1h
boja koje se pojavljuju na kruznici S.

Dakle, ako tvrdenje zadatka ne bi bilo taéno, proizvoljne dve
kruZnice polupreCnika manjeg od 1 imale bi razlic¢ite skupove boja
kojima su obojene. No, takvih kruZnica ima beskonaéno mnogo, a
moguc¢ih podskupova (kona¢nog) skupa boja samo konano mnogo.
Kontradikcija. :

XXV. 4.

Neka je M srediste duzi AB i M’ nje-
gova projekcija na pravu CD. Tada je MM’ =

=lABi
2

1
PABC’D=PAMD+PMBC+PCMD=? P4pp+

1 1
+~2— PCAB-!——Z CD- AB. (1)

Neka je N srediSte duZi CD i N’ njegova projekcija na AB.
Tada je

1 1 1 ',
PABCD=PBCN+PAND+PANB=—2— Pgcop +-2- Pycp+ o AB- NN'.
(2)
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Iz (1) i (2) sledi

1
PABD+PCAB+"§‘ CD- AB=Pgcp+Pacp+AB: NN’,
odnosno
1
P4pp+(Papcp—Pacp)—(Papcp—Pasp)—Pacp=AB(NN' = CD)
i

2(Pagp—Puacp)=AB (NN'—% CD) .

Jasno je da krug sa dijametrom CD dodiruje pravu AB ako i

samo ako je NN ’=—;-CD. Prema (3), taj uslov je ekvivalentan sa P4pp=

=P 4¢p. No, to je otigledno ispunjeno ako i samo ako je BC || 4D.

XXV. 5.

Oznaimo temena datog n-tougla sa A1,A4s,...,An i za svako j
stavimo Anp+j=4A;. Neka je A4 proxzvol]na duagonala Ako sa X
‘oznatimo presek dijagonala A:4; i Ai+1A;+1, iz trouglova Ai4inX
i 4;4mX dobl)amo

AiAj+ A A > A+ Az A,

Sabirajuéi te nejednakosti, napisane za svaku od n(nz—-3) dijagonale -
n-tougla, dobijamo
2d>(n—3)p.
tj. levu stranu date nejednakosti.
Za dijagonalu A;A; vazi takode

AiAj<AiA1:+1+...+Aj—1Aj €D
i

A dy<AjAsa+ ... + A4, )

Ako je n neparno, n=2k-1, izaberimo za svaku dijagonalu .4;4;
onu od nejednakosti (1), (2) ¢ija desna strana ima manje sabiraka,
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Sabiranjem tako dobijenih nf(n;?s) nejednakosti dobijamo

<o), g () F_i]_z),
2 | 21412 2

Ako je n parno, n=2k, za j=i-k vaZi nejednakost AiAi+k<—‘Z—;

zs - ostale dijagonale uzmimo onu od nejednakosti (1), (2) ¢ija desna
strana ima manje sabiraka. Sabiranje tako dobijenih nejednakosti daje

— 2
I ) (i O DO
2 2 2 ,

<)

Time je i desna strana date nejednakosti dokazana.

XXV. 6.
1z uslova (1) i (2) neposredno sledi da je a-+d>b-|c.
Zaista: ,
0<(d—b)(b—c)=d%—bd-+bc—cd—
=d2—bd+ad—cd=d[(a-+d)—(b+c)].
Na osnovu (3) dobijamo da je k>m.

Iz d=2¥—a i c=2m—b, zamenom u (2) dobuamo a(2k—a)=
=b(2m—b), odakle

(b-+a)(b—a) =2m(p—2k-mq), (4)
Zbog k>m je 2¥~™mg paran broj, pa kako je b neparan, najvisi ctepen

dvojke kojim je deljiva desna strana relacije (4) je m. Dakle, (b-+a)(b—a)
je deljivo sa 2™, a nije deljivo sa 2m+1, odakle sledi:

bta—2m p, b—a—2me g, (5)
gde je mi+me=m, mi>1, me>11 p i q su neparni.
Resavajudi sistem (5) po a i b dobijamo:
ﬁ2m1p+21ﬂzq a_znhpv__zmzq

3

2 2
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Kako su a i b neparni, to je mi=1 ili me=1. PokaZimo da je m1=1
nemoguce. Zaista, iz m1=1 sledilo bi b—a=2m"13>2m"1, a iz b+c=2m
i b<c sledi b<<2™-1, pa bi bilo b<<b—a, §to je nemoguce.

Dakle, my=1, mi=m—1 i relacije (5) daju
a-+b=2m"1p b—a=2y.
Zbog 2Mm=p-+-c>a+4-b=2""1p imamo p<<2, tj. p=1. Znadi:
a+b=2m"1 p—aq=124, (6)

gde je ¢ neparan broj. Zamenjujuéi u (4) dobijamo posle skracivanja
sa 2™: g=b—2kmg, No iz (6) cledi b=2m244, pa je

q:2m—2+q_2k-ma’

tj. 2k-mq=2m-2 Kako je a¢ neparan i k>m, to iz poslednje relacije.
sledi a=1, §to je i trebalo dokazati.

Napomena. Daljim razmatranjem se lako dolazi do zakljucka
da su sve &etvorke (a,b,c,d) koje zadovoljavaju uslove (1), (2) i (3)
oblika . .
(1,271 1, 2m14-1, 2m-2_1),

gde je m proizvoljan prirodan broj >3.

XXVI 1.

Neka je O srediSte pomenute kruZnice, r njen polupre¢nik i
E i F tatke u kojina ona dodiruje stranice BC i AD, respektivno.

Tada ie BE=r ctg B, EC=r ctg%,

DF=r ctg% , FA=r ctga, OB=

=——, 04= -r ,‘gdesusaa,ﬁ,yi
sin B sina

B § oznateni uglovi datog &etvorougla
ABCD. Relacija AD+BC=AB ekvivalentna je redom sa

r(“ga+ctg-§)+f(°tga+ctgl= I
2 2/ sine sinf
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ctgl—l—cth:l—.COSO(«Fl*C(_)Sp
2 2 sina sin B
Y 3 o« B
ctg - totg—=tg—4tg—.
8 2 g 2 g 2 . 2

Poslednja relacija, medutim, direktmo sledi iz

aty=n i B+d=m.

XXVI 2.

Za dato bojenje skupa M izvr§imo bojenje celog skupa N pri-
rcdnih brojeva na sledeéi nadin:

za dato /&M svi brojevi kongruentni sa ; po modulu #, tj. svi
brojevi oblika tn7, t&EN, imaju istu boju kao 7;

svi brojevi oblika tn, nEN, imaju istu boju kao broj k.
DokaZimo da su tada svi brojevi

(9 k2.t |
jednako obojeni. Dovoljno je dokazati da su za svako p&N brojevi

pki (p+ 1Dk jednako obojeni. Razmotrimo sledeéa tri sludaja:

1° Jedan od brojeva pk, (p+ 1)k, napr. neka je to pk, jeste oblika
tn za neko nEN. Tada je on po definiciji obojen isto kao k, a takcde
jel broj (p+ 1k tako obejen, jer je u tom slutaju (p+1)k=k(modn).
Sludaj (p-+1)k=tn razmatra se analogno.

2° Za neko n je pk<<tn<<(p+1)k. Neka oznaka i<>j znadi ,,¢
i j imaju jednaku boju’’. Tada je

(p+Dk=tn+i<>i<>k—i<>n—k-t+i<>tn—k4+i=pk.
3° Za neko # je m<pk<(p+Dk<(t+1)n.
Tada je
(p+ Dk=tn-+tj<>j<>j—k<>tn+j—k=pk.

Time je dokazano da su svi brojevi oblika (*) jednako obojeni.
Neka je sada :EM proizvoljan. Kako su k& i # uzajamno prosti, to
postoji broj p&EM, takav da je pk=i (mod n). To znali da i broj 7 ima
istu boju kao brojevi oblika (*), pa svi elementi skupa M imaju istu
boju.
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XXVL 3.

Prepustamo citaocu da dokaZe sledeCe jednostavno pomoéno
tvrdenje:

LEMA 1. Ako je m=25 (s—nenegativan ceo broj), tada je
Om(x) =(14x)ym =14 R(x)+x™,
gde je R(x) polinom sa parnim koeficijentima.
Odatle se lako izvodi i:
LEMA 2. Ako je m=251 P polinom stepena manjeg od m, tada je
W(PQup)=2w(P).

Zaista, iz leme 1 sledi da je P(x)Qm(x)=P(x)+ P(x)R(x)+
~+x™P(x). Pri tom, polinomi P(x) i x®P(x) nemaju ¢lanove istog ste-
pena, a svi koeficijenti polinoma P(x)R(x) su parni.

Predimo sada na dokaz tvrdenja zadatka. OznaCimo sa s na]manu
nenegativan ceo broj koji ima osobinu da je i, <<25=m, gde j€ 115225 .5In
data n-torka koja zadovoljava uslove zadatka. Tvrdenje ¢emo dokazati
indukcijom po s.

Za s=0 tvrdenje je trivijalno, jer je u tom sluaju jedina mo-
guénost n=1, 1=0, Q;(x)=1, pa se nejednakost koju dokazujemo
svodi na jednakost

w(Qu) =w(Qu)(=1).

Pretpostavimo sada da je tvrdenje zadatka ispunjeno kadgod
data n-torka ispunjava uslov #,<<2s=m i dokaZimo da ono vaZ i za
bilo koju n-torku kod koje je 2¢<(i,<<2¢+l, Razmotrimo sledeta dva
moguéa slucaja:

1°41>2%=m. Tada je
Ou(x)+...+ Qu()=(1+2)8+... +(1+x){,=0Om(x) - P(x),
gde je P polinom oblika
P(x)=0u (x)+...+Qu (),
stepena i, =i,—m<C28+1-25=25_ Na osnovu leme 2 imamo

(D) w(Qu+...+Qm)=w(QmP)=2u(P).
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S druge strane, na osnovu induktivne pretpostavke je
@) w(P)>w(Qu) =w(Qiym).

Naizad, stepen polinoma Q;,.; je manji od m, pa iz Qi=0i-mQOm,
poiiovnom primenom leme 2 dobijamo

©) w(Q4,)=2(Qi ~m)-
Iz {1), (2) i (3) sledi nejednakost koju dokazujemo.
2° 71<<2s. Tada je
Qi) +... 4+ Q1 (x)=
=ao+aix+...4am-1 x4 (1+x)" (bo+bix+...+ b1 xm-1)=
-—-mil agxt —i—mil byx? +:>cm"§l bjxI+ R(x), ‘
i=0 j=0 7=0 '

gde je R(x) polinom sa parnim koeficijentima (ponovo jc iskori$¢ena
lema 1). Izratunajmo broj neparnih koeficijenata dobijenog polinoma.
Drugi i treéi sabirak u paslednjoj sumi su polinomi koji nemaju ¢lanove
jednakog stepena. Ako bi neki od neparnih koeficijenata a; bio po-
ni$ten neparno$¢u odgovarajuceg koeficijenta 4;, u krajnjem zbiru bi
se opet pojavio neparni koeficijent b; u sabirku bjx#*™, Na taj naéin,
vai

@) (Ot 0> ("'j' am).
: i=0

m—1
No, polinom z a;x* je takode oblika
i=0

0u(%)+Qu(x) +.. .+ Qiy(x)s

sa ip,<<m==2%, pa za njega po induktivnoj pretpostavci vazi
. m—1 .
5 W [ > aix’) >w(0y).
i=0

Iz (4) i (5) sledi nejednakost iz tvrdenja zadatka.

Time je tvrdenje indukcijom u potpunosti dokazano.
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XXVI. 4. )
Prostih broejva manjih od 26 ima 9. Zato je svaki element x;
9
skupa M oblika [T g%, gde je ai;>0 i »ne{2, 3,5, 7, 11, 13, 17,

i=1
19, 23}. Proizvod xjxx je kvadrat celog broja ako i samo ako je

aij+ai=0 (mod 2) za sve i=1,...,9.

Kako je broj razli¢itih devetorki po modulu 2 jednak 29==512, svaki
podskup skupa M sa bar 513 elemenata sadrZaée par elemenata Ciji
je proizvod kvadrat. Polazeéi od skupa M i elimini§uéi takve parove,
nalazimo : ~

(1985—513)/2=736 >513

razli¢itih dvoelementnih podskupova od M od kojih svaki ima kvadrat
za proizvod elemenata.

Rezonujuéi analogao, nalazimo medu tim kvadratima bar jedan
par (u stvari, o¢igledno ih mora biti i vi$e) ¢iji je proizvod Cetvrti stepen
celog broja.

Pretpostavimo, odredenosti ra-
di, da je dati trougao ABC oStro-
ugli. U slugaju neostrouglog trou-
gla dokaz je sliCan.

Neka su Si R, redom, sre-
dista kruZnica opisanih oko tro-
uglova ABC i KBN. Ako je
-1 ACB=v, onda je <XASB=2y.
Kako je éetvorougao AKNC teti-

vni, imamo

SBNK=180°— SKNC=<CAK,

odakle je <BKN—-, pa je AABC~ANBK.

No, onda je i <. NRB=2y, pa iz jednakokrakih trouglova ABS i BNR
dobijamo

SABS=<NBR=90°—v,

$to znadi da su trouglovi BTK i BOC pravougli (oznadili smo T=BS N
NNK i Q=BRN CA), sa pravim uglovima kod T, odnosno Q. Sada
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jmamo OS] AC i BR| AC, pa je BR|| OS i, sli¢no, BS || RO,
jer je BS | NK i RO NK. Na taj natin, &etvorougao OSBR je para-
lelogram.

Neka je P tacka simetri¢na tatki B u odnosu na R. Tada je i
¢etvorougao OSRP paralelogram. Tatke S i R obe leZe na simetrali
duii BM, pa je SR_| BM, odakle OP_| BM. Najzad, PM | BM (BP
je pretnik kruga), pa tacke O, P i M leZe na jednoj pravoj i OM_|_BM,
$to je i trebalo dokazati.

XXVI. 6.
Defini§imo niz funkcija f, na slede¢i nadin:

FiO) =t Furi()=Fal?) (fn (z)+—711—), n>1, 130,

Tvrdenje zadatka sada se moZe preformulisati ovako:
»,Postoji jedan i samo jedan broj a, takav da je

0<fa(a)<far1(a)<1 za sve n>1."

1li, ekvivalentno:

»>Postoji jedan i samo jedan broj a, takav da je
1
1——<fa(a)<1, za sve n>1.”
n

Svaka od funkcija f, je, prema definiciji, polinom s pozitivnim
koeficijentima, pa je, za ¢>0, rastua funkcija. Takode je f»(0)=0
i fa(1)>1. Zato su za svako n jednoznatno odredeni brojevi sy i ta,
takvi da je

falsmy=1—, fult)=1.
n

Pri tom je
1

(1) sn>=1——=fn(sn), tn<<l=fn(tn)-
n
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Zaista, iz sn<1-a1~ bi sledilo (prema definiciji funkcija fa) fi(se)<1—
. n -

—L, fz(sn)<1—~1—,..., fn(sn)<1-——1— suprtno definiciji brdjl sn i,
n n

n
sli¢no iz tx>=1 bi sledilo fi(tn)>=1 fo(ts) >1,..., fu(ts)>1, suprotno
definiciji broja zx.

Iz (1) sledi
1
) 0<tn—Sn<fu(tn) —fulsn)=—.
n
Dalje, vazi

1 1 ,
Jasi(sn)=1——<1——=fns1(sn+1),
n B4l
§to, zbog monotonosti funkcije fr+1, povladi sp<<spi1.
Sliéno, iz ’

Fanlim) =1 «z% o1 —f1(tns)

i monotonosti funkcije fz+1 sledi z541<<tp. Dakle, niz s, je monotono
rastudi i ograniéen odozgo (sp<<tr<<1), 2 niz ¢, je monotono opadajuci
i ograniCen odozdo (¢, >0). Iz (2) sledi da oni imaju zajednitku granicu

lim sp=lim tn=a.
7n— 0 n— o0

Niz xp=fz(a) ima traZena svojstva, jer je
1 o
1 "“:=fn(5n) <fa(@)<fu(tn)=1.

Nadena vrednost a je jedinstvena, jer za bilo koje t5%a postoji ili su,
takvo da je t<<sp<<a, ili 15, takvo da je a<t,<<t, $to bi imalo za po-

sledicuili fa(t)< f,;(s,,)=1—i ili fa(2) >f(tn)=1, pa t ne moze zado-
n

voljavati uslove zadatka.
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MOGU SE DOBITI JOS SLEDECE SVESKE EDICLJE MATERIJA-
LI ZA MLADE MATEMATICARE:

sv. 9 M. Mili¢ié, V. Stojanovié: Zbirka redenih zadataka (brojevi,
jednacine, nejednacine, logic¢ki zadaci)

sv. 10 Lj. Cukié, M. Janc, L. Milin: Neke funkcije teorije brojeva.

Kompleksni brojevi u geometrijskim zadacima. Problem
boja

sv.12 grupa autora: 60 zadataka za XIX internacionalnu matema-
ticku olimpijadu

sv. 13 Z Ivanovié, R. Petrovié: Nejednakosti. O nekim metri¢kim
osobinama tetraedra

sv. 14 8. Vreéica, J. Vukmirovié: Neprekidne funkcije. Verovatnoca

sv. 15 V. Mic¢ié, Z. Kadelburg: Uvod u teoriju brojeva

sv. 16 grupa autora: Savezna i republi¢tka matemati¢ka takmice-
nja srednjoskolaca
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