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PREDGOVOR

"Savremena nauka moZe biti razumljiva sva-

- kome, ko ima Ziv duh, samopregor i prila-
zi joJj jednostavno. Za sve koji joJ pri-
laze kompllkovano,‘sa Yzadnjim mlsllma"

: 1sprobava3u je, postavljajuéi joj zahte—‘
ve lniu cemu se ne Zrtvujuéi za nju,ona

' za n31h ostaJe 8ak oni bili mudri kao zmaj,
besmislenim formalizmom, logidkim casse-té-
te,koja u sebi na sadrzava nikakvu suStinu".

- Ova knjiga pred Vama rezultat je stalnih priprema predava-
vanja koja sam u proteklih1Eetrnaest-godina drZala studentima V semestra u
okviru predmeta Elastodinamika - deo Teorija elastidnostina MaSinskom fakul-
tesu Univerziteta u NiSu,kac i postdip1omcima'ha*grupi Tehnidka mehanika ,kao
i smerova Proizvodnog,Konstrukeijskog i Preciznog maSinstva u okviru istoime-
nog 1zbornog predemeta.

) ~UdZbenik- sadrz1 deset poglavlja I. Teorija napona, II.Teo-
ri’a deformacija; III.Elastomehanika, IV.Pregled izvedenih jednadina Teorije
elastidnosti, V.Deformacioni rad - Elastidni potencijal, VI.Metode za reda-
vanje problema Teorije elastiénosti i osnoVni'zadacifstatike’eiastiénog'tela,
VII. Ravno stanje napona i-ravno stanjefaefcrmacija}‘VIII’Osnovi metode kona-
dnih elemenata, IX.Osnovi termoelastlcnostl i X. Optlcka anallza naponskog
stanja sa priloZenim splskom literature. Poglavlja I,IT,III,IV, VI'i VII bila
su sadrZana u izdanju Saveza socijalistidke omladine - studenata madinsta u
vidu skripte - étampanih predavanja iz 1976 godine i'bilo je vrlo brzo raspro-
jato. Poglavlja VIII; IX'i X ,takodje u vidu stampanlh predavanJa bila su
dostupna” studentima. Izvorni materijal Je preradjen i dopunjen poglavljem V.,
kao i metodom funkche kompleksne promenljlve tako da Je dOblO konacnu formu
ovog 1zdan3a. - o o ' S

SR .U pripremanju predavanja,a sa tim i ovog teksta nastbjala:7
sam da’ dam étoiopétije‘fOrmuLaﬁje*OSlanjéjdéi se na-najsavremeniji matematid-
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ki aparat,sa ciljem da ga pribliZim nivou znanja iz matematike studenata koji
izudavaju Teoriju elastiénosti.Dajuéi uporednu matematiku interpretaciju
pojmova kojima se opisuje sténje napona 1 stanje déformacija napregnutog, t~!:
konstrukcijeVu generalisanom krivolinijskom koordinatnom sistemu,polarno-ciz
lindridkom i sfernom koordinatnom sistemu kao i Descartes-ovom pravouglom sis-
temu koordinata Zelela sam da jasno ukaZem na invarijantnost fiziékih svojs-
tava napregnutog tela u odnosu na iZabrané matematiSke modele kojima se opisu-
Jju njegova stanja napona i stanja-deformacija i da ona zavise iskljudivo od
spol jasnjeg opteredenja,geometrije deformabilnog tela kao i materijala od ko-
ga”je’naéinjeno,Uporedo sam prikazivala kovarijantne,kontravarijantne i fizic-
ke koordinate vektorskih ijﬁenzorskih velidina da bi se ti pojmovi pribliZili
lakSe inienjerima.Naravnp da u tim nastojanjima konsekventnost nije potpuna
jer je teZziSte na fizickim tumaCenjima a ne na strogosti matematikih dokazi-
vanja,za kOJlm se takodJe te21lo.

Sama koncep013a udzbenlka Jje usmerena ka detalJnOJ anallzl
stanja napona i stanja deformacija,njihovoj vezi za klasiéne sludajeve i kla-
se naprezanja deformabilnog tela.Date su opstije metode,ali zbog obima udzbe-
nika nisu obradjivéni specijalni sludajevi u vidu teorijskih zadataka koji de
biti predmet posebne zbirke zadataka.

- Govoreéi o ovom udzbeniku ne mogu a da ne istaknem da svo-
Jja prvaAsaznanja iz Teorije elastiénosti dugujem svom profesoru dr Danilu RaS-
koviéu uz &iju sam struénu painju i usmeravanje nastavila svoj rad u ovoj ob-
lasti,tako da sam jedan veéi broj’pojmpva i oznaka zadrzala onako kako sam ih
izvorno od njega saznavala. . , , '

U 1zlagan31ma materlae korlscenl su elementi matrlcnog,
vektorskog 1 tenzorskog racuna i funkecije kompleksne promenlalve,pa Je zato,
01taocuyza olak$ano pracenge i razradu materije potrebno poznavanje osnova
tih matetatickih disciplina.Kao osnovnu matematicku literaturu pri sastavlja-
nju udzbenika i predavanja konsultovala sam udZbenike mojih divnih profesora
akademika Tatbmira And jelica,Tenzorski raéun,prdf.Danila RaSkoviéa:Matrice i
Osnovi tenzorskog raduna i prof.Dragoslava Mitrinovida: Kompleksna analiza,
te iste preporudujem za eventualne dopune matematidkih znanja korisnika ovog
udZbenika.

Osnovna literatura za poglavlja od I do VII su bile sle-
dede knjige:D.RaSkovié /61/,Amenzade JU. /4/,Chi-Teh Wang /92/,,Stojanovié R.
/67/,,Andjelié T. /2/. Poglavlje VIII - MK E sastavljeno je na osnovu mono-
grafije Ervina Preloga /59/ i M.Sekuloviéa /72/ i Zienkiewics 0.S. /23/.
Poglavlje IX - Osnovi termoelastiénosti izvornu literaturu ima u knjizi Kova-
1jenkoA-D. /35/ ,Naerlovié-Veljkovié /51/ ,Raskovié D. /62/ i Josifovié¢ M./25/.
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Deseto poglavlje -~ Opticdka analiza naponskog stanja sastavlijeno je na osnovu
tehnidke dokumentacije uz opremu koja ide uz Teaching Polariscope system fir- j
me Wischay i knjige M.Radojkovié /66/ i Vukotié R. /14/ i sinopsisa preda-

vanja profesora M.Baniéa /8/ od koga sam i stekla prva saznanjao moguénostima
fotoelasticne metode kao i o njenom znacaju za analizu stanja napona i stanja
deformacija konstrukcija o ¢emu je u toku nasih razgovora na Kongresima Jugo-
slovenskog druétva za‘mehaniku nadahnuto govorio. Pored ove navedene osnovne

literature na kraju udZbenika dat je i spisak Sire koriScéene literature.

U prilogu poslednjeg poglavlja prikazane su fotografije
kojima se ilustruje optidka analiza naponskog stanja opteredenih modela,koje
su sniml jene u laboratori ji Fakulteta strojarstva i brodogradnje Univerzité~
ta u Zagrebu uz strudnu pomoé prof. dr S.Jeciéa,te je ovo prilika da se zah-
valim kolegi na udeSéu u usavrSavanju asistenata sa Katedre za mehaniku Ma-
Sinskog fakulteta u NiSu,studenata postdiplomskih studija Tehnidke mehanike
na MaSinskom fakultetu Univerziteta u Nisu.

Ubedjena sam da ée ovaj udZbenik korisno posluziti ne samo

studentima MaSinskog fakuiteta kojima je namenjen, nego i onima koji se u ok-
viru struéne i nauéne delatnosti bave problematikom Teorije elasticnosti.
Akademik prof.dr Tatomir Andjelié i prof.dr Vlatko Bréié

proditali su rukopis ove knjige i uéinili korisne predloge,izvrSili recenzi-

iu rukopisa i pruzili struénu podrsku da ovaj udZbenik bude Stampan na Cemu

im se posebno toplo zahval jujem.
Posebno se zahvaljujem kolegama &lanovima Nastavno-naud-

nog veda MaSinskog fakulteta kao i élanovima Radnidkog saveta koji su svojom
podrikom omoguéili izdavanje ovog udZbenika. )
Zahvaljujem se i izdavadkoj radnoj organizaciji "Vuk Ka-

sadZid" koja je preuzela Stampanje udZbenika po povoljnoj ceni. z

Nis, Juni 1988 godine.
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. Teorija elastiénosti proucava mehanicko  ponasanje cévrstog
tela, koje vrdi reverzibilnu deformaciju. Za razliku od krutog tela;kakVO
v prirodi ne postoji,dévrsto telo je objektivniji prikaz realrog tela,jer
@oZe da se deformiSe menjajudi oblik i zapreminu. Realna tela kada suu
Zvrstom stanju mogu da se pod dejstvom sila deformiu,da promene pri to-
me oblik i:zapreminu,pa.se tada- rastojanja pOjedinih'ééstica menjaju. Ka=
ko se destice tela sastoje iz molekula i atoma,i kako bi proudavanje nji-
hiovog kretanja pojedinacno bilo veoma slozeno,to 'se tela u teoriji elas-
tiénosti posmatraju makroskopski,Naime posmatraju se kao celine u lesti-

cama iako su one sastavljene iz odvojenih molekula i atoma. Sastav ovih i

¢estica je neprekidan pa.u telu &ini neprekidnu sredinu.

. Cvrsto telo kao objekt iZuEavanja teorije elastidnosti
vr8i reverzibilnu deformaciju pod dejstvom termomehanlckog utlcaga a
to je takva deformacija koja u potpunost1 i3Gezava po prestanku dertvq

t2rmomehanitkog uticaja,koji Je bio uzrok njene pogave ‘Osobine ela:tlc-

nosti su'vezane za vrstu materijala“od koga je sastavlgeno cvrsto telo.
a i za’ intenzitet termomehanlckog utlcaJa koji dovodi do naprebanja i
deformacije neprekldneicvrste sredine. Cvrsto telo zbog naveden;h nJego-.
vih osobina naziva se i deformabilno telo. S -

“Unutrasnje sile koje se javijaju’usled dejstva spoljaé—
njih sila,mogu se deflnlsaﬁi ‘samo kao povr51nske sile koge dertvugu na
Zami31 jenim: presednim povrslnama u telu,dime Smo ponasanJe mnogo moleku—

la sadrZanih u desticama tela zamenili nekim’ prosednim vrednostlma k03e
Su odredjene na osnovu statlstickih zakonitosti. -~ * - -




16.
Teorija elastidnosti kao uZa disciplina pripada opStijoj

Mehanici neprekidnih sredina,koja obuhvata kako mehaniku &vrstih tela ta-
ko i mehaniku fluida.

Osobina dvrstih tela da vrSi reverzibilnu deformaciju se
nagiva osobinom 'e,l astid&nosti. Sva su dvrsta tela manje ili
viSe elasti®na do izvesne granice koja se naziva granica elastidnosti.
Granica elastidnosti zavisi od hemijskog sastava i strukture tela. Veza
izmedju unutras$njih sila i deformacija je veoma sloZena,a za njeno odre-
djivanje nije dovoljno péznavati samo karakter dejstva spoljasSnjih sila,
pa se zato uvode pretpostavke o osobinama &yrstih tela. Jedna od osobina
&vrstih tela je da ona mqgu biti homogena . Kod homogenog tela
svaka Jestica posmatrano makroskopski ima iste osobine kao i celo telo.
Specifiéna masa i gustina ne zavise od koordinata destice,ved su- konstan<
tné. Ako nije zadovoljen ovaj uslov telo ima osobinu nehomogenosti. Ako-
homogeno telo ima fiziéko-mehanitke osobine jednake samo u odrédjenim
praveima paralelnim medjusobom i sa hekom osom koordinatnog sistema onda
takﬁo telo nazivamo ortotropnim.

Sile koje dejstvuju na &vrsto telo mogu biti - s p olja-
Snje. i unutrasnje. Zavisno od karaktera dejstva spoljadnje
silesedele na zapreminsk e i povrsinske. Uu~
traane sile su medJumolekularne sile i rezultat su uzagamnog privlacenja
destica i napregnutog stanJa u kome se telo nalazi. Usled dejstva spoljas-
njih s1la i deforma013e koga usled toga nastup%ﬁengaju se napadne tacke
unutradnjih sila zajedno sa promenom medjumolekularnih. rastojanja,pa
unutrasnje sile vrse rad koji se kao energija deformacije - potencijlna
energija déformacije zadfiava u telu i ima sposobnost da po prestanku '
dejstva sila telo vratl u prethodnl polozaJ i oblik i zapreminu, koje
Je telo imalo pre degstva 511a.

TeorlJa elastidnosti izudava vezu 1zmed3u spoljasnjih
opterecenJa unutraanlh sila i deformacija &vrstih elastlcnlh tela. U
najopstijem sludaju izudavanje te veze je veoma slozeno i iz tog razloga
za proizvoljni oblik tela ni do danas n13e strogo egzaktno izuceno. Ovo
je vezano i za kompllkovanost matematickog aparat4k031 Jje u ovim zadaci-
ma neizbeZan. Dobijena su reSenja samo za neke prostije sludajeve obli-
ka tela.

Pod uticajem spoljadnjeg optereéenja évrsto telo se defor-

miSe sve dok se ne uspostavi ravnoteZa spoljasSnjeg optereéenja i unutra$-

|
|
|
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njih sila od kog trenutka se &vrsto telo ponaSa kao kruto,pa se mogu pri-
meniti zakoni Statike krutog tela. Zbog toga pri proudavanju zadataka
Teorije elastidnosti koristimo princip soldifikacije, koji
kaZe da ako je kontinuum u ravnoteZi onda je i njegov svaki deo u ravno-
teZi,dok je opéta metoda rada metoda zami$1 jenih ili f i k-
ivnih preseka. Ona se sastoji u tome 3to se zamisli da je &vrsto
telo presedeno ravni ili krivom povrSinom na dva dela, pa se uticaj jed-
nog dela tela na drugi zamenjuje unutrasdnjim silama,koje se na pressku
Jjavljaju kao spoljaénje sile,pa se posmatra ravnoteza svakog dela pojedi-
naéno primenjujuéﬂzakone statike krutog tela.

U klasiénoj teoriji elastic¢nosti usvaja se pretpostavka
da su deformacije male i da je veza ;zmedju unutrasnjih sila i deforma-
¢ija linearna,pa se elastidno popnaSanje materijala izraZava matematidki
lirearnim vezama komponenata napona i deformacija.






I.TEORIJA NAPONA

.’I.‘I . SPOLJASNJE I UNUTRASNJE SILE

Spoljasnje sile se javljaju kao kao uticaji spoljasnjih
tela na posmatrano deformabilno telo. SpoljaSnje sile mogu biti p o -
vrSinske i zapremin sk e. Zapreminske sile dejstvuju
na sve materijalne destice i srazmerne su masi tela ili zapremini koja
odgovara toj masi. Neka na element mase dm:gd\_’_P ,ko0ji Jje zatvoren u
elementu zapremine tela dV ,dejstvuje sila dF, . Tada vektor

}E;:'._. d'_E"l odnosno ‘:'= g—E—'- )
dm m

predstavlja masenu odnosno zapreminsku silu u odnosu na jedinicu mase od-

—
R . . s i v !
vosno zapremine. Te sile nose naziv Jjedinicna masena En ,0dnosno
. . -4 - - I - » v .
Jedinicna zapreminska sila F; Ovakve sile su sila teze,sila gra-

vit.acije i sl. Na slici br. 1 je prikazano &vrsto telo -zapremine V s

U kome uodimo tadku O i zapreminu elementa oko nje velidine aV . . Sve
zapreminske sile tog elementa redukujemo na tadku O i kao rezultat re-
dukeije dobijamo torzer,8iji je glavni vektor V AE: i glavni moment
A'J—b%: redukovanih zapreminskih sila. Pretpostavimo da se zapremina
¢lementa smanjuje obuhvatajuéi stalno tadku O ,dobijamo graniéne vredno-

sti dva koliénika: = : —
"F’, &m AEV.= d[\:l . Zim Am: = ) %))
VT =0 av d -0 aV

od kojih je prvi specifiéna zapreminska sila ili jedinidna zapreminska
sila,koja je vektor u redukecionoj tadki. Priroda zapreminske sile je tak-
va da ona ne moZe bit# koncentrisana ved uvek mora biti vezana za neku ma-
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kar sasvim malu zapremlnu.

Povrdinske sile dejstvuju na delovima ili celoj povr31
omotada tela i nezavisne su od mase tela. Kao povr3inske sile javljaju se:
uzajamni pritisak tela na dodirnim povrSinama,kapilarne sile na dodirnim

povrSinama molekula zidova tela i molekula graniénog sloja fluida, hidro-

=1
aFy

Slika br.1 © Slika br.2

statidki pritisak fluida na dodirnim povrSinama tela potopljenog u fluidu,
aerodinamiki pritisak gasa na povrSinu tela koje je potopljeno u gasu
itd. Neka je aV zapremina elementarne mase am kojé Jje obuhva-
bena omotadem povrsine AS i neka se tadka O nalazi unutar tog omo-
tata,kao na slici br.2. PovrSinske sile koje dejstvuju na element povr$i-
ne AS redukujemo na tacku O u kOJOJ dobijamo torzer,sa glavnim vekto~
rom AF povr51nsk1h sila posmatranog elementa i glavnim momentom AWK"
tih sila. Pretpostavimo sada da se zapremina elementa oko tadke O smanju-
" je s &im se smanjuje i povr3ina 4S njenog omotada,pa mofemo odrediti i

graniéne vrednosti kolidnika:

F?' lim ok ‘—zg % fi@E:Q-O (2)
%’l- 2S5+ oAs dS ALE'T;O A‘I-)

od kojinh je prvi jediniéna povrSinska sila ili specifidéno opteredenje

po jediniei povrSine omotada.Kao i zapreminska sila tako i povr3inska si-
la ne moZe biti koncentrisana,veé mora dejstvovati na nekoj makar koliko
maloj povr3ini omotada. Povr3inska sila u opstem sludaju se ne poklapa sa

pravcem normale na povrs omotada.

Unutradnje sile kao 3to smo u uvodu napomenuli su medjumo-
lekularne sile i rezultat su uzajamnog privladenja Gestica i napregnutog
stanja u kome se telo nalazi. U nedeformisanom telu polozaj éestica odgo-
vara stanju njegove toplotne ravnoteZe, a njegove éesticeku medjusobno iz-
loZene dejstvu unutradnjih sila. Pod dejstvom spoljadnjih sila poloaj des-
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tica u  telu se menja,tj. telo se deformiSe i kao rezultat toga se jav-
3jaju dopunske unutrasSnje sile koje menjaju vrednosti rezultujuéih unu-
trasnjih sila. Za nas su pdsebno vaZne te dopunske komponente unutrasnjih
sila koje se javljaju kao'rezultat dejstva spoljasnjih sila,a koje nesta-
ju.posle'prestanka dejstva spoljaénjih-sila. 0 unutrasdnjim silama koje se
Javljaju kao rezultat toplotne ravnoteZe nedeformisanog tela neéemo vodi-
ti raduna,nego éemo‘u daljem tekstu pod pojmom unutrasSnjih sila podrazu-
mevati samo one koje se javljaju kao rezultat dejstva spolﬁaénjih sila i
geformacije deformabilnog elastiénog tela.Za odredjivanje unutrasnjih si-
la koristi se pomenuta metoda fiktivnih preseka. PovrSine fiktivnih prese-
ka koje pripadaju delu tela su optereéene raspodeljenim po povrSini unu-
trasnjim silama veze medju Gesticama,koje sadd moZemo posmatrati kao spo-

1ljadnje povrsinske sile.

I.2. POJAM NAPONA I STANJA NAPONA

U telu kojé se nalazi u ravnoteZi pod dejstvom spoljaénjih
sila uoéimo tacku N i proizvoljnu preselnu ravan kroz nju,kojom je te-
io podeljeno na dva dela zapremina VI i VII kao Sto je na slici br.3
naznadeno. Odstranimo deo zapremine -VII i njegov uticaj na deo zapremi-
ne VI moramo zameniti unutrasnjim silama koje se prenose preko presedne
povrsine S , a koje se sada javljaju kao spoljasnje sile. Raspored ovih
sila za sada nije odredjen.Uodimo oko tatke N elementarnu povrdinu ah
u presednoj ravni sa normalom W . Sile koje se preko tog povréinskog
elementa prenose sé jednog dela tela na drugi mogu se redukovati na uoCe-
nu tatku N na torzer glavnog vektora A?: i glavnog momenta

A-ﬁfn . Kolidnik Aﬁtﬂ/AA te¥i nuli kada element popvrsine A'A  te-
zi nuli. Kolidnik AE/AA:{O: senaziva sredn ji (proseéni)
napon u tadki N za ravan sa normalom T . To je istovremeno intenzi-

tet unutrasnjih sila redukovanih na jedinicu povrSine.
Ako se povrSina al smanjuje,ali pod uslovom 44 uvek
obuhvata tadku N vektor ;Z' ~ teZi kona¢noj granilnoj vrednosti
= &/m- -A—'-'3='&/772 = ==

R= 52 an &% PR=dn (3)
koja se naziva totalni naponu tadki N za ravan R, sa nor-
mlom 7 . Totalni napon ima dimenziju sile po jedinici povrSine. To-
talni napon za ravan sa normalom 1. nije u opStem sludaju kolinearan sa
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sa normalom ravnj te se moZe jednoznacno razloZiti u dve komponente: jed-

nu u praveu Normale na ravan,a drugu u samoj ravni. Komponenta totalnog
napona za ravan sa normalom Y& ,u praveu te normale je &, i naziva
se normalni napon,dok se druga komponenta koja lezi u samoj rav-
ninagziva tangencijaln i ili smicajni napon. Tan-

-

_Slika br. 3

zgenci jalnu komponentu tofalnog napona moZemo razloZiti na dve komponente
u dva upravna pravea (U,V) u ravni sa normalom T . Te komponente oz-
T & ?;v .- Ako sa £  oznadimo ort praveca totalnog
tangen013alnog napona u ravni sa noprmalom A ,za totalni napon u tad-

naclmo sa

ki N =za ravan sa normalom ?T moZemo pisati da je:

f? 872.-#6{: 8,,_ u”*z’nv 5 . )
gde je &h projekcija totalnog napona na pravac normale 7. ,dok
. o . . s . i . g
Je bn projekeija totalnog napona na pravac odredjen ortom t

N -as B . oo — ~ ' -

2’n“(ﬁp”)' (P,z){n} b) er - (_/Quf) - (ﬁ){i} (5)

Intenzitet totalnog napona za ravan sa normalom je:

-"-(\2 (295

2 G2 .
f 3 Pl Gy o | ()
Kada je totalni napon istosmeran sa normalom ravni qnda Jje on napon Zate..

zanja,a kada je suprotnosmeran tada: je on napon pritiska.
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Zamislimo sada da smo umesto dela tela zapremine VII’ od-
stranili deo tela zapremine VI , onda njegov uticaj na dgo zapremine VII
moramo zameniti glavnim vektorom sila koji je suprotnog smera nego u pret-
hodnom sludaju, jer je sada normala preseéne ravni suprotnog smera od nor-

male te iste ravni u odnosu na prvi deo tela, pa je:
ﬂ * e T o = By =12 : (N

‘%(;n)z_ (ﬂn)) {"n} = (n_) (_r’n_} = 6&
Lo () (E] =~ (R~ T ®

Iz izloZenog se moZe uoditi da je pojam napona vezan za
tadku i ravan kroz tu tadku. Kako se kroz svaku tadku moZe povudi bezbroj

pa zato vaZi:

ravni koje obrazuju prostorno snop ravni kroz tu tadku,postojade za tu tac-
ku beskrajno mnogo totalnih napona vezanih.za.svaku odgovarajuéu ravan kroz
tu tadku. Skup svih tih totalnih napona u tadki N nazivamo stanjem napo-
na u tadki N. Poznavanje stanja napona u jednoj tadki napregnutog tela je
dakle vezano sa poznavanjem beskonadnog broja totalnih napona za razliCite
ravni u jednoj tadki.Postavljamo pitanje: da 1i je za poznévanje stanja na-
pona u toj tadki zaista potrebno beskonadno mnogo podataka ili se moZe od-
rediti konadan,potreban i dovoljan broj totalnih napona u posmatranoj tadki
da bi stanje napona bilo poznato i Jjednoznaéno odredjeno?

1.3. KOMPONENTNI NAPONI. POJAM TENZORA NAPONA.

Iz ranijeg izlaganja smo videli/da je za potpuno defini-
sanje totalnog napona u nekoj tacki tela ,poredvveliéine,pravca“i smera vék-
tora totalnog napona potrebno poinavati koordinate taéke,kao i ort normale
koji definiSe povr3. kroz datu tadku u kojoj se on odredjuje. Znadi da su

" naponi tenzorske Qeliéine,jer je potrebno znati vektor totalnog napona,tad-
ku i ort normale ravni za.koju se veaje odredjeni napon.'Izvlaéimo zakl ju-
dak: da je poﬁrebnohpoznavati devet velidina: intenzitet, pravac i smet vek-
tora totalnog napon;jili tri koordinate tog vektora; tri kosinusa smera or-
ta normale na ravan i tri koordinate tadke za koju je vezan totalni napon.
Medjutim te velidine nisu potpuno nezavisne,nego je samo Sest od njih neza-

visno. Jedna od veza je da su kosinusi smerova orta normale vezani jedinic-
nim intenzitetom orta,odnosno zbir kvadrata kosinusa smerova je jedinica.
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Druge dve veze su date izrazima (8) iz prethodnog ¢lana,tj. pri promeni or-
jentacije ravni sa normalom 7  normalni napon se-ne menja,dok tangenci-
jalni napon menja znak.Ovim smo pokazali da je totalni napon u tadki N za

ravan Rn sa normalom 7 potpuno definisan sa Sest nezavisnih podataka.

Usvojimo proizvoljan koordinatni sistem osa. Ox , Oy i
Oz pravougli desne dispozicije i u njemu telo kao nazslici br.4.a. Uocimo
' jednu proizvoljnu tadku u telu i kroz tu tadku N postavimo tri uzajamno
upravne ravni koje su paralelne koordinatnim ravnima. Posmatrajmo sada na
slici br. 4.b . deo tela ograniden ravni koja je paralelna koordinatnoj rav-

-

ni Oyz sa normalom u praveu Ox ose,odnosno orta 4 . Totalni napon u tac-
ki N =za ovu preseénu ravan oznadidéemo sa iz." gde indeks = ozna-
¢ava da je Ox osa normala presefne ravni. Ovaj vektor totalnog naponﬂza ra-
van sa normalom £ ,Se moZe razloziti u normalnu &, 1 tangencijalnu %
komponentu totalnog napona. Normalna komponenta’ 3m pada u pravagc Ox ose
dok tangenci jalna komponenta ¢,  totalnog napona %Z— leZi u preseé-
noj ravni R i moZe se razloZiti u dve ortogonalne komponente ?zﬂ i T
u praveima koordinatnih osa Oy i Oz. Te dve komponente tangencijalnog napo-

na koje smo oznalili sa ?;y_» i Tz~ se vektorski slazu u totaini
smi¢uéi napon .. .U oznakama za 7,, i T4 prvi indeks odnosi se

N
{
na normalu povrsi wmkojoj se napon javlja,a drugi indeks oznadava njegov -

pravac.
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Sada za totalni napon u tacdki N napregnutog tela za prese-

fnu ravan sa normalom £  moZemo da napiSemo:

ol 8’ e L:\J briad 7 S

= T+ oyl + 0K

£ = G wyd T | (9)
Ma slici br.d.c 1 d prikazani su totalni naponi u tacki N napregnutog
- ol - : b . - = s I3 3
vela,a za presecne ravni sa normalama J‘ i K i njihovi komponentni
normalni i tangencijalni naponi. Za taj sluéajfmoiemo da napiSemo:

@_( T+ +T.7 E‘zr*zyf*z“ ©(9Y)
Iz izloZenog se vidi da su &x R éy i && normalne komponente
totalnog napona ili normalni naponi,dok su 2;— ' igz* , 25; y
Tgx: y ?}x i ?;} tangencijalne komponente totalnog napona ili

tanzencijalni naponi u tadki N napregnutog tela,a za presedne ravni kroz
tu tacku paralelne koordinatnim ravnima.

Pored vektorskog nadina 1zraiavanja.totalnih napona u tad-
kam> napregnutog tela,a za presedne ravni sa ortovima normala T, j?
i 8 gde se totalni napon prikazuje vektorom vezanim za tadku i ravan,
mozemo da koristimo i matridni nadin koji je veoma pogodan za preglednost

bri radu,pa zato uvodimo matrice kolone za vektore totalnih napona:

t -

| o _ Tz _ ; exi ;
{Ry=1 %y i@} G s {ﬁ}~ Cyp (10)
T Uy | b2

Iz izloZenog se vidi da je stanje napona ili naponsko sta-
“nje u odredjenoj tacki napregnutog tela odredjeno sa devet komponentnih
napona: tri normalna i Sest tangencijalnih u trima ortogonalnim ravnima.
Devet komponentnlh napona kao devet skalara naz1vamo komponentama tenzo-
ra napona i oblcno u tehnlckoa literaturi plsemo u obliku kvadratne Seme
koju nazivamo m atricon "tenzora napona. ili kra-
éde tenzo r napona. Matricu tenzora napona pifemo u obliku:

be ‘tg, o)
({Pw}{’/o}[/o]) Ty g Gy | (1)
 Tud) |

Vidimo da su elementi na glavnoj dijagonali matrice /V7 normalni naponi
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&x v 3, 1 4, ,dok su elementi van glavne dijagonale komponentni tan.

gencijalni naponi 2‘;} 0 Gy G lyz s L i Ty - O osta-

osobinama matrice tenzora napona bide kasnije redi.Elementi svake kolone
matrice tenzora napona su Descartes-ove pravougne koordinate vektora total-

nih napona za preseCne ravni paralelne kcordinatnim ravnima.

Vektori totalhih napona u odredjehoj tadki napregnutog te-
la za snop preseénih ravni kroz_tu taéku odredjuju‘u op3tem sludaju prostor-
ni snop,pa se takvo naponsko stanje naziva prostorno naponsko stanje ili pros-
torno stanje napona. Postoje sludajevi kada vektori totalnih napona u odre-
djenoj tadki napregnutog tela za sve proizvolje ravni kroz tu tadku lede
u jednoj jedinoj ravni pa imamo sluaj ravnog naponskog stanja,ili pak da
su svi kolinearni kada se radi o linearnom naponskom stanju.

I.4. TENZOR NAPONA. JEDNACINE KRETANJA I RAVNOTEZE
U KOMPONENTAMA TENZORA NAPONA

Izaberimo u napregnutom telu neku tacku N i povucimo
kroz nju koordinatne linije proizvol jnog krivolinijskog koordinatnog sis-
tema koordinata «c® . Posmatrademo ravnoteZu elementa deformabilnog te-
I:v u obliku zamiS$ljeno izdvojenog krivolinijskog tetraedra sa temenom u
tackli N ,gde smo émestili koordinatni poletak uodenog proizvoljnog krivo-
linijskog koordinatnog sistema. Tetraedar je odredjen trima koprdinatnim
povréinama definisanim kovarijantnim bazisnim vektorima E?} Yy povrsi-
nom ¢ija je spoljadnja normala 7. ,koja prolazi kroz isti tadku,kao
~3to je na slici br.5 prikazano. Oznadimo sa JfA, , dA, , dA, i

- AL _ d B redom povriine povr3i CNB, ANC,
‘ \ " ANB i ABC bodnih strana i baze. Na
osnovu jednakosti intenziteta unutraS-
njih napongha svakoj povr$i zami- -
1ljenih delova sa raznih strana zajed-
nidke povrsi zakljudujemo da ako je

u ravnotezi svaki.delié tela pojedi-
nadno onda je u ravnoteZi i celo pro-
udavano napregnuto telo,a vaZi i obr-
nuto.Ako je napregnuto telo u ravno-
teZi onda je u ravnoteZi i svaki nje-
gov delié zamiSljeno izdvojen iz celi-

Slika br. 5

ne.
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Povrdinsku silu koja se javlja i dejstvuje na element povrsi povrdine d.f,
sa normalom /A  ,oznadimo sa ] DA ,ede je 7%7 vektor total-
n
nog napona u tacki N napregnutog tela za preseénu ravan sa normalom rL

—3
Ma boSnim stranama tetraedra ,Gije su normale vektori uzaJamnlh bazisa ﬁ;”

dejstvuju povr51nske sile /é?fiﬁn - ,ede je 72’ vektor total-
i10g napona u istoj tadki ,a za. koordlnatnu povrs sa normalom g .Osim
toga na masu uocenog tetraedra dejstvuje zapreminska sila S(F? C[V

u kojoj Je c(\/ zapremina elementarnog krivolinijskog tetraedra, E—SFT
‘specifidna zapreminska sila,a iﬁf ubrzanje mase u toj tacki.

Primenidemo princip soldifikacije kqji se sastoji u tome
da ako je neko telo posle deformacije u ravnoteZi njegova se ravnoteza ne-
¢e naruSiti,ako se zamisli da ono odvrsne tj.soldifikuje se. Onda sledi da
ako je telo posle deformacije u ravhoteéi,onda je i svaki njegov deo u rav-
noteZi. Kako je deformisano telo u ravnoteZi to se i posmatrani tetraedar
raluzi u stanju ravnoteZe,pa zato moraju biti zadovoljeni uslovi ravnoteze
ko0ji vaZe i za kruta tela.Ti uslovi su:dape rezultanta svih sila koje dej-
stviaju na ovaj element jednaka nuli i da je vektorski zbir svih momenata
sila koje dejstvuju na taj element za proizvoljnu momentnu tadku jednak nu-
1i. To znadi da se kao rezultat hedukcije sila u redukcionoj tacki dobija
torzer sa glavnim vektorom i glavnim momentom koji su jednaki nuli.Na osnovu
ovog uslova statidke ili dinamidke ravnoteZe moZemo pisati Jednac1nu rav-

noteZe ili Jedna01nu kretanja u obliku:

—— —_ g
- - =0 12

folh - A - gk dV=0 (12)
Bdh- B Rl - )dlV (12%)
B AR - B dR - §(Fn -3)dV=0 2
n K .

i ovim jednaCinama se u drugom sabirku sabiranje vr3i po indeksu Kk od 1

do 3.Kako je za omotad tetraedra kao zatvorene povr3i zbir vektora povrsi-

na jednak nuli to je:

dA«
M GU:) = ’ i .
I3 : (13)
i uzimajuéi u obzir da je G%.G*= g* 1 = oz,fg"" gde su M,
kovari jantne komponente jediniénog vektora m , to umesto prethodnog
imamo da je: '
;_Pn dgk "".k
nl( d” g = - s

odakle sledi da je:
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df, =g~ n.dA.
Unesémo zatim ovaj izraz u jednadine ravnoteze sila (12) ili jednacinu kre-
tanja (12%) i podelivii iste sa oA dobijamo:

— Zrdl _
- 19 M-8k 27 =05

R NGRS

Usvojimo da pri nepromenlalvom smeru orta n , rastq-
janje tadke N od povr3i ABC teZi nuli. Kako Je é‘%—r 0 to iz poslednjh

jednadina doblgamo da je:

V—"—"f’” ‘ ' (14)

Vektor totalnog napona ff _moZe biti pretstavljen tri-
ma’ komponentama u odnosu na vektore kovarijantnog bazisa ﬁ%n

—D
,{'“-‘f) - énm gm ) . (15)
Unoseéi poslednji izraz u Jedna01nu (14) dobijamo:
el rm —_— X
ﬁ = 6 Nk gm . . (16)

Imajuéi u vidu da je:

= (R)" G,

gde su (f% )m kontravarijantne kompcnente'Vektora napona,nalazimo
da je: ,
m km . 1
(B) - 6" n. ()
U izrazu (16) izvodi se sumiranje po oba indeksa, w 1 wm  ,dok se

u poslednjem sumiranje vrSi samo po indeksu k .

U jednadinama (17) velidine 8™  pretstavljaju kon-
travarlgantne komponente (koordlnate) tenzora napona. Tenzor "™ dru-
gog reda naziva se kontra vari jJantnim tenzorom napona.

Jednadine (17) koje smo dobili u tenzorskom obliku u li-
teraturi su poznate pod nazivom Cauchy-jeve jednadine i one daju zavisnost
totalnog napona u posmatranoj tacki napregnutoga tela za odredjenu ravan
u zavisnosti od praveca normale ravni i komponentnih napona za koordinatne
- povrSi kroz tu tadkw,a koji su elementi tenzora napona.Kako su elementi

Lans

s,
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tenzora napona funkcie poloZaja tadke , to je totalni napon %if u uoce-
i0j tadki za ravan sa normalom 1 kroz tu tadku takodje funkeija i polo-
Zaja te tadke. ’

Caﬂchy-jeve jednaéine‘u kovari jantnom obliku glase:

C%%)m = Opm n, ' ’ (18)

dok bi za meSoviti oblik bile:

. (Prc)m: o 1, o Q9

s N m w
zde su é kovari jantne koordinate tenzora napona, 5K meso-

mx
vite koordinate tenzora napona.

Da bi smo sastavili jednadine kretanja deformabilnog tela
neophodno je i dovoljno da izjednacdimo sa nulom glavni'vektor,glavni moment
eila 1 sila inercije koje dejstvuju na svaki delié tela koji mqiémo zamiS-
+jeno da izdvojimo iz tela. Jéhakost nuli glavnog vektora i glavnog momen-
ta sila i sila inercije koje dejtvuju na zamiSljeno izdvojeni deo traZi od-
redjivanje uslova izmene komponenata tenzora napona pri prelasku od jedne
radke tela ka drugoj.-Pretpostavimo zato da su komponente tenzora napona
neprekidne i imaju parcijalne izvode u svim tadkama tela.Posmatrajmo sada
zamiéljené izdvojeni elementarni deo proizvol jnog oblika zapremine' \/,
koji je okrufen omotadem povrsine A ,a ima masenu gustinu ] .Na taj
deo neka dej§£vuju specifidne zapreminske sile Fy ,pa je ukupna zapremins-
¥a sila g Fy dV i sila inercije -9 W dV  .Spoljadnje povrdinske
sile izraZavamo pomocu specificénih povrSinskih sila,pa ovde tu ulogu imaju
totalni naponi 75:- . Uslov da glavni vektor sila koje dejstvuju na iz-
dvojeni element zapremine dV i to sabrano za sve delove napregnutog te-
la ,treba da bude jednak nuli daje sledede:

e —
[scE-w)av +fﬂ dA-=0.
v A ’
Drugi uslov da = glavni moment (zbir_momenata svih sila redukovan na jed-

(20)

nu tadku) za sluéaj dinamidke ravnoteZe napregnhutog tela mora biti jednak
rinli daje:

Jis-wga - [[rzjan <o, &
v : A
Uzimajuéi u obzir Cauchy~jeve jednadine (17) i formulu

JB v - J2*n.dn,
A

Gauss-Ostrogradskog



kao i da je parcijalni izvod vektora baze krivolinijskog koordinatnog sis-

tema 2 gn } -

A

kao 1 da jJe kovarlgantnl izvod kontravarljantnog tenzora o Jjednak:
mn 26 mn m dn mo
6”(:8&:)4‘*_[:1)&6*’_;“6 ]
povrsinski integral u jednadini (20) moZe da se transformiSe na oblik:
Kkm = ’ xm > _ km > ;
B dh fé ndAs [(2F,) dV= o GV,
v v ‘
tako da jednadina (20) dobija oblik:

f[g<§“ﬁ) + “TKQZ]cLV= 0. : (22)
Vv

Odavde na osnovu neprekidnosti podintegralne funkecije i proizvoljnosti zap-

reminskog elementa ,a s obzirom da jednadina mora da bude zadovol jena za
svaki proizvoljni deo uoéenog deformabilnog tela,sledi da podintegralna
f'urikc_ija mora biti jednaka nuli u svakoj tacdki tela,pa sledi:

A KM -2 .
O K gm + g F;‘l = 5 w (23)
Ako telo miruje i nalazi se u ravnoteZi to ée ubrzanje elmenta mase biti

jednako nuli i jednadine dobijaju oblik:

W;K_gm + 3 (24)

Jednacine (23) i (24) koje daju vezu izmedju komponenata tenzora napona i
zapreminskih sila u proizvoljnoj tadki unutar tela,nazivaju se redom jedna-
¢inama ravnoteZe deformabilnog tela. Ako projektujemo te jednaline na pra-
vac kontravarijantnog vektora _j}" baze i uzmemo u obzir da je:
. =gy~ g™ N
gm" 3= Om
dobijamo sledeée jednaéine:
g R
odnosno _
my N
é am + g (FM) - O
(26)
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- » Py v o oo - mK Iy Py - . mi
I-ovim jednacinama b o je kovarijantni izvod tenzora napona & &,
@ sabiranje se vr3i po indeksu m od 1 do 3. '

Jednadine (26) u literaturi su ponate pod imenom Navier-
-ove jednaline ravnoteZe. U poslednjim jednacinama S(Yﬁ{)K su kontra-
verijantne koordinate specifiéne zapreminske sile.
Druga jednadina dinamike ravnoteZe (21) je rezultat zbi-
P - > ’
ra momenata zapreminskih sila ¢ Fu -1*) elementa zapremine dV za

koordinatni podetak

j[ra s (R -35)] dV,

i-momenta povr51nsk1h sila ¢2 elemenata obuhvadenih povrdinom omota-
22
— TR >
j[r,;/%]db s
gae su r vektori poloZaja napadnih tadaka zapreminskih odnosno povr-

Sinsikih sila. Ova druga vektorska jednadina daje moguénost da pokazemo si-
metriénost tenzora napona u svakoj tadki tela. Zato u jednaéini (21) koris-
tedi formulu Gauss-Ostrogradskog izvrsSimo transformaciju povrSinskog inte-

grala u zapreminski tako da je:

Jrmplas - [[7.87 Gonects = | [, 7] 41
A v v

(27)

- e g ya e [[38m g4
\'

pri Gemu smo iskoristili Cauchy-jeve Jednac1ne (16) , tako da iz momentne
jednadine (21) dobijamo:

Jf[v»:( ffm g(F-" w))]dwf ﬁ_,y&"'"af dV=0

Prvi sabirak u prethodnoj jednaé¢ini je jednak nuli na..osnovu Navier-ovih

jednadina (23) koje smo prethoggg izveli iz uslova jednakosti nuli glav-

nog vektora sila,a kako je éif% = Ej; , to se poslednja jednadina svo-
P~ .
di na oblik: '

[1g.,67gav-0

"odakle zbog proizvoljno izabrane zapremine dV ' i nepfekidnosti podin-
tegralne funkcije sledi da je: ' '

6 9,310 > (™ 200G G0,
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Razvijanjem poslednjeg izraza imamo
7 924 3 k7] 23 32

[5..9.)(8"-2 + [5:, 5] (8" 8 +[.,5,] (87~ £ =0,

odakle sledi da je:
émx'_ éwm
) (29)

Ovaj uslov pokazuje da je tenzor napona simetridan nezavisno od izbora ko-
ordinatnog sistema,zato i vaZi da je:

bk = bum .

- Veza izmédju kovarijantnih i kontravarijantnih koordinata tenzora napona

Yy
énm = gxe gma 6°.

mk . mK
(Zbog sismetrije tenzora napona nema razlike izmedju & 243 i é ,é.).
Zbog osobine simetriénosti tenzora napona sledi da je napopnsko stanje u

datoj taCki napregnutog tela odredjeno sa Sest nezavisnih komponenata.

data, je sa:

I.5. GRANICNI (KONTURNI) USLOVI
\ .

_ Ranije smo pokazali da su neophodni i dovoljni uslovi rav-
noteZe deformabilnog tela jednakost nuli glavnog vektora i glavnog momenta
sila koje dejstvuju na svaki parcijani deo tela koji smo misaono izdvojili
iz tela. Potrebno je da taj uslov bude zadovoljen i za delide tela koji
imaju zajednidku povr3 sa omotalem tela. Pretpostavimo da su komponente ten-

zora napona neprekidne i:tZ te granice.

Posmatréjmo tatku P koja je blizu povrii spoljasnjeg omo-
tada - konture tela i uodimo beskonadno mali krivolinijski tetraedar na sli-
ci br.5 d&ija se povr3 ABC poklapa sa povrsi spoljaénje konture tela,a te-
me je u uodenoj tacki P. Uslov ravnoteZe uolenog tetraedra daje vezu izme-

dju napona i spoljasnjih sila oblika:

K .

: (ﬁ)’" = émn h 2 (30)

s tom razlikom od ranije izvedenih Cauchy-jevih jednadina (18) 3to Ge
nk biti kontravarijantne koordinate vektora spoljasnje normale povr-

8i spoljadnjeg omotada tela u datoj tadki na konturi. Ovi se uslovi naziva-
juuslovi na povrSini ili graniéni (konturni) uslovi.
Ovi su uslovi poznati i pod hazivom Cauchy-jevi graniéni uslovi.

Na taj nadin,iz neophodnog i dovoljnog uslova jednakosti
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nuli glavnog vektora i1 glavnog momenta sila sistema koji dejstvuje na sva-
ki deo tela,ukljudujuéi i delove tela koji imaju zajednidki deo sa povrSi- ,
aom omotada tela proizilazi da Sest komponenata tenzora napona moraju da za-
dovoljavaju unutar tela tri diferencijalne jednadine ravnoteZe - Navier-
~ove jednadine za slucdaj statickog optereéenja,odnosno tri jednadine kreta-
nja za sludaj dinamidkog opteredenja i tri uslova (30) na povrsi konture
tela,odnosno tri graniéna uslova. Treba uociti da je Sest komponenata ten-
zZora napona iz sistema od tri diferencijalne jednaline nejednoznacno odre-
djeno.Svako reSenje iz beskonadnog skupa reSenja tog sistema jednacina,ko-
je zadovoljava i graniSne uslove odgovara nekom statidki mogudem napregnu-
tom'stanju. Iz ovoga sledi da se pod dejstvom spoljasnjih sila mozZe javi-
B stup statidki mogudih naponskih stanja,a to znadi da je zadatak o nala-
Yenju naponskog stanja u telu statiSki neodredjen problem. Kasnije Gemo vi-
deti kako se iz ovog skupa moguéih reSenja odredjuje realno naponsko stanje.

I.6. JEDNACINE RAVNOTEZE I KRETANJA U DESCARTES-OVOM
KOORDINATNCOM SISTEMU

Izaberimo u napregnutom telu neku tacku N i povucimo
kroz nju koordinatne ose Descartes-ovog pravouglog koordinatnog sistema
Ve aa - - I - s —+ - > —
UXyz, c¢iji su osnovni koordinatni vektori ortovi «£ 4 i Kk . Pos=
matrademo ravnoteZu elementa deformabilnog tela u obliku zami$ljeno izdvo-
Jenog tetraedra kao na slici bir.6, obuhvadenog koordinatnim ravnima ¢éiji su
jediniéni vektori -~7C ~3? i -€ , i povrdi &ija je normala 1L .
Cznadimo redom sa dﬂx , d Q5~ L, dA, i dA povriine povrsi
CNB, ANC, ANB i ABC, bodnih strana i baze. Neka je fzj totalni napon
u taéki N =za ravan koja prolazi kroz tacku N i odredjena je ortom norma-
le W . Totalni napon za tadku u te¥iStu osnove ABC tetraedra sa norma-
lom w Je %Z-*“Cééf . Kako je osnova ABC tetraedra na vrlo malom
rastojanju od taéke N to se prira3taj napona céﬁf upri prelasku iz tad-
ke N u tatku N’ teZiste osnove tetraedra, a za paralelne ravni sa istom
R - — . .
normalom n moze zanemariti i usvojiti da je 7Q¢ . Povrsinska sila
-
fa dA  dejstvuje na element povriine dA sa normalom r  ,dok
na boénim povr$inama tetraedra,dije su normale ortovi koordinatnih osa dej-
. v . i —- i
stvuju povrdinske sile ~ fﬁ dA. , -p a8, -A dAz: gde su
e — e x . — y-——u . . ~
ﬁ-{) R /21)= —/5; i ﬁ-zf“ﬁ totalni naponi %a bocne
stranice sa normalama - ¢ , —é{’ i -¥ . Osim toga na uofeni tetrae-
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. — —
dar dejstvuje i zapreminska sila F‘,I dV = 5’ Endv gde Jje dv zapremi-

‘na elementarnog tetraedra.

Slika br. 6

Primeniéemo princip soldifikacije koji se sastoji u tome
da ako je neko telo posle deformacije pod dejstvom optereéenja u ravnotezi
onda je i svaki njegov deo u ravno}éii, a to znad¢i da i posmatrani tetrae-
dar koji pripada napregnutom telu u ravnoteZi mora da bude u ravnoteZi. Za-
to moZemo da primenimo uslove ravnoteZe koji kaZu da su glavni vektor sila
i glavni moment sila koje dejstvuju na tetraedar jednaki nuli. Iz uslova da
je glavni vektor sila jednak nuli dobijamo slededéu jednadinu:

£ =0 FdA-gdhfdh-F df.+F dl-0.G3)

A
Kako je za tetraedar zbir povrsina omotaca u vektorskom obliku jednak nu-
1i tc moZemo da piSemdda je:

7 A+ (Tdh) +(f dA, )+ (- K dRz)= 0 (32)

o R - '
odakle sledi da je (R,Z)=cosa(=)a; (R,1)=CosplIm ;) (T,K) =08t ',
X

df d Ry CQS¥=.éBE

Cose = -CTE COSP = —(TE— b dﬂ (33)
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Uzimajuéi u obzir poslednju vezu iz jednadine (31) dobijamo:
e = — =2 dV
F-Foeos e Beospfleod -HiG7 a0

I poslednjem izrazu poslednji sabirak moZemo da zanemarimo kao malu velidi-
. v - . » V “ o, 3 L3
nu viseg.reda Jjer kolicnik El-/j — 0  tezi nuli,ako se tetraedar smanju-

Je,pa u konaCnom obliku dobijamo u vektorskom obliku jed.nadinu:

- Ao Br AL

¥oju u skalarnom obliku moZemo da napiSemo kao:

ﬁx = 5xot+2§m/_’>+ ’Z‘zxcf’i Cosd (=) d

ﬂy = ?xyd + 6yt szf, cospE) > (36)
D. = Pin oL +2\yza’l + &ZJ}; Cosa‘-(:)é}

zde su e £y i pn . projekecije totalnog 'napona u tadki
N napregnutog tela za ravan sa normalom: I ,na pravce koordinatnih osa.
Ove jednadine u skalarnom obliku Jje izveo Cauchy, te se zato nazivaju Cau-
chy-jeve jednacine.Ove jednadine daju vezu izmedju triju totalnih napona
Za preseke paralelne koorciinatriim ravnima i totalnog napona za ravan presek
£a normalom n .Cauchy-jeve jednadine znadi daju vezu izmedju triju
crojekeija totalnog napona u tacki N za ravan sa normalom ?L> ,odre-
djenom kosinusima smera o, PHd & .1 devet komponentnih napona
8= Txy, Cezy Gy 8y, T2 ,-«ax’ Gy i 3> za tri
ravni paralelne koordinatnim ravnima trijedra Oxyz ,kroz tacku N napreg-

_ nutog tela. ‘

Cauchy-jeve jednadine u matriénom obliku se mogu napisati

kao: ’ 9 o
' IF": ét Z;/x Czx

iﬁ} = f?‘y = Ll'.}j gy Z-ZX '/b

Po) (G % &)U

a koristeéi uvedeni pojam tenzora napona i njemu pridruzenu matrich /\U s
te jednadine se mogu napisati u obliku:

py-NIT. W

2
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Kada smo posmatrali’ravhoteéu tetﬁaedra NABC pretpostavi-
1i smo da stranice tetraedra ne dodiruju spoljadnju povr$ - omotad deforma-
bilnog tela. Ako je tadka N u blizini omotada tela onda moZemo izabrati

takav tetraedar da njegova stranica ABC le#i u tangencijalnoj ravni (tan-
gentnoj ravni) povudenoj u tadki N na povrs omotada deformabilnog tela.
Na tu povr$ omotada dejstvuju povrdinske sile zadate pomoéu nl sradu-
nata na jedinicu povr3ine i ima iste dimenzije kao i totalni napon.Uslov
ravnoteZe sila daje jednadine oblika (35) odnosno (36) ili (37) u kojima

~ Je umesto totalnog napona =za ravan sa normalom T stavljena specificna
povrdinska sila T%Z za ravan sa normalom i . Tako dobijene jed-
nacine u matriénom obliku imaju formu:

>(nl éa:_ ’ny ’CZ:)C o éxd + ?;xfb +'2;va

B -A0I, %1 | 8 B NP Tyded e,
| | Zn‘ Z’:4::'. (Cyz. Z,_ X} ’(\xzol-)-’(\yz/!mg_,:\i

i nazivaju se graniéni ili povrsinski uslovi ili konturni uslovi. Granicni

uslovi su statidki uslovi ravnoteze sila na povr3i konture napregnutog te-
' VAN ! . < psy - .

la. )(“ y ); i ;?h su koordinate specificne povrsinske sile.

Uslov da je glavni moment sila koje dejstvuju na posmatra-

ni tetraedar jednak nuli,daje slededu jednadinu: 0
A

n ~—>-]\'—‘: - =y > < 1
2 M, =0 SIE, B [iE, B+ [, -F by ][, -Fah ]« [P K al-039)

ukojojsu . , ¥ i T, vektori polo¥aja napadnih tadaka povr-
P

Sinskih sila -Edﬁx , ~ﬁ dh, i —E dfl. koje se javljaju na povrSinama

omotaCa tetraedra,koje se poklapaju sa ravnima paralelnim koordinatnim rav-

nima i njihove vrednosti su:

3
= L(Tdx+¥dz), (£0)
- .._..(,(_ d:x_i—é D{g)a

dok Jje ,7€ vektor polozaja napadne tadke povrSinske sile koja d=jstvu-

= ——(3 dgaf Rdz),

N .~<;$ .:SL x-ﬂ
>

Je na osnovu tetraedra,a redukuje se na njeno tezilte:
-
R = J_(z’dm+g’o{g +¥dz),
ChD)
UnoSenjem vrednosti vektora poloZaja napadnlh tadaka sila (40) i (41) u jed-
nacinu (39) dobijamo:
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> e

z € z K T7 % g
-g-docdg dz "34' o dy dz d_égjxodz 6-34‘0/1‘430 F=0
/Fnz ’ﬁxy [z ax 25:)’ Z':CZ l.y"c Z)j %’z fozzy 2

Ova vektorska jednaCina se raspada na tri skalarne oblika:
fny dz—gzdg - (Z;Czdg"?:c_ydz)d ;‘C”éydz) - gz dgd}’= O 5
P - odlae= Bedzel = @y clz- B do)p - (- 2,da)*= O
’Pnydz “ﬁm:dz‘(" éacdg)d- “gydcc/?a - (2, doc —2_;_1 dy)a"tzo ]

- (42)

Ako uzmemo u obzir Cauchy-jeve jednadine (36) i veze povrSina (33) dobija-
mo tri sledeéa uslova:
Z‘z_y =2y 5 oy = lax Ty =y (43)

Ovi uslovi kazuju da su komponentni tangencijalni naponi u dvema uzajamno
apravnim ravnima jednaki.To je izraz pravila o konjugovanosti tangencijal-
nit napona. U dvema medjusobno upravnim ravnima komponente napona smicanja
(tangenci jalnog napona)koje su upravne na preseénﬁ pravu tih ravni jednake
su po velidini i obe su usmerene ka ili od presebne prave dveju ravni.

Na osnovu pravila o konjugovanosti tangencijalnih napona
zakljudujemo da. je matrica tenzora napona (11) simetridna. Do tog istog
zakljudka do3li smo i iz uopStenog razmatranja ravnoteZe krivolinijskog
elementarnog tetraedra u prethodnom élanu, u kome smo pokazali osobinu si-
metridnosti tenzora napona koristeéi'krivolinijski~koordinatni sistem. U -
ovom ¢lanu smo videli i fizidko tumadenje osobine simetriénosti tenzora na-
pona.

Sada pomoéu pridruéene matrice tenzoru napona moZzemo da
napiSemo intenzitet totalnog napona u taéki N napregnutog tela za pre-
sednu ravan sa normalom 1L

A= LD = pp)= o NN = oo 10¥as ()

ili u razvijenom obliku:

. 2
R A G G e R
#1288y Tt TG 3 + (B Cae By Ty + & TP+ (85, 5293, 5,,+ 2.5 ) ]
Kako je normalni napon projekecija totalnog napona za ravan sa normalom
W na tu normalu yto moZemo da odredimo da je:
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n = IRI= M Nn}= P+ p+RL= (46)
=6l By 5+ 8,8+ (Cay + Lyl € (et Gex) ol 4 (252 + TGy )8

dok je tangencijalni napon projekcija totalnog napona za ravan sa normalom
-

w na tu ravan i pada u pravac orta t - koji lezi u toj ravni:

= (DT} =\p2-8r -\Icnwm{ny -k NT{m3]™ )

Da bi smo nasli vezu izmedju unutrasnjih napona i spoljaS-
njih zapreminskih sila izaberimo u telu tacku O i sa jednim temenom u toj
tadki izdvojimo elementarni paralelopiped OABCDEFG,infinitezimalnih ivica

dx , aly i dz ,kao 3to je to na slici br. 7 naznadeno. Kako su
ivice infinitezimalne moZemo pretpostaviti da su unutrasSnje sile ravnomer-
no rasporedjene i moZemo ih sada smatrati povrSinskim jer sada dejstvuju
na povrSinama zamiZljeno 1zdvo;jenog paralelopipeda iz deformabilnog napre-
gnutog tela. Na slici br.7 prikazano je kako one deﬁvu;;u Ovde moramo uze-
ti razlike u naponima na suprotnim stranama paralelopipeda. To je iz razlo-
ga 3to je priras3taj napona u dvema bliskim tadkama za dve paralelne ravni

mala velidina prvog reda u odnosu na velidinu napona,te je povriinska sila
koja odgovara elexhentar‘noj povriini mala velidina tredeg reda i istog reda
kao i zapreminska sila koja dejstvuje na posmatrani zamiljeno izdvojeni
paralelopiped,éiju ravnoteZu posmatramo. Totalni napon za povrsinu strani-
ce OECD sa normalom -{ u negativnom smeru Ox ose je JO;:) ,te Je
povrSinska sila koja se preko ove stranice prenosi je —-75; dR, . Totalni
‘napon 75: ! na suprotnoj stranici AFBG sa spoljasnjom normalom < u
u praveu +0x ose razlikovade se za priraStaj koji odgovara pomeranju rav-
ni za dxc i biée jednak 75; + -g-;— i X ,te je povrsinska sila koja se
preko te stranice prenosi ( ﬁ:’ + —éa%a’x) dAx . Znadi da je ona jedna-
ka rezultanti unutrasnjih sila koja se preko zamiSljene povr3i ABGF pre-
nosi kao povrSinska sila uticaja jednog dela tela na drugi. Slidno ovome
'pr-eko povrsi - stranice AFEO sa normalom ~I— u negativnom smeru Oy
ose, prenos:L se sila /9 d /~7 ,dok se preko stranice GBCD sa norma-
lom ;’ u pozitivnom smeru Oy ose pren051 sila (’P + 5—?27) c//)y .
Preko stranice OABC sa normalom —K: u smeru -0z ose prenosi se po-
vr3inska sila 7?7_) dﬁ ,dok se preko stranice EFGD sa nor'malom —}5’ u
pozitivnom smeru Oz ose prenosi povrsSinska sila (p + 2 Z) a/[J .Ne-

ka je deo tela u obliku izdvojenog paralelopipeda 1nf1n1tezmaln1h ivica
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dx , dg i dz izlozen dejstvu zapreminskih sila Ei'cﬁv .Da bi deo
tela u obliku paralelopipeda pod dejstvom svih nabrojanih sila bio u ravno-
tezi potrebno je da glavni vekéor svih sila i glavni moment svih sila budu
jednaki nuli. Iz prvog uslova jednakosti glavnog vektora sistema sila nuli
dobijamo prvu jednaéinu ravnoteze. Iz hje sledi:

2F-0
deoc)dl? HB+E 2 dy)c/ﬁy (Bf2E d)cm Edl-00u8)

(frf

Posle skraéivanja sa dV iz ove jednadine sledi:

9P | 3R, 9f°+/:v_ (49)

3 87 az

Ovi jednadinu u matridnom obliku moZemo da napidemo:

Strdr iR+ & It (R} <0
- (49%)

Kako je svaki totalni napon za ravni kroz datu tacku pralelne koordinatnim
ravnima odredjen sa tri komponentna napona ,kao Sto je to prikazano u izra-

zima (10) to poslednju jednadinu moZemo da napiSemo u obliku:

o~ 1
] Z'J:c ng 3 (Zx X\l, O
ax Gy 35‘ ozt YV, o (50)
’(,\x Z’yZ éz Zv

“Vektorsku jednaéinu (Y49),odnosnu istu napisanu u matriénom obliku moZemo

da napiSemo i pomoéu tri skalarne oblika:

iéi FRdn L az-:f’-": acza:

ax ' oM XV ’

Q?xy aéy 3

am+_?3g+ Zy yV—Oa (51)
9Tz ac“yz
- 9x * By Z =0 -

Ove jednadine daju vezu izmedju komponentnih napona za za ra&ﬁi kroz datu
taCku napregnutog tela ,a za ravni paralelne koordinatnim ravnima i zapre-
minskih sila.Te jednaline su u literaturi poznate pod imenom Nvier-ove Jjed~-
nac¢ine napregnutog tela.

Ako'napregnﬁto telo posmatramo dinamiéki onda na njega
dejstvuje i sila inercije,koja je tipa zapreminske ili masene sile,te je
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dodatna zapreminska sila,kojazdejstvuje na zami3ljeno izdvojeni elementar-
— v w el
ni paralelopiped Q w dV i jednadinu dinamicke ravnoteze sada mozemo

napisati u obliku:

M, 8@‘ /p ,,_FVI:_S’Z(—; . (52)
3 8%1

Poslednja jednadina predstavlja jednadinu kretanja deformabilnog tela.

Slika br. 7 Slika br.8

Drugi uslov ravnoteZe ,da je glavni moment sistema sila

koje dejstvuju na deo napregnutog tela u obliku elementarnog paralelopipe-

Jednak nuli,daje potvr.du stava o konjugovanosti -tangencijalnih napona (43)

o
[

koji smo veé ranije izveli. Neka su 71 ’ ?% i 71 vektori polo-
zaja tezista C; stranica paralelopipeda koje su paralelne koordinatnim

ravnima,a  1.' , if‘ i s vektora polozaja teziSta preostalih ;
stranica takodje paralelnih koordinatnim ravnima a n%rastojanjima dx ,

dy i dz od prethodnih,a njihove vrednosti su:

?‘;:i(ja’gi-ﬁdZ) ?;’:7“24-2’01:(,
— ——p
Y‘yz 4({d3¢+¥€.d2_) Y‘altﬁ"?d'dJ
7 (I’d:t-*é,dg) E = R +Tdz .
Sa iff obele21mo vektor poloZaja teZziSta elementarnog paraleloplpeda
ﬁ-z("”d&: 1 dy +®dz)

Drugi uslov ravnoteZe sada daje slededu jednadinu:
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B

"My =0 =

M

] + [, 7 ] 4
+[F;)/:3:)]dﬁy +[F;I: ﬁ"b %’jc[y]dﬁy "
V[, e [+ 2B g dhe + [E RV =0

&
[
-~

(53)

Kako je:
o i i P po—— i
= . - _ . Y -1y . RLR
R R R=-R> Ro=B > =-1a=Td; BTy =3y 5 Yy - Edz
to se i Z -
. prethodni uslov ravnoteZe posle zanemarivanja malih veliéina vi3eg re-
da =vodi na:

[l Rl EpI=0. (51)

Ynozenjem poslednjeg iz i i i
e . dnjeg izraza redom ortovima koordinatnih osa g , 7 i
¢ dobijamo:- 4

(R, EDP=FE, EO-F0.

Kak : j ij » .
im: éu gg‘oiekc:%e tot}a{ig:ii::z:: . kﬁc tn? pravce <.>r.'jent‘:isane orto-
LAY E:;ner_l ni tangencmaln;naponi ?‘xy
Urjentisan-,hp i ?139 totilnog.napgla /3y na pravce koordinatnih osa
‘ ih ortovima A i & . komponexntni tangencijalni naponi
Ty 1 Tyz 5 1 projekeije totalnog napona ,73: na pravce koordi-
uatnih osa orjentisanih ortovima VAN | f Jjednaki komponentnim

tangencijalnim naponima 2z« 4 Zy, to poslednji uslov daje:

Cyz = lzy > r(-\'ar.y = Z\yx ) lxz = loac -
Poslednji uslovi su identidni sa veé izvedenim uslovima (43) koji izrazava-

ju stav o konjugovaﬁosti tangenecijalnih napona.

7nadi da smo iz uslova ravnoteZe zamidl jeno izdvojenog
dela napregnutog tela u obliku elementarnog paralelopipeda dobili sistem
parcijalnih diferencijalnih jednaéina prvog redakao jednadine ravnoteze i
jednadine koje izraZavaju stav o konjugovanosti tangenei jalnih napona,odno-
sno daju potvrdu o simetridnosti matrice pridruZene tenzoru napona.
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' " Stav o konjugovanosti tangencijalnih napSona ,koji govo-
ri o jednakosti komponentnih tangencijalnih napona u uzajamno upravnim rav-
nima smanjuje broj nezavisnih komponentnih napona od devet na Sest. Tako,
ako su poznate spoljaénje‘sile koje dejstvuju na deformabilno telo ostaju
nam tri jednadine ravnoteZe - Navier-ove jednaldine za odredjivanje Sest
nepoznatih komponentnih napona,pa je problem odredjivanja komponentnih na-
pona mogué uz koriSdenje Cauchy-jevih granidnih uslova. Kao dopunske uslo-
ve koristidemo vezu izmedju napona i deformacija o Gemu ée biti reci u sle-
dedem poglavlju.

‘ Da rezimiramo,Navier-ove jednadine ravnoteZe daju vezu
izmedju unutrasnjih sila izraZenih pomodu napona i spoljaSnjih zapreminskih
sila,dok Cauchy-jevi graniéni uslovi daju vezu izmedju unutrasnjih sila u
tadkama na konturi tela i spoljaSnjih opteredenja u obliku povrSinskih sila.

I.7. OSNOVNO PRAVILO ANALIZE NAPONA

Kroz tacku N napregnutog tela postavimo dve ravni Ri
sa jediniénim vektorima normale . ﬁ: i Yf; kao Sto je na slici‘br.B
prikazano. Neka je %@: _ totalni napon ‘u tacéki N napregnutog tela
za ravan sa normalom ﬁ: ,dok je /%j totalni napon u istoj talki N
ali za ravan sa normalom ﬁ; . Neka su u tadki N poznati komponentni na-
poni za koordinatne ravni odredjeni matricom tenzora napona NT ;onda za
totalne napone 7%7 i éé: moZemo u matridnom obliku da piSemo:

Ipy= g, gl Ming.

Prvu jednaéinu pomnoZimo skalarno sa (n,) , a drugu sa (ngﬁako d dobi_
(n){p,]= M) NT{ng = (n) AT 'fnaj= ) AT Enef
(m)u{ 'ﬁ:z} = () M{nz}.

Kako je matrica pridruZena tenzoru napona simetriéna to su matniéni proiz-

Jamo:

vodi na desnoj strani prethodnih izraza jednaki pa sledi:

(n2) {/Fm} = CY’*){'FM} | (55)

Ovom matriénom jednadinom je iskazan osnovni stav analize napona ili osnov-

no pravilo analize napona:
—p

fn»%,ﬁ = pry fn 10
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U bilo kojoj tacki napregnutog tela projekcija totalnog
—

- o
totalnog napona 7§L napregnutog tela =za ravan sa normalom V4, na
pravac odredjen ortom 53; jednaka je po velidini i znaku projekelji to-
Lalriog napona %é’ Za ravan sa normalom 7%: na pravac odredjen ortom

—en ° 2
1y

Ako posmatramo specijalan sludaj kada su te dve ravni orto-

nalne,tj. kada je (n,){nj=0 1 kako totalni napon f34 u tadki N
[N
1

Za ravan sa normalom ,moZemo da razloZimo na komponentne, normalni i

tangencijalni to je:
(] = uind+ {5 5 WA = )= T

3to znali da je njegova projekcija na pravac normale {n13 Jjednaka komponen-
wnem tangenei jalnom naponu e “u praveu te normale. Na isti nadin dola-
zino do sledeéeg:

BT = G nd eIty ma[RS= 0 [Bf = G

0y 3 s . _.>‘ Ive
“da je projekcija totalnog napona f%z na pravac normale ¥ jednaka

komponentnom tangenci jalnom naponu 234 . Kako su te dve projekcije pre-
ma osnovnom pravilu analize napona jednake dolazimo do zakl jucka da je ?}1=
C Zg ,8to znadi da smo iz osnovnog pravila analize napona izveli kao speci-
Jjalni sldéaj pravilo o konjugovanosti tangencijalnih napona.Da se potsetimo
da pravilo o konjugovanosti tangencijalnih napona kaZe da suu dvema upravnim
ravnima oni komponentni targencijalni naponi koji su upravni na preseénu pra-
vu ravni jednaki po velidini,a usmereni ka presetnoj pravoj ili usmereni od

nje.

I.8. TRANSFORMACIJA MATRICE TENZORA NAPONA PRI ROTACIJI
KOORDINATNOG SISTEMA

Neka je ﬁ(] matrica tenzora napona u Descartes-ovom

‘pravouglom koordinatnom sistemu koordinatnih osa 0x, Oy i Oz oblika:

éx Coxe Z;x

/\0 = z'xy éy (Qy . (56)
. LNXZ Z'yz. bz
Normalni napon kao projekcija totalnog napona 79; u nekoj tadki N

ol
za ravan sa normalom 1. na pravac te normale je na osnovu izraza (46):
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b = (LR} =(mNTink, (57

e
dok je tangencijalni napon Th  kao komponenta totalnog napona /Pn u
_-—>
praveu odredJenlm ortom 7t Jjednak na osnovu (47):

Ty = (,f;){/o?, - )NI{n} (58)

Zaokretanjem oko koordinatnog pocetka, koordinatni sistem
H
Oxyz prelazi u koordinatni sistem O%?'S sa ortovima orjentacije osa z ,

- |

. bt . x . . >
2{ i gl koji su odredjeni kosinusima smerova kao:

cosSdy ; o . ) ' 0[.5
{4} ={eos pyp=) 4 Pty {/}}: paf > Tef=ipsr. (59)
cos &, 4 & b

Oznadimo sa /w matricu tenzora napona u istoj tacki napregnutog tela
ali u novom koordinatnom sistemu O§7_§ i njegove koordinate napiSemo u ma-

_ tricénom obliku kao:

[ T T
NI =%, b 1 (60)
Ges O bs)

Koristeéi izraze (57) i (58) moZemo da odredimo komponente tenzora napo-
na ANJ  u novom koordinatnom sistemu,jer su elementi na glavnoj dijago-
nali matrice tenzora napona (60) normalni komponentni naponi,a elementi

van glavne dijagonale komponentni tangencijalni naponi pa moZemo da _piéemo

F 4 . ég:(é’)/\g{'(’} éx (Gx Zx d
/ 1 é§ = (¢ 15 394') ny by ziy P 5

_ Gz Uz & &
= INTLLT |
ég» (K:')/\U{‘C'}
% Zg _(g')/\[]{é}) (61)
Tg _(KZ‘)/\U{‘L} '
| 27?% (AJ)/\H[]I}
4 | 2y = )N

da je:

- Slika br.9. Z‘Sg:(g')/\ﬂ{‘c'}a
%y = (9 NIERT.




U5,
Ako uvedemo matricu A  3ije su kolone matrice kolone kosinusa smerova
. . o7 izl B -of : .
ortova koordinatnih osa A4 6(' i K i njoj transponovanu matricu A 5

¢ije su vrste matrice vrste kosinusa smerova ortova koordinatnih osa kao:

oy oy

A= (e = (e e ) (62)
i o b

—

orida matricu tenzora napona AT u novom koordinatnom sistemu Og’zg mo~

zemo da napiSemo u obliku:
() (32 T T
=101 es & o (@),

| (63) |
(KN T Gz &2

e vl

Poslednja jednadina predstavlja jednadinu transformacije matrice tenzora

napcra pri rotaciji koordinanog sistema. Matrica /—k u literaturi je poz-
nata pod nazivom matrica transformacije. U razvijenom obliku matrica tenzo-
#2 napona u novom koordinatnom sistemu dobijenom rotacijom koordinatnog sis-

tema Oxyz u kome je poznata matrica tenzora napona u posmatranoj tacki na-

pregnutog tela prema formuli transformacije
_ 1
N = X NTAN, o

toZe da se napise kao:

ég (CJQE ng d i 1y ' 3% bx 7—3:: Gz di ol oy
ZE? é"[ 'Z'on = d?. P2 X;. (ny Z», 2}), [ ?_z g—’s
,%S' QS Z’S’ .ols s 5}; o 'Z:y . bz R R N
(64)

Kako je matrica tenzora napona A/J u bilo kojoj tafki naprehnutog tela

izraZene u sistemu koordinata Oxyz simetridna kvadratna to ée i matrica

tenzora napona /—\ﬁ A u istoj tadki napregnutog tela za novi koordinatni sis-

tem biti simetricdna kvadratna. |
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I.9. JEDNACINE RAVNOTEZE I KRETANJA IZRAZENE POMOCU
" POLARNO-CILINDRICNIH KOORDINATA

Cesto je veoma korisno koristiti jednadine kretanja i rav-
noteZe u polarno-cilindridkom koordinatnom sistemu koordinata r , ¥ i

%2 , kao 3to je na slici br.10 prikazano.

Lamé-ovi koeficijenti za polarno-cilindridki koordinatni

sistem su: A,=4, A,=r i A;71  dok su Kristofel-ovi simboli druge vrste:
% 2 2 4 4

V4 vy . - L

Fizicke koordinate zapreminske sile [

G, i ubrzanja W ou polarno-cilindrié-

-
r - kom koordinatnom sistemu respektivno

7N, S oznadimo sa K , R , R
Oy 3f” W, , Wy i W, . Veza izmedju
kontravarijantnih koordinata vektora i

x , njegovih fiziékih koordinata data je sa:
Slika br.10 ' Wi - Wy
- A< -,
Zato su kontravarijantne koordinate zapreminske sile F; i kontravarijan-
tne koordinate vektora ubrzanja .i; date sa:

= 1 ] 1 ]
1

Ry F'< R, Fr=dry F-
- . . 3 ,e

i ye 2 (2 2 4o 4 djm W= =%, .
wr w -ujr'.-Y'-Y‘Y), w:Fu&-;‘—ZEE(Y‘ }o); z - (62)
Fizidke koordinate tenzora napona u polarno-cilindriénom koordinatnom sis-
temu neka su b v Tz s T by b, i Z%P . Kako je

veza izmedju‘fiziékih i kontravarijantnih koordinata tenzora drugog reda u
ortogonalnom krivolinijskom koordinatnom sistemu data sa:

5‘3 A

ARy

to kontravarijantne koordinate tenzora napona moZemo da izrazimo pomodu -

bef)

njegovin fizidkih kao:

é'“ 8r ér , élz_ &a &, 5332

2=
=L, =% =2, 7= 6z
Ay Ay ot A
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12 _2“"“2. =J—T 2743; Zox ) n 4~.°z '/I
¢ A T AR ¢ A, T Bz - (63)

Tmajuéi u vidu jednadine kretanja (25) u kontravarijantnom obliku to je pot-

p ;
r=bno da sradunamo kovarijantni izvod é ;]3' kontravarijantnog tenzora /2 4
koiji se moZe napisati u obliku:

. 4 ( v,,.,_(“ L { ‘
4. = 93.7&/;{715 +/:,J'émi _ (64)

24 docd

gde je 1i=1,2,3. Za i=1 u razvijenom obliku kovarijantni izvod kontrava-

rijantnog tenzora 3/'3. glasi:
. 4] 344 &42 agﬂ 4 m4 ’”’J/’Qé” 542 gﬂ,
&% =5 * 3¢ "oz *ljm 6 g mj 6% 58 3% *
+<m PP RDE (Tiei +[D)3 (T4 T3+ T3) g

. 4,32 1943 1723 71533
P8 L8 6 [ 87 L8 [ 3 8 [ 6+ 6

Ao zada izvrSimo zamenu kontravarijantnih koordinata tenzora napona i uzme-
o u obzir vrednosti Kristofel-ovih simbola druge vrste u konaénom obliku

iz prethodnog izraza dobijamo da je:

36: A a0y a‘Z;,_ br~dyp

4
6 T er Tray tez TTr (65)
Na sllcan nadin dobijamo i ostala dva kovarijantna izvoda kontravarijantnih
loordinata tenzora napona, é ‘7, 5 éa‘zj ,u dbliku:
62‘1 _ A v + L 86, . A _‘?.él" 2 Oy (66)

(] ¥ or Triap T ez T2

P - bz, 4 3, 3 1y, (67)

93’ = Tar r oy 9z " r

Unoseéi ove izradunate kovarijantne izvode kontravarijantnih koordinata ten-
Zora napona u jednaéiﬁe kretanja (25),a i odgovara juée koordinate zapremin-
ske sile i vektora ubrzanja za polarno-cilindridki koordinatni sistem dobi-
Jjamo jednaéine kretanja u obliku:

e, Lo o, e )

ar TF 3p 8z © r (68)
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AGy 4 98, 3% 2T

FOE st a T R s su s S,

3l 922 - (68)
S e Z;w;'-mne«v-s |

Za sludaj ravnoteze te jednaéine dobijaju oblik:

g 4‘_ v+3£zr+g\~ éso*-Fv—o

ar 3%
QLr\o é‘P a&z 2.2;?

S L S +fp =0 (69)
38z A aé)oz Qé Ci—z '- 0

ar v 3y b=

i predstavljaju Navier-ove jednaéine ravngteie napregnutog tela izraZene u
polarno-cilindridkom koordinatnom sistemu. Do ovih jednadina ravnotezZe na+
pregnutog telanvedenih u polarno-cilindric¢kom koordinatnom sistemu moéeﬁb

doéi postavljanjem uslova ravnoteze iz napregnutog tela izdvojenog elemen-
rd¥i dz

tarnog krivolini jskog "paralelopipeda osnovnih ivica dr R
kao Sto je to na sliei br. 11 prikazano..

Slika br. 11

Posmatrademo u tadki A napregnutog tela totalne napone za tri kobrdinatne
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wovrsi sa ortovima normala na tangentne ravni u toj tacki, -, -G i

3T . Na povrsi ABCD sa sp‘oljaénjom normalom ~-1v Jjavlja se totalni na-
non /72: , 8ije su komponente: normalni napon &, i tangencijalni napo-
ni, Z\rw u praveu tangente na koordinatnu liniju Y ,1i &, uprav-
cu koordinatne linije =z . Na povr3i EFGH koja je koncentriéna sa povrsi
4BCD i ima ort normale 15 ,a nalazi se na rastojanju dr od nje, javlja se
fr dr
U pravcu nor'male na tu povr’s i tangencijalnim naponima ?;‘\, + Biry dr i

ar

Z“,,z'_ + oG ”‘dr u pravcima tangenti na koordinatne linije ¥ 1 X res-

pektivno. Povr51na stranice ABCD jednaka je o’ﬁ,. = rd¥ds ,pa je povr-
Sinska sila koja se prenosi sjednog dela napregnutog tela na drugo preko te

. N ) 9
totalni napon /Zf + ar sa komponentama normalnim naponom &+

stranice Jjednaka —/_5: dAr ,odnosno komponente te sile su:
~6.dAy = - 3, rdzd¥ u radijalnom praveu
- Z\;p dBe= Z\I‘P rdz dip u cirkularnom praveu
-G, df. = T, rdzdY u aksijalnom praveu

Povriinske sile koje se prenose s jednog dela napregnutog téla na drugo pre-
ko stranice EFGH su:

(gr + 33, dY‘) rdzd¥ u radijalnom praveu
. o~ )
( Crp + %g’fl d v-) rdzdy - u cirkulamom praveu
o~ By )
( Crz + ,a.;f dt‘) rdzd u aksijalnom pravecu

s

TO Su komponente povrsinske sile [ﬁ: + i@d '96/[);' Preko stranice BFGC

prenosi se s jednog dela napregnutog tela na drugi deo povrsinska sila

( Pz aﬁ dz) df. dok se putem stranice AFHD prenosi povrsmska sila
/3‘.2) c/[) .Komponente tih sila u praveima tangenti na koordinatne lini-

je u tadki A napregnutog tela su:

-, rdrd? i (T * aZ;”dz rdrdy u radijalnom praveu
. _ Z'z)o rdrd¥ i (‘Z}_Y, ¥ a22"’dz) rdrdy u cirkularnom praveu

-, rdrd? i (5 + 222 aéz c{z) rded? u aksijalnom pravcu
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Preko stranice ABFE prenosi ée povrsinska sila ﬁ?; dﬁ;a 'sa Jjednog de-
la napregnutog tqlf_x na drugi,dok se preko stranice CDGH prenosi povrSinska
sila ( ﬁ -e-ﬁd 80) o’/?)o . Prilikom odredjivanja pr-ojek::/js;ja totalnih
napo;:pa dl; radlgalnom i ecirkularnom pravcu uzedemo da je cos 5 X 1 i da je

sinZx=- jer je ugao Y mali. Sada komponente povrsinskih sila f? a’ﬁ}a i
2%2 37
(ﬁ, + —-5’:/59)(//,7,, u praveima ortova polarno-cilindriénog koordinatnog siste-
ma moZemo da napiSemo u obliku:

~Tppdrdz~ éf’ _‘.sz drdz u radijalnom pravcu

- Ty drdz u aksijalnom praveu

w~ df b, drd u cirkularnom praveu
Cor 3 z drdz - by drdz

~ (4
[(CP,. yr d‘P)drdz +(8,a+ ggs’dsﬂ) dpdzdz] u radijalnom pravecu
) 3(, 2Ly
( TVz C“”)drd z . u aksijalnom pravcu

[(’C;"’. Elay d\") drdz + (éy, a’@drdz] u cirkularnom praveu

Ako je telo u ravnotezi pod dejstvom spoljasnjih sila,ta-
da je i svaki zami$ljeno izdvojeni njegov deo u uslovima takvog naprezanja u
ravnotezi pa sledi da je za ravbteZu potrebno da je glavni vektor sila koje
dejstvuju na zamiSljeno izdvojeni deo tela jednak nili.Iz tog uslova sledi
~da je zbir projekeija sila pojedinadno na radijalni, cirkularni i aksijalni
pravac jednak nuli. Iz uslova'da'je zbir projekcija svih sila koje dejstvuju
na elementarni krivolinijski "paralelopiped" jednak nuli dobijamo sledeéu

' jednadinu:  SE =0

~8ordedzs (3, + ?—é-'dr)(“d")dﬂadz by dvatz 4 (3,+ 22telp)dzde & -
' ("o)
~ (,W drdz + (2p,+ ?.Q_grdso) drdz - Grdrdp + (G + S5 EIE0 2 d2)rdpdy + K edrdfdz =0

Sto posle sredjivanja daje:

3

9
ar 3

P30, Eby plap ©(10%)

i»
r 9y ' o9z r

Iz uslova ravnoteZe svih sila koje dejstvuju na elementarni krivolinijski
"paralelepiped" izdvojen iz napregnutog tela koji piSemo za cirkularni pra-
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vac dobijamo sledeéu jednadinu: 7 F, =0

~Z;arrdz +(3'P+ dﬁo)drdz 2;), rd¥dz 4.( rpt aar"y’dr)(mdr)dY’dz -
(710

+ O drdz 4+

20
~ Bop rdPdr + (Zzp+ wdz) rd¥dz + (cry,+ 2Gry d@drdz
ikpja posle sredjivanja daje: +Rr d“odv‘dz =0

3 Iy, 20w 1o g (71%)

3Ty 4
Ty o9 oz r

El

Poslednji uslov piSemo za aksijalni pravac pa dobijamo

252 d)(rechr)dzdlp - &yrdrdz +(2,+ 3 Ocde)rdrdf

—Trzv‘dzd‘P +(Tp +
(72)
+ (C)"z* d@dzdr ~ Ty drdz + F, rdrd¥dz =0
cdaliie sledi: .
Sfayf ol B, Lx i =0 (72%)

(vako dobijene jednadine ravnoteZe (70%) , (71*) i (72*) identicne su sa

sistemom jednacine (69) koje smo izveli iz tenzorske.

I.10. JEDNACINE RAVNOTEZE I KRETANJA IZRAZENE U SFERNOM
- KOORDINATNOM SISTEMU

Kao koordinate sfernog koordinatnog sistema usvojimo §
kao sto je to na slici br. 12 ‘naznadeno. Lamé-ovi koefici jen-
Ay=4 , Ap=c¢cos? i Ay=% ,
Kristofel-ovi simboli druge vrs-

O S ¢

ti za sferni koordinatni sistem su:

~ dok su
te:
r;; ="§ cos?¥ >
3= =8
4:— zf =42?=r3:=§i
2

Slika br.12
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—
F121°ke koordinate zapreminske sile E,I u sfernom koordinatnom sistemu

su l—}' F ! i F,P" ,dok su fizidke koordinate vektora ubrzanja:
We = g - 3(8‘52005“)"1— ¥32)
: /I a2
Wy = Tt ot (s fc"s L
: u, = (32 ¥)+ 5§ Pisin2¥.
Kontravari jantne koordlnate vektora zapremlnske -sile su sada:
1_ 2 4 ! s 4!
B g R Pegh

dok su kontravarijantne koordinate vektora ubrzanja:
g, g st - ),
2, 1 2
W) —————-——g,2 vy (ss Peost¥)
W) 42 & (¢2¥) + -— ¥ Ssin2.

Neka su fizidke koordinate tenzora napona u sf‘er'nom koor-
dinatpom sistemu éP , bp , 3y, Gop » Gy 1 Tpy = -Kontra-
varijantne koordinate tenzora napona izraZene pomodu frizidkih koordinata

tenzora napona u sfernom koordinatnom sistemu su:

a_z 8p 4 5 3 & 42

b gt 8 ‘5}'?2’”’
(73)

T T n_ Ty 3 4 o

é -Aqn:; geosy ’ 6"~ ﬁ,ﬁs 3 Z'W ? ._ 6= picosy oy .

Koristeéi izraz (64) odnosno (64*) za razvijeni oblik
kovarijantnog izvoda kontravarijantnog tenzora é‘J,g i imajuéi u vidu vred-
" nosti Cristoffel-ovih simbola druge vrste i vezu kontravarijantnih koordina- -
ta tenzora napona sa njegovim fiziCkim koordinatama potrebne kovari jantne
izvode kbntr'avarijantnih koordinata tenzora napona dobijamo izraZene pomo-
éu njegovih f'iziékih koordinata u sfernom koordinatnom sistemu:

643 35}’ 32‘990_’_ A Q(Qy ng "gp-g?"a‘m"{‘g')"
¥ % s’cosv s Ty ey T g >
Y, By 38 4 3l p-20nd¥
= §cos“}'['bf +9ww 3P 7§ A z ] (74)

[92;)* 4 ai‘w+1 §é+ 32}397‘(3?%?)53'}" ]
’J < g>cos')"_ 39 7§ oy I3
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UnoSenjem izradunatih kovarijantnih izvoda kontravarijantnih koordinata ten-
zora napona (T74) u jednadine kretanja (25) ,a i odgovarajuée koordinate za-
preminske sile i vektora ubrzanja za sferni koordinatni sistem dobijamo jed-
nadine kretanja deformabilnog tela u obliku: '

ad 92;» 4 92})& Zép-gp‘gy‘z'érf‘g"/’ I_5
3§f+g(:os‘!' SRR 3 +h =3,

aliv, 4 _2by 1 3y, 3l -2 BY £l oy 75)

3¢ +9wsyT ¢ ar’ 3 p=S

9y 4 82\' 4d Sgy 5Tgy+i§¥(3y~gy) I 5
3% T §os¥ T e oy T g - .’fEP-SWP.

Za sluéaj ravnoteZe deformabilnog tela izloZenog dejstvu
zapreminskih sila dobijamo sledeéi sistem jednadina :

3__3_9 4 3L9p+/f aZEy+ 265’ ZP g?’ Z}'Pfg‘)b Fg—

% gy 8P 3§ oF S =0

3Ty, 4 3% 4 3bm 32},a~zcwv.‘gzv 512(')

3¢ TSy Bp P aY | G (75%)

aly 4 ‘a@nl 8dy , 32},”%31&(4,_(3,,)*51:0
3¢ 7 Gosy 9P  § oY 3

I te jednadine pretstavljaju Navier-ove jednadine pavnoteZe napregnutog
deformabilnog tela u sfernom koordinatnom sistemu.Do ovih jednadina ravnote-
Ze moZemo doéi i direktno,posmatranjem ravnoteZe zamiSljeno izdvojenog iz
napregnutog tela delé u obliku elementarnog krivolinijskog "paralelopipeda"
osnovnih iviea d¢ geos¥d¥ i 9dY ,kao 3to je na slici br. 13
prikazano. ‘

U tadki A napregnutog tela uodimo koordinatne povrsi

sa ortovima normala -30 ’ Al § -:t i neks u u toj tacki za
. v ., ., - . —s
koordinatne povrsi redom totalni naponi =8) ? fzy) i ¢2y0 :

Povr$inske sile koje se prenose putem povr3i sa jednog dela tela na drugi
tim povr3ima zami3ljeno podeljenim su:
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- =t . - e
putem povrsi ABCD sa normalom -§, prenosi se sila - ﬂ_f) a'ﬁg ;
i
Y o

putem povr3i ABFE sa normalom ‘prenosi se sila ﬁ_’ ) q’ﬂ;o 5

putem povrsi BCFG sa normalom -, prenosi se sila ﬁ:’;j dAy
koje se redom mogu izraziti i kao: - —P;gcosﬁ"d}adfd}f’ ) —ﬁ:g d¥ds 1
- P; gcosyc/fcf ¥. Putem ostalih triju povri : EHFG sa normalom S
DCGH sa normalom g i ADHE sa normalom Y, koje prolaze kroz tac-
ku H napregnutog tela sa koordinatama - gs+de , vidlp i PrdY
prenose se povrSinske sile redom: ‘
>
=g 9/9 2
?
(B + Lz dg) (g +defcostayay
7L 2By dyd
eiy
(B + 5t o) (g+dp) dvds
5. o8 |
(P » 3¢ ) grd)costdgel?
. . . - > . -
Kako totalni naponi @ , f‘y, i f)?,,
imaju svoje komponentne normalne i tangencijalne napone 35, ’ Z}y, i

se sa slike br.13 vidi sledede: 1° normalna komponenta é‘f na povrs BCGF

d¥

. : —>
zaklapa ugao sa meridijalnim pravcem orjentisanim ortom V. ,a da
- . >

Fa
¢ VKT
féﬂg—?’;d? %*'5:&{;45 '/‘%
\ 7 2L8¥,
L r g 23’*5_3?'45’
‘ W o o el
@‘Z%SW 7 ‘gm Lé?ws- )
: ey N P
Yoo by ey |l /éﬂ;){)b
\ AT
< Lot 7
AN ! 36 aﬂ-——%’# i__‘zi;
o +_}H -
Seos P Yheostp, br P P ceostiffi ., .
. [ae +3_2b°dp-——=9- ¥
LT T
vy%(“)") .

Slika br.13

tangencijalna komponentady ?f,pf sa radijalnim praveem orjentisanim ortom

e
g.,v zaklapa ugao ——-—-dp 5 2° Normsglna komponenta napona é’p na
povrs ABFE zaklapa ugao 5 sa cirkularnim pravcem orjentisanim ortom Cg

dok tangencijalna komponenta‘ Z;’S’ sa radijalnim pravcem zaklapa ugao _9(_)"

2

e

—

3
el

=t
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¥ _d
Tmajuéi u v1du da su uglovi mali to moZemo staviti da je sm %—- X E)f
oS ‘W' . Postavljajuéi sada Jednaqlne ravnoteZe sila za radijalni, cirku-
_Lar'nl i mer'ldijalni pravac dobijamo Navier-ove jednaéine ravnoteZe deforma-

bilnog napregnutog tela u sfernom koordinatnom sistemu u obliku: Zf_o )
{35,) geos“i’c/S”ng’ + ﬁr) ?d)"d? -+ 73 5’(’05 Yldfd)p -f(F ggdf)(g-;df)(:o{)"d}ﬂd?f{r
o(F+ 2L oY) (pode) S %lp o (B +5 OB 4y )grdp) s dpdlps Fy ¥ Fo+ -

P é-yyv +?y«f .?o ‘f'?’)")" G ﬁpz éyZ’*—?fffo +?§f‘ﬁ,
¥ . -2 =Z\_ e Phd .

%5 8)= ~sm¢9‘1"~_42]_¢‘) @5 ):-sm‘.’%o)‘(g;lc)_smz, ..... .
iz kojih sredjivanjem dobijamo sistem jednadina (76) koji smo dobili mate-

mati¢ki iz tenzorske jednadine (25).

I.11. GLAVNI NAPONI I INVARIJANTE STANJA NAPONA

Kroz proizvoljnu talku napregnutog tela moZemo postaviti
Beskrajno mnogo ravni 1 svako] od njih odgovara po jedan totatlni napon
,]5: koji u opStem sludaju nije kolinearan sa normalom odgovarajuée ravni.
U opStem sludaju ima normalnu komponentu 3,L i tangencijalnu komponentu
'Z“rL ,ali se moZe nadi takva ravan za koju je totalni napon fgj koline-
aran sa normalom te ravni 7; ,u kom sludaju ima samo normalnu komponentu
éns , dok je tangen013alna komponenta jednaka nuli. Takva r'avan 'Rs za
koju je totalni napon ﬁls kolinearan sa normalom ravni l’ls naziva se
glavna ravan, ataj napon }ﬁ}:éns senaziva glavni
n a p o n. Pravac normale glavne ravnl naziva se glavni pravac napona ili
#lavni pravac naprezanja.Vektor totalnog napona u tadki N napregnutog tela
za ravan sa normalom T’l’; ,koja je glavna ravan ima samo normalnu komponentu
és pa je vektor totalnog napona kolinearan sa normalom i zato moZemo da
napiSemo:

e — : . p—

725 =61 5 [ﬂs}:/\g{n‘(’} =&s {”s?l > (AU"Z\S-”){”{% =0 (76)
gde je 85 intenzitet totalnog napona za glavnu ravan. Na slici br. 14
prikazano je napr‘egnu?o telo u kome smo uodili tadku N i u njoj proizvoljnu

ravan Rn sa normalom n 1 glavnu ravan Rn za koju je totalni napon
i s
kolinearan sa normalom ravni i za koju smo napisali prethodni uslov (76).

Prethodna matridna jednadina je homogena i ima reSenja razlidita od trivi-
jalnih samo ako je determinanta sistema jednaka nuli odakle dobijamo slede-

-

éu jednadinu:
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2’:: - é5 z:v:r» sz.
L@)=|NT-8I]=| Ty 2y-bs Ty |=0, )
k zacz ' 'Z‘yz éz:‘g)s

Slika br.14

Sto daje algebarsku jednadinu sa nepoznatom bs , i koja se naziva

sekularna Jjednadina ,pod kojim je nazivom najéesée u

literaturi. Sekularna jednadina se moZé napisati i u obliku:
N8N, - M)=0
3[’(35)=~<35~Jﬁ s+l 65 “ ) TV (78)
u kojoj su uvedene oznake:

Ny = Bur Byt B2,

o Tl 2le o

2= (Z:‘xz éz {ZSZ éz (&7 82 ?
6x Lz Ga

}Q = oleé /\[] = ?x;: 63 Zzy

Z;CL Tyz éz

za skalare matrice /W pridruiene tenzoru napona u svakoj tacki napreg-
nutog tela. Prvi skalar cf{; matrice tenzora napona jednak je zbiru eleme-
‘nata sa glavne dijagonale, odnosno jednaka je zbiru komponentnih normalnih

(79)
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napona za povrsi kroz tu tadku &ije su normale paralelne koordinatnim orto-
vima. Drugi skalar a}ﬁ Jje Jednak zbiru subdeterminanti naponske matrice za
elemente sa glavne dijagonale. Treéi skalar JQ je Jjednak determinanti
naponske matrice NI . Sekularna jednadina je kubna i ima tri korena,i

to sva tri realna 34 , &, i 53 . Prvi je maksimalni normalni na-
pon &, ,. 8;,drugi je srednji normalni napon,a - &, Jje minimalni normal-
ni napon. Sva tri napona 6, , 4, i &, su glavni normalni naponi.

Ort normale ravni hg Je odredjen nepoznatim cosinusima

smera cos ofy , COS[>g i cos&né medju kojima postoji slededa veza:
Co9%clg + COS2(hg + cos2ds = ) . (80)
jer ert jedinidnog intenziteta.Nepoznati kosinusi smerova cosedg , cos [55

L msé’g (s= 1,2,3) orta 'ﬁ: iz sistema linearnih homogenih algebarskih
jecnadina prikazanih matriéno jednadinom (76) se mogu dobiti samo u vidu
odriosa sa kofaktorima elemenata poslednje ili bilp koje vrste i odgovaraju-

ée kolone determinante sistema (77) kao:

cosels _ Cos s _ 0058”“ =0
Kcso = K [ K(s) TS,
cosels Co5/bs - cos ¥, -~ ‘
Tx  Tax bx-2s Cix 3e~ds Bz S5 (81)
éy - %5 Z'zy Txy Z;_y ?xy éy - 2) s

dok su potpuno odredjeni kada se uzme u obzir veza (80). Ove odnose i uslov
{BO)Ttreba odrediti za svaki glavni napon s . Kako smo dobili tri glav-
ra napona,kao tri realna korena sekularne jednaline,to éemo dobiti i tri
grupe kosinusa smerova kbji odredjuju tri pravea u jednoj tadki napregnutog
tela ,Ta tri praveé su glavni pravel napona ili glavni pravei naprezanja i
med jusobno su upravni. Znadi da smo dobili u svako]j tadki napregnutog tela
bez obzira na vrstu naprezanja,odnosno opteredenja i ‘oblik konturne povrsi
tela tri ortogonalna pravca odredjena ortovima 7%: , 7;; i s koji
&ine ortogonalni trijedar. Glavni normalni naponi &, , &, i &, ili
samo normalni naponi su sada sa poznatim praveima i ravnima,jer su oni sada
vezanl za glavne ravnl koje su u posmatranoj tadki odredjeni ortovima nq ’
nz i n3 0133 smo kosinuse smerova odredili.Karakteristidno je. uoditi
. da u svakoj tadki napregnutog tela pod dejstvom proizvoljnog opteredenja
postoje uvek tri glavna pravea i tri realne vrednosti giavnih napona,uk—

1ljudujuéi pozitivne,negativne vrednosti i nulu.

DokaZimo sada tvrdnju da su glavni pravei ortogonalni. To
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moZemo dokazati koristeéi osnovno prav1lo analize napona. Uzmimo sada dva
proizvol jno izabrana glavna pravea nh i TT; od prl Koristeéi osnovno
pravilo analize napona moZemo da piSemo da je:

MR J= () {R ] = () NTEnst = (noy NTAnd.,

Sada iskoristimo osobinu glavnih pravaca da su totalni naponi za ravni odre-
djeneAnormélama u glavnim praveima kolinearni sa tim normalam%ravni sledi
da je:

{ﬁ'r} < NJing= 2. {ned odnosno fﬁs} = /\U{ns}’ = bs {ngy,

Kako su intenziteti glavnih napona za dva glavna pravea razliciti u opStem
sludaju to na osnovu pravila analize napona sledi da je:

(1~ (0{R,] = (8s-8 ) {n =0 » (ny{nsg=0, (82)

5to je uslov ortogonalnosti glavnih pravaca napona,odnosno glavnih pravaca
naprezanja. Taj uslov je istovremeno i uslov ortonormiranosti jedinidnih
vektora glavnih pravaca naprezanja,koji u razvijenom obliku moZemo napisati:
Cos5el,.COSdg + cos/brCos/Bs + ?osyycos A’Qs = O (82%)
Ako se glavni pravei naprezanja usvoje za pravce osa koor-
dinatnog sistema O%QS , onda tenzor napona NJ u tom koordinatnom sis-
temu za isto stanje naprezanja moZemo da napiéemo pomoéu dijagonalne matri-
ce Q? ¢iji su elementi na glavnoj dijagonali glavni normalnl naponi

84 ’ Zz i 83 :

/\05 = @: é?.
A , (83)
3 -
Skalari ove matrice tenzora napona su:
G = é 4—&1‘#%5 N _ ”
Gy = b1y + 8,00+ 8,65, (84)

Gy = é4g9-z’3-
Koreni kubne jednadine (78) koji su elementi na glavnoj dijagonali matrice
tenzora napona napisane za koordinatni sistem &ije se ose poklapaju u sﬁa—
koj tadki napregnutog tela sa glavnim pravcijma naprezanja,zadovoljavaju
pro3irene Viéte-ove obrasce.Viéte-ovi obrasci napisani za jednadinu (78)
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daju vezu izmedju korena te jednaline i njehih koeficijenata u obliku:

=

= é4+gz+é3 = Gq "
682+8.:6,+8,6,=G, , (85)
8y8.85= G .

. . £ . ‘ 3 n ry > l’
Tmajuéi u vidu da su -Lﬁq , J(; i JY; - skalari matrice tenzora napona

s =
1 )

A[] izraZenog u sistemu proizvoljnih koordinata Oxyz u posmatranoj tadki
rapregnutog tela i prethodnu vezu (85) koja ih izjednadava sa odgovarajuéim
skalarima matrice tenzora napona 03 za sistem koordinatnih osa u pravei-
sia glavnih pravaca naprezanja u istoj tadki za posmatrano stanje napona zak-
1jufujemo da su skalari tenzora napona u datoj tadki invarijantne veliline

i ne zavise od izbora koordinatnog sistema u kome je matricom tenzora napo-
ra izraZeno,odnosno opisano stanje napona za zadato telo i zadato opterede-
nje. Velidine JV; , No i Ny ,odnosno Gy , Go i G nazivaju
sel naponske dinvarii]j ante 1nemenjajuse pri trans-
formaciji koordinatnog sistema u kome se izraZava stanje napona.One zavise
samo od stanja napona u datoj tadki,a ne i od njegovog matematidkog izraza-
vanja,odnosno opisivanja. Takodje glavni naponi su svojstvene veliline koje
Karakteriéu stanje napona u posmatranoj tacki napregnutog tela i nezavisni
su od izbora koordinatnog sistema u odnosu na koji vr3imo njihovo izraduna-
vanje.Isti zakljudak vazi i za glavne pravce naprezanja.Oni su locirani u
istim pravcima vezanim za telo i zavise iskljuéivo od oblika tela i optere-
denja i ne zavise od izbora koordinatnog sistema u odnosu na koji vrSimo iz-
radunavanja,tako da se menjaju -—veednosti cosinusa smerova,odnosno uglovi u
odnosu na izabrane ose. I glavni pravei naprezanja su svojstvo izazvanog

stanja napona u napregnutom telu ,tj u svakoj njegovo] tacki.

, ] U koordinatnom sistemu glavnih pravaca naprezanja u posma-
tranoj tadki N napregnutog tela totalni napon %%T 'za ravan sa normalom )
VU odredjujemo iz izraza:

' ﬁ‘g b4 o 4,
(B} =4hnr= Gink=| &, pr=idpr (86)
s b, /(&) [ 8%

dok kvadrat njegovog intenziteta odredjujemo po obrazcu:

R = (ﬁ,){ﬁ} - (MGG iny=(m G*{n§ = (é,d)ﬁ(?azp)ﬂ(&b“)’: (87)
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' Normalna komponenta &, totalnog napona F: u tadki N za
ravan sa normalom . je: o
64 o 2 ., 2 2
Go=(0fpy=(m Giny=(apf)| & 3/3 = 8,043, p+ 4,8 (88)
: ., ‘

Kvadrat ﬁangencijalne komponente Tn, totalnog napona 75: u tadki N za ra-
van sa normalom T je:

?nz% - 8x= (n)GHnY — [(n) ag{nﬂ % gjozﬂzipﬁzia‘*%.[_g,di azp"izﬂj
Ti= (8- 2%+ (8- 372 % (8,-3, s> (89)

1.12. MOHR-OVI KRUGOVI NAPONA

U taéki. N napregnutog tela usvojimo trijedar O§7§ glav-
nih pravaca naprezanja i ravan koja prolazi kroz tu tadku odredjena ortom
normale 7 . Totalni napon Zéf za tu tadku i tu ravan sa normalom 7% i

njegovu normalnu komponentu 5,,, moZemo da napiSemo u obliku:

R = 2 %+ &yt 328F (90
n = %+ &ptx B [-(2rl) [T o)
R R T (92)
. COS&(':)& 3 (-05(5(23 (\3: %5¥(=\59.:
gde su cosd , COS(D i cos# kosinusi smera orta normale ravni ko-

Ji sa glavnim pravcima naprezanja zaklapa uglove o , (b i ¥ ,i zado-
voljavaju jednadinu (92), dok su 54 s g,_ i 33 glavni normalni naponi.
Sve tri poslednje jednaCine (90) , (91) i (92) su linearne po cosad, ,
'cosz/b i cosaz?' .Kada drugu jednadinu (91) pomnoZimo sa =( é,,-:- Z,__) ,a
tredu jednadinu (92) sa 4,4, i sve tri jednadine saberemo dobiéemo jedna-
éinu u kojoj figuriSe samo cosaéf“ i moZemo je resiti po cosaap’,. . Zatim

jednadinu (91) moZemo pomnoZiti sa - &,+ _éj ), a jednadinu (92) pomnoZimo

sa &, b3 i saberimo ih sa jednadinom (90) dobidemo jednadinu u kojoj figu-
ride samo .coszeL . Ako na kraju  jednadinu (91) pomnoZimo sa -(§, + 4s), |
a jednadinu (92) pomnoZimo sa Z}Z,_‘ ,i saberemo ih sa jednadinom (90) dobija-

mo jednaéinu u kojoj figuriSe samo cosa/b .ReSavanjem tako dobijenih jed-
nadina po kvadratima kosinusa smera orta normale na ravan za Koju smo napi-

sali tbtalni napon i njegovu normalnu komponentu u koordinatnom sistemu
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z1avnif pravaca naprezanja dobijamo sledeée vrednosti:

n = 8n(32.+53)"'2'n2+ 6,65
(8- 3.)(8,~83)

cos®d =

)

ot . Bn= 8n(84rd) +Tn +3,2.
(és*2>4)(63~ 5.)

[t

(93)

é\?; - %n(éd '*"63,)*?:"*” g»téb .
(8,-353)(3.-

Qos‘[b =

¥akc smo pretpostavili da je 2,% b, > ?93 i kako kvadrat kosinusa smera ne-
vog . ugla mora da bude pozitivan broj manji od jedinice,to da bi taj uslov
Sio zadovoljen u sistemu (93) potrebno je da su zadovol jeni sledeéi uslo-

(a.nzz I - (4 50

ot -4

vir

2
( . 31;84)3 f[nﬁ_ (ézé)z 20 (91)

Ove tri nejednadine su vezane za tri kruga u koordinatnom sistemu osa én_
i Tn oblika: 7

2% % (&r gig‘ﬁt O = (832-2)4)2. (95)

jer se uzimanjem znaka jednakosti iz njih dobijaju.Ti krugovi imaju sredis-
,ta na koordinatnoj Oém osi i polupreénike jednake polurazlici po dva glav—
na napona,kao 3to je to prikazano slededim izrazima:
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K, *** [822%3) 0, %ﬁgjj 6
- 2,485 0 8—4__—53] (96)
k; % % [g~2f_-) 72

" Ky o' [%téi) 0, %éz]

ﬁohr~0vi krugovi napona zbog simetrije oko ose Ogn_ se crtaju kao polukru-
kovi kao Sto je to prikazano na slici br. 15 ,a oznadeno sa K1' K, 1iX; .
Samo onaj par vrednosti normalnog 8n_ i tangencijalnog napona T, koji
predstavlja koordinate tadaka u oblasti Srafirane povrSine unutar krugova
moZe predstavljati normalni i tangencijalni napon 2za neku preseénu ravan
u posmatranoj tadki u kojoj je stanje napona odredjeno glavnim naponima gﬁ,
gz i és . Mohr-ovi krugovi napona sa slike br. 15 su nacrtani za prostor-
no stanje napona u tadki napregnutog tela u kojoj su sva tri glavna napona
naponi zatezanja, a glavni pravci naprezanja glavni pravel zatezanja tela u
toj tadki. Pojedinaénb ovi krugovi predstavljaju Mohr-ove krugove napona za
tri ravna naponska stanja, a za preseke upravne na po jedan glavni pravac
naprezanja.

Postoje razne konstrukcije kojima se moZe uspostaviti veza
izmedju uglova koje zaklapa normala presefne ravni u datoj tadki napregnu—
tog tela sa koordinatnim osama i nofmalnog 1 tangencijalnog napona kao koor-
dinata tadke u oblasti definisanom Mohr-ovim krugovima,ali se mi ovde nede-
mo upuStati u detalje tih konstrukcija. Na sliei br. 15 odigledno je prika-
zan postupak odredjivanja komponentnih normalnog i tangencijalnog napona u

tadki N napregnutbg tela sa glavnim naponima &4 , b, i 2N ,& Za ravan
éija normala zaklapa uglove o, i & sa glavnim pravcima napre-~
zénqa. '
AT
&n

Slika br.15
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I.13. EKSTREMNE VREDNOSTI TANGENCIJALNIH NAPONA

Do ekstremnih vrednosti tangencijalnih napona ¢; , oy i
Ch- moZemo da dodjemo grafifki posredstvom Mohr-ovih krugova sa slike

br.15 . Ordinate taéaka‘M1 , M, 1M, na svakom od tri Mohr-ova kruga sa

najveéom ordinatom & , Zi i Qﬁi predstavljaju tangencijalne napone sa
ekstremnim vrednostima i jednake su po apsolutnoj vrednosti polupredénicima
tin krugova.Te ekstremne vrednosti tangencijalnih napona jednaki su po apso-
Ilucnin vrednostima polurazlike glavnih normainih napona.Sa slike Mohr-ovih
krugeva ofigledno je da su to vrednosti:

Aai = + éaiigg?

R

2,- 2,-2
:1—42:&, yrpe BN

Kbri;teéi pak postupak odredjivanja komponentnih,normalnog i tangencijalnog
napona u tadki napregnutog tela sa glavnim naponima 84 , »31 i 43 ,aza

ravan ¢ija normala zaklapa uglove o , A i ¥ sa koordinatnim osama glav-
rin pravaca naprezanja , sa slike br. 15 zakljudujemo da su uglovi koje zak-

iapaju ravni ekstremnih vrednosti smidudih napona sa glavnim pravcima napre- ,

zznja u datoj‘taéki po 379 u odnosu na dva pravca,a prolaze kroz treéi. Na
csnovu tih podataka proditanih sa Mohr-ovih krugova sa slike br.15 moZemo
sastaviti sledeéu tablicu:

& V/b & ?'maxJ d \ & \BQ én

- o~ Ay 332
G |2 5% 2T |Gefpt 1o |6F T (6t
- _ g 5 " Bytbs

G 2 F | 2% |5 (aeigh )] 123109 1452

- . - 1

; a__g o Yk 3 \_gﬁZz

o 5% 8 (3 [aet 9] et ok

Tablica br.1

Iz tablice se vide i vrédnosti normalnih napona u ravnima najveéih tangenci-
Jalnih napona:

3 ' 2
é.t: z;:ég, > é__h": 345%3 , ém: 34;% )
' ' o o (97%)

TR WO SRS e




Do istih rezultata moZemo da dodjemo i matematilki,analiti-
- 8kim putem. U tadki N napregnutog tela usvojimo trijedar Ogyg ¢ije se ko-
ordinatne ose poklapaju sa glavnim pravecima naprezanja u kojima su glavni nor-
malni naponi &, -, &, i &, . Neka ort M zaklapa sa koordinatnim osa-
ma uglove o, i J’ to jedan od uglova moZemo izraziti pomoéu osta-
la dva kao: »

cost & = 4~ cusyp —costel cosd (=Y.,  CSREIN,

Tangencijalnu komponentu ?7L totalnog napona &éz u tacki N napregnu-
tog tela za ravan sa normalom " ,koristec¢i prethodnu vezu moZemo da napiSe-

mo u obliku:

o e
T =Y (8- )eosd + (8- 8)enps # 85 -[ (3720080318 )eos o+ 8 )

(98)

tako da je funkeija samo kosinusa uglova o 1 /5 . Kako se u izrazu (98)

pojavljuju samo coscl i cqs/b to ekstremnu vrednost tangencijalnog napo-
na u posmatranoj tacki napregnutog tela moZemo da traZimo u funkeiji cos ol
i cos/h poloZzaja ravni. Radi skradenog pisanja sa o i ﬂ: oznad¢imo te ko-

sinuse i kvadrat tangencijalnog napona moZemo da napiSemo u obliku:

T = (382)d*+(85-83) "+ &3 = [(84=8s) L * + (8, Za)ﬁ*%Jf' (99)
YA

AP _ . e
3% C i 3 0 ,daju sva uslova za odredjivanje

kosinusa smerova orta normale ravni u kojoj se javlja tangencijalni napon

Uslovi ekstremuma

ekstremne vrednosti i na osnovu njih piSemo sledede:

s 0 (2-3){(bby)-2[(28) % (31-29 (53, ]} 4 =0

9l
S2=0 (&b [(22483)-2[(8,-8,)0% (3-89 8% 3 [fp=0> 10

19 Pretpostavimo da su glavni naponi medjusobno razliditi,
tj.da je 8; # & % 4, . Jednaline (100) su kubne po o i (b te imaju po
tri reSenja za o i {5 .S obzirom na vezu .izmedju kosinusa smera, mogu
biti sledede kombinacije: o

1.1. Pretpostavimo da su svi kosinusi razliéiti od nule

u kom sludaju jednaCine (100) mogu biti zadovoljene samo kada su svi glavni
naponi medjusobno jednaki,5to je suprotno pretpostavei o razlic¢itim vred-
nostima glavnih napona. To je nemogué sludaj da svi kosinusi smera orta norma-
le ravni budu razliditi od nule.

1.2. Pretpostavimo sada da su cos¢ i cosf> Jjednaki
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auli ja cos & Jjednak jediﬁici,tada sledi da Je tangencijalni napon u pos-

watranoj tacki za ravan sa normalom ¢iji su to cosinusi smera jednak nuli,a
Lo bl bila glavna ravan u kojoj je ekstremna vrednost normalnog napona,pa Jje

itaj sludaj nemogué.
1.3. Pretpostavljamo da je cosd =0 1 da je cosp $ 0.

Tz prve jednaCine (100) sledi da je identidki zadovol jena,dok iz druge dobi-

Jamo‘da Jje:
(é,-85) (41-2p") =0
Yako je cosp razlidito od nule,a prema poletnoj pretpostavei i @:4 7":32_ )
to sledi da je A-fiﬂf': 0 ,odnosno za kosinuse uglova orta normale ravni
dobijamo: ‘ VZ Y
= - _ . V2 -,
oS o =0 Cosp =x - o cos¥=r iy :
L - s_ o d. 430 (101)
oA T2 p=ty, 705 §=1%,8% -
dada se ove vrednosti za kosinuse uglova unesu u izraz (98) dobijamo phvu
ckstremnu vrednost tangencijalnog napona:
o, 328
(vad 2
(=% 5. (102)
i njemu odgovarajuéi normalni napon za tu ravan:
8 &1"”'%3
) = ————
. 2 (103)
razlié¢ito od nule,a

1.4. Pretpostavimo sada da je cosd
jednak nuli. Na slican nadin kao i u prethodnom sluéaju za kosinuse

208 N
smerova orta normale ravni ekstremne vrednosti tangencijalnog napona dobija-
’ . rs

o ’
i LosSd = t\% 5 Cosb=0 | co3l= :t\-z% ;
I _ad . e 57 LA
| : d*t?rijr) ﬁ"iz A g=t%;i7¢5 (1o4)
dok je za tu ravan ekstremna vrednost tangencijalnog napona
by~ b
Gy =+ —5—=2, (105)
i njemu odgovarajuéi normalni napon za tu ravan:
é = 84'*‘83
1 2. "~ (106)
1.5. Pretpostavimo sada da je cosd” jednako nuli,i iz-
2
+2.]

raz za tangencijalni napon moZemo napisati u obliku:

L (8222300 (B4~ 8a) o+ [(35= 308 (B8

2
. Z; :éz_
Diferenciranjem ovog izraza po cos ol (=) oL dobijamo uslov ekstremuma u

obliku:
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82' 17 2 2 4 y _
5l =0 %(afaz)ﬂ(é*“zz)d *Mfgz),f’“,glj"z(g“ 2)]“1 =0 (107)
odakle izradunavamo da je:
CoS o ?_—ig g (‘Osf’):i'\g—“ ') Cos & = o
T, 33 AT s 4 (108)
d=rdr s peryiry g FeEE |

- pa je najvedi tangencijalni napon u ravni sa normalom ¢iji su kosinusi smera
odredjeni vrednostima (108) :

p = £ —5— (109)

i njemu odgovarajuéi normalni napon:
' PA ; _2.1_";5.}, '
om T2 (110)

Pod pretpostavkom da su glavni naponi &, , &, i On
razliditi dobili smo kosinuse smerova ortova normala ravni u kojima se jav-
1jaju ekstreﬁne vrednosti tangencijalnih napona i odredili njihove vrednosti
kao 1 vrednosti odgovarajué¢ih normalnih napona,kao 5to je to prikazano u tab-
liei br. 1, koju smo sastavili ¢itajudi podatke sa Mohr-ovih krugova za pros-
torno stanje napona u tacki napregnutoy tela. Na slici br. 16 prikazane su -

ravni u kojima se javljaju tangencijalni naponi ekstremni po vrednosti.

Slika br. 16

Ravni ekstremnih vrednosti tangencijalnih napona prolaze
kroz - jedan odgoyarajuéi glavni pravac naprezanja i zaklapa uglove od po y5°

sa ostala dva glavna pravea naprezanja.
Posebni sludajevi koji se javijaju su:

a® Kada je jedan normalni napon jednak nuli prostorno sta-
cnje napona se svodi na ravno i najvedi tangencijalni napon je jednak:
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4.~22‘ V ) [ P ‘
qux = 2\.':'1 = & g 2. :24. (3;{‘%3)14‘1{&:3 J ) (11})

a ravan ekstremne vrednosti smiculeg napona zaklapa uglove od po 45° sa glav-.

num praveima naprezanja u kojima su glavni naponi -V | gz

b° Kada su dva glavna napona 8, i &, jednaka i razli-
¢ita od treeg,  3,+ &2 =83 i uz pretpostavku da je coscl razli-
Zito od nule iz jednadine (100) dobijamo da je: ’
(3,-2,) (1-24% =0,
cdakle izradunavamo da je cos ol = f 2/2 ,dbk za druga dva kosinusa smera -
orta normale na ravan dobijamo vezu: - ' B

‘ cos’p + cosdt .~_.;.__ , ' ey
cok-je najveéi normalni napon: - '
Crax = & _____44;‘2,,_ , (113)

Kako smo za druga dva ugla dobili vezu (112) zakljudujemo da svaka ravan
koja sa glavnim praveem naprezanja (1) gradi ugao od 450 Jje ravan najve-
Ceg tangencijalnog napona, a sve te ravni su tangentne ravni kruZnog konusa
ugla otvora 90° i osom simetrije u glavnom pravcu naprezanja (1) . Na sli- -
¢an nadin nalazimo ekstremnu vrednost tangencijalnog napona i kada je neki
dvdgi glavni pravac naprezanja osa simetrijé naponskog stanja napregnutog:
tela. '

c® Kada su svi glavni naponi jednakﬂpdnosno'kada Je: é,:
= gz:= & = 6 ,£j. kada postoji centralna simetrija stanja napona u dato]j
teCki napregnutog tela,onda su tangen013aln1 naponi za bilo koju ravan kroz
tu tadku Jednaku nuli,ili svaka ravan kroz tu tadku Jje glavna ravan.

T.14. NAPONSKE POVRSI._ELIPSQID NAPONA.

Normalni napon 6, u tadki O napregnutog tela za ravan

-—-¢>'_\-.‘.. ) » . s 3
sa normalom n - eiji su kosinusi smera cosd ~ , cosp i cosaf, Jje:

b ‘Z:y;,; Tax cosd /-
8, = (n)/\U{rL} (COSOL cosyd cosa‘) Ty & By [JOP[. (W)
(-:tz ,C:‘JZ éz‘ GOSX
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PomnoZimo prethodnu jednad¢inu kvadratom intenziteta

Nl

r? vektora poloZaja

u praveu normale za ravan za koju smo izabrali normalni napon.Ko-
Oc,gi:(,
Z=rcosy moZemo da napiSemo da Je:

é:t ?ﬁx Tza; x<
by By Ty |j4]=8ar2,

xz (yz Oz z ’
Prethodno definisana funkeija je homogena ternerna kvadratna forma koordina-

N
ordinate tog vektora poloZaja su:
'H=Yc05/5 i

Py =Ny = (x y %)

pa zbog veze: x =vrcosd ,

(114%)

i predstavlja Cauchy-jevu naponsku povrs.To je cen-
tralna povr$ drugog reda.Poznata je u literaturi kao Cauchy-jev Pkvadrik".
Ta povr$ mo¥e biti: elipsoid, jednograni hiperboloid ili dvograni hiperboloid

ta x 5y i =z

i asimptotske konus. Ako se predje u koordinatni sistem ¢ije su koordinatne

ose u praveima glavnih normalnih napona éq s éz_ i 53 ,naponska povrs

dobija oblik:

(115)

3

| g‘ g 2 2 ‘ % 2
B(E,7,8) =(2725) e, |11 L85 B,y X" = dar

0d znaka glavnih napona i kombinacije napona pritiska i zatezanja u glavnim
pravecima naprezanja za tu tadku zaviside i oblik naponske povrSi. Ako su glav-
ni normalni naponi istog znaka naponska povrs je elipsoid,a normalni néponi

su svi ili naponi zatezanja ili naponi pritiska. Za sluéaj razliéitog znaka
glavnih normalnih napona naponska povrs je jednograni hiperboloid,dvograni
hiperboloid ili asimptotski konus. Te moguénosti su prikazane u tabligi br.2.

Tnak glavnih

”, v v c e . hroge
Pomocu naponske povrsi moze se odrediti totalni napon f%

za ravan sa normalom 11~

Kongtanta | Napon Naponska Jednadina naponske
napona +0%= 3,r2 by povrs povrsi
4470,8.>0 >0 g5,

&3 702 >0 Zatezanje Elipsoid azf ga+ L 4
6,<0, &,<0 F L0
< 115801 — -
B5<0 © Pritisak | DLPsold
. 2 2 52
$,>0 2,50 0 Jednogreni | B" T _ S _y
& 45 z >0 hiperboloid | @* &* €2
220, 5,00 Dvograni B st
g)s <22-) . < O < O himrmloid az él"' 73 i
&475;46;?0 - =0 fzz:ﬁgtotsﬁ 31E2+32121" %agﬁ-‘;o
= C7é4 3y 8% C’/&z 5 L= C"/é3

Tablica br.2

kroz datu tadku napregnutog tela,jer je:
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{ﬁ}:/\mnp{-gmw=54,;jmd[(”/‘ﬂ{”}]' (116)
Da bi smo geometrijski odredili totalni napon u tacki N napregnutog tela
Za ravan sa normalom ¥ ,potrebno je iz tadke N povuéi pravac normale ko-
51 u tadki M prodire naponsku povrs(naprimer elipsoid napona) i u toj tadki
novuéi normalu na naponsku povr3.To je prikazano na slici br. 17. Od tadke M
4 praveu orta YL nanesemo intenzitet normalnog napona én ,pa iz zavrsne S
tadke povudemo upravnu ravan na ort 72 do preseka sa pravcem orjentisanim vek-
torcnxxru praveu gradijenta napqnske povrsi,tako da dobijemo totalni napon

%Z. za ravan sa normalom Vi ,po intenzitetu praveu i smeru.

N kazani razliditi sludajevi oblika

SOQ/,N» Na slici br. 18 grafidki su pri-

1A

S4 v . . s
7 naponske povrsi saglasno analizi

datoj u tablici br. 2. Treba nag-
lasiti da se u svakoj tacki napreg-
N nutog tela odredjuje naponska po-

?é:' vrd i da se u opStem sludaju kada

se od tafke do tadke menjaju glav-
ni naponi i njihova kombinacija -

EU) < zatezanje - pritisak menjaju i

Slika br.17 forme naponskih povrsi,odnosno

Slika br.18
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u tackama proizvoljno'napregnutog tela mogu da se javljaju sva Cetiri oblika
naponskih povr3i: elipsoid napona, jednograni hiperbopoid, dvograni hiperbo-
loid i asimptotski konus, pojedinaéno. Samo u slufaju homogenih naponskih
stanja u svim tadkama napregnutog tela naponske povr$i su jednake.Znali da

je to samo u sluéaju kada u svim tackama napregnutog tela imamo jednake glav-
ne pravce naprezanja i iste komplete glavnih napona. - I , b, i éa

Pored ove geometrlgske interpretacije promene totalnog na-
pona pomocu Cauchy-Jeve naponske povrsi postoji i geometrijska interpretaci-
ja vektora totalnog napona f%_ pomodu Lamg-ovog e119301da napona. Usvojimo

ose koordinatnog sistema u prav-
] o) T cima glavnih napona &, , &,
i 33 ,onda je totalni napon

— o
'¢% u posmatranoj tadki nap-

regnutog tela za ravan sa nor-
malom 72 Jjednak:

o)~ {Rslfupl -fo 1> com
74 Rl (&8 S ‘
Jjer Jje:

/%g

d (‘:.-) CDS& =

Yoy cosd= 4%2 .

Kako je zbir kvadrata kosinusa

/sc msp

2

Slika br. 19 . uglova kOJe jedan vektor zakla-
) pa sa koordinatnim ‘osama jednék
jedinici,to dobijamo iz prethodnog da je:

H /4‘%) (&\ i @1@1@)’;4. -

Ova jednaéinavpredstavlja jednadinu Lam&ovog elipsoida napona u sistemu ko-

ordinatnih osa glavnih normalnih napona.lamé-ov elipsoid napona prikazan

. je na slici br. 19 i vidimo da je bn troosni centralni za opSti sludaj
naprezanja.Ako'su dva glavnalnaponanednaka Lamé-ov elipsoid je rotacioni,

a kada su sva tri glavna napona jednaka on je sfera. Svakoj tacki povrsi
Lamé-ovog elipsoida odgovara vektor totalnog napona.Znadi da Lamé-ov elip-
s0id napona odredjuje geometrijsko mesto talaka krajeva vektora napona za
izabranu tacku._napregnutog tela i kao takav predstavl ja geometrlasku prezen-
taciju stanja napona u toj tadki. '
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I.15. OKTAEDARSKE RAVNI I OKTAEDARSKI NAPONI

Ravan koJja na glavnim osama u pravcima glavnih normalnih

napona odseca jednake odsedke i njena normala gradi jednake uglove sa tim
osama naziva se oktaedarska rava n.Kosinusi smerova orta te

ncrmale su medjusobno jednaki: cosd = cosp = cos¥ = V3/3 . Totalni na- -
poi u tacki N napregnutog tela za oktaedarsku ravan je:
b I (119)
- - 1D
] =CGinad=] o, [{51=%)>
2. J(g) ~le

pa Jje kvadrat njegovog 1nten21teta

2 4 | |
P2 =4 (r8148)= N’(@’) o

Kt

Totaini napon fﬂi odredjen izrazom (119) je ok taedarski napon.
Na slici br. 20 prikazana je oktaedarska ravan ,a naziv je dobila prema okta-

edri koji obrazuje osam ravni u osam koordinatnih oktanata.

¥() | L5

Slika br.20

Normalna komponenta énom; oktaedarskog napona iz;e Je:

é = éhg,d_. = (Y_\O\%) (E’O {nDK‘E} =%(g4+%2+53) 3 (121)

n

raes = 45 = 8= 8= 0.
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Iz poslednjeg izraza za normalnu komponentu oktaedarskog napona se vidi da
je jednak aritmetidkoj sredini glavnih normalnih napona ili jednoj trecini
prve invarijanté matrice tenzora napona; _
. Kvadrat tangencijalne komponente oktaedarskog napona je:
o:-; =7Qn:;: - a:e = i(g-;z"‘ 32.1"‘332 - ’91(84"”'271“‘&:)%7 (122)
7::):(: = "" T+ Zz""z\;llz) = gi[(ég‘éz)ﬁfax”zy)z"‘(gz' 3,()2*2(?&3* Xz "’Lyz)_]
Oktaedarskl tangencijalni napon moZe da se izrazi i pomoéu invarijanti matri-

ce tenzora napona u datoj tadki napregnutog tela,kao:

Tk = S[0) 2;JV‘J (123)

- Izvladimo sledede zakljucke o totalnom i komponentnim napo-~
nima za oktaedarske ravni: Kvadrat intenziteta totalnog napona za oktaedar-
. sku ravan jednak je aritmetidkoj sredini kvadrata glavnih normalnih napona;
Normalni napon.za oktaedarsku ravan jednax je aritmeticdkoj sredini glavnih
napona; Tangeneijalni napon za oktaedarsku ravan jednak je dve tredine od
zbira kvadrata glavnih - ekstremnih vrednosti tangencijalnih napona; Oktae-
darski naponi u datoj tadki napregnutog tela jednaki su u svim oktaedarskim
ravnima koje se mosu povuéi kroz tu tadku.

I.16. RAZLAGANJE TENZORA NAPONA U SFERNI I DEVIJATORSKI
DEO

Oktaedarski normalni napon 5°n€ jednak je srednjem nor-
malnom naponu Ei, ili srednjem normalnom pritisku fﬂ i jednak'je Jednoj
treéini prve invarijante matrice tenzora napona. Zamislimo u posmatranoj tad-
ki napregnutog tela stanje napona definisano slededim tenzorom napona:

p (124)

S =] p [|=pI
4’70

dije su invarijante - tri skalara matrice D
1= 3p=I; =8xrBy+2z = 8+ 810252304,
S, = op*= U0 = £(8+ 2480
S, = P = iﬂi(cm)%

U ovom sludaju sva tri glavna napona medjusobno su jednaka,a sa tim i svi

(125)
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totalni naponi u toj tacki za sve presecne ravni bice medjusobno jednaki i

kolinearni sa normalom odgovarajuée ravni.U ovom sluéaju Lamé-ov elipsoid
gapona i Cauchy-jeva naponska povrs bide (lopte) sfere,pa se zato tenzor
rapona oblika (124) naziva sferni tenzor napona. Stan;e napona deflnlsano
sfernim tenzorom naziva se s ferno stanje napona ili hidrosta-
+1i 8 ko stanje napona, jer se javlja u sludaju kada je telo izloZeno dej-
stvu hidrostatidkog pritiska 70 ,kac 3to je na slici br. 21-prikazano U
izotropnim materijalima,tj. materlJallma sa 1st1m materljalnlm osobinama za
cve pravece sferni tenzor napona karakterlse takvo stanje napona koje dovodi
samo do promene zapremine bez njene promene oblika.Znaéi da uniformna raspo-
dela pritiska na deo tela u .okolini posmatrane tacke napregnutog tela od izo-
iropnog materijala u vidu méterijalne sfere ne bi izazvala promenu njenog ob-
lika veé samo njene zapremine,3to nebi bio sludaj kada se radi o anizotrop-
uim materijalima.

Z
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Slika br.21 _ Slika br.22

Neka je u tadki N napregnutog tela stanje napona definisa-
no tenzorom napona sa prldruzenom matricom N i ‘taj tenzor napona moZemo
da rastavimo na sferni g'b i dev13ator'sk1 deou@m

+ 0@(&)

6x Z;: Cox P éx-'fo G Gx
NI=|%y & Ly=| * |+|% &b T| (126
ez Z:yz 'éz A Cxz Z?Z g’-”{g

Devijator napona je tenzor &ija je matrica QQD(& simetridéna i kvadratna ob-
lika:




Th.

O\
@ gx”fg &y Z::r A
, q@ = | Ty bH—F lay , (127)
?:u, 292 éz "10
sa skalarima:

) a® 4 7 : k
@4 =4 O Py 0?)2_ = - -3—[('}(:1)3* Z)-N;] = - %(‘Z‘I1+Z.£+zt"11),= ":23— Z‘:”:‘t 2

(@SL %3“70 b %:“P e
Cay  &y-fo Caxz éz—fo

@;Ll I@(&)J=JQ-§MJT2+£<J\’;)5

Na osnovu oblika devijatora napona zakljucujemo da je to tenzor koji odredju-

é_y"P Z’Zy
Z“y"z Lo -

> (128)

Jje odstﬁpanje,devijaciju od sfernog stanja napona.Karakteristika ovog tenzo-
ra je da je njegova prva invarijanta jednaka nuli. Druga invarijanta odnosno
drugi skalar devijatorskog dela tenzora napona srazmeran je zbiru kvadrata
ekstremnih vrednosti tangencijalnih napona u posmatranoj tacki napregnutog

= tel.0Ovaj skalar jednak je tri polovine kvadrata oktaedarskog tangencijalnog
napona. U sludaju napregnutih tela od izotopnog materijala stanje napona u
izabranoj tadki tela koje se izraZava devijatorskim delom tenzora napona iza-
ziva promenu oblika bez promene zapremine.

' .Ako zamislimo, da je u posmatranoj tacki N napregnutog te-

la stanje napona definisano devijatorskim delom tenzora napona oblika (127)
i kako je njegova prva invarijanta - skalar jednaka nuli,to s obzirom da ten-
Zor napona moZemo razloZiti na sferni deo koji definiSe stanje napona koje
izaziva promenu zapremine, i kako se deformacija tela sastoji od promene za-
premine i promene oblika,fo sledi da devijatorski deo tenzora napona karakte-
rise stanje napona koje izaziva samo promenu oblika,ako se radi o izotropnim
maﬁebijalima. Moguénost razlaganja u sferni i devijatorski deo je karakteri-
stiéno svojstvo svih simetridénih tenzora drugog reda.

Glavni pravei devijatorskog dela tenzora napona odfedjuju
se analogno odredjivanju glavnih pravaca naprezanja ¢ije je stanje napona
zadato tenzorom napona. Bez dokaza,jer je evidentan,zakljucujemo da za sta-
nja napona izraZena, tenzorom napona N/ i njegovim devijatorskim delmnﬂ@(a
dobi jamo iste glavne pbavce naprezanja dok im se sopstvene vrednosti: glavni
normalni naponi ‘ 34 , by i 6 ,1 sopstvene vrednosti devijatora
napona razlikuju za srednji normalni napon iz sfernog dela tenzora napona,
odnosno  &,~f2, &= by- 4. '

Na slici br.22 prikazani su elementi matrice devi jatorskog
dela matrice tenzora napona,odnosno komponentni naponi stanja napona defi-
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nisanog devijatorskim delom tenzora napona.

Kada se usvoji koordinatni sistem Og7y &ije koordinatne
ose padaju u pravce glavnih pravaca naprezanja,odnosno glavnih normalnih na-
poﬁ%?evijatorski deo tenzora napona se moZe predstaviti dijagonalnom matri- -
com:

@(Z) ) b-p
V Z’Ja"’P (129)

sa skalarima - invarijantama:

3)
D <o

1

DO < @ P G es e PO )= =31 (130
>
D ep o) = Ny - 410+ 5 06)

Ovi skalari - invarijante devijatorskog dela tenzora napo-
na mogu se dovesti u vezu sa odgovarajuéim linearnim,kvadratnim i kubnim od-
stupanjem stanja ndpona definisanog devijatorskim delom tenzora napona i sfer-
nim delom tenzora napona u oblik:

OY Q(D(Z)
Q v—\’T ﬂ:(z"x"'f)) *(31 P) +(33 )1] j Zomb

akoé \/_&j;é) ={3i[(51 ‘f’)a""@;‘f)f + (gb _fjf]]

(131)

Cauchy-jeva naponska povr3 za stanje napona definisano
devijatorskim delom tenzora napona je hiperboloid.Ekstremne vrednosti tan-
gencijalnih napona za stanje napona odredjeno devijatorskim delom tenzora
napona su iste kao i za stanje napona definisano tenzorom napona,ali su
normalni naponi razliiti za te ravni.



II. TEORIJA DEFORMACIJA

‘II.1. POJAM DEFORMACIJE. VEKTOR POMERANJA.

U prethodnom élanu smo utvrdili da je dovoljno da poznaje-
mo u izabranoj tadki napregnutog tela Sest komponentnih napona za tri uzajam-
no upravne ravni da bi smo poznavali stanje napona u toj tadki,ili pak da
poznajemo elemente matrice tenzora napona.Za odredjivanje komponentnih napo-

na iz uslova zadatih spoljasnjih povrSinskih i zapreminskih opteredenja iz-
veli smo iz uslova ravnoteZe Navier-ve jednadine ravnoteZe i Cauchy—jeve,gra4
niéne uslove. Kako se radi o deformabilnom telu te jednadine nisu dovoljne

da bi smo poznavali kompletno stanje naprezanja deformabilnog napregnutog'
tela,te je zato potrebno da izvr3imo i analizu njegovih deformacija. U okvi-
ru nadih izudavanja pod deformacijom évrstog tela podrazumevadéemo male pro=-
mene oblika i zapremine tela¥od dejstvom spoljasnjih sila,dok éemo njegovo
kretanje kao krutog tela eliminisati.

Neka na deformabilno telo sa slike br. 1 dejstvuje sistem
spoljasnjih sila putem povr3i konture tela pod &ijim se dejstvom évrsto telo
deformiSe. To znadi da dvsto telo iz prirodnog stanja bez napona u ravnima
zamiéljenih,pbeséka prelazi u napregnuto stanje u kome se u tim preseénim
ravnima javljaju odgovarajuéi naponi,a istovremeno je promenilo i oblik i
zapreminu,odnosno deformisalo se. Oznadimo sada sa I konfiguraciju tela
ore dejstva spoljaSnjeg opteredenja,tj u prirodnom stanju tela kada je ne-
défbrmisano,dok sa II oznadimo konfiguraciju tela pod dejstvom spoljaSnjeg
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opteredenja. Uolavamo da je konf'igufacija tela T u prirodnom stanju razlidi-
@ od konfiguracije II tela u napregnutom stanju jer se telo deformisalo u
wdndsu na svoju prirodnu konfiguraciju. Uodimo u konfiguraciji Iu prirodnom
atanju tela proizvoljnu tadku M, &iji je poloZaj odredjen vektorom poloZaja
Qﬁ =7 ‘u odnosu na proizvoljno izabrani koordinatni.- poetak O nepokretnog
‘rr-ijedra Oxyz. Prilikom deformacije konfiguracija I ri’enapregnutog tela pre-
.1Je u konfiguraciju II napregnutog tela,a sa tim i tadka M predje u tadku
M’ sa vektorom poloZaja T . Bko sa ? oznadimo vektor MM’ tada vaZi da
P A o
1

Usktor S, Jje pomeranje taSke M . Ako tadku M uzmemo za referentnu tad-
ifa i u odnosu na nju odredjujemo promenu konfiguracije ostalih tacaka tela,

onda vek’cor' pomeranja

T8 = AU, DT ?ﬁ(x,g,z)?+ﬂtchg,z)—’€J )
zde 3u M, (*,j’;,z) oy Ve 2 i U (x,2) Descartes-ove pravoug-
i2 koordinate ,moZemo smatrati pomeranjem usled translacije koje dobijaju
pod dejstvom opteredenja sve taCke tela,ali da ostale t.aéke tela imaju i do-
vunska pomeranja ¢éiju analizu treba izvrSiti. Zato u konfiguraciji nedeformi-
sanog tela uodimo tadku N u okolini tadke M,a na istom elementu tela.Neka je
u toj konfiguraciji tadka N odredjena relativnim vektorom poloZaja W = dF=
= _3—” u odnosu na tadku M. Pri deformisanju tela,odnosno pri prelasku tela
iz konfiguracije I u konfiguraciju II tadka N je pre3la u poloZaj N’ pa je

Slika br.1
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njen vektor pomeranja NN’ =g ,a sa slike br. 1 se vidi da je:

= S = sy, DT + Dexy A + Wy, IR = 5+d3, (3)

gde su a(x,g,z) y b‘(:r,g,z) i w_'(x,‘,j,z) Descartes-ove pravougle koordinate
vektora pomeranja & (V) pojedinih destica napregnutog tela u okolini posma-
trane tadke M. One su funkeije koordinata = , 4 i % tadke M. Koordina-
te 4 , v 1 W se nazivaju i komponentnim pomeranjima. Pretpostav-
l1jamo da u deformabilnom telu u konfiguraciji napregnutog,deformisanog tela,a
i u toku deformisanja nema prekida,tj da se da se kontinuitet materije tela
odrZava. Takodje pretpostavlijamo da je pri prelasku tela iz konfiguracije I
u kénfiguraciju II deformacija infinitezimalna i kontinualna,Sto znaéi da se
pri prelasku iz jedne u drugu konfiguraciju okolina tadke M preslikava u oko-
linu tadke M’ ,pa ée komponentna pomeranja biti neprekidne jednoznadne funk-
cije vektora poloZaja tadke M,odnosno neprekidne, jednoznadne i diferencija-
bilne f‘unkéije njenih koordinata x,y i z.

Za elementarna razmatranja pretpostavidemo da su kompo-- ’
nentna poméranja mala u odnosu na dim‘gnzije tela,tako da.se kvadrati,proizvo-
‘di i viS8i stepeni komponentnih pomeranja mogu zanemariti. Ovim uvod;mo ogra-
nidenje razmatranja na infinitezimalne ili male deformaci je.

Ukupna promena vektora pomeranja d3 data je totalnim

diferenci jalom:
' e 3'3
d3 = 55d dc'f 7%
)
33 s . ag' s s s . ..
u kome su 3% , Fyre i > parcijalni izvodi vektora pomeranja:
25 _ > V> | W
8'&.’3:}:1"*'33;3 a:r)cg
3T | ap. W W or
YT gt Ty Ty
35 _ oM > oV U
- -t T ta”
Uvedimo sada funkecionalnu matricu 5 éije su kolone

matrice kolone parcijalnih izvoda vektora pomeranja po X, y 1 z respekti-
vno,odnosno &¢iji su elementi parcijalni izvodi komponentnih pomeranja 4 ,
¥ i W ,akoja je kvadratna , nesimetricéna oblika:
AL M BM
Ix W B
5 . |3¥ 38¥» v

- 9% Tg‘ £ (5)
A W ud

aocalg'ﬁ'
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Ukiipnu promenu vektora pomeranja u matriénom obliku moZemo da napiSemo u ob-

liku:
2 i M B
= W 37| |9
- 4 s Dl
lds}=abfdry=|3% 2% F|9%7
W W W
% oM o7 dz (6)

Vidimo da je priraStaj vektora pomeranja ‘{ds} proizvod funkcionalne matrice

J

—p
te vektora MN

Funkecionalna nesimetridéna matrica

i matrice kolone vektora polozZaja (‘dr}

¢iji su elementi koordina-

J se moZe pretstavi-

ti kao zbir simetricne s 1 kososimetritne matrice Q(BK :

D= Dyt oD

\ B 460
Doopld+ 5) - |iB 4B "
i(’ﬁ+gl_t) (aw— W W )
2\3x 3z 37
{ ' )
| o -y B
1V : (w9 ,
B-45-5) - 2k 0 HEE
<2 e e o | ©
2131 2x 2 ag 37

ﬁ)‘
¢ moZemo sada da napiSemo u obliku:.

{ds}= {de'}+fdod = P, fdr} + $j {dr]. (9)

Odavde vidimo da se promena vektora pomeranja sastoji iz dva dela,od kojih
se prvi deo moZe napisati u obliku:

gde je transponovana matrica matrice ﬁ . Promenu vektora pomeranja

o -r glf[dx sz—rdg
{dﬁ'}zgpk{o\rﬁz r o -pldyr=9q rdx - pdz (10)
- b2 p ooJldd (pdy-gax

Da bi ‘smo dali obijadnjenje porekla ovog dela promene vektora pomer*anga,pot-
raZzimo rotor vektora pomer‘anJa ?

rot ¥ - (3~ e+ G- FTH (R

);c = 2(pT +24 +rk:) 2&)
’ (11)
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Sada odredimo vektorski proizvod rotora vektora pomeranja i prirasStaja vek-
tora polo¥aja df u obliku:

[rot&,a7] = [rot B, d7Jdt = 2[@,dP et = 2[dP,dF] .

(11%)

. : ——
Izraz za pomeranje u sludaju male rotacije za ugao d¥ u prostoru oko Jed-
ne ose trenutne rotacije ugaonom brzinom 73 poznat je 1z kinematike kru-

tog tela i na osnovu njega mo¥emo da napiSemo:
At = [T, dR]dt = [d¥,dF] = T dt (12)

gde je clg:,t. put tadke M" 3to se vidi sa slike br. 1, a 1¥ brzina te tadke,

a dt vreme. Na osnovu poslednjih izraza zakljudujemo da deo promene vektora

pomeranja zadat izrazom (10) poticde od &iste rotacije tela kao krutog oko tre
nutne ose kroz tacku M ,pm demu je ugao trenutnog obrtanja - d'\i’): —g— rot §

Iz kinematike krutog tela poznato je da se translacija i rotacija mogu zame-

niti jednom rotacijom oko trenutne ose rotacije.

Drugi deo promene vektora pomeranja se moZe napisati u .ob-

liku: 7
. éxv ny <—czz dr
A% {8 -Sfor )= Gl = |8 & es{dy -
Eaz &y & dz

i predstavlja &istu def‘or'méciju vektora pomeranja pri prelasku tela iz konfi~
guracije I u konfiguraciju II, i naziva se vektor deforma-
ci je. Kako vektor "wm’ moZemo pretstaviti kao proizvoed orta T ou praveu
vektora MN i njegovog intenziteta - dY , to se vektor deformacije moZe napi-
sati u obliku: '

[dsig]= G injdr = {§,]dr (1)

gde je gh redukovani vektor deformacije u posmatranoj taéki M deforma-

—

bilnog tela za linijski element u praveu orta n~ .Dakle pomeranja svih
tadaka koje leZe na jednom pravcu odredjenim ortom VU u okolini tadke M
karakterisana su vektorom deformaci je §; koji predstavlja pomeranje tacke
na jediniénom rastojanju, tj. redukovanim vektorom deformacije. Takodje zak-
1judéujemo da su relativna komponentna pomeranja usled &iste deformacije ,i
to infinitezimalne proporcionalna duZini dr , rastojanju tadke N od tadke

M. Redukovani vektor deformacije §: koji karakteriée relativna pomeranja
linijskog elementa u praveu orta T  ,zavisi od tog pravea i referentne
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tacke M na isti nadin kao i vektor totalnog napona %zr od praveca norma-
1o na preseCnu ravan i- zato analogno moZemo redukovane,vekfore deformaci-
e u uolenoj tadki napregnutog deformabilnog tela M za linijske elemente

u praveima koordinatnih osa Mx , My i Mz ukonfiguraciji I da napiSemo
u-obliku: ‘

[ o [&x Exx|
Bed=year s [8J=96s 1 {&)=1enyr- - (15)
Exz Eyz Ez
zrake Ex , & 5 &2 5, Euy , Exzi &z koje smo ved uveli

bez cbijasnjenja,kroz izraz (13) sada dobijaju svoje znalenje kao Descartes-
~ove koordinate redukovanih vektora deformacije u posmatranocj tadki M defor-
mabiinog tela za linijske elemente u pravecima onrtova koordinatnih osa. Kako
s iz prethodnog zakljudili da postoji matematidka analogija izmedju obraza-
ca za totalni napon u posmatranoj tadki napregnutog tela a zé presetne ravni
paralelne koordinatnim ravnima i obrazaca za redukovane vektore'deformacije
u-posmatranoj tadki deformabilnog tela a za linijske elemente orjentisane
créovima koordinatnih osa to po ugledu na komponentne napone, normalni i tar-
ge'013aln1 moZemo formalno koordinate redukovanlh vektora pomeranja Ei; .
S& 5} nazvati komponentnim deformacijama,dilatacijom u pravecu orta
orjentacije linijskog elementa i klizanjem u praveu upravnom na pravac orjen-
tacije linijskog elementa. Kao nepbsredna posledica toga je da ¢e stanje de-
fo:ma;ija u izabranoj tacki deformabilnog tela biti potpuno odredjeno ako su
poeznate komponentne deformacije za linijske elemente iz te tacke u tri uzaja-
irrets uprévna pravca u konfiguraciji prirodnog stanja tela. Zato analogno ten-
ZOru napona mdéemo da uvedemo pojam tenzora deformacije.
Sada analogno vektoru totalnog napona za ravan sa normalom . u datoj tadki
meZemo na osnovu (13) i (14) da napiSemo redukovani’vektor deformacije u da-

. —p .
toj tadki za linijski element iz nje u pravcu odredjenom ortom /M  u obli-

ku: ) (ig
{,g"}\: - {h}' (16)

Poslednji izraz je analogan Cauchy-jevim jednadinama za totalni napop.Na
slici bn2,prikazan je linijski element iz tadke N u pravcu orjentisanom
ortom T ,i vektor redukovanog vektora totalne deformacije sa svojim
komponentama normalnom - dilatacijom i tangencijalnom - klizanjem, &pn i
Ent . I2 izloZenog vidimo da je redukovani vektor totalne deformacije
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Eﬁ:r,ili redukovani vektor ukupne deformacije vektor u odredjenoj tacki za
odredjeni pravac.To je znadi vektor vezan za tadku i pravu.U opStem sludaju

ne mora da bude kolinearan sa tim prav-
cem. Znaci da je za poznavanje reduko-
vanog vektora ukupne deformacije potre-
bno poznavanje Sest nezavisnih skalara,
odnosno Sest nezavisnih kompbnentnih
deformacija.Zato uvodimb pojam t e n-
zora deformacije uob-
liku matrice qg tenzora deformacije
koju smo dobili kao simetriéni deo
funkcionalne matrice 35 :

S
— Nt E=Sfen & ef~(R318383).
¥ - S1ika br. 2 ez &z &, | 17)

Lo o, e . o b v
S obzirom na sve veé redeno vektor pomeranja S moZemo

sadawdé papiéemo u obliku:
R Se + d.s-:at + dgse} ' il {8] ={s.}+ I Sret Y+ id 54993 (18)

i da izvudemo slededi zakljudak: ; ,

T Pri prelazu elementa deformabilnog tela iz konfiguracije -
nedeformisanog (prirodnog) stanja u konfiguraciju napregnutog (deformisanog)
stanja elementarno pomeranje je rezultat t r anslacije, rota
cije i &iste infinitezimalne deforma -
c¢ije. ; .
v Ovaj zakljulak predstavlja osnovni stav kinematike defor-
mabilnog tela i poznat je kao Helmholtz-ov stav.Predstavlja fundamentalnu
teoremu.

I1.2. DILATACIJE I KLIZANJA.ZAPREMINSKA DILATACIJA.

- Videlli smo da se stanje deformacija napregnutog tela béim
vektorima pomeranja tadaka moZe izraziti i vektorom &iste infinitezimaine
deformacije,a i redukovanim vektorom totalne deformacije,koji daje neposre-
dan uvid u deformaciju linijskih,a time i zapreminskih elemenata u okolini
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proizvoljno izbrane talke deformabilnog tela. Medjutim do tih rezultata mi
ano do3li Gisto matematidkim putei i analogijom sa stanjem napona koje smo
ranije analizirali. Pri deformaciji tela ,tj. pri prelasku tela iz jedne kon- °
Tiguracije u drugu menjaju Se relativni poloZaji Cestica tela,a sa tim i pos-
matranih tadaka u telu. Te deformacije geometfijski se ogledaju u prouenama
rastojanja tadaka,a to znali duZina linijskih elemenata i promeni uglova iz-
medju tih linijékih elemenata u konfiguraciji napregnutog tela u odnosu na
ronfiguraciju nenapregnutog tela. Relativnu promenuyduiing i uglova u defor-
mabilnom telu karakteriSu velidine kojesu dilatacije 1
“¥lizanja, koje smo jednim imenom nazvali specifiénim komponentnim
defcrmaci jama. o ' i

Da bi smo elementima matrice tenzora deformacijé @éf ;
odnosno deformatoru vektora pomeranja dali i geometrijska odigledna znaéehja
sosmatrademo zami$ljeno izdvojeni iz deformabilnog tela deo u obliku elemen-
tarnog paralelopipgda OABCﬁEFG u referentnoj konfiguraciji prirodnog stanja
telz i pretpostavimo da nema translacije,odnosno da smo je eliminisali. Pod
dejstvom spol jaSnjeg opteredenja telo prelazi u napregnuto stanje i odgovara-
Judu konfiguraciju deformisanog tela menjajuéi oblik i zapreminu uodeni para-
leldpiped prelazi u‘odgqvarajuéi OA’B'C'D’E’F’G’ kao $to je to na slici br.3

L : i
Wdz WPy G"
D“N /311
c dg > FES
l &n" JZ n %‘gdz >0
Y u
: B\ e Doty
A8y £ = fd}l :‘ S
.a;%dx - 0 & ) g l @?‘Ag —g“
' Ya \ B
V dx 1|y V aaé—y { >
A =1 C
a_gd dgz
ax 31;_ 1 '
5;0’1 R

Slika br.3

prikazano. Posmatrajmo deformaéiju osnovice OABC u ravni Oxy, koja prelazi
‘uoblik O B’C’A’ , jer su se talke A , B i C pomerile u poloZaje A’, B,
i €’ .Ivice paralelopipeda u konfiguraciji nenapregnutog tela su bile dx ,
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- : s . » - e g
dy i dz kao Sto je na slici br. 3 prikazano. Neka je SruTHVL WK
vektor pomeranja tadke O. PriraStaj vektora pomeranja pri prelasku iz tadé-

ke O u tacku A je:

’ 2}——> — o h
dsy = asd (:;“" 213 Wi)de (19)

pa je sada vektor OA preSao u polozZaj OA’ :4JKA’ i pri tome promenio pravac,

smer i intenzitet,tako da je sada: ' ’
= ‘_ — -»-,' c] . ’c)'Z}—> dx
di! = O& + AA! = (1+ %) dxT (375 ve) (20)

U sluéaju'infinitezimalnih deformacija duzina vektora df: malo se razliku-y

je od njegove projekcije na pravac Ox ose, te su njegove duzine pre i posle

deformaci je: o .

— — - 774

(oAl =dx  [oRi=ldvil= (1+52)dx .

Dilataciju linijskog elementa u pravcu Ox ose mozemo da definiSemo kao rela-

tivno izduZenje linijskog elementa u pravecu Ox ose te je jednako kolidniku

razlike duzine tog elementa posle i pre deformacije i njegove duZine pre de-

formacije:
B -1 dB] _ (rydx-dx _ au
— = = T 9

|drA] dOC C

63{_2
(21)

Na isti nadin odredjujemo duZine linijskih elemenata OB i OD pre i posle
deformacije tela,a u praveima koordinatnih osa Oy i Oz u referentnoj konfi-

guraciji tela:

|dVy | = day f dva!| ~ (4 + —»~)d2}
|dVi=dz | dV3] = (/1+ )dz,

pa su dilatacije linijskih elemenata u pravcima tih osa:

i

N , , L R
g, < 19B] -1dB] 5y e, . 19T ~1dR]_ ~
1dn | 3z » IRl oy (22)

Ugao 6& izmedju vektora d?i' i d?g' ,odnosno linijskih elemena-

ta OA’ i OB’ u konfiguraciji napregnutog tela odredjujemo pomodu njegovog

kosinusa kao:

cos B (Cﬁ",dﬁ') 1+ )cl:x: dg (4 wdx+~§—3cufdx97‘}dg
- 2 =i, =<V
[ dTe)] (+ ﬁ)dx (,,J_:y_‘)dg
Kako je &x = 3o <</ , Wogy <<d i €= W« toza infinitezi-

malne deformacije moZemo da odredimo njegovu priblizZnu vrednost:
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cos B, = %% + ;-g = cos‘(fg— - é’iy>= sindey x a’ﬂj = 2 Exy (23)
gde émo sa &iy obelezili ukupno smanjenje ugla & AOB »koji Jje pre defor-
macije bio prav.0Ova promena pravog ugla izraZena u radijanima naziva se

klizanlije ili smican Jj e . Klizanje (smlcanJe ) se sastoji

i 1
iz dva dela X;H i 3ﬁﬂ . Vrednosti tih uglova su:

W g »
+ a&j . 3&;' . X ~ 3
g Xy v, Y (4+ %)dl o aﬁ\:a{l#&” (2W)

S dy U
] U} ] 9) oM 979’ U
'Lﬁ(yqacy x&};j = (4+32}—)dy "‘anj Agy ,3/ 2

3tn je sa slike odigledno. Na potpuno isti nadin odredjuju se i preostala

klizanja u ravnima Oxz i Oyz , Sto daje:

A7 dB) _ow 2w gl gl =0&

Xz

COS@ = ___‘.,_——--~ 37 7 3%
) 1 r .
EHEH | \ (25)
. ) W (el g2t -
Co% 61 (d_Y‘ ,dle . 3 + o5 T 3’;; §2 - Qyz 2 &y .

= —»—‘—, 57

|d

Iz izloZene geometrijske interpretaéije vidimo da Su elementi tenzora defor-
macije kbji leZze na glavnoj dijagonali komponentne dilatacije linijskih ele-
menata u praveima koordinatnih osa,dok su elementi van glavne dijagonale

jednaki polovinama komponentnih klizanja u odgovarajuéim koordinatnim ravni-

ma. Matrica tenzora deformacije sada moze da se napiSe i kao:

. . s <

o |5 G &e| [&= 7o 18

L =e | =4 i 4 |

Ll/’o xj é_‘j 67_3 - xy 65: 2 32‘1 (26)
f;z 632- Ez . 5_‘(311 %U‘;{Z EZ ’

i ona
je simetricna matrica. Izvedeni izrazi za komponentne dilatacije i klizanja

oblika: ou 0
: 24 -
Ex = 3% > aﬁxv“ag*am’
2V < ol | U
Sy =5y Ixz= 53 * 5 :
& = pu* a} v 9749‘ N
z= 35 ? Jz =37 tay ?

nazivaju se. Cauchy-jeve jednaéine ili Cauchy-jeve kinematicke jednadine.

1z svega prethodnog refenog sledi da je stanje deformacija napregnutog tela
u okolini neke talke odredjeno sa Sest komponentnih deformacija 1 to tri
dilatacije i tri klizanja. Posmatrano geometrijski moZemo da formuliSemo i
sledeée zakljulke: da pozitivnoj dilataciji odgovara izduZenje, a negativ-
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noj skraéenje; pozitivnom klizanju odgovara smanjenje pravog ugla izmedju
llnlJSklh elemenata u p021t1vn1m smerovima koordlnatnlh osa, dok negativnom

kllzangu odgovara povecenge tog ugla.

Pri deformaciji posmatranog dela tela u obliku paraiélo-
pipeda sa slike br. 2 videli smo da se mehjaju duzine i uglovi, ali smo pre-
éutno uveli pretpostavku da paralelne prave i posle deformacije ostaju para-
lelne, tj. da je deformacija afina, pa je pa?alelopiped_postao kosi sa para-
lelnim ivicama,koje su i pre deformacije bile paralelne. Sa promenama duzina
i uglova menja se 1 zapremina posmatranog paralelopipeda. Njegova zapremina
pre deformacije je bila dV = dx dy dz . Vektori polozaja tacaka A , B

i D posle deformacije su poznati, pa je zapremina kosog elementarnog parale-

lopipeda jednaka meSovitom proizvodu tih vektora - ivica paralelopipeda u
konflgura0131 napregnutog stanja deformabllnog tela: ‘
/’ GU AV _3_1("9 l
| aa: axv‘fa%
> —
dV'= (AR [dR,dR )= dedydz | 52 4+ 35 ‘
-) ]
ol A . ow (28)
2 oz N I{,.
au pr I
o{V~c!zcdfjc (4+ 4+-~)(I+ c/xd'/yt /] qx,-b—{,\«ﬁ;)

Kako su dilatacije mnogo manje od jedinice to se nelinearni ¢lanovi kao ma-
le velicine viSeg reda mogu zanemariti 3to smo i.uéinili u prethodnom izra-
Zu , pa jesada zapreminska ili volumna dilataci-
" ja Jjednaka koliéniku promene zapremine elementa napregnutog tela pri pre-
lasku iz konfiguracije prirodnog stanja nenapregnutog tela u napregnuto sta-
nje tela pod optereéenjem i zapremine elementa tela u nenapregnutom stanju,

pa mofemo da piSemo:

I
dv=-dv _ U 3V W T = Ex+Ey+Eg,

Ev =—37 4V " T 3% 327 oz

Invarijante matrice tenzora deforma01ge su:
U Y W _JivE =Ev 5
a-&x“'gvj'}'ng”ax Sag SZ

(28%)

é;_ = 185 & 3%, &

\Ex z(ﬁy\+ \5:: 1&1 &y 2532\ Eby+ &6 +EE T (&;*Xiz""gg:)v
& = detd - &)= &xﬁvfz 4@‘&;*&’ wrbads) g Fhobedse- (29)

4
20%y é&
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cdakle vidimo da je prva invarijanta - prvi skalar matrice tenzora defor-

macije jednaka zapreminskoj dilataciji.

IT.3. HOMOGENA  DEFORMACIJA

Ako posmatramo aksijalno napregnuti Stap =zakljudujemo da
su kod njega u svim tackems i za sve linijske elementé paralelne jednom prav-
cu komponentne dilatacije i klizanja medjusobom jednaka. Takva deformacija
rela naziva se homogena deformacija.

U opStem sluéaju deformacija u telu je nehomogena,ali u
ceskonaéno maloj okolini posmatrane tadke zbog kontinuiteta deformabilnog
tela i posle deformacije moZe se uzeti da je deformacija homogena.

Kada su komponente deformacije .- komponentne dilatacije
L kiizanja, i komponente rotacije p , q i r konstantne onda su kompo-
nentna pomeranja linearne funkeije koordinata tadke te se takva deformaci-

Ja naziva homogena deformacija i vektor pomeranja je tada:

{SS = {S"'S +Alry,

| Mo ay %y G ) [x H (30)
{53[ =4 U, )+ Gz Qa2 Oy 44 | = v
W, Oay O3z COmf 2 w

Zavisno od toga da 1i su komponentne dilatacije i kliza-
iija 1li pak komponentne rotacije Jjednake nuli razlikujemo dva sludaja homo-
g2ne deformacije.

1° Posmatrajmo sludaj kada su komponentne deformacije jed-
nake nuli Ex= & = €= d’;y = J;,_ = &;,_: 0 , tada u.izrazu za vektor po-
meranja ne postoji ¢lan koji odgovara &istoj deformsciji,te vektor pomeranja
moZemo napisati u obliku:

x) (w) o v &) [=
{SB ::»7} =<l r 0 —P g 3'

w) |ul L2 p o)l (31)

koji kazuje da se deformabilno telo pod dejstvom spoljaSnjih sila u tom slu-
daju ponasa kao kruto telo,koje izvodi translatorno kretanje odredjeno sa

52 i rotaciju odredjenu vektorom ugaonog obrtanja (V) =(p 2 r).
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2° Neka su komponente ugla rotacijg@ednake nuli,a kompo-
nentne dilatacije i klizanja razliéiti od nule.»Iz uslova jednakosti nuli
komponenata ugla rotacije dobijamo sledee uslove:

ow_ 3 rotS =0 g
P i ;;’;} S oW _3 3 oM 3P _au
=4 L = =T ¥ 355 o 2, o m s
2% g - C 3y~ 82 FES 2z ox 3y
r W _ M , (32)
CES ag .
koji kaZu da se vektorska funkeija - vektor pomeranja’moée izraziti kao

gradijent neke skalarne funkeije:

7 = grc(d U(m;“g,l) (33)

Sto znadi da vektorska funkeija. 'ETCagv,z) ima svoj potencijal-—[l@ﬁy,z),
pa se ovakva homogena deformacija naziva potenci jalnomnm . Zna-
¢i u sluéaju éiste homogene deformacije vektoru pomeraﬁja odgovara poten-
cijal - fo,«a-{, z)

I7.4. TENZOR KONACNE DEFORMACIJE. TENZOR MALE DEFORMACIJE.

Posmatrajmo neprekidnu deformabilnu sredinu koja se de-
formiSe pod dejstvom optereéenja na njenoj kontuﬁnoj povr3i. Analizom nje-
ne deformacije zakljucujemo da zahtev da je prostor fizickih dogadjaja -
transformacije konfiguracije deformabilriog tela pod dejstvom spoljadnjeg
optereéenja, euklidski trodimenzionalni povlali za sobom egzistenciju pra-
- vouglog Descartes - Cartesus -ovog koordinatnog sistema u odnosu na koji
se mo¥e odrediti poloZaj bilo koje tadke iz oblasti unutar konturne povrsi
deformabilnog tela. Descartes-ov pravougli koordinatni sistem je privilego-
" van u odnosu na druge koordinatne sigteme sa stanovista geometrije prosto-
ra. Za opisivanje kretanja deformabilnog tela u euklidskom trodimenzional-
nom prostoru desto je pogodnije koristiti druge koordindtne sisteme. .Tzbor
ovih koordinatnih sistema sa ciljem opisivanja deformabilnog tela zavisi
od kornkretnog prbblema,konturne povrsi deformabilnog tela i oblika optere-
éenja kojim je napregnuto deformabilno telo.

MoZemo pretpostaviti da je referentna konfiguracija u pri-
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rodnom stanju tela kada smatramo da je telo u nedeformisanom stanju i uv
posmatranocj tatki tela P sa koordinatama ! , x? i x* definiSemo po-
lozaj Gestice tela dije je srediSte u toj tadki. Koordinate o®, %=1,
2,3 identifikuju desticu u podetnoj konfiguraciji pa ih nazivamo materi-
jalne ili Lagrange-ove koordinate ¢estice P. Posle deformacije u konfigura-
ciji napregnutog tela Cestice deformabilnog tela zauzimaju u prostoru ob-
last ogranicenu povrsi konture E% .Cestica tela iz referentne konfigu-
racije P sada zauziﬁa u novoj konfiguraciji poloZaj u tadki P koja je
odred jena novim sistemom krivolinijskih koordinata ~o* , Fr o x>

Ove koordinate 555,1:1,2,3,0dredjuju poloiaj destice u konfiguraciji na-
pragnutog tela pa ih nazivanmo prostorne koordinate.Kada se transformacija
korfiguracije Cestica telé iz prirodnog stanja u stanje napregnutog tela
_-pozaatra u vremenu ove prostorne koordinate u literaturi su poznate i kao

Euler-ove koordinate.

Slika br.4

Posmatrajmo sada neprekidnu deformabilnu sredinu zatvo-
renu konturnom povr3i S u prirodnom stanju tela,kada je telo nenapregnuto,
odnosno kada na njega ne dejstvuje spoljadnje opteredenje i kada smatramo
da je nedeformisano i kao Sto je to na slici br. 4 prikazano izaberimo kri-
volinijski sistem koordinata Vcc“(R =1,2,3) . Neka skup nekih funkcija ko-

ordinata xc* definiSe izduZenje proizvoljnog infinitezimalnog pravo-
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linijskog elementa (odsecka) ,koji prolazi kroz zadatu tacku deformabilne
sredine,onda te funkcije definiSu deformaciju materijalne okoline te tadke.
Pretpospavimo da se koordinatne linije koje smo izabrali u posmatranoj ne-
prekidnoj deformabilnoj sredini u referentnoj ( poletnoj) konfiguraciji ko~
Ja odgovara nenapregnutoj sredini sastoje iz materijalnih lestica te sre-
dine. U procesu deformacije i u konaénoj konfiguraciji deformisanog,napre-
gnutog tela pretpostavljamo da se koordinatne linije éastoje iz tih istih
materijalnih tadaka (éestica) kao i u‘poéetnoj,referentnoj konfiguraciji.
Kao rezultat dejstva spoljasnjih sila javlja se deformacija neprekidne de-
formabilne sredine obuhvadene konturnom povrsi S u referentnoj konfigura-
¢iji koja posle deformacije konadno preiazi u konturnu povrs Eg. Pri tome
se podetni zadati referentni sistem krivolinijskih koordinata «* sa 0s-
novnim koordinatnim vektorima E?; ,koje moZemo smatrati materijal-
nim koordinatnim linijama, deformiSe i sa novom konfiguracijom napregnu-
tog tela od njih postaju materijalne linije drugadijeg oblika koje moZemo
uzeti kao novi sistem krivolini jskih koordinata X* sa osnovnim koordi-
natnim vektorima ?g: . Znadi da se referentni koordinatni sistem koordi-
nata Ox'x*x® sa osnovnim koordinatnim vektorima transformiSe u novi sistem
krivolinijskih koordinata 0x1x2x3 sa osnovnim koordinatnim vektorima ?ﬁ< y
istévremeno sa deformisanjem napregnhtog tela. Kao referentpi koordinatni
sistem u kome je odredjeno ukupno poméranje tela ukljudujuéi i njegovo po-
meranje kao krutog tel%ysvojimq éistem krivolinijskih koordinata 0 X X2 %S
© sa oshovnim koordinatnim vektorima Eif (k = 1.2,3.) kao Sto je to pri-
kazano na slici br.4. Sistem krivolinijskih koordinata O x/x%’ moZemo
izabrati prema potrebi, a jedan od sistema koordinata xAK ili x*

(k = =1,2,3) proizvoljno, dok je drugi potpuno definisan deformacijom.

Kvadrati 1inijskih elemenata : «isz u referentnoj kon-
figuraciji prirodnog stanja tela - nedeformisanog,nenapregnutog, i ds®*
u u konfiguraciji deformisanog,napregnutog tela pod dejstvom opterecenja

dati su sledeéim izrazima:

) ds™* = G dx®dx™, (31)
ds* - §m dxedE", (35)

Pl - . ¥ ) . 2. - ~
u kojima su gnx i gn“ kovarijantni metricki tenzori koji se izracu-

navaju kao skalarni proizvodi odgovarajuéih osnovnih koordinatnih vektora:
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P > =
3“: (é:agn) 5 gnk :(gn ’gh)s _ (36)

dok su dx'™  kontravarijantne komponente (koordinate) infinitezimalnog
vektora PN , koji definiSe relativni poloééj tacke N u odnosu na tadku
P, i dx* komponente (koordinate) infinitezimalnog vektora ?i?, koji
definiSe relativni poloZaj tadke N u odnosu na tadku P .Infinitezimal-
nost vektora PR Jje posledica neprekidnosti deformabilne sredine unutar
konturne povrsi S pri njenoj‘transformaéiji na konfiguraciju napregnutog

tela unutar konturne povrdi S

Iz tenzorskog racuna je poznato da je uporedjivanje i

izvodjenje transformacija nad velidinama odredjenim svojim komponentama u
adnesu na dopustivi koordinatni sistem datog prostora,moguce je samo ako
se te veli¢ine dovedu u istu tadku prostora,a to je vezano za paralelno
nomcranje velicina,linijskih elemenata i uglova u datom ptostoru.Prostori
kod ‘kojih paralelno pomeranje veliCina ne zavisi od puta pomeranja naziva-
Jju se prostori apsolutnog paralelizma,a takvi su svi euklidski prostori.

A Kao 5to smo ranije veé zakljufili razlika rastojanja bi-
1o koje dve tadke deformabilnog tela pre i pesle deformacije-je mera defor-
mgcije.Da bi smo odredili meru deformaci je moiemé uporedjivati duzine ele-
mehtarnih_linijskih elemenata pre ili posle deformacije kao i uglove izme-
dju njih pre i posle deformacije.To znadi da bi smo znali da 1i se telo
pod dejstvom opteredenja deformiSe ili ponasa kao kruto potrebno je upore-
diti duZine linijskih elemenata ,koji se sastoje od istih Cestica u obe
konfiguraci je deformabilnog tela,kada je deformabilno telo nenapregnuto i
kada je pod opteredenjem.Ove velidine moZemo da uporedimo samo ako ih dove-
demo u istu tacku prostora. Kako rezultat poredjenja treba da bude inva-
rijantan u odnosu na izbor taCke u oblasti deformabilnog tela ,odnosno u
grostoru ,to je zgodno birati one tadke (ili Cestice) u kojima se linijski
ciementi na najpogodniji nadin izraZavaju kao'funkcije istih promenljivih.
Imajuéi to u vidu kvadrate linijskih elemenata ds*i &iél,respektivno,u
referentnoj konfiguraciji prirodnog stanja tela i konfiguracijl napregnu-

" tog - deformisanog tela moZemo napisati i u obliku:

o s’= amd'xmdfﬁ" = qn*k AxX"dx™, (34%)
G5 G amede s G derdat s

zde je oznaleno sa:
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= o 9X*t X"

ghk”‘ ghﬂ 0% ogh O (37)
% _ ~ 9t g™ ,

Ine = Gim 555 San (38)

- Izrazom (37) definisan je Green-ov tenzor deformacije,a izrazom (38) Cauchy-
Jjev tenzor deformacijekako su poznati u mehénici kontinuuma. Ovi tenzori su
poznati i kao desni Cauchy—Green~ov tenzor deformacije, E%K ilevi
Cauchy-Green-ov tenzor(deformacije, '3:; .Oba ova tenzora su simetriéna
‘i pozitivno definitna.

‘ Odredimo sada meru deformacije napregnutog tela uporedjuf
juéi linijske elemente ii konfiguracije napregnutog,deformisanog tela i re-
ferentne konfiguracije prirodnog stanja tela,odredjivanjem razlike kvadra-
ta njihovih 1inijskih elemenata u obliku:

ds®~ ds? = /g\nkdff"’d()‘c"‘ _-%nkdx”daﬁ"c" (39)

Infinitezimalni vektor'ﬁﬁ'posle transformacije krivoli-
nijskih koordinata o™ u krivolinijéke koordinate %¢° ,Sto se postiZe
prelaskom tela iz referentne konfigurabijé prirodnog stanja tela u hapreg-
nuto stanje tela,transformiSe se u vektor pomeran ja ﬁﬁ éije koordina~

te date jednalinom :

— Ik o ,
dz™= 35 9= (10)

Koristeéi ovaj izraz jednalina (39) dobija oblik:

d32-ds? = 26, dardx*= 2 &, dT"dx", (39%)

u kojoj smo uveli tenzor deformacije oblika:

éng = ’21‘ (a—ng - ank> 9 81y

koji je simetrilan kovarijantni tenzor drugog reda. Ovaj tenzor deformaci-
je Je poznat u literaturi kao Lagrange-ov tenzor relativne deformacije.
Razliku kvadrata duZina linijskih elemenata moZemo napisati i u obliku:

d8%-ds™ = (Gou = Qh,) dXKAZ" = 2 & AT I (390

gde smo uveli oznaku za slededi izraz:
, .
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— . 4 A * . o )
g = Ef(ﬁnn - ank> o S 2 b

2 ji predstavlja simetrican kovarijahtni tenzor drugog reda koji je u lite-

‘raturi poznat kao Euler-ov tenzor relativne deforma013e

"Iz izraza (39*) se v1d1 da kada Je &ne = 0 u svim taé-
kama deformabilnog tela,tada se linijski element ne menja po_duéini i ne
menjaju se uglovi izmedju linijskih elemenaﬁa te se telo ne deformile.

" Relativno izduZenje ili dilatacija 1linijskog elementa
CiSA/ duz koordinatne linije krivolinijskog koordinatnog sistema koor-
dinata XM jednako je koliéniku izduZenja linijskog elementa u pfocesu
defovinisanja i duZine linijskog elementa u nedeformisanom stanju:
o - doy —dow ,

N dSy (42)

Saglasno formulama (34) i (35) za duZine linijskih elemenata duZ koordinat-

nih iinija u referentnoj konfiguraciji i konadnoj konfiguraciji deformisa-

dgN: \ 9;\//\/ ;:llvg:n 3
dSN = dgm\i dam > ) k (43)

i za relativno izduZenje lini jskog elementa duz koordinatne linije u odnosu

nog tela dobijamo:

nz referentnu konfiguraciju dobijamo:

._.', EN ) ,. "
o=\ B g =J1: 25 (12

Uvde se sumiranje po indeksu N ne izvodi, a znak (+) je uzet iz razloga Sto

Jeza ¢, = 01 relativno izduZenje jednako nuli.

Kosinus ugla 6%L izmedju dvaju linijskih elemenata
CiSN i 615K ,k0ji su pre prelaska deformabilnog tela u novu konfigu-
raciju ,u referentnoj konfiguraciji bili usmereni duZ koordlnatnlh -linija

X x* krivolini jskog koordinatnog sistema, je:

A aac‘ Xt c/:t”o/a:

— =< TN A=K
COS@ - 9~k d& doc - Q,(g v Vel (u)
= = =V
. d Sw dS« V3Waﬂ da dxt
Uzimajudi u obzir izraz (37) prethodna formula dobija oblik:
cos B;/K _ G _ Qux + 2 Eyy (15)

V?”” g'—('( V<gAW+25A/A'>(?Kk+25KK)
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Formule (42%) i (U45) pokazuju da Sest komponenata Lagran-
ge-ovog tenzora relativne deformacije koji su definisani formulama (41) u
potpunosti omoguéavaju izracunavanje relativnih izduégnja linijskih eleme~
naté duz koordinatnih linija,koji polaze iz posmatrane tacke deformabilnog
tela,kao i ugao 1zmed3u dvaju 11n133k1h elemenata posle deformacije tela,
koji su do deform3013e bili usmereni duz koordinatnih linija xK Kako Jje ugao
koordinatnih linija u referentnoj konflgura0131 u prirodnom stanju tela poz—

nat, to se lako odredjuje promena tog ugla posle deformacije.

Potrebno Jje da sada odredimo vezu izmedju komponenata

-

M* yektora pomeranja S i komponenata tenzora deformacije &k .Sa
slike br. 4 odigledno je da je:

i

— ;
Kako se gn i gn, Javljaju kao osnovni -koordinatni vektori konfigura-

cije tela pre i posle dejstva opteredenja,to*za njih vazi da je:

T .Y . g 2 dR=Fds=Todx),

Jr =5k T ' (u7)
dok iz vektorske jednaline (U46) diferenciranjem dobijamo da je:

oF _aF 9%

axX* 3¢ ;X . (48)
UnoSenjem izraza (47) u prethodnu jednadinu dobijamo da je:

- ;)():m _ = ]

Wi = T )

Kako za konfiguracije unutar konturne povr$i S i konturne povrsi S vazi

gnK = <g>n,_§x> > /g\nk = (é::a:gi)a

‘to pomodu pravila skalarnog mnoiehja i izraza za transformaciju (37) nala-

redom da je:

zimo da\je'

- —>  0S \/=> 93 ?_:__Si +_"" e 35 SSK
3nK - (%h axn)( )( acck) 3ng+ an 2,k ¢ ® amn 3&“ Sx(so)
UnoSenjem poslednjeg izraza u izraz (41) za Lagrange-ov tenzor relativne
degormacije ili kratko kako éemo ubuduée upotrebljavati tenzor deformacije

dobi jamo:

_ A/ 2% =z 8% 35
< “( 9« e ) (51)

= . — .
ke 2 ah ok axn T s axt

U odnosu na krivolinijski sistem koordinata o' vektor pomeranja _?;' mo-
Yemo da pretstavimo pomoéu kontravarijantnih "™ i kovarijantnih Ak
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koordinata uvobliku:
.—-> b "'7&
S :M"gx =u.<g, _ (52)

gde se sumiranje vr3i po indeksu % . Imajuéi u vidu izraze za parcijalne

izvode osnovnih koordinatnih vektora

99"

2;9,; L 9 > SR e j"', (53)

i da kovarijantni izvodi kontravarijantnog i kovarijantnog vektora imaju ob-

1i - .
< u* <k
Aoy = gad * e 4
. ol k.
Mif =555~ Eg' ALy (51)

-
ralazimo parcijalne izvode vektora pomeranja S u obliku:

=g —
95 =/££’§,, .

2% J
x7 )
.2% = Mik 9" (55)

=de su léﬁg i AUix kovarijantni izvodi odgovarajuéih kontravarijan-
tnih i kovarijantnih koordinata vektora pomeranja. U napred-navedenim izra-
zima, f%F su Cristoffel-ovi simboli druge vrste i izradunavaju se za

uetricki tenzor u konfiguraciji. koja odgovara prirodnom stanju tela,tj. ne-

napregnutog tela. Ako sada unesemo izraze (55) za parcijalne izvode vekto-

ra pomeranja u izraz (51) za tenzor deformacije i uzmemo u obzir da je

— - o o gct )
v d =G =On '
dobijamo izraz za Lagrange-eov tenzor relativne deformacije,koji éemo u bu-

duée zvati kratko-tenzor deformacije,u obliku:

&

n

o .
k = %(,un,k =AMyt Aae Aoy (56)

Prema poslednjoj formuli, a pomoéu kovarijantnih izvoda
e
kontravarijantnih i kovarijantnih komponenata vektora pomeranja S u sis-

temu osnovnih koordinatnih vektora g *g g& moZemo da izradunamo
komponente tenzora konadne deformacije nelinearne funkeije kovarijantnih
izvoda kontravarijantnih i kovarijantnih koordinata vektora pomeranja.
Ako su deformacije (izduZenja i klizanja) male velidine is-
tog reda malih velidina,to u formuli (56) za komponente tenzora konadne rela-

- §
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tivne deformacije mo¥emo zanemariti nelinearne CGlanove i dobiti uprosceni
jgzraz za izradunavanje komponenata tenzora male deformacije u obliku:

Enk = 'é!‘ (’an,k +"(’('<:”‘> : ‘ (57)

Materijali koji se primenjuju u tehnici,sa iskljﬁéenjem takvih kao 3to je gu-
ma i plastidne mase,zadrZavaju osobinu elastiénosti samo pri veoma malim iz-
duZenjima i klizanjima. Odatle je i vidljiva praktiéna vaZnost izudavanja ma-
lih deformacija,a sa tim i uvodjenja pojma tenzora malih deformacija.

Do izraza za tenzor malih deformacija moZemo doéi i na sle-
de¢i nac¢in. Na slici br. 4 neka je pomeranje tatke P u taéku P odredjeno
vektorom pomeranja -Eg = E:, dok je pomeranje tacke N bliske tadki P u tadku

N odredjeno vektorom pomeranja NN = <, .

RazloZimo sada vektor pomeranja tadke N u red u okolini

tadke P i zanemarimo ¢lanove viSih redova malih velicina tako da dobijamo:

= Do, 950P) 4n iy . D ¥a”) ¢
S =Smr LN dans Sm+ 3 (W R) =", (o)

odakle nalazimo pomeranje dS tadke N u odnosu na pomeranje tacke P :

— o — - ’ )
ds =u%, 3xd:>:"= clukg ko _ (59)
Ako prethodni izraz pomnoZimo skalarno osnovnim koordinatnim vektorom Eﬁ;
dobi jamo: ’
- . B
duk“fuhndx : : (60)

gde je Aly,y,  kovarijantni izvod kovarijantne koordinate vektora pomeranja
. u tadki P. Ako uvedemo simetricni -Ewyx i antisimetricéni tenzor drugog reda

Wpy U Obliku:

.
x

Exn = 2—'{(/6(,{‘“ + un,x> 2 : (61)
Cdxn :ill» (/ak,n - Mn,x) > (62)
to za koordinate vektora priraStaja vektora pomeranja imamo:
f‘ , ) m .
. ,»dla(.;c = CS‘nx’ dx” ’L’ Wiy dax™ . ' ©(63)

Simetriéni tenzor &nx  je tenzor relativne deformaci je,dok antisimetriéni
tenzor @Whx  odgovara rotaciji.tela kao da je kruto,odnosno okoline pos-
matrane tacke P, N , '

Koristedi izraze (54) za kovari jantne iz#ode, za komponen-

te tenzora deformacije dobijamo:
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5@_:_4_944,, auf 2 } ] - (64)
2 laxd 3%

. Ovaj tenzor deformacije naziva se jo8i deformat or vektora pome-
ranja. . . '
A Da bi smo dali fizidko obijasnjenje elemenata tenzora ma-
le deformacije iskoristidemo ranije izvedene izraze (42%) za relativno izdu—
zenje llnlekog elementa u pravcu koordinatne llnlae i dizraza (45) za k031—
Gus ugla 6&w izmedju dvaju linijskih elemenata u praveima koordinatnih
linija. U izrazu za izduZenje linijskog elementa duZ koordinatne linije za
sludaj malih deformacija izraz Q‘Smm/gym' je mala velilina prvog reda u
odnosu na jedinicu te Zbog toga izraz sa korenom mozZemo razv1t1 ured i za-

drZati’ samo prva dva ¢lana tako da dobijemo:

. W [ 26w g G, (63
) =1+ gy 1= /}2 QMV = ng V=4,23.

iko tenzor male deformacije predstavimo pomoéu simetriéne matrice éé kao

[ Em Cuy &y : :
(E,LJ) = |&n  En E&n| , o (66)
€n Gy Ew

to iz izraza (65) =zakljuCujemo da su dijagonalni Clanovi simetriéne matri-
ce pridruZene simetriénom teénzoru felativne deformacije jednaki proizvodima
1inijskih dilatacija u praveima duZ koordinatnih linija i odgovarajuéih‘ko—
ordinata metridkog tenzora gkj

Koristedi izraz (U45) 1 stavivdi da je ~ &y = O dobijamo
vrednost kosinusa ugla koji zaklapaju odgovarajuéi linijski elementi u prav-
cima koordinatnih linija u referentnoj konfiguraoiji nedeformisanog tela:

Ine S :
oS U = Tonam 4 (67)
uw G - :

Ti uglov1 su prikazani na sliei br. 5. Ugao koji zaklapaJu dva  linijska ele-
menta u praveima koordinatnih linija u konfiguraciji cestlca_deformlsanog
tela Jednak je zbiru ugla koji zaklapaju ti linijski elementi u referentnoj
konfiguraciji nedformisanog tela fjg i promeni 31% tog ugla pri defor-
misanju tela i zato za 6%# moZemo da napiSemo:

€05 €, = cos(G-dn) = €05 kacos:)fm + in By Sinduy = (68)
~ €05 6,1//( + AXNK Sin 5”/4 .




- Kako se radi o malim deformacijama to je ugao Jiw , 3,
klizanje malo pa vaZi da je' cos&vg = 1; sin XX//’( %’é%m i kako je izraz
28w za sludaj malih deformacija mali u odnosu na jedinicu to izraze sa
koréggma u imeniocu moZemo da razv13emo u red i u zavrSnom rezultatu da za-
nemarimo male velidine viSeg reda tako da dobijemo da je: ‘

Aﬁm sin ﬁw = co5 B — os Owi

, . [ g’VK -+ Qg,yk ] . -2 E,vg ) (69)

NK 5n19 .

: K V(,1 25"’”){4 26“" vg,wglzk Vg gKK s 6))!//(
Korlste01 poslednjl izraz i izraz (66) dola21mo do zakljudka da elementi
van glavne dlgagonale matrice prldruzene 31metrlcnom tenzoru relativne defor-
macije izraZavaju promenu ugla izmedju dva llnleka elementa u pravcima koor-
dinatnih linija i jednaki su toj promeni pomnoZenoj polov1nom kvadratnog ko~
rena proizvoda odgovafajuéih koordinata metrickog tenzora i sinusom ugla ko-
Ji su ti linijski eleménti zaklapali u referentnoj konfiguraciji tela.

Slika br. 5

U prethodnom tekstu smo definisali zapreminsku dilataciju
ili kubnu dilataciju kao divergenciju vektora pomeranja Ef te ovde moZe-
mo za sludaj krivolinijskih koordinata da je napiSemo u obliku:

E\’,"-‘- div? = div (ﬂij): l{/(.‘;i

o av-av - o Yo oogfe u* (70
(EV'= VR ‘:/{,é,.(‘ glaﬂd_,& QJEJ ‘c a ot F

Kubna dilatacija je jednaka zbiru elemenata sa glavne dijagonale matrice ten-

zora deformacije.
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I1.5. TENZOR MALE DEFORMACIJE U ORTOGONALNOM KRIVOLINIJ-
" SKOM KOORDINATNOM SISTEMU

U primeni na probleme teorije elastidnosti iz tehnicdke prak-

se najviSe se koristi euklidski trodimenzionalni prostor E, U odnosu na sis-

tem ortogonalnih krivolinijskih koordinata §* .Osnovni koordinatni vektori
§:~ sistema generalisanih koordinata Z‘ T _opétem sludéaju nisu jedini-

¢ni, ali su ortogonalni te vaZi da je njihov skalarni proizvod:

) i — . —’.'—’ ) '.- '1 "":'J.‘
Fij =(3"’3J') ’ (3&'334)“3‘){3”‘{0 i - D
dok je njihov intenzitet: ‘ :

|8l—qg Ji E A: W) ag)( SA(T2)

gde su QL- L.ame-ov1 koeficijenti. Za sluéaj ortogonalnih krivolinijskih

sistema koordinata metricéki tenzori se uprosScéavaju, jer imaju samo po tri
elementa razlidita od nule tako da su njima pridruZene matrice dijagonalne, .
¢iji su elementi na glavnoj dijagonali ?,;L-z (/—L;)z i gf‘: (ﬁ;)~2:
2 ' N2 '
(94) (Q‘)
2 -4 N v2
G=Qu)=| (A , G'=| (A) (73)
. ; by -

(Qb) (LJ})

» Svakom vektoru & moZemo pridruziti pridruZiti: kontra-
varijantne ALY, kovarijantne .y i fizicke 4«(,, koordinate na sle-
dedéi nacin:

' s
> _ o dm . ,——*‘: ) " %) ~ort koordipaine ose
5-— L qu = My 9 = ) 76(4) > (74)
Kontravari jantne koordinate se izraéunavéju prema izrazu:’
—-» -—->‘_ LK o ‘ )
3 A, : S (75)
Kovarijantne koordinate se izraéunavaju pomoéu izraza:

= (3’3:)“ o= (2,90 = g“u, Byt

(g‘.x-o itx, 2«*0),

A\ 4

(76)
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dok se fizidke koordinate odredjuju pomodu izraza:

N — T Y K/f-)""'g"xux e
4’(’(4.') = (S ?7é(£)>: (’uk(g}c'a l[‘(l.))z /{/L h—:(gl-)gk) = /q(: :ﬂLu’(T[)

Fizicke koordinnte é}gj) , kontravarijantne koordinate

é?% " i kovarljantne koordlnuLc d%] tenzora deformacije su u slede-
éim vezama: - o '
Eq L; ”
.. - a , 8 vrdi se sabiran
é(‘J)' = APy &Y ( o e )78y

V3 gy 0

( u ovim izrazima ne vr3i se sabiranje po indeksima -i ,j). Veza izmedju ko=~
varlJantnlh i kontravarlJantnlh koordJnnLa Lenéora deformacije data je sada
o obliku:
2 2 'i('.
A <
S §i=° ,‘ J>’ (79)

a u praveima koordinatnih linija krivolinijskog ortogonalnog sistema koordi-
nata. ' RN

, * Na osnovu definisanih veuna tizickih,kovarijantnih i kontra-
varijantnih koordinata vektora i tenuora za pravece krivolini jskih-ortogonal-
nih osa moZemo da napiSemo fizidke koordinate tenzora male deformacije u tom

krivolinijskom’ortogonalnom sistemu u obliku:

8(‘]) IJ ZW[SOJ( “ (‘)) (V(ZIJ [[(1)) 2\9& I—;]" (80) ~
(sumiran3e samo po indexsu k)

gde su &py fizicke koordinate tenzora deformacije,dok su Up =y fi-
zidke koordinate vektora.pomeranjafnrgr . Ako se predje na Lamé-ove koefi-

cijente. za fizicke koordinate tenzora deformacije dobijamo:
3 : }‘“K _
& = 4 J: A A UJ) -2A (1,;1 :] (81)
Iy Zﬂrm 923( T I) 21( J y. & JAI

U poslednjim izrazlma Cristoffel-ovi simboli druge, vrste od 27 koliko ih ima
svega je devet linearno nezavisnih i razlid¢itih od nule,Sto sledi iz simet-

rije i ortogonalnosti krivolini jskog koordinatnog sistema. su:

ei o . A#J% r,

3%
-L i ,
GJ I;a)‘ 2(A) ag~

1

n

J) - (82)

J
I = 9%Tui= g5 a2 5



101,

4 il
I:K - 9 /:K,E Q(R) 92"( )
Zapreminska dllatacn.,]a se moze naplsatl pomodu fizilkih
Koor'dlnata vektora pomeranja ,kaor h

& =divs = A, 92 {624[9 A u“’] 32“[[) Ql‘u‘i’] 39> [IJQ /L(B]}(am

II.6. KOMPONENTE TENZORA MALE DEFORMACIJE I OBRTANJA
U POLARNO-CILINDRICNOM KOORDINATNOM SISTEMU

Usvojimo polar*no-qilindr‘iéki koordinatni sistem ortogonal-

nih ,kbor‘dinaté. r , ¥ i 2z kao Sto je na slici br. 6 naznaeno. Osno-
bowad
vni koordinatni vektori neka su 1o . -C: i - K . Neka je vektor poloZa-
ja ta’ékeNodr’edjen,sa:_ gi=r,. =Y, 9°=2,
S g YR +2 Z’r-co? 4—‘51’?‘51“\/7 +X€ (84)

Osnovm. kovarljantnl vektori su:

?:: gzg‘,, 5 g ..,{,COSY’+4 5:an g =~,¢r'sm*,0+ércos‘ﬁ 2!3 (85)

te su kovarijantne koordinate metr'lckog tenzora:

- _ a2 _ - .
i‘*(ﬂi,ﬂ')’ 344‘4 > %21 r > 333‘4 > 3u<“°)"“°9 : (86)
dok se kontravarlaantne koor‘dmate metmckog tenzora 1zracunavagu prema ob-
rascu: G i

4 - ~det @,
g g 2 g ¢ .

gde su Gd _odgovarajuéi kofaktori matrice metridkog kovarijantnog tenzo-

ra,i na osnovu toga dobijamo: 3“ =4, g“= r2, 3524 jer je:

‘ [4 G rz ? .

@= r* y 22_ 4 G(:J‘—'-O*:#‘ o =72, L

2 P R N e d- (87)
G7=r% ;

Osnovni kontr*avarlgantnl koor‘dmatm vektom za polar*no—mlmdr'lcke koor'dl—
nate su: - Y J

3 57 ?a

z3 =

!
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'9**&_._ T cosP + };’th‘P > ‘é’zf- 'rér sin{ + ’“E[—COS&P (88)
- Lamé-ovi koeficijenti su sada:
A=A, Ra=v , Ry=4,

dok su Cr'lstoff‘el—ovn. simboli druge vrste:

4 L LAz
‘r«;z. = r;.d = “r," > rgq_ =-r, r;k =0 J’#_x: dr J¢4,x+2 (89)

Vektor pomeranja u polarno-cilindrickom koordinatnom sis-
temu definiSemo kao:

s = MO DT BN, +uwny,2)K

gde su  AL(r,V¥x)
. -
ranja 3

(90)

i %r¥z) fizilke koordinate vektora pome-
. Kontravarijantne koordinate vektora pomeranja su sada
U

) C Adea V- . : A,
=L i a2 = e
Ja) ’ R, T

, Binwz)

At =

.Y 9n
dok su kovarijantne koordinate vektora pomeranja
Ay = By thyy = AL My = A, Moy =+, My=Ddly =" (92)

Koristedi sada obrasce (80) i (81) dobijamo za kovarijantne koordinate ten-

zora deformacije u polarno-cilindriénom koordinatnom sistemu sledede izraze

A U 4 2y

&n=85 641:2'(3150 ~vr )
v 4, W

22 = Y’(:;ga )5 s g‘(a *ar (93)
U | A, )

£55="52'- 2 . (SQ 2(35&‘/"

dok za fizicke koordinate tenzora def‘ormacije dobi jamo sledeée izraze

£m)=&r‘=éﬁ-~—a—l£

A i = &= i =3[ )32,
& 9?}‘
8(22)=6‘P:.'E?:%(_§¢+u>7 8(45)“5\‘1"‘!”;) ggg 2 oW
& o
6(3:5)- & = —ﬁi= 3z Epay = -__52_}_-... 180 ¥
3

ﬁ293—2 raw +:§z-

koje moZemo da prikaZemo pomoéu matmce tenzora deformacije u obliku

. g?u [( ar 2(32 sx;) & Gv & ]
G = g[ o ), 27 - (m} @’:‘zzﬂ gzv) e & Gy

o TRCLZ N 2w '
1 (9;1+9r) ) _.(_Fé_, +5.) € Cpz £,
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Do istih rezultata moZemo da dodjemo i elementarnim putem

izradunavanjem priraStaja vektora pomeranja Y koji je dat izrazom (90) u
kome su ortovi koordinatnih osa polarno-cilindriénog koordinatnog sistema:

T = Tcosy +g’sin‘P7 ;Ir‘; -?? R
=T+ Poos?, 98 ¢ (96)
= I .

Promena vektora pomeranja je:
S =[S dr+ (55 - 1) dP+ SH ] T L [Pl (s 22 )drﬁ% Ctory
+ (gu’dr Wy 2 dz)R -,

i woZe se u matridnom obliku napisati:

4 (sl U
" 9/& ~(5*_...73-) o dr
£ _ 3
ds) - Slapi=F fraer = [ 4ue) FNY (98)
< «dz
onk 19w W4z
| > T a2

i vidimo da je to proizvod funkcionalne nesimetriéne matrice § i vek-

tora kolone fdj} . Funkcionalna matrica se moZe napisati kao zbir dve matri-
ce, od kojih je jedna simetrina % = 5 i druga antisimetriéna oblika:

us
& -$,-4(5+8)- | {0 2] %( W05
%(%‘:_3‘;’) 3%’-9-?‘ A B
(o -4[E-G] G-
U
g 4(5-8)- [ o A o
kK 2
o |_afom, o ,4_(.4.3'«&-9.2_}\, 0
' z(az ar) 2 ray 9z
Simetricna matrica qu predstavl ja matricu tenzora de-

formacije ¢iji su elementi fizidke koordinate tenzora relativne deformaci je,

dok je druga matrica QSK ,antisimetriéna i predstavlja matricu tenzora

rotacije. Ta kososimetridna matrica omogudava da ugao elementar‘ne rotacije

moZemo da napiSemo u obliku:




o4, L

43w oy
Yav 37
o * E U 218
y’**{\f}:-‘zm’cg ’% B (100)
o Yoy 43U :
r ooy vy

Zapreminska dilatacija izraZena pomoéu fiziékih koordina-

ta vektora pomeranja u polarno-cilindridkom koordindtnom sistemu je:

. U M [ P BW . -
€v=dw”§’=}~+5,r+75¢faz’ (101)

U sluéajh’kada vektor bomeranja ne zavisi eksplicitno od
koordinate < 1 nema komponentu pomeranja u pravcu -0z ose komponentne de-

formacije 1 ugao elementarne rotacilje su:

L e Y
€r=3v > Sy F(T ¥+ 3r (102)
4 [V Al 308 43U
Ev=1 (350 ) Y=g (Fe 50 -7 5%)-
a7 g
, )] winea) - “/ vGY)
AR , _ :
[ e Vr,2)
) : //_’;
VKR
e
z —
/”-— \\ \r >
"~ o) wx 4
/Ly o

Slika br. 6 Slika br. 7

II.7. KOMPONENTE TENZORA MALE DEFORMACIJE I OBRTANJA
U SFERNOM KOORDINATNOM SISTEMU

Usvojimo sferni koordinatni sistem ortogonalnih koordina-
ta  gl=p , g'=¥ 1 @3=7¥ kao Hto je to na sliei br.

- PO e 2V = . . . —_— -
7 naznaceno. Osnovni Jjedinieni koordinatni vektori neka su QW , G
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3
i Yo . Neka je vektor' polozaja tadke N def‘ormabllnog tela odredjen sa:

3 = 5 g =55= 7 ggaévg;so+;gcosys:hw +Tgsm¥, (03

~T R o o 3%
- OUsnovni kovarijantni vektori su: g ¢ = 92"
-9-}' = ?-—S)_z ~§> = A COS'Y’COSY + g cos"}/siy‘\P ¥ K‘,S\Wy
1733 °
7,-25. -;Z’ o5 ¥ sin? 4+ QcosFeosy (104)
J2= 5% = §eo S )
= 5% = -T¢sin ¥ cos? — d ¢ sinPsinf +Egcos?,

te su sada kovarijantne koordinate metrickog tenzora

< ’ ’ 2 _ . )
.Cj’?“ = (ac ,gn)’ 9u=1, glu=§“m5”% NS f“a 9ix=0> 4#15 (105)
dok se kontravarijantne koordinate metrickog tenzora mogu napisati pomocéu:

g*'J'-; g"j > g=def 8 (106)

7— i—‘ - £ . '. s 4 s =

ade su G4 odgovarajuci kofaktori matrice metrickog kovarijantnog tenzo-
ra 1 za sfernl koordinatnl sistem iznose:

ﬁ = ngO_SVY-’ 3

g | (4 -

G“ = gl/ cos*Y ,

14 2. 2 .
= cos ¥
% gzcoszv @ _ ? R G*=9%,
{ - 8 3 : o
33 . - 2 2 . ;
9. o : G” = §rcos*¥ (107)
Sada osnovni kovarijantni koordinatni vektori za sferni koordinatni sistem
su: q’ 4 3‘5 o >
: A
?" = L cos¥ees?y + Z’cos?’_sin‘/’ + Esin¥
T2 4 o
a :
¢ T Ty (-7 54n\/’+é cos¥) > (108)

gé: ?'L(-Z‘>sin“!’cos$"—j"s}n')" sin¥ + FCOSY):

Lamé-ovi koeficijenti su Ay =4 A, = gcos‘f i As=%.
Vektor pomeranja 5’( S ,“P,‘V) u sfernom koordinatnom

sistemu definiSemo kao: ‘ ' '

= e DV s uie PN T

S, ¥) = UE¥WH + VG YY) +W(E,N) % .
gde su  A@Q YY) , BEYY) i WpY¥Y) fizidke koordinate vekto-
ra pomeranja.Kontravarijantne koordinate vektora pomeranja su sada:
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,{,(_.",-:;.f’,?{_‘i)_,_u . ,1,(_.2=»_’g‘.’_’=_2}__,, AL = =

Q,, /72 gCOS‘\V n'b

dok su kovarijantne koor‘dinat.e vektora pomeranja '

My = Py sy = €15, (111)

Llesy 1(_}:_
e 2 (110)

v
Mgz Rylig= 40, A= lalley= goies
Koristeéi obrasce (80) odnosno (81) dobijamo za kovarijantne koordinate ten-

zora deformacije u sfernom koordinatnom sistemusledede izraze

S xp COSY' 2}cos')"]

.U .
644" a% 7 642‘:2
Eqa® gcos“f' +uoosY’~w‘sm’/j Epy = 2[_ = - w] (112)
. 4 2% inY |
(T 1 a)s &g gt *aw””"ﬂ

dok za fizicke koordinate tenzora deformacije dobijamo izraze
A7 4 du 2f v

E.. =€ = & _ du ~££.-__~.
3’3 S /) nE )\ ‘W /)1”1 Jeosy A af s
’7...3 Y] ¢ . & 4 o AW w ! -
Eopm oo b2z 4 W L u, ot Afrau a W g3y
PPN E TGy v Ty Y U ST T sa ey T ’
47 Oue JL ] 5 Y v]
) Sry =N, DS v Tytesy ey T5 L0

éw:: é"y.n’: -5‘)—( .)Y

Koje moZemo da prikaZemo i pomodu matrice tenzora deformacije u kojoj se

prethodni izrazi elementi kolona i vrsta:
140 4

&y Tl ]
_’

dy

€ Sgp Eyy

G=| & &y & |
Coy  Epy Evv/

e
Al 4
. (114)

Do istih rezultata moZemo da dodjemo i elementarnim putem
d . . v I3 2 b 2. s . s
izracunavanjem prirastaja vektora pomeranja 5 ,koji je zadat izrazom

(109) u kome su ortovi koordinatnih osa sfernog koordinatnog sistema

= cos¥ (T ews? +3*an‘{‘) + K siny,

= ~sinP T+ ol ~ .
~sinV(Cos¥Y T + sin¥7) + cos ¥E . (115)

ARSI
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PriraStaj vektora pomei’anja je sada:

ds = { 4 ds +( - Veos¥)dy + w?d?’*} Qo + ’
‘ (116
Py dg +(u<:os’Y’+ )cl‘;” d')" Wsin¥d P} e+
{ d§ f(vsm’Y’—r )d‘?+(u+——)d7’} Y ,

i moZe se u matr-lcnom obliku napisati kao:

W A (oyesn B[4S

de 9% gcos‘f' ¥
X er4 4 §cos Fdy
Jeis]= 5 geos¥d¥(= | 5 gw V(uwsy’-r ———'u}smﬁ") ¢ oy )
3 dy aw 1 . A7 o v
. 'a§ S’COS"{’ (195!"*+ 3¢ ?( +§—‘f—’) gd
proizyod funkcionalné matrice % i vektora kolone {d S’} . Funkecionalnu

wmatricu S‘B moZemo napisati kao zbir dve matrice ,od kojih je jedna sime-
tridna & = 35 i druga antisimetridna Q%K oblika:

4(5+8)  8-4(5-9),
AT 4
4 3? " 2[5’@51[';}0 g(aa;] [§3‘r ?‘“ag] (118)
f‘ 4 _BM v av] o g
b = |z S’C:s‘fa‘f’ grasl [$re GoniF 3% gtg‘f} 2[3,{37 oo t g;p
4 94
z[?av” Z1 [%"g}‘gcjwi‘fg‘;‘;y] ”(/u,a
PR A[42M_ %8
© [3? é}gcjsxfg# ‘[32“# T ] 1(119)
- au B .
5 - %ag ?"f’c/’;;«}%%] 0 Zgﬁyfcog‘f'%ﬂ—é:ﬁ
K
zE% e %} a[g e gczs«rzz\f 3’423; $%

Simetr'iéna matrica predstavlja matricu tenzora deformaci-
Jje ,dok druga matrica $K ,koja je antisimetridna pretstavlja matricu
tenzora rotacije ,te je Ugao elementarne rotacije oblika:
’P AW 4 W

87) gcos\}' E2 S 7

gb=1 _4_6.41_@_9_@ |
2) 9oy g, 3¢ o (120)
r W, 2u

A4
'9' gosy OF
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Zapreminska dilatacija izra¥ena pomodu fizidkih koordina-
ta vektora pomeranja u sfernom koordinatnom sistemuje'
o 4 2K Ji.fi&? ﬂ} S¥
Ev = d’?’s =27 3 ag M7 g fl“f gcos"}‘ a\p
Za 1zvod3en,]e obrazaca (112) i (113) Koristili smo ob-
rasce (82) za 1zracunavanje Cr'lstlf‘f‘el—ovm simbola dr'uge vr*ste Jkoji za
sferni koordinatni sistem iznose:

[;:_ = -gcos’:\" ,

(121)

14
= -3, . 4 (122)
x 2 3 5 -
Da=la =l = Mg
2

i

2 = ——
23 22 tca\[’ 2

3
a2 = sm'\}’ cos'\t"

© II.8. USLOVI KOMPATIBILNOSTI DEFORMACIJA

Svaki tenéorndefohmécije & Je simetriéén,ali svaki si-
metriéni tenzor ne moZe biti tenzor deformacije koji odgovara nekom elemen-
tarnom pomeranju destica heprekidneVSrediné Komponente'teﬁzora deformaci je
su 31metrlcne su simetriéne komponente tenzora kOJl se doblja kovarlgantnlm
dlferen01ran3em vektora elementarnog pomeranja i svih Sest ngegovmh koordi-
natabav151 samo Qd kontravarlgantnlh koordinata /L‘ vektora pomeranja

g ,koje su funkeije poloZaja taéke P. Izvodimo zakljuéak da koordina-

.te tenzora defbrmacijeimogu da budu funkeije koje se dobijaju od kovarijan-

tnog izvoda vektora,a uslovi koji to izraZavaju blce uslovi kompatlbllno~’
sti deforma013a

Uslove kompatlbllnostl dobi jamo. ellmlnac:Lgom koordinata
Al; vektora elementarnog pomer*an;na T iz izraza:

é‘J = —L(ML,J +1,L(7)4,) o (123)

tako da dobljemo izraze u k031ma se ,]avlJaJu samo koordinate tenzora defor-

macije.Zato diferenciramo tenzor deformacije (123) dva puta kovarijantno
‘po koordinati ~ @*“ tako da dobijemo:

Kl o gy
5“2{)"\5 = E(ac)grs -+ MJ’{’B) .7 (12”)




109.

Prethodno dobijeni izraz pomn021mo dva puta uzastopno Rlccl—JeVlm antISIme-

tridnim tenzorom

g% ﬂ;’é,e‘if", (125)
tako da dobijemo:
; P ofsg o r o cirpegie . )
‘1%535 Egra = 7 (PP Mifrs + &P 5/‘1%?"’)'.(126)

U-najopStijem sludaju dvostruko kovarljantno d1ferenc1ran3e nije komutatlvno
Jer-promena mesta -indeksa koji odgovaraju izvodu dovod1 do promene samog ko~
varijantnog 1zvoda. Tu razliku izmedju kovarlJantnlh 1zvoda kOJu 1za21va raz-
mera 1ndeksa,odnosno reda diferenciranja karakteriSe . RelmannfCrlstoffel-ov

erzor. Kako mi radimo sa Euklidskim prostorom u kome je Ilmnfﬁl Rei-
mann-Cristoffel-ov tenzor jednak nuli,to de teqzor' 4(£%;?s biti simetri-
“Can u odnosu na ma kOJl par 1ndeksa é , P i s . S obzirom na to.da
sc pri razmeni indeksa j is ne menJa izvod, odnosno da Jje:

Ahiyjrs = Misspq , | en
i da za Ricci-jeve antisimetridne tenzore pri razmeni indekasa vaZi:
£82 - _ &2, - V (128)
mnoéenjem'dya poslednja izraéa dobi jamo: :

SIR 17 i = — LI gy o
& /uL SPJ é: C4rs . (129)
Kalro se izrazi rie menjaju pri zameni nemlh 1ndekasa ovde razmenom indeksa

j< i s na desnoj strani, jer su t1 1ndek51 nemi doleamo da Je.

§%% /“i,sré - -8 "’jszf(i)sra' >

(129%)
‘odskle sledi: - .
: s S L ‘
&% A isjrs = O - (129%%)
,Analognlm nadinom se pokazuge da Je identidki uvek:
&P idjirs = o (30
Na osnovu ovoga dolazxmo do- uslova ,
inp g ; : , BT R
6( P &452 é‘(;fﬂ's -——0 (131)

koje moragu uvek da zadovolJavaJu koordlnate tenzora deforma01ge ovi uslov1

izraZeni u tenzorskom obliku su uslovi k om patib flnosti ili
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slaganja deformacija i ima 1h‘e7u skalarnom obliku. Ovih Sest skalarnih uslova

kompatibilnosti je linearno nezav:Lsno,alJ. nije i diferencijalno nezavisno,
jer divergencija tenzora daje:

&t 652 ,rap = O

Poslednji izraz je identidki Jednak null,Jer je _tenzor 6,21 rsp U euklldskom
v prostoru. simetridan u odnosu na indekse ,haprimer fo- i 9 dok je ten-
zor ) 5“’ P u odnosu na te 1ndekse antlsn_metr'lcan tako da je prethodna. jed-
nacma 1dent10k1 zadovolaena. To pokaque da je broj potpuno i u svakom slu--
¢aju nezavisnih uslova kompatlbllnpst;. tri.To znac:. tri skalarne jednadine.

" Uslove kompatibilnosti (131) moZemo da napiSemo u razvije-

nom obliku ‘ , . e o

' Lixors + Ers,ie = Ereyis — Eisyre = OR o o(132)

gde indeksi 4K , rs uzimaju redom vrednosti 12,125 13,13; , 23,2'3‘_;," ‘
12,13; 21,23; 31,32;.° '
Kovarijantni izvod tenzora 5‘;7' po xF u ~odndsu. na

osnovni metridki tenzor O L

é&}a r& &r | | ,(133)

dok je njegov dva put kovarijantni izvod:
925,. aé‘rj r- a&r 3&1 r afm
59'>*'< :"ax";ic&' ox* ];“ 9x* rf» am' ar“r
_’afér r m
“aack gk "'Ema Er E‘x ar r Emrrm ];*(134)

+ &tm_g I— + gy\m[—%_ iK }’I‘E“m/_& r é..d 3:);“‘:;" E-u‘ 3k G‘E ’

aa:'»

gde su r i m nemi indeksi. Poslednji izraz iskoristiéemo za transformisanje
oblika uslova kompatibilnosti deformacija (132) i zato je potrebno razme-
nom oznaka indeksa i, k, r i* s da odredimo pojedinacno izvode

Eiyrs s Epsyiv 1 Cines b " Eys,ir 1 njihovim sabiranjem prema
(132) dobijamo uslove kompatibilnosti deformacija kao Sest nezavisnih jedna-
&ina oblika:

& FErs - Pl o2& p « P
orows T Bxiaxt T Bwiex® T aaranF 2 &G [on +2 Euwp [or
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ZELY.P SK ZESY‘PT agmp(n(l_ rs r:’n[;sf)= O 3 (135)

gde smo uveli oznaku:

1Taé& 2& o2& ]
6"5": [aaz: aaciP-'ao:: RS

a indeksi ikrs uzimaju sledede vrednosti 1212, 1313, 2323,1213, 2123,
3132. - : . S
' Za Descartes-ov pravougli koordinatni sistem koordinatd
%, 4 i 2z ,gde su koordinate metridkog tenzora konstantne,a sa
tim Cristoffel-ovi simboli Jjednaki nuli 1 fizidke koordinate tenzora defor-
mzoije jednake sa sa kovarijantnim koordinatama, uslovi kompatibilnosti de-
crmacija se svode na oblik:

,3:..&2 + 9%z :292542 Ci 64" S r@&z 3 & _ 9 E23
ayu 3z I oY 2 . Sgaz axLaz 3y o=z ]’
T, P _, s En _ 8 [9Em _ 3Em 3_&_1]
9 22 3y = azaﬁ dxaz ~ 4L ax 3y 52 (137)
PEu P o X 3% _ 2 [96n | 2En _ 56]
32z t ox2 axaz 9xay T 3zl ox oy 3z.1 > ,
gde su Ey €1, , €33 dilatacijei &, , &, , &4y Kkli-

zanja,zajedno komponentne deformacije.

Do uslova kompatibilnosti deformacija moZemo dodi i na sle-
deti nadin polazedi.od ¢injenice da telo u referentnoj konfiguraciji nede-
fornisanog stanja kao na slici br.ul’ﬁrikéztano,kao i u:kbnfiguraciji defor-
 misanog tela je smeSteno u Euklidovom prostdru od tri dimenzije. Kako je poz-
nato potreban i-dovoljan uslov da prostor bude Euklidov je da je Reimann- -
—Cristbffel-bv tenzor jednak nuli. To znadi’'da kako za referentnu konfigura-
ciju S nedeformisanog tela;tako;i.za‘konfigUraciju S deformisanog tela .
mora da Reimann-Cristoffel-ov tenzor bude jednak nuli,tj da je:

,R';“"PQ_: O o 'Témhpz O

ili

’Rmnpz '_" (Rmmpg'_ =0 -

(138)
Reimann-Cristoffel-ov simbol je_obiika
- 9 _ ?_ - r _ *r
km"?ﬁ_: a;c"E'B“fz 33:9’1—;":“13*{’“"[;'“2 rnz,l——")"‘P > (139
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” gde-su Cristoffel-ovi simboli prve i druge vrste:

T _‘%S%e 3G 9&63 _rf:gkﬂrjaw
we = 2 (3ot T oar 9xtf A4 d T4

i prva dva ¢&lana se mogu napisati u obliku:

s - _3 I[ Gen G P ns azg,m}_

aac" mng T Jx2 m,np- 2 ac“aacP | 2xXax™  @xPax™ 2N
Ima3u01 u v1du vezu (37) uslov (138) mozemo nap1sat1 u obllku
s 6)7) 9 fnp 3 5]]2 9 Cgmp r S r s
3ok * aa:maaci s:r"’aocf’ sanaxE - R Ers (rzm {; "/;p [;n ) *

+2 emzr I;p + Z‘Snpr-lz -2 é-mm- ['_12 26,,2,‘ I_';’P

gde je:

= _ 4 ( aéQr SE%n,; ) 5hp>

5hPr doxch 9P~ T axr

A ovo su veé ranlge dOleenl uslov1 kompatlbllnostl isti sa izrazima (135)
u kojima je uvedena oznaka za dEnpr prema (136).
-Uslove kompatibilnosti deformacija (140) moZemo napisati
u nedto sa¥etijem obliku,a takodje, takodje razvijene za direktna radunania,
pomoéu e™nP.  simbola u obliku:. )

et e[ el e il ey ] e

axraxc? T

Do ovakvog oblika uslova kompatibilnosti~deformacija moZemo doéi i na slede~
¢éi naéin polazeéi od izaraza (138) u kome izvrSimo transformaciju izraza .
(139) za Reimann-Cristoffel-ov tenzor 12mnﬁz koji moZemo da napiSemo u ob-
liku:

man 2 ax ao:P axgax”‘ axpP ga‘,‘mv" axhaxz hp,s

r r r ; 9 -
#Iop g, =lrg r;w" rwgz:r]"?% em™ er 532%:6% * /,;.,r L;ﬁg rf7 ?

FGm PG PG Ze ]+ A,

odnosno

r r ' r
rr'nzkzl;; b r;lz :Vghsjv\ng,s B rm

r o~
1[;P.n- = /:’P /"'2)"

gde smo koristili da je:
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D 4 mni P [ 9" Gimg rs
v innpg = Q e 3angacr | [;2)» &P,sg ]’

Reimann-Cristoffel-ov tenzor 12m“P2 za konfiguraciju S deformisanog te-

ia sada moZemo da napiSemo u obliku:

:QT oL g GFZJ[ ° g’"g +'/—m2,r [;P;S grs] .

mnpg = 2 "9xP
Zako je metrtidki tenzor ’“,,, | za konfiguraciju & deformisanog tela
: A ’
jednak ' ' e
— R - 2 5
sz - g”& "2

To je prema definiciji Cristoffel-ov. simbol prve vrste za konfiguraciju S

Jeformisanog tela jednak'

52 Emor
[:;2, A

mz,r

gde smo uvell oznaku:

'é* —_’/1_ a£2r+9£mr_ Sémg)
mgr T 2 \ o™ a2 3 xr
-‘Za izradunavanje razlike Reimann-Cristoffel-ovih tenzora za
dve definisane konfiguracije S i S prema izrazu (138) potrebno- je sradu-
Azti sledede izraze: ; . ‘
K Img " Ime Qz(gmz = Gma) _ 9 9 éme N

dxXNgxXxP  dxPaxP | 9x"oxP 3" 9P

{2

—

'rmgy,r‘[n:,sgrs'-‘(r:n 2£m2)(f;f,s°f2£ 3>(gr5 2£r5>»_
(oo 2 €y #2663, 65 (2679,

1z poslednih izraza zanemarivanjem dlanova - malih velidina videg reda dobi-
Jamo da je:

DT

o™ e 2 o 2 5 ) 97

Sto zamenom u izraz (138) daje konadan oblik ,3to predstavlga-3ednac1nu kom-
patibilnosti deformacija,oblika (140¥).




11y,

II.9. USLOVI KOMPATIBILNOSTI DEFORMACIJA U POLARNO-
-CILINDRICKOM KOORDINATNOM SISTEMU

Neka su fiiiéke koordinate tenzora &eformacije u polarno-
cilindriSkom koordinatnom sistemu &pn v Cpp oy Gz, Lrp &z
i &pz . Veza izmedju kovarijantnih koordinata tenzora deformacije i fizi-
Skih koordinata tog tenzora u polarno-cilindrickom koordinatnom sistemu je

data vezama:

E,“»: gﬁ- 517_: r Er‘g

E,,=r2§ En = Ez\r' ‘

ézz_ ¢ Py 643 e ('U-H)
3 T Czz 2% = YZ

Cristoffel-ovi simboli druge vrste,razliciti od nule, za polarno;cilindri-

&ki koordinatni sistem su:

4 2 4 T _ 4 .
[a=-7r 5 E4='F 3 Tp = r

2
i pomodu njih mo¥emo sada da predjemo na transformacije uslova kompatibilno-
sti datih u op3tem obliku izrazima (140) ,na polarno-cilindriSke koordinate.
Prvi uslov demo dobiti ako stavimo da su indeksi mnpq jed-
naki 1212 i jednadina (140) dobi ja oblik:

& *én  Pen P P p
ara*f;2 * 3"6;3 B aY”i‘ - ::r-i1 2 <§22P Ef" 2 Shap 11 [— -4 EJP fa+2 E;;P i

-2 Emp (T 7 - ) 0,

i kada se uzmu u obzir vrednsoti Cristoffel-ovih simbola druge vrste,ona se

transformiSe na oblik:

P, b _ PEm_ TE 2 1
'3;:;‘;% + 350;;: - a\;:." ay-af*ZEqul—;z “R&xal 22 "'2—6219. 12 2521(}:1) O

Sada kovarijantne koordinate izrazimo pomodu fizidkih na osnovu veza (141)-
i uzmemo u obzir vrednosti za:

) * /1 (3&4;: 'afzp 9542.

y = _4 3 €
Cup=75 30 T

T2 (g
dobi jamo u konaénom obliku prvu jednadinu kompatibilnosti deformacija u

¥
Fr_ 95 | gn-o, ai

polarno-cilindridkom koordinatnom sistemu. Na isti naéin dobijamo i osta-
lih pet jednaéina menjajuéi redom indekse mnpq. Konadan oblik uslova kom-
patibilnosti deformacija izraZenih pomoéu fizi8kih koordinata u polarno-
eilindridkom koordinatnom sistemu dat je sledeéim sistemom od Sest jednadi-
na oblika:

?
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ay2 or ar | Iy - F T3y = 0 'Err:_Er
2 ‘ Epp =S¢
I *Ezr 9 9 &y v et
oz* arz ~ ™ 3yaz .
2 2 5 Er\p =z&'y
.@ﬁ‘ﬁ 4 3fzz+_fl_ 3£zz_£_a (af\az P ’Oh p —15’
922 P2 9P% roordy r 3zl 3% T Cez)” . Srz=5drz
Epp 1
A p B I £ _ a(réw)]_ 88, F(r &) Flr&y) -0 vz dve
& ezlTm o or 372 T Taray | ezer
1 325". 2. (443)

A 2 d 5r2> -
r avaz ar !“ ar a“’z)] rz araz Eﬂ) ~ TBrav ( r =0

i 9 26 rz 31 6‘."2 91 EYP 32 EZ z »
r opaz T Brez (7“)" 322~ Gray <,r )= O

Uslovi kompatibilnosti deformacija za sludaj da se radi o
polarnom koordinatnom sistemu u ravni se svode na jednu jednadinu kompati-
“ilnosti deformacija oblika:

aErr 43 ( 2 SE‘P)O> _ Ern 2 gz(Y‘ cpr) -

T —or r r arap

4 °_
T Bz TV v (141)

II.10. USLOVI KOMPATIBILNOSTI DEFORMACIJA U SFERNOM
KOORDINATNOM SISTEMU

Neka su fizidke koordinate tenzora def‘ormacijeu sfernom ko-
ordinatnom sistemu = &ep , Epp Eynp , &y , ECov i Epy .
Veza izmedju kovar'l,]antnlh koordinata tenzora- deforma013e i njegovih fizié-
kih koordinata data je sa:

y

€y = & : Esz = S’sz €n=§ oy
En = §%co?Y &y Epp =Qcost Eop Epn = §cos¥ Epy (145)
Cristoffel-ovi simboli druge vrste razliditi od nule za sferni koordinatni
sistem su: Ta1 = -9 cos*¥ _ r;s =-€ [2 = sin¥ cos™¥
m=hi=T3=R1=% Ri=nRi--gv.

Nadin transformacije uslova kompatibilnosti iz opSteg oblika (140) na oblik
u sfernom koordinatnom sistemu pokazademo na primeru transformacije jedne

Jednadine,naprimer &iji su indeksi mﬁpq Jjednaki 2323. Za transformaciju
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ostalih jednadina postupak je identican. Uslov za izabrane vrednosti 2323
u razvijenom obliku glasi:

2 2 ) p )
233:5;2' %«fﬁ - aai’f’ »2&33PD + 2523P oy »-zezzP lor = (1u6)

‘QEmp (G’L r;:s - 22 ) O

gde su:
8533 +2 2Ex4 ® _ A gfn 29524 € :_/l_ 2&%3 ;.
Eavy = 2[ v 15> Ca=3l 3% EY2 ™~ 2 By
] 9533 2 € 4 9€n
5531:2‘ -5y T aw] €a2=3 5% ‘ (147)

Ako sada uzmemo u obzir vrednosti Cristoffel-ovih simbola druge vrste,izraze
(147) i veze kovarijantnih i fizidkih koordinata tenzora deformacije trans-

formisana jednadina uslova kompatibilnosti dobija oblik:

T o T gkdy ez T T TP %y Tag /T 2
2 [y 3Gy 369‘/’) 2 (o2& (148)
| SZCQS}V(B\DQW" 97 5 I (& ~H75 §+)=0

Na slidan nadin se dobijaju i ostale jednadine uslova kom-
patibilnosti . deformacija u sfernom koordinatnom sistemu,tako da ih sada

moZemo napisati u konadnom obliku:

2 &y 4 &y A G 2 3&y Sltfw_'__d_ 3¢ -
§* ¥ '§ 9f3y §2 8¥z ¢ af ofz ' P ap

1 &, 4 &y 25' %G, 2 3'59;- A_ 96,

Gcos¥ spap  glcosty 9¥Y2 §L PP s tE 35 gkt oy
4 9&r tg¥ & 2 :
324 9 £ .l. ‘)Lff)b S) iﬁy =0

2 "aﬂegp?_f 2197 2&s 3 2 s&r o 26y zafv“r
Q2osy dPa¥ | grcosy Y K3 ¥ Seosy 2¥

4 Bffp 4 &y 4 ngpi_ Q_fg'y‘ 969)0 2{3’)“ fg =0

TR v s’oswav’*g 3 T8 e T g

e wp , 8&s
95’8;‘?45@%(55’?“‘%)* {3\’”?_5’(5??“ Eop) %—(fw— &) “5’{ E

i 3[4 &y Aépy 4 36});7 4g2F

sV ¥IE P T 9 T gees¥ o¥l e 63?’"'
¢ fs')" &é'}r 9 Epv 4 - 8&y] " 359‘;« %] o
g’ Y ¢  Cos¥ oFP | gcos‘vf

4 &y b A &y - 2&y __//_(afpy+afw) "é;')"(afw 9 35”)
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A 3w 4 9251-; 15[ 4 9 & a2& :
T RS~ o — | it vy 4 o9&
Seost pov” Feosy 392 " T op|Feosy 39 ¢ 8y "% avi
4 afwy . ‘2 aé‘?? ty'}l’ a€ )
= o — o 3 S ¥ 2 Gy
S 3% 7T v Tpn [ v +S 5 - EP)’*]:.O

4
—a —

2w phogypTows 1 T g2 T8

2 2& & & &
- §%ost (G?Pa}? fg)& Sy 2 ﬂj‘f' (a g ‘l:? 7&552«/») O

2
&y, A &)&_l_ 28y /(9§PP+ 935;&)? z‘ey(afwzafw

II.11. ODREDJIVANJE KOMPONENTNIH POMERANJA

Pomoéu formula (21) do (25) mogu da se izradunaju kompo-
rente tenzora male deformacije,kada su u Descartes-ovom koordinatnom siste-
my poznate koordinate vektora pomeranja (5‘3)‘3 ,Z) , 7;’*(9:,43 )z) i

’11.9'(3:,’3 2) . To je veoma lako jer se izvodi diferenciranjem. U tehni-
3koj praksi pak desto se srede obrnuti zadatak,naime poznate su komponente
tznzora deformacije, a treba odrediti vektor pomeranja -.SV ,odnosno njego-
ve koordinate - komponentna pomeranja  AL(x,4,2) , V(xy,2) i wWHxy2).
Za izr'aéunavanjekomponenata vektora pomeranja kada su zadate komponente
tenzor’é male deformacije é‘;{ ,potr'ebno;jey re$iti sistem od Sest rlineaf?é‘
nih parcijalnih jednadina prvog reda. Znadi zadatak se svodi na sledeéi pro-
blem: poznate su jednoznaéno ddredjene komponentne deformacije <&x , &y

£z , A%:y , &&= i 2 koje su u opitem sludaju funkeije koor-
dinata = , e i =z sa odredjenim neprekidnim izvodima do drugog reda,
a potr'ebno Je odrediti tri f’unkc:.,]e AL (,y,2), ’l%ar;:y,l) 1u9<¥,y7-) koje su takodje
funkeil je koordinata R y i 2z ,a koje treba isto da budu jednozna-
&ne i da imaju neprekidne izvode tredeg reda. Zato i zadatak ne moZe biti
Jjednoznadan po reSenju ako date funkeije - komponentne deformacije -~ dilata-
cije i klizanja ne ispunjavaju neké dopimske uslove.

Ako po datim komponentama tenzora deformacije odredimo po-
meranja 4 , 2+ 1 - ,to prisjedinjujuéi s njima beskonadno malo
pomeranje tela kao krute celine dobijamo nova pomeranja,3to olevidno takodje
odgovara datim komponentama tenzora deformacije;tako da pomeranje tela kao
krutog u celini nema nikakvog uticaja na éistu deformaciju. Zbog toga radi
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definisanosti, dopunski moZemo zadati projekecije pomeranja neke tacke tela
i komponente tenzora obrtanja u toj tadki. Neka su.zato u tacki P poznata
komponentna pomeranja Ao , Ve i %, , i komponente tenzora obr-
tanja o, 2 i r . Kao Sto smo ranije rekli da u sludaju diste
homogene deformacije u okolini date tadke vektor pomeranja ima svoj potenci-
jal i pomodu njega se moZe izraziti kao njegov gradijent. Takodje je iz ma-
tematike poznato da ako su zadate tri funkecilje g)(a:,*;j )2 , ch,ﬂd,z)
i ’R(ac,«d,z) koje predstavljaju parcijalne izvode neke skalarne funkcije
Uey,z) tako da Je:

-~ l,y,2)
PCI)"d)Z) = -—~—————_a U:(x,y,z) Q( *'“———-—‘ag?,y’z>')%(mﬂ)z)z xy2(150)

onda tu skalarnu funkeciju moZemo odr'edltl pomocu izraza:

(oy,2) = ff’cx,y,zﬂx + f@fxo,y.@dg( f Reorppdzs C, (151

pri éemu f‘unkc:L,]e P, Y, z) y QEyR) 1 'R(:x)\é z) ne mogu biti zadate
proizvoljno veé moraju zadovoljavati Cauchy-Reimann-ove uslove:

sP _ 2@ ¥ _ 9R . 3R _ R ~
ay “9x ) 8z = 9x’ ER oY (152)

Ovo su uslovi 1ntegr'ab11nost1 Integr'acmna konstanta u izrazu (151) odre-
dJuJe se iz granicénog uslova u tacki P.

Pomeranja  AL(x, g,z) ,  Voy2) i wWxyz) moraju
biti nezavisna od putanje kojom tacka P predje u tacku P’ ,jer je vektor
pomeranja za sludaj diste deformacije gradijent skalarne funkeije,te zato
pomeranja A+ , ¥ i X moZemo da odredimo pomoéu obrasca (151),zbog
dega je potrebno da poznajemo prve parcijalne izvode komponentnih pomeranja.
Medjutim nama su poznate komponentne deformacije, dilatacije &x , & 1

&z i klizanja Aﬁy , &2 i ¥, ,koje nam direktno daju samo neke
parcijalne izvode komponentnih pomeranja,dok ostale moramo da odr*edimo,éto'
se moZe izvesti koriSdenjem Cauchy-Reimann-ovih uslova (152). ‘

19 Za odredjivanje komponentnog pomeranja u pravcu Ox ose

potrebno je da odredimo sledeée parcijalne izvode g_;:_x , géi i -g—g—
Ovde je neposredno %/f_l = Ex .

Za odredjivanje parcijalnog izvoda

.aait_ treba prvo odre-

diti njegove parcijalne izvode te ée s obzirom na komponentne deformacije

biti: ’
3 BM _ 3 au 3 Ex
ax ag T oM 3x ag
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S (aMy_ 3 w_ 3k, 3&
(55 ) E(X*J" )

c)g 344 3—33 = gg 5%
a au) 49{ 91&) (aa az% ,/a ) ( 3();‘ 333, 93‘) (153)
3y 2 eyle= 2 52\3y ax T2 5% az 3y toz
au

Yako sada znamo parcijalne izvode par'c:LJalnog izvoda '—53— to primenom

cbrasca (151) imamo da je:
?—‘L E"dx [ 24 d f[ b o, 24 xf,{}ﬁ- . (154)
ag " s 2 g/

Na slidan nadin odredJuJemo i parcijalne izvode parcijalnog izvoda -g-‘g‘ kao:

3 au,)_a_ 3 )~ o8&
FEANE ¥Z \ox/ ~

2 fauy_d (ouU\_ A odvz  30xy Ségz

‘ég(’é:?"ﬁ(ﬁy ‘?(* ax Tz T 2y (155)
3 (. 2 (L, - 2. oex  9Ez

z\sz|~ sz \9=x T 9x/ T Taz ox ?

te pr'imenom obr'asca (151)  odredjujemo parecijalni izvod kao:

f?_%da: 9()%1 [ 90y _ 93;;2 Gly \ﬁ:gﬂ QE C!Z-f- C (156)

a/g 2z a:r
%o ‘.‘ ‘Jo

; 24

. ax ! ag Ey4

mcZe odrediti komponentno pomeranje zL(,(a(,'\J ,/Z) u praveu Ox ose,a primenom

istog obrasca (151) ,tako da dobi jemo:

M(%yZ)_/ dm+ [__ ﬁ clz~rc3 (157)

2° Za odredjlvanae komponentnog pomeranja u praveu Oy ose
potrebno je da odredimo sledede parcijalne izvode g—g ' %%’ i -aa—g
Medjutim kako smo veé odredili komponentno pomeranje  A{(x,y,2) U pravcu
Ox..ose' to je odredjivanje komponentnog pomeranja v'_-(x,}j,z) u praveu Oy

ose ne3to prostije jer su nam neki izvodi veé poznati.

0

PoSto su poznati izvodi lako se

Iz Cauchy-jeve jednadine neposredno sledi da je:

N au
EECR N AL

dok za odredjivanje parcijalnog izvoda _g_zg tret;a prvo odrediti::njegove

2
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parc13alne izvode kao:

2 (3.2 oy 2y 2 (24

sx\az) =5z Lem) ™ T2z T 2 \3Y,
g [av AEy .
E <3z_) 9z o ' . (158)
) X. 9&1 _ B
az( ) AN )"‘ oz M ) _ ,
pomocu kojih,a i obrazaca (151) odredjujemo parcijalni izvod kao:
X
v [y _ 3 ]C/ 3& 35] dzy Q, :
3z~ ||z az, &7 e (159)
xs q=d°

Posto smo odr*edlll parcn.galne izvode komponentnog pomeranja

1}'@%{ Z) to primenom obrazaca (151) odr‘edgugemo o komponentno pomeranje
u praveu Oy ose

W y,2) ‘/[éiy 5 dx-;— [g] dg—i—ﬁg dz—t- Cs .

3 Kako su svi parcijalni izvodi f‘unkc:LJa /L((x,g)z )
U’C'x;g ) Z) komponenata vektora pomeranja [S pravcima Ox i Oy osa ra-
nije odredjeni, parcijalne izvode komponente ’l(}(:t,y,Z) vektora pomeranja u

praveu Oz ose,odredjujemo najprostije neposredno iz Cauchy-Jjevih Jjednacina
tako da su njihove vrednosti

(160)

i

oW _ s _ 1% EL O (161)
sx=dm-g7; T4t o e -
(x,y,2)

Unosenjem poslednjih izraza u obrazac (151) odredjujemo samu komponentu
vektora pomeranja 3’(%5,2) ,koja je u praveu ose Oz’

mx«é,z)_ﬁy | dx,»ﬁ:g@z zﬁg] dz+C

(162)
4= w
U toku odredjlvanJa f'unkcua Ulx,y,2) Px,y,2) i
w'('»r,y,z) ‘kao komponenata vektora pomeranja g(x,g,z) ,javilo se Sest inte-
gracionih konstanti: tri prilikom odredjivanja parcijalnih 1zvoda
U i 2
3Z
pomeranja

44
2
3z i tri pri odredjivanju samih funkcija - komponentnlh

AU, Z) , Vlc,ny,2zy 1 'ld{a:,g,z).

b

Ve¢ smo ranije rekli da ove komponente vektora pomeranja,
koje smo odredili odgovaraju pomeranjima usled &iste deformacije,pa je zato

3 j '
potrebno dodati im pomeranja koja odgovaraju pomeranju tela kao krutog usled
Giste ‘translacije i ¢iste rotacije,a ta pomeranja iznose
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A = Ay 4-22“7‘%

W= VU, +roc-pz : : (163)
W= WPy -gx ,
zde pomeranja ., y % 1w, odgovaraju malim translacijama,dok

ostali delovi odgovaraju rotaciji. S obzirom na izvedene relacije integraci-
one konstante koje se pojavljuju u izvedenim intégr-alima za komponentna pome-

ranja su Jednake: :
' Cp=-r Cy= Lo Cs= 7

02:2/ G[:—fo - C’6'=1J33
tj«njihove vrednosti se odredjuju iz granidénih uslova.

Da bi bilo moguée odredjivanje komponentnih pomeranja Ai; ,
Yoja su geometrijski moguda, potrebno je da izmedju komponenata tenzora de-
formacije postoje izvesne veze,koje nisu nista drugo do uslovi integrabilno-
sti-dati Cauchy-Reimasn-ovim uslovima.

Da bi smo odredili parcijalni izvod %  komponentnog po-
meranja 4 (xy,z) u praveu Ox ose,potrebno Jje da njegovi parcijalni izvodi
2—9—(9—‘-‘-) 2 ( 9—‘—/:) i gi'(% ) zadovol javaju Cauchy-Reiman-ove uslove -

9x \94 ! 9%
integrabilnosti koji se mogu napisati u obliku:

splatl =B,
%f[ga‘c(&‘;é'}: g—o?[gf %éf)] > | (164)

FE ( au)} 3 [_’a_ ( _3_4_1)]
N ENE oy 52 \og ) »
voje unoSenjem desnih strana izraza (153) daju sledede uslove:

k % + glfy - aq'a%r.y
3y T sxr T dway 2

aifx =4 13 aJ&y aa’iz _ Ba%z-] , k (165)
573y ~ 2 ax |32 o4 ax , :
8 _ 12 [aé’,ﬁ, . 3 aJ&z]
dxaz QAJ 2 I
. : . U
Da bi se iz izraza (156) odredio parcijalni izvod =z~
. . . s s s ys D [ 2 /79U .
potrebno je da njegovi parcijalni izvodi 7% (3%, y B ) i
g—z— -—fg% , zadovoljavaju Cauchy-Reiman-ove uslove integrabilnosti:

- =hEH]
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5. w08,
%‘[‘gg(“‘gi)]*‘gg“gzg—;) (166)

Kada se u prethodne uslove unesu izrazi (155) dobijamo sledede uslove:-

%, L 3%& . %
az*—"‘ 9x* T »xaZ

>

32535 [ab&z xy _ 33992.] ‘ . (167)
zay ag 2, 8 9 J ?

9% _ [33992 ab&z _ acﬁxJ

gasy 9z 47

od kojih je drugi identidan sa drugim uslovom iz (165).

Na kraju, da bi se iz izraza (159) odredio parcijalni izvod

%bi komponentnog pomeranja Y}Cx,g ,2) ,potrebno je da njegovi parcijal-
ni izvodi -:a—— gzz?-> ; -;-’3-(%% i %(%%} takod je zadovoljavaju Cauchy-Reiman-

-ove uslove m‘cegr-abilnosti u obliku:
o fe (. 3 [2 (35,
oy Lax PZ LT 2xisy\ sz

L] HeR)

S8 - o[ 20)-

Ako u poslednje uslove unesemo izraze sa desne strane sistema (158) dobicemo

(168)

samo jedan novi uslov,jer su ostala dva identidna veé ranije dobijenim i to:

Laiéy 31‘5:. - azayy.z

(169)

4 =
3> 8@"- 949z
Cauchy-Reiman-ovi uslovi integrabilnosti izmedju samih funkeija AL ,
1% i u¥°  komponentnih pomeranja ne daju ni jedan novi uslov u

odnosu na veé dobijene. Izvodimo zakljudak da postoji Sest uslova kojima su
podvrgnute komponentne dilatacije i klizanja da bi one bile geometrijski mo-
guée u konfiguraciji linijskih elemenata i uglova izmedju njih za deformisano
telo i telo u prirodnom stanju i da bi se mogla odrediti komponentna pomera-
nja tadaka iz jedne konfiguracije prirodnog stanja tela u konfiguraciju de-
formisanog tela.Ti uslovi sredjeni u sistem od Sest su:

9t + 9159 = 3130:\3

3‘31 axa docay

% Ex . .

9z2 89X T 3x 3z

N | 86 . Ny
-+ =

9z% 3 “ z oz a-}

(170)
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%y _ 3 93§y 92&1 93§2J R
a;gaz = = £y

2 "€y _ [ 33’5&)’ aaﬁz _ 9&2
FxoL ax ~ 3y d’ :
(170%)
p e 3 T3 | 3% ab‘iy] _ .
dxay 82 | BY +t 3T Bz

Cvaj sistem od Sest parcijalnih diferencijalnih jednadina po specifiénim de-
formacijama: komponentnim dilatacijama Ex , &y i &€, i komponen-
tnim klizanjima éﬁny ’ X;z. i 331 nazivaju se uslovima poklapanja
deformacija ili Saint-Venant-ovim uslovima kompatibilnosti
ili saglasnosti deformacija. Ovi uslovi moraju biti ispunjeni u svakoj tadki
tela da bi se zadate komponentne specifiéne deformacije mogle ostvarivati,
tj. da bi pomodu njih odredjena pomeranja mogla dedavati prilikom prelaska
tela iz jedne u drugu konfiguraciju. Prva tri uslova daju vezu izmedju kom-
vonentnih dilatacija 1linijskih elemenata u dva ortogonalna pravca kroz datu
tadlku i komponentnog klizanja - promene pravog uglalizmedju njih pri prelas-
#u tela i konfiguracije prirodnog stanja tela u konfiguraciju deformisanog
tela.Znadi da ta tri prva uslova daju vézu iimedju kombonentnih specifidénih
deformacija dve dilatacije i jednog klizanja u jednoj ravni.Svaki od druga
tri uslova daju vezu izmedju dilatacije linijskog elementa kroz posmatranu
tadku i promena pravih uglova izmedju linijskih elemenata u tri ortogonalna
pravea kroz tu tadku,od kojih je jedan pravac odredjen linijskim elementom
naznadene dilatacije.Znadi da druga tri uslova vezujemo za prostorno stanje
geformacija,za rézliku od prethodna tri koja su vezana za jednu od ravni, jer

daju vezu izmedju jedne komponentne dilatacije i tri komponentna klizanja.

Ovde izvedeni uslovi kompatibilnosti deformacija (170) do-
bijeni su kao posledica uslova integrabilnosti prilikom odredjivanja kompo~-
nenata vektora pomeranja ?ﬁh;gg):Aukg;5?+ﬁkﬁyﬁgiuﬂn39Zidentiéni Su sa us-
Tovima (137) koje smo izveli iz tenzorskog oblika. Geometrijska potreba za
vostojanjem uslova kompatibilnosti se moZe obijasniti i na sledeéi nadin.Ne-
ka zamislimo da deformabilno telo podelimo na veéi broj delova u nedeformi-
sanom stanju i damo im male deformacije, a zatim pokuSamo da od tako deformi-
sanih deliéa sastavimo telo u nov03 konflgura0131 kojoj odgovara deformisano
stanje tela usled dejstva spoljadnjih sila. To de nam uspeti jedino pod uslo—
vom da deformacije tih komponentnih delova nisu pr01zv013ne. Znadi da bi smo
opet dobili telo koje predstavlja neprekidnu’sredinu,male deformacije delova
tela moraju da zadovoljavaju uslove kompatibilnosti deformacije,koji su mate-
matidki izra¥eni u obliku (170).
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TT.12. TRANSFORMACIJA MATRICE TENZORA DEFORMACIJE
- PRI ROTACIJI KOORDINATNOG SISTEMA

Neka je Qﬁ? matrica tenzora specifiéne dformacije u Des-

cartes-ovom koordinatnom sistemu. Oxyz:
€ £y 1he]
£ = |gdy & iy ' (171)
" the 38y &) | R
Neka se sada trijedar Oxyz zaokrene oko sVég koordinatnog podetka O i pre-

dje u trijedar 0573 kao Sto je na slici br. 8 prikazano.Taj novodobijeni ko-
ordinatni sistem je isto pravougli Descartes-ov,i njegove koordinatne ose
grade sa osama starog trijedra uglove ¢iji su kosinusi: cosd , COS/5( i
cosb& (i=1,2,3). Tih devet kosinusa smera su koeficijenti transformaci-
jepravoﬁglih koordinata i pomoéu njih mo¥emo sastaviti transformacionu matri-
cu A éije su kolone kosinusi smerova ortova novih'osa u odnosu na sta-
re,3to je takodje uotljivo sa slike br.8. Transformaciona matrica A se mo-

Ze napisati u obliku:

cosoly  cosd, comoy

A\ = oS CoSPL o5/ (172)
COSXHA COSAXL CDSEQ:S

Posmatrajmo sada vektor polozaja tadke P
" u starom i novom koordinatnom sistemu i
njemu pridruZen linijski element OP. Ne-
ka je ,{r} matrica kolona sastavljena
od koordinata vektora poloZaja taCke Pu

starom koordinatnom sistemu, {g} matri-

Slika br. 8

ca kolona koordinata istog vektora u novom
] koordinatnom sistemu.Vezu izmedju njih mo-
mo%emo napisati pomodu transformacije matrice AN  kao:

- Asy e ALY (73

Kako je transformaciona matrica ortogonalna, 4 kako je njena determinanta
jednaka Jjedinici, |A| = 1, to ée njena inverzna matrica biti jednaka trans-
ponovanoj , A = AN te zbog toga moZemo da napiSemo da je:
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{81= A iy = AlLrY. -amm

Neka je g\ redukovani vektor deformacije izraZen pomoéu
matrice kolone {8}3 u starom koordinatnom sistemu,a {EfAS taj isti
redukovani vektor specifidéne deformacije U novom koordinatnom sistemu.Oznadi-
mo sa ﬁ tenzor deformacije. u referentnom koordinatnom sistemu Oxyz u
LaCki P tela =za odredjeno stanje deformacija izazvano definisanim dejstvom
=pol jasnjeg Opterééenja,a sa Q? matricu tenzora deformacije za isto sta-
nje deformacija,ali u novom koordinatnom sisteniu O&ys, . Na osnovu jednaci-
ne (16) za odredjivanje redukovanih vektora deformacije u istoj tadki P i za
lini jski element u pravcu orta w ,ko0ji u starom koordinatnom sistemu iz~
razavamo matricom kolonom in} ,a u novom koordinatnom sistemu matricom ko-
~ionom {'E} ,moZemo da napiSemo sledece:

I8.3= & ny, A{S‘nﬁ = A8y

(8 =& {ny,  [Fy = Alin}

Kako je redukovani vektor specificne deformacije Si u tacki P tela za

()

pravac odredjen ortom W nepromenljiv za odredjeno stanje deformacija iako
wenjamo koordinatni sistem u kome ga matematicki opisujemo %o ée se promeni-
ti samo njegove koordinate sadrzane u matrici koloni koju mu u- odredjenom ko-

ordinatnom sistemu pridruzujemo.Zato postoji slededa veza:
{S}L} ZMégn}]’—t /—&(Ig {h_.s :M@A{ﬁ_?}:&{ny (175)

Ako imamo u vidu vezu (174) dolazimo do zavisnosti komponenata tenzora defor-
macije u novom i starom sistemu koordinata oblika: ‘

E = AEA

] & 53&75_ LIRS €osdy Cos > cosdy )& A8, EIA’ZX tosd, tosd, Elzzl

& = .%3’2;7 &g 3‘-3’;»2 = [osg, cos/b, costs [[Ky &, 14, || cospy 0513, o5 s
2% 1% & cosds Cosp, Cos¥ifg, s &, (0% cosd; CoSda)
Ako nas interesuju pojédinaéno komponentne dilatacije u novom koordinatnom
sistemu izraZene pomodudilatacija i klizanja u starom koor‘diriatnbm sistemu
moZemo da napiSemo: o ' k

Eg = (<) &'y
59& (J.')QS{A.'} .
és (K")ﬁ {K"} s

"

a7

#
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odnosno za komponentna klizanja moZemo da napiSemo:

= <4*>a“2{c§
45’;‘3 (4‘3)&2‘(’}

(178)

II.13. GLAVNE DILATACIJE I GLAVNI PRAVCI DILATACIJA

Kroz svaku tatku P proizvoljno izabranu u napregnutom te-
lu,koje je deformisano u odnosu na prirodno stanje,moZe se postaviti beskraj-
no mnoge 1nijskih elemenatarazliditih pravaca i svakom od njih odgovara po
jedan redukovani vektor deformacije,odnosno vektor specifiéne deformacije,ko-
ju u opdtem sludaju se ne poklapa sa pravcem odredjenim ortom {YL} orjentaci-
Jje linijskog elementa u prlrodnom stanju tela. Ali se ipak moZe naéi takav
lini jski element u pravcu orta Yls za koji je redukovani vektor deformaci-
Je Ei:; Shfii kolinearan sa tim pravcem.Za taj pravac vektor 3§:; speci-
ficne deformacije je u istom praveu kao i linijski element uoden u prirodnom .
stanju tela. Takav pravac se zove glavni pravac dilata-
¢ i'j e, a ta dilatacija glavna dilatacija. Redukovani
vektor deformacije ili vektor specificne deformacije za linijski element u
pravcu glavne dilatacije je kolinearan sa ortom koji odredjuje pravac glavne

dilatacije i zato piSemo:

“8:’1:: 5;577;= é‘sﬁ: - Zs(gt;s:(]: Gqfo{“szr = éSinSS | (179)

odakle dobijamo matriénu jednadinu oblika:
C ] &g %3& 38y d o
(£ - & I) {ns’s =0> iy gk 3% ={0}% (180)
. ’ &z ng &6 255 £Js
Ova matricna jednadina odgovara sistemu homogenih algebarsxlh jednacina koji
ima reSenja razlidita od trivijalnih,samo ako je determinanta sistema jedna-~
ka nuli.‘Taj4uslov daje jednadinu oblika:

F&y = J(g ‘Esﬂ = ‘53“‘81 &+ 82&5 _83:0.

Ex-Es F&y 2
Sy = | 2y &-8 L&y [=0. : (181)
_g_‘(ﬁz '{-a@z E2-& :

,
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va dobijena jednaCina je sekularna jednacina. Ona ima tri realna korena & ,
== 1,2,3. Ti koreni su vrednosti glavnih dilatacija. Koeficijenti sekularne
jednadine su skalari - invarijante matrice tenzora deformacije i izraduna-
vaju se pomodu definisanih izraza (29) ako se radi o Descartes-ovom koordi-
natnom sistemu.Pravei orjentacija linijékih elemenata 71: sa kojima su koli-
nearni njihovi vektori specifiénih deformacija nazivaju se glavni pravei di-
latacija ili jo3 i glavni pravei stanja deformacija. Kosinusi smerova cosels ,
TOS o, i cosdg glavnih. pravaca dilatacija odnose se jedan prema drugom
kao odgovarajuéi kofaktori elemenata poslednje vrste i odgovarajuée kolone
u determinanti iz izraza (181) i moraju da zadovoljavaju uslov da je:

2 2 2 .
203 olg + cOs g+ cos & = 1 (182)
" Pefinisani odnosi su oblika:
cogds _ cosPs . cosds  _ C,
; = =
2y 38| |86 18l lece 18y (183)
€8 $Hz| T3y 4% 38y &€

gde su &g glavne dilatacije 1ili intenziteti glavnih vektora specifiéne
deformacije i ‘izr'aéunati su kao koreni éekularne Jjednaéine (181). Ove jedna-
&ine treba uzeti za svaki glavni pravac dilatacije i njemu odgovarajudu vred-
nost glavne dilatacije & s , tako da ée se dobiti tri glavna praveca dila-
tacija odredjena odgovarajuéim setom od po tri kosinusa smera. Ti glavni
oravei deformacija ili dilatacija su uzajamno ortogonalni Sto moZemo pokaza-
ti iz sledeéih jednalina za pravce oznalene sa sir:

&nsy= &sing | (ne)
Eind = &ing [ (no

Pryu od ovih jednadina pomnoZzimo ortom {)’l,‘} glavnog pravea oznadenog sa

(18u)

r, a drugu ortom { Y)ss Jjednog od preostala dva glavna pravca oznadenog sa s
i tako dobijene jednaline oduzmemo,pa sledi da je:

(Es-&) Ny = 0. (184%)
Kako glavne dilatacije &; i &  u opStem sludaju nisu medjusobno jedna-
ke to mora da je: A '

Sto predstavlja uslov ortogonalnosti glavnih pravaca dilatacija,odnosno glav-
nih pravaca vektora specifiénih deformacija. Kada je koordinatni sistem iza-
bran tako da se njegove koordinatne ose poklapaju sa glavnim praveima dilata-

cija onda odgovarajuéi tenzor deformacije ima pridruZenu matricu dijagonalnu.
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~ Elementi na glavnoj dijagonali matrice tenzora specifidne deformacije'za ko~
ordlnatnl sistem glavnlh pravaca deforma013a su Jednakl vrednostima glavnlh
dllatac13a Ta matrica tenzora deformacije ima oblik:

@ [& : , : S
(f: = &2 {186)
, e , | g
Redukovani vektor'défofmacije ili vektor speéifiéne‘deformacije za lini jski
element orjentisan ortom {"} se sada mo¥e napisati u obliku:

v ) - fe, wsa ] £, cosa
S1= €V ny=| e [{espe acop
2 n} tny € ) cos¥ €5 cosd (187)

Primenjujuéi Viéte-ove obrasce iz sekularne jednadine sledi
da su invarijante tenzora deformacije (186) jednake:

CS°=E FEy+ &y =L + &+ &
PR TR (188)
CE:_':&E,_*-E,_E:.,}E,E;,,

63 = 64 82&}

II.14. VEKTOR SPECIFICNE DEFORMACIJE ZA LINIJSKI ELEMENT
ORJENTISAN OKTAEDARSKIM ORTOM

Oktaedarsij ort je ort pravea normale na oktaedarsku ravan:

A
\E
%wé?h} (8y)

Jer oktoedarska ravan zaklapa iste uglo-

ve sa koordinatnim ravnima koordinatnog
sistema 01Je se koordlnatne ose. poklapa—
Ju sa glavnlm pravc1ma deform3013a Re-

dukovani vektor deformacije za 11n133k1
element orjentisan oktaedarskim ortom]{;f

Je:

———
o7

r mez @) &4 1 & -
ggnw'é}-’—z gzo‘tj & {noxe} ‘52 ‘;.2’4 =\% & (190)

5::ou;£ & 1 ) Es

- e
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Jok su njegove projekcije na oktaedarski pravac Nuee i oktaedarsku ravan
ouredjene sa: ) | '
1 4 =
Snnaxe = (Nowd) {&‘MWS: 3 (6,16, 8) = % 84 ‘%av

OMtoct = () { Erene § :{%[(a- £\ (Er&)q'f @f&)ﬂ}qi Srtort . (191)

'II.15. POVRSI DEFORMACIJE

Dilatacija linijskog elementa or jentisanog ortom W Jje:
5. = €n= (m&GInY | (192)

. . v . . . » v heg =z
romnozimo prethodnu jednacinu intenzitetom v - vektora polozaja Y=YYL
w - praveu orta ¥ (d ,[B)b‘l’ - Njegove koordinate su ¢ , 4. i 2  pa zbog
VRZE X = vd «j:\r‘[}, i 2=r& mofemo da napiSemo: ‘
C

Ex 2y 15| [x
Py = Eiry= oy 2) |55y & 48y {4 = & NS
%sz JATXYZ & ‘
Prethodna funkcija definiSe povrs deformacije ili deformacijsku povrs,koja .
Jj& geometrijsko mesto zavrdnih tadaka vektora ~Y-‘> ,konstruisanih tako da o
Jde diiataci ja za taj pravac obrnuto srazmerna kvadratu intenziteta tog vekto-
ra. Povrs deformacj:je je centralna povrd drugog reda. Ako se predje na koor- - '
dinatni sistem sa osama u pravcima glavnih pravaca deformaci ja povrs deforma- '

cije dobija jednadinu u obliku:

&, g

oy @ . ' = &, 12 (194)
Cap)= MG =67 s) e [{2f=&r |

& /LS
gde su & , & i & glavne dilatacije,od 3ijih znakova i zavisi oblik

deformaci jske povr3i. Ako su glavne dilatacijeﬁstog znaka povrs deformacije
Jje troosni elipsoid,kome odgovara takvo stanje deformacija u posmatranoj ta-
8ki linijski elementi u svim praveima izloZeni deformacijama istezanja ili
skradivanja. Ako su glavne dilatacije razliditih znakova deformacijska povrs
je Jednograni ili dvograni hipgrboloid razdel jen asimptotskim konusom. Vek-
tor specificne deformacije ili redukovani vektor deformacije za linijsﬁi

element orjentisan ortom W je:




130.
' (195)

5 = g gred F&2.9).

i vidimo da je proporcionalan gfadijentu skalarne funkcije F(,7,%) ,koja

je analiticki izraz povrsi deformaCije. Da bi smo grafiki odredili pravac
vektora spécifiéne deformacije u tacki P treba povudi pravac orjentacije 1li-
nijskog eélementa za koji se traZi vektor specificéne deformacije i u prodor-
noj tacki tog praveca kroz povrs deformacije povudéi hormalu na povrs i vektor
' specifidrie deformacije ©On u tadki P
za linijski element u pravcu T padau
pravac normale na povrs deformacije,kao
Sto je to na slici br. 10 prikazano.

Slika br: 10

II.16. RAZLAGANJE TENZORA DEFORMACIJE NA SFERNI I
g C DEVIJATORSKI DEO

Matricu tenzora relativne deformacije moZemo razloZiti na

' dva dela matricu koj& odgovara sfernom delu tenzora relativne deformacije,
£) &)
é§( i matricu koja odgovara dev13atorskom delu tenzora deformaci je, 4Q}1

kao:

o vy e ESr L ‘&_',:gsr j\%x %\)‘éx
G=D r = | &y w28, EiE 4 '
, , e 2%y y=&r 3y 2 (146
25 e 18 gee, ) U9
-gde je
_ A o (1e7)
Ege 2 -—-(<_‘X+E\_, +Ez) = -~(E,+£2+£3) = - = é = nnan,t—fmsd:

srednja cllatac1Ja i v1d1mo da jée Jednaka dllata0131 11nljskog elementa za
oktaedarski pravac. ,Sfernl'deo tenzora specifiéne deforma013e definizan mat-
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ricom & je:

&) Esr A ’
<fD = & : (198)
65" . ' .
i definise stanje deformacija pri kome se desila samo promena zapremine bez

: : (€)
primene oblika. Devijatorski deo tenzora deformacije definisan matricom q§D

18 &b %X;" 55
@U) =70y &y-& &y |, (199)

;—_(fyz %A%z. Ez ~Esr

cefinise stanje deformacija pri kome se desila samo promena oblika bez prome-
re zapremine pri prelasku tela iz konfiguracije prirodnbgjstanja u konfigu-
raciju deformisanog stanja napregnutog tela. Ovi zakljudei se mogu proveriti
neposiredno, jer su kod- Sfernop, dela tenzora deformacije klizanja Jednaka iz-

medju linijskih elemenata(jednaka nuli,pa znaci da se uglovi izmedju njih. ne
menjaju,ve¢ samo njihove duzire,pa znadi da se oblik zapremine izmedju njih

takodje ne menja,pa nema promene dblika,ali ima promene zapremine. Iﬁvarijan—

te matrice devijatora deformacije su:

&D(E): O

A

@f%a ss,)(e, Eu) + (Ex - Es) (= Esr) 1(Ey - E) (6 &) =
(éﬂ:t_y + dyz ‘“X;@) (4)[_(54 2) "(E‘ 3>+(6” 63)] (200)

D ._,%5“5’;.* o
@ | 0] (& Esr)(&; 55v)(Ez 650'-

[(fx - fsﬂ X)}z + (Ey 5503&1 +(‘z ESrM':ny Aﬂxy nglyz]

,'szposlednjeg se vidi da‘je prva invqrijanta devijatora de-
formaci je ,jednaka nuli,'étoaodgovara_zapneminskoj dilataciji . stanja defor-
macije njime definisanog,koja je:jednaka nuli,pa zakljudujemo.da pri takvom.

stanju deformaeija nema promene’ zapremine, moze da se promeni oblik. zapremine,f

ali ne mora,ali se menja Obllk tela u smislu premestanJa nJegov1h cestlca

Jednih u odnosu na druge. Deformacijska povrs za stanje deformacija definisa- '
no devijatorskim delom tenzora deformacije je hiperboloid,dok je @?fma?,l.;h_

ska povr$ koja odgovara stanju deformacija definisanom  sfernim delom tenzo-
ra deformacije je sfera,pa su dilatacije u svim praveima iste.



132,

II.17. PRAVILO ANALIZE DEFORMACTJA
EKSTREMNE VREDNOSTI DEFOEMACIJE KLIZANJA

Na slieci br. 11 prikazana su dva linijska elementa ﬁ pravei-
ma odredjenim ortovima v i ¥ i vektori relativne deformacije tih
linijskih elemenata iz tadke P opteredenog

tela se mogu napisati kao:

{gn} =& iny ; (201)
{éi}}='ég {v}

PomnoZimo skalarno prvi ortom (%) ,a dru-

gi ortom (M) pa ih oduzmimo i imajuéi

u vidu da je matrica tenzora deformacije
QS simetridna dobijamo da je:

(W {8y = (m)§duy (202)

odnosno

Pre 5= pre ?f; - : (202%)

Ovi izrazi predstavljaju pravilo analize deformacija koje moZemo da definiSe-
mo na slededi nadin: Za dva linijska elementa povudena iz jedne tadke P na-

. .. . . > Prod v .
pregnutog tela u pravcima odredjenim ortovima ~m i ¥ vazi da je pro-
jekeija vektora.relativne deformacije linijskog elementa u praveu orta 1L
na’ pravac orta % ,jednaka je projekciji vektora relativne deformacije
1linijskog elementa u praveu orta 7* na pravac orta M

Ovo je pravilo sasvim analogno osnovnom pravilu analize na-
pona,a koje se svodi na pravilo o konjugovanosti smiduéih napona kada se ra-

di o ortogonalnim ortovima kojima su definisane ravni za koje se odredjuju
ti naponi. Kada se radi o ortogonalnim linijskim elementima onda se iz 6vog
pravila dobija identitet 3ﬁ1; =.A%;n u kome figurisdu klizanja,promene
pravog'ugla izmedju ortogonalnin linijskih elemenata od konfiguracije pri- -
- rodnog stanja tela do konfiguracije deformisanog tela. R »

Ako uporedimo matematidke modele kojima smo opisivali sta-

nje napona i stanje deformacija vidimo da su oni skoro identiéni.sa<yrlo ma-
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2im specifidnostima i da su fizidko -geometrijska tumadenja analogna sa izve-
sqim specifiénostima.Ukaiimo na odgovaréjuéu analogiju koja postoji izmedju
welidina kojima opisujemo stanja napona i stanja deformacija optereéenog te-
la. Tenzoru napona odgovara tenzor relativne deformacije;pa je matrici tenzo-
ra napona N/ odgovarajuéa matrica tenzora relativne deformacije qﬁ?
Vektoru © totalnog hapdna %ﬁ: odgovara vektdr relativne deformacije

;§: ,& normalnom nabonu %n‘ za ravan sa normalom s odgovara dilata-
eija €y linijskog elementa u praveu orta n  ,tj. projékcija vektora re-
lativne deformacije Sﬁ za taj linijski elemeént na sam pravac linijskog ele-
nenta,dok smidudem naponu Cnv za ravan sa normalom T U praveu orta T

- —
odgovara komponenta Skuu vektora relativne deformaci je Sn 1lini jskog

clementa orjentisanog ortom W oau praveu odredjenom ortom ¥ .Ako su
tadva orta W i 14 ortogonalpa onda smiduéem naponu odgovara klizanje,
odrosno & . Glavnim normalnim naponima 6 , &2 i &3
odgovaraju glavne dilatacije Er , €& 1 &  odnosno glavne specifi-
éne deformacije,a glavnim praveima napfezanja 1,2 1 3 glavni pravei defor-
@acija odnosno dilatacija, 1,2 i 3. :

UopStava juéi sada dalje,bez izvodjenja izraza na osnovu uo~
¢ene analogije moZemo izvesti slededi zakljudak: U praveima odredjenim orto-

Slika br. 12




134, ‘
vima normala parova ravni ekstremnih vrednosti smicuéih napona odgovaraju
pravei linijskih elemenata izmedju kojih se javljaju najvede specifiéne de-

formacije - kllzange odnosno najvede promene prav1h uglova pri uporedJenJu

‘konflgurac13e prirodnog stanja tela i napregnutog tela.To se odnosi na paro-
ve u konflgura0131 prlrodnog stanJa tela ortogonalnlh 11n13sk1h elemenata ko-
ji sa glavnim praveima dllatac13a zaklapaJu uglove od +-J/4 .Te promene pra—

vih uglova predstavljaju ekstremne vrednosti klizanja i analogno izradunava-

ekstremnih vrednosti smidudih ngpona'moiemo da napiSemo za ta klizanja:

= + - : V k . ’
aﬂia& £ Gs), 3’;,,?’5 @8,  Spemt (G-&)s (03)
dok su dilatacije linijskih elemenata u tim pravcima odredjene srednjim vred-
nostima poluzbira glavnih dilatacija:.
, ) ' 204)
'&Iz"zi(gi‘f'e:),) 2 £.H =Vg‘.(€,’+—63)3 fﬂ:é(&f 'Ffz). ( )

) Na slici br. 12 prikazani su parovi pravaca: Ia i Ib ;
I, i II, i IIIé i VIIIb ~ parova linijskih elemenata koji polaze iz
iste tadke deformabilnog tela u konfiguraciji prirodnog stanja tela koji su
tada ortogonalni,a izmedju njih se javljaju ekstremne vrednosti promene pra-
vih uglova u predjenju sa bstalim'ortogonalnim linijskim elementima iz iste
tadke pri prelasku u novu konfiguraciju deformisanog tela usled dejstva spo-
1jadnjeg optereéenja.

Ako su dve glavne dilatacije medjusobno jednake onda posto-
- je najmanje joS dva ortogonalna linijska elementa izmedju kojih nema prome-
ne pravog ugla pri deformaciji,3to va%i za glavnefpbavce dilatacija,a to da-
1lje dovodi do zakljudka da je preostali glavni pravac osa deformacijske si-
metrije u posmatranoj tadki tela u konfiguraciji deformisanog tela.

Ako su dve glévne dilatacije u posmatranoj tééki P napreg-
nutog tela isté apsolutne vrednosti,a raZlikuju se po znaku (dilatacije su
skra¢enja i izduZzenja) onda se u toj tadki mogu naéi dva ortogonalna linijs-
ka elementa izmedju kojih je maksimalna specifiéna deformacija~klizanje,ali
kod kojih se ne javlja promena duZzina jer su njiho&e dilatacije jednake nu-
1i. Ako se izmedju takvih linijskih elemenata kao ivica paralelograma uodi
pdﬁréinski element kod njega se ne javlja promena povrdine pri prelasku tela
iz Konfiguracije prirodnog stanja tela u konfiguraciju deformisanog téla.
Zepreminski element konstruisan nad tim pévréinskim”elementomsa'viSindm u
praveu preostalog glavnog praveca pri deformaciji ima zapreminsku dijalaciju
Jednaku toj glavnoj dilataeiji.




IIT. ELASTOMEHANIKA

III.1. ODNOSI IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA

Da bi smo mogli da resimo niz zadataka iz oblasti napreza-
nja deformabilnog tela potrebno je da uspostavimo veze izmedju stanja napona
i stanja deformacija u svakoj taCki napregnutog deformabilnog tela,jer su ma-
tematicki modeli opisivanja stanja napona i stanja deformacija nedovoljni
pri nespregnuto] upotrebi jer nismo izveli épregu izmedju tih modela.Odigle~
dne je iz iskustva uoCeno da stanja napona i stanja deformacija'u svakoj ta-
3ki napregnutog;telafsu povezana sa spoljasnjim optepeéenjem kao i osobinama
materijala od koga je deformabilno telo. Te zavisnosti stanja napona i stanja
deformacija definiSu se u zavisnosti od fiziCkih svojstava &vrstog tela ko-
je se deformiSe pod dejstvom spoljadnjih sila. Uspostavljanje veze izmedju
stanja napona i stanja deformacije u napregnutom deformabilnom telu je jedan
‘sd,vaénihLzadataka;mehanike;deformabilne‘Sbedine.izahbeva.prethodno izvod je-
nje eksperiménta. Obiéno:se.te veze: idealizuju prostijim matematickim mode-
lima.

; - U procesu.-deformisanja u nekim sluca3ev1ma prestanak dejs-
wva . SpOlJaanlh 51la dovodi do potpunog vraeanJa tela u prlrodno stanje tj.
deformaci ja 1scezava, proces_ je povratan dok u. druglm slucaJev1ma posle pres~
tanka dejstva.sila. u telu ostagu deformaci je, koae na21vamo zaostale ili plas-

tidne i tada deformacija nlge povratna.

, ' Znac1 da je deformisanje :realnih. tela praéeno veoma sloZe-
him procesom kopji je teSko definisati nekim ne mnogo sloZenim analltlcklm

izrazom,pa se zato deflnlsu 1dealna tela. IspltlvanJem materljala dolazi se
do osobina materijala kOJe omogucavaju da se. uspostave osnovne i bitne veze
izmedju modela stanga ‘napona i stanja deforma013a napregnutog tela, koje su
istovremeno dovoljno opste da zadovolge potrebe u proradunu konstrukeija od
raznih materijala kao i Jednostavne za racun Pr1p15u3u01 deformabllnom telu
odredJeno ponaSanje tela pod opterecenjem moZemo definisati odredgene veze
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izmedju stanja napona i stanja deformacija pri prostim naprezanjima pri koji-

ma definifemo osobine idealnih tela.

U delu Teorija napona analizirali smo ravnoteZu dela tela
elementarne zapremine,a u delu Teorija deformacija analizirali smo geometrij-
ske odnose linijskih elemenata i konfiguracije tela u prirodnom i stanju de-
formisanog tela ne upustajuéi se u mehanicke i druge karakteristike materija—
la. Veza izmedju stanja napona i stanja deformacija,bdnosno ponasanje materi-
jala pod opteredenjem zavisi od mehanickih karakteristika pa je zato potreb-
no poznavati strukturu materijala. Mi se ovde nedemo time baviti jer je to
predmet ispitivanja materijala,veé demo samo navesti neke osobine idealnih
tela.Teori jska .Reologija obuhvata osnovna idealna tela: idealno elasticno
ili Hooke-ovo telo, idealno plastiéno ili Saint-Venant-ovo telo i viskozni
fluid ili Newton-ov materijal{na kome je zasnovana klasina mehanika fluida)
kao i veliki broj sloZenih modela tela koja definiSu osobine tela bliZe real-
nom telu. ) '

"ReoloSki modeli" su zamiljeni tako da mogu dati kvalita-
tivnu sluku o ponaSanju razliditih realnih materijalé u napregnutom stanju
pod §ejstvom optereéenja,na osnovu koga se mogu definisati veze izmedju sta-
- nja napona i stanja deformacija. Stvarno ponasanjé materijala pri razliditim
tehhdldékﬂnrfoéesima i optereéenjima u konstrukcijama je mnogo sloZenije ne-
go 3to to opisuju i sloZeni reoloSki modeli jer treba obunvatiti i termodi-
namicka svojstva materijala.

Zakonomernost ponasanja deformabilnih tela od razliditih mate-

rijala i zakonomernost njihovog reagovanja na spoljasSnje opteredenje ili uti-
caje je dslovljena prirodom materijala od koga je telo sadinjeno i odredjena
relacijama izmedju velidina koja karakteriSu njegova materijalna svojstva.S
fizickog stanovidta te relacije predstavljaju jednaéine stanja ako izucava-
mo i njegova termodiriamiCka svojstva ili konstitutivne jednadine kako je to
uobidajeno u mehanicéi kontinuuma. Ove jednadine stanja ili konstitutivne jed-
nacine moraju biti napisane u tenzorskom obliku jer fizicki proces ,osobine
i ponaSanje materijala ne zavisi od izbora koordinatnog sistema u koji smo
" smestili prostor fizidkih dogadjaja.Promena koordinatnog sistema ne sme da
izazove promenu ponaSanja materijala kroz fizidke procese koje opisujemo ma-
tematidkim modelom. o |

A *_ Osnovﬁi'principi k0ji vaZe za sva materijalna tela Su op$-
ti zakoni konzervacije i balansa: zakon konzervacije mase,zakon balansa koli-
éine kretanja, zakon balansa momenta kolidine kretanja (ili =zakoni kreta4
nja deformabilnog tela) i prvi zakon termodinamike ili zakon balansa energi-
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.je,kéjih Jje ukupno osam.Ovih osam jednadina nazivamo jednalinama polja.Ovim -
zakonima treba dodéti i Clausius—buhemo-ovu nejednakost (disipacionu nejed-
nakost) za nehomogene‘termodinamiéke procese. Cauchy-jevi zakoni kretanja
obuhvataju jednaéinu balansa koliline kretanja koje smo dobili kao jednali-
né kretanja ili ravnoteZe deférmabilnog tela (I.52) i jednadine balansa mo-
menta koliéine kretanja koje nisu jednadine kretanja nego rézultiraju u pra-
vila o konjugovanosti smicuéih napona i izraZavaju uslov da je tenzor napo-
na simetridan (I.59). Jednadina energetskog balansa ili balansa energije u
raznim oblicima povezuje rad, mehanifku i druge vrste energije opisujuéi mo-
guénosti prelaska jedne vrste energije u drugu.Naprimer, prelazak mehanicke
energije u toplotnu i obrnuto,hemijske u toplotnu itd. Prethodnim jednaéina—
a@a treba pridruZiti i Cauchy-jeve granidne uslove kojima obuhvatamo uticaj
povrdinskih opteredenja na povr3i konture deformabilnog tela.

Analizom navedenih zakona moZe se zakljuditi da se fizicki
oreees u neprekidnom materijalnom deformabilnom telu moZe opisati slededim
fizidkim velidinama: 1° vektorom pomeranja g ; 2° tenzorom napona NI 5
30 tenzorom deformacije é? 5 ° gustinom ili spe01flcnom masom 8
50 zapremlnskom silom F& - 111 masenom silom Eﬁ I 3 6° povrsinskim sila-
ma na konturnoj povrsi .i?' H 7O specifiénom unutrasnjom energijom AEM;
3° vektorom toplotnog fluksa é? K 9o specifiénom proizvodnjom toplote

dQ’ 5 10° specifiénom entropi jom ﬂz H 11° apsolutnom temperaturom T

Ovaj skup fizidkih velidina je definisan u svakoj tadki
i za svaku desticu deformabilnog tela i u svakom trenutku vremena t i preds-
tavlja termodinamidki proces ako i samo ako je saglasan sa zakonom konzerva-
eije mase,zakonom balansa kolidine kretanja,zakonom balansa momenta kolicine
kretanja i prvim zakonom termodinamike.

U mehanici kontinuuma od posebnog interesa je specijalan
sluéajv kada se proces odvija pod dejstvom mehanidkih,a u odsustvu termidkih
uticaja,tj.sludaj dinamidkog procesa.

' Osnovni konstitutivni stav moZemo definisati kao:

U tacki N koja odredjuje poloZaj proizvoljno izabrane ma- -
terijalne Cestice deformabllnog tela u nekom trenutku vremena t, tenzor na-
pona /M7 ,Specifidna unutrasnja energija AEQ ,vektor toplotnog fluksa gl,
i specifiéna entropija 01 su jednoznadno odredjene kretanjem deformabilnog
tela i rasporedom temperature u njemu.

Do sada smo razmatrali samo geometrijsko - kinematidke ka-
rakteristike stanja deformacija.Zavisno od vrste materijala deformabilnog
tela napon u talkama tela za zamiSljene ravni se javlja kao otpor materije
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~tele deforma0131 J.moze se nazvati odgovorom tela materiji.Odgovor tela defor-

maciji odredjen je unutrasnjlm fizidkim osobinama materijala deformabilnog te-
la,i za isto stanje deformacija imamo sasvim razlidito stanje napona za razli-
dite vrste mate:ijala deformabilnog napregnutog tela. Funkcionalne zavisnosti
stanja napona i stanjafdeformacijé - funkecije odgovora zavisno od materije od
koje je telo sadinjeno opisuju konstituciju tela pa se zovu konstitutivne ve-
- ze ili jednadine. Mi se nedemo baviti problemom izvodjenja konstitutivnih jed-
naéina«opétijeg,oblika ved demo se ograniditi samo na sluéaj infinitezimalnih
deformacija i za elasticne matefijale i u okvirima Teorije elastidnosti i Ter-
moelastidnosti. Zato demo samo ukratko samo .ukazati na osnovne principe koje
moraju da zadovolJe konstltutlvne ‘jednadine. )
1° PrlnClp lokalnog dejstva - Funkeija odgovora napona  de~-

formaciji materljalne Sestice u tadki N je odredJena kretanjem samo infinite-
zimalno wale. okollne te cestlce. . L

B , 2 ‘Princip uzrocnostl (determlnlzma) - Naponsko stanje,ﬁ
éestici telavodredJeno Je istorijom kretanja infinitezimalno male okoline te
destice,kao i istorijom:temperature te okoline.

4 Vf;3°\Principjprostorne~invarijantndsti (objektivnosti - Funk-
cije Odgovorafhapbna na deformacije ne zavise od izbora prostornog koordi-
natnog Sistema,gVodnosu na koji se utvrdjuje poloZaj tela i njegovih cestica
u prostoru u toku vremena. ' : -

o » 4 Princip materijalne invarijantnosti - Konstitutivne re-
1ac13e su 1nvar13antne u odnosu na grupu materlgalnlh simetrija koju materi-
Jal defovmabllqgg,telalposeduje.

IIT.2. IDEALNI MATERIJALT

, Funkcionalni‘zavisnosti,stanja_napbna,i stanja déformacija
odredjene;su;unutraénjim fiziékim osobinama materijalnog tela i na njima se
zasnivaju konstitutivne jednadine na osnovu kbjih,se dalje razvija matemati-
¢ka teorija kao deo mehanike kontinuuma.Qsnovne fizidke osobine deformabil-
nih tela su osobine elastiénosti,viskoznosti i plastiénosti,a njima mo¥emo
pridruZiti i toplotnufprovodljivost deformabilnog tela..Navedene osobine po-
seduje svako telo 12 koja ce od ovih osobina biti dominantna zavisi kako od
unutrasnge strukture tela tako iod spolaasnglh uticaja,naprimer veliCine
optergeenga 11i kolidine prenesene toplote, ili pak od brzine deformacije.

Pod dejstvom spoljasnjeg opteredenja fluid tede, jer ne stvara otpor pojavom




- 139.

smi¢uéeg napona,a po prestanku dejstva opterecenja fluid se ne vrada u kon-
figuraciju podetnog stanjabpre dejstva optereéenja. TeCenje Cvrstih tela nas-
taje kada intenzitet Optéreéénja pred je grahicu tedenja .za taj materijal. Ta-
da govorimo q plasticnom tecenJu materljala u napregnutom telu i o pratedoj
plastlcnOJ deformac13i Plastlcno tecenJe ‘se moZe odvijati samo pod dejstvom
mehanickog optereeenja 1 moZemo . smatratl da ne zav131 od vremena ni od tem-
perature.Po prestanku degstva opterecenja telo se ne vraéa u konfiguraciju
‘prlrodnog stanga ~ konflgura013u nedeformlsanog tela.Razllka izmedju viskoz-
nog'inlaSﬁiénothéEenja je u tome 8to je za plastiéno tedenje potrebno da

optereéen je bude takvo da se predJe granlca tecenJa dok viskozno tecenge mo-
Ze da iZdzove sasvim malo opterecenje pa se i u tom sludaju po prestanku dej-
stva optereéenja telo ne vraca na pocetnu_kqnflgura013u pplrodnog stanga.
BrZina'défbrmacije se sa smanjenjem_opterééenja smanjuje i bo iS8ezavanju
optereéenja postaje Jjednaka nuli. Kada su optereéenja takva da ne prelaze
odvedJenu granlcu tecenJa telo se. elastlcno deformlse Osoblna elastlcnostl
se ogleda u tome da po prestanku dertva 51la deformabllno telo se vraca na
pr;rodno stanJe bez unutrasnglh napona i na. konflgura013u pocetnog prlrodnog
neueformlsanog stanga.k . By ] ,

’ U prethodnom delu nabr03a11 smo osnovna 1dealna Fela - ma-
terljale i svako od nth prestavlga model tela sa jednom od prethodno anali-
21ran1hkosqb1na elasthnost;, v1skoznq$t1 i plastidnosti. Realna tela ima-
ju”spreéﬁute osobine pa ée mbgu/razmat;ati_i,sloéeni modeli idealhih;tela sa
.opreﬂnutlm osoblnama kOJe Smo . pObPOJall. . k

Karakterlstlcne osoblne 1dealn1h materljala 1lustrovacemo
elementarnlm mehanlcklm modellma za slucaJ ak51Jalnog naprezanJa - llnearnog
i homogenog stanJa napona u sv1m ‘tadkama poprecnog preseka Stapa ili cevi.
Na slieci br. 1 prlkazanl ‘su reoloskl modell osnovnlh 1delaln1h materlgala

o © Hooke-ov idealno elastiéni mate-
'% 2x - ;z V_ r;jal - napon &, .je proporciona-

' lan dilataciji &£, ,pa je:

Ly sty b, = Fe, (v1k) )

1, o 2° Newton-ov 1dealno ‘viskozni fluid
§éz . ¥é:

- normalni napon éz je propor01o-
Slika bf.”lv !nalan ‘brzini d11atac13e é;»u;a
T ‘faktor propor01onalnost1 Lfc Je
kéeficijent viskoznosti, pa je:

éz_ :f( 52 (2)
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3° Saint-Venant-ov idealno plastiéni materijal - normalni ‘
_napon je konstantan u toku plastiénog tefenja i ne zavisi od vremena i jed-

nak je naporu - plastiénog tedenja.

) Ovakve modele osnovnih idealnih'materijala mo¥emo sprezati
u sloZene modele,pfi demi se jedan par osnovnih materijala moZe vezivati na
dva nadina : a° serijski - u nizu 3to se anaéava horizontalnom crtom i p°
paralelno 5to se oznalava vertikalnom crtom izmedju elemenata. Na slici br.
2 su prikazani modeli sloenih ideal-

5J§fjig! 6 nih materijala:
4° Kelvin - ov (Voigt - ov) idealni vis-"
) H koelastidni materijal i
S N _ 5° Maxwell - ov idealni elastoviskozni

fluid, .
I kod jednog i kod drugog materijala

pri obrazovanju veze izmedju napona i
Slika br. 2 [M= H = N| deformacije bitnu ulogu igra vreme.
' Prouc¢imo sada pojedinaéno uticaj vreme-

mena na veze izmedju napona i deformacije kod ovih definisanih materijala.

KELVIN -~ ov ili VOIGT - ov 1dea1n1 v1skoelast1cn1 materl—
jal prlkazan Jje na slici br. 3 sa strukturnom formulom K = H|N ina zamls—

' 2 ” € o §1 jenom preseku ozna0111 smo sa b,, 1
f 2 2 2 n 622 napone koji se javljaju kao rezul-
+ = 0% .
514 Mgzz

€o tat osobina elastiénosti i viskoznosti:

pa jé ukupni'napon;u materijalu jednak
zbiru ta dva;te je:

7_”7' gzq + gza.
éz_ = EEz. -l-fléz .

(3)

Slika br, 3 Ovom vezom je data zavisnost napona od
' A ‘ dilatacije £, i brzine dilatacije éﬁ
U sludaju mirovanja i pri veoma sporoj promeni optereéenja, kada moemo sta-
viti da brzina deformacije teZi nuli é;~?0 , materijal se ponaSa kao idealno
elastidan i napon je skoro proporcionalan dilataciji, é,~ Eg -Ako normalni
napon. naglo poraste od nule do neke konaéne vrednosti 2, koja ostaje
konstantna dobi jamo zav1snost dllata013e od vremena u obliku:

£, |
6(49“") | )
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Tz poslednjeg vidimo da se dilatacija sa porastom vremena + > > | asimp-

totski pribli¥ava nekoj granidnoj vrednosti &, - &/E .Slidno se ovaj materi-
Jal ponasa i pri naglom rasterecenju Na slici br. 3 daté su zavisnosti napo-
ma i dllata013e od vremena.Sa tog graflka se moZe videti karakteristicno
svojstvo viskoelastiénog materiila zaostajanje promene dilatacije za naponom.
To svojstvo je naknadna elasticnost. Tako se u ovom materijalu javlja viskoz-
ni otpor deformaci ji 1pak.se radi o évstom telu ! ne fluidu. Voigt je prou-
“avao ovakav materijal proudavajuéi fenomen priguSivanja oscilacija u krls-
talima. '

MAXWELL - ov idealni elastoviskozni fluid je elastovisko-

~znl materljal i prlkazan Jje na SllCl br. 4 sa strukturnomeormulom M= H-N

8 A i1 normalni napon je 1st1 u bilo kom pcp-
£ 20 rec¢nom preseku dok je rezultujuéa brzi-
» £z na dilatacije jednaka zbiru brzina di-
€o : ¢ ‘ latacije llooke-ovog éz,. i £&,, Newton
0
y -ovog materijala: |
R .
&x‘w{:& n &z = &Gy + Ezu . (5)
b, ) :
0 ) = ' . ™
Iz -osobine elasticnosti sledi da je:
Slika br. U . 4 3 V
Cazy = = 3:,
z iz osobine viskoznosti sledi da je: 5;& f=j% @z, pa je rezultujuéa
nrzina dilatacije za linearno stanje napona:
» 4 :
= E‘ga ’L]Téz- (6)

Xada brzina promene normalnog napona teZi nuli Z&“’ 0 materijal se ponasa
20 viskozni fluid jer jJe: éz %>jUéi sJjer deformacija tela raste neogra-
nideno bez pofasta opteredenja.Pri rasteredenju materijalakléstiénaVdeforma—
cija iscezava,dok deformacija usled tedélenja materijala ne iscezava.

Ako je ovaj materijal naglo optereden do neke vrednosti
normalnog napona ¢, ,njemu odgovara elastidna dilatacija £°==&JE Jer
zbog naglog opteredenja cdmah u poCetku posmatranja ponaSanja materijala te-
denje ne dolazi do izraZaja.Ako spre¢imo razvijanje deformaci je,pretpostav-
ljajuéi da brzina dilatacije tez1 nuli, onda normalni napon odredjujemo kao:

éé‘-"ﬁ—;z:o’ b # K
Vidimo da ée u tom sluééju normalni napon aéimptotski opadati i teZiti nuli,
kao 3to je na slici br.M4 prikazano. Pojava opadanja napona sa vremenom pri
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konstantnoj dilataciji naziva se relaksaelga napona. Proucavanl materijal je

fluid i moZe se koristiti kao model za opisivanje osoblna metala pri visokim

temperaturama,ili za oplslvange ponasanJa betona.

Na primerima Fblgt-ovog materijala i Maxwell-ovog materija-
la mozemo da uodimo postoganje strukturnlh formula sli¢no kao u hemiji “te:
i da strukturu reoloskih materlgala mozemo da izrazimo reoloskim formulama.
Na ovim prlmerlma se vidi da Je pri vezivanju osobina elementarnih reoloskih
modela materijala u seriju ukupno 1zduzen3e Jednako zbiru komponentnlh izdu-
Zenja, dok Jje za paralelnu vezu ukupan normalni napon Jjednak zbiru normalnlh
napona koji se javljaju u elementarnim reoloskim modellma

Na slikama br. 5, 6 7 i 8 prlkazanl su modeli sloZenih

reolosklh materlgala Blngham—ov idealni materlJal sa reoloslom formulom -

B=H- {St.VlN) ; Lethers1ch—ov idelani materijal sa reoloskom formulom -
L=K~N= (NIH) -N; Jeffreys—ov idealni materijal sa reoloskom formulom
J=NM= NI(N-H) ; Burgers-ov idealni materijal sa reoloSkom formulom -

Bu=M-K = (N - H) - (N|H) H respektlvno Postoje i drugi idealni materija-
1i konstruisani za oblgasnjenge mehanlcklh pOJava nekih tehnidki vaznlh mate-
rlgala pa éemo nabroaatl JOS i: Schwedoff—ov idealni materlgal sa reoloskom

formulom chw
jal sa reoloSkom formulom PTh = H|M.; Trouton-ov ili Rankin-ov idealni mate-

= H - (St VIM) H Poytlng—ov ili Thompson-ov idealni materi-

Slikebr. 5 6, 7 i 8

rijal sa reoloSkom formulom TR = N - PTh ;+Schofield-Scot-Blair-ov materi-
Jjal sa reoloskom formulom SchScB = Scﬂw - K . Mogué je prizvoljan broj kom-
binacija rednog i paralelnog vezivanja modela osobina reoloSkih modela za
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ogisivanje reolodkog ponafanja raznih materijala.

Izvr$imo analizu ponaSarija-materijala u uslovima. aksijalnog
optereéenja modela za neke od navedenih modela prikazanih na slikama br. 5,
6, 7 i8. ‘ - '

) . BINGHAM-ov. idelani materijal sadrzi paralelnu vezu Saint
Venant-ovog idealno plastidnog materijala. i Newton-ovog idealno -viskoznog .
fiuida u rednoj vezi sa Hooke-ovim idealno elastidnim telom.Ovakva veza od-
redJuJe nJegove konstitutivne jednadine,odnosno vezu 1zmed3u normalnog napo-
na i dilatacije odnosno brzine dilatacije u obliku: '

2, = Fez za |2] <|3zs)
be-8py =06 )zz\>\2>13\ ®

j& M  koeficijent plastine viskoznosti.Ovakva veza je rezultat toga

1
[

8to Je Saint Venant-ov materijal po definiciji krut do izvesnog stanja napo-

gde

r= 529 ,koji nazivamo uslov plastidnosti, pri daljim deformacijama napon
oshaje konstantan,dok materijal tede plastidno.

LETHERSICH-ov idealni materlgal prlkazan na slici br.6 sa-
dr#i paralelnu vezu- Hooke-ovog i Newton—ovog materlJala u rednoa vezi sa
Newton-ovim materlgalom.Ozna01mo sa &, i sz specifiéne deforma013e -
dilatacije Newton-ovog i Kelvin-ovog elementa ,pa za ukuphukdilatacijuﬁnji—

hove rédne sprege dobijamo: &z, = Eaw +&zk .Konstltutlvna Jedna01na

Lethersich-ovog materijala dolea se sablrangem brzina speclflcne deformaci- ;
Je komponentnih materijala: é&L = g;A, - E;K . Za Newton-ov viskozni
fluid imamo da je:

éz;v=‘ﬁ‘gz | | (9)

dok je za Kelvin-ov idealni materijal:

é —EEz‘*‘j’lEz (10)
odakle sledl da je:

. M{

gde Jje Lo poéetna dilatacija Difereneiréjuéi PO vremenu i dodajuéi

(1

dobi jamo za dllata013u Lethersich-ovog idelnog materljala.

€ = (- rd)e, £ eﬂué(&*.,_ ifeﬁxfg o/£>

(12) '
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Jeffreys-ov idealni materijal prikazan na slici br. 7 sadr-
- Zi paralelnu vezu Newton-ovog idealno viskoznog fluida i Maxwell-ovog ideal-
nog méter'ijala za koje pojedina¢no imamo vezu izmedju napona i dilatacija
odnosno br’ziha diiatacija: ' '

' gz:v:ﬁ & ' (13)

E;_ iZz +/‘ bz, 3 - (14)

Integral jenjem :Lzr'aza (14) dobijamo: * - E R
ézH:: e J4n (8 +Eerf f Clré) (15)

Sabiranjem éw i ézm dobijamo za normalni napon Jef‘freys—ovbg materijala

. Emy |
’é' =j4~é.': + E_-ﬂ%{:(gm + Emfej‘m EZOU:)-
21 z ,

slededéi izraz :

(16)

BURGERS.ov idealni materijal pr'lkazan Je modelom na slici
br.8 i pr-edstavlga rednu vezu Maxwell-ovog i Kelvin-ovog idealnog materija-
la. Konstltutlvne jednaéine ovog materljala sadrze izvode po vremenu visSeg
reda. Ukupna dllatac13a jednaka je zbiru dilatacija &z l é'm Kelvin~ovog
i Maxwell—ovog elementa dok je napon u svim popr'ecnylm presecima oba elementa

»konst;antna Na osnovu,analylzekmozemo da napisSemo slgdece jednaéine:
& = Ezm + Lz s
%z = EM Ezx +ﬂk'5‘zm “y
ézm =—4'~Emgz ’f'ﬁl;gz_ .

Diferencirajmo prvu jednadinu iz prethodnog sistema i izvr$imo zamenu &lana

n

treéom jednadinom istog sistemapa moZemo napisati:

.
L4

. . 4 : .
€ munv b Bl gl v b (8)

odakle jo3 jednim diferenciranjem dobijamo:
.o 4 [ J 2 . .o '»
. — + T + gzK -
<z L. & Jom 22T (18%)
PomnoZimo sada jednadinu (18) sa Ex .2 Jednacmu (18*) sa Mk i
saberimo ih,pa posto je Eg Ezg + My é‘z;c =6z - za Kelvin-ov materijal,
imamo da je:
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L2, (Le, En EM% 3, Enkx EME,{- cE e 9
Sfim J” * Hm ,JHMJ“K ‘jJK »

Ova poslednja jednadina koja daje vezu izmedju napona i dilatacija Burgers-

-ovog idealnog materijala predstavlja njegovu konstitutivnu jednaéinu.

Posmatrajmo sada primer PRANDTL;ovog tela kdjim predstavl ja-
mo-telo slededih osobina: Materijal se ponaSa kao Hooke-ov idealno elastiéni
materijal sve dotle dokle god je normalni napon manji od napona tedenja,a

ukupna dilatacija se sastoji iz elastidne dilatacije Sz i plastiéne
dilatacije &g
% ) 4 g
H * % Ez;, = E‘ cA
* . (20)
SEV. S « &s = Xé, .

pa~ je brzina totalne dilatacije:

» ,’ + ;{
Ez = E éz + 7 gz
Napon teéenja i dilatacija pri kojoj pocenje tecenje odredjuju tadku tedenja.
Napon tedenja se odredjuje uvodjenjem odredjene hipoteze koja je u boljoj

(21)

iii slabijoj saglasnosti sa eksperimentom.Postoje razliéite hipoteze o plas-

tilnom tedenju.

ITII.3. ODNOSI IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA
ELASTICNIH MATERIJALA

U prethodnom delu smo analizirali osnovne reoloSke osobine:
elastidnost viskoznost i plastilnost,kao i sloZene koje nastaju kombinacijom
osnovnih osobina.Pretpostavljali smo preéutno da su ovi procesi izotermidki.
Pod osobinom elastidno$éu podrazumevamo osobinu materijala da posle prestan-
ka destva/sila ,koje su izazvale deformaciju u potpunosti povrati konfigura-
ciju prirodnog stanja.Ova osobina u reoloskom modelu je prikazana simbolicki
spiralnom°oprugom kao na slici br. l‘a,maﬁerijale sa‘bvakvim svojstvom nazva-
1i smo Hooke-ovim idealno elastiénim materijalima. Za sludaj aksijalnog hap—
rezanja za ovakve materlgale normalni napon je proporcionalan dilataciji u

aksijalnom pravcu.
Idealno elasticni materijal ima svojstvo konzervacije ener-
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gije kdja se u telu nagomila pri deformaciji,i  apsolutne reverzibilnosti
te energije pri rastepeéenju. Za sludaj aksijalnog naprezanja ta energije je
Jjednaka poluproizvodu nbrmalnog napona 1 dilatacije u aksijalnom pravcu i de-
finiSe se kao specifidni deformacioni rad: /hd'e%% €0, -

Kod elastidnih materijala konstitutivnim jednadinama uspos-
tavlja se veza izmedju.tenzora napona i tenzora deformaCijé u svakoj tacki
napregnutog i deformisanog telé. Problem izvodjenja konstitutivnih jednaéina
za 1dealno elastiéne materlJale Jje relatlvno Jjednostavniji nego za druge mo-
dele materljala za prostorno stanJe naprezanJa ,jer je proces elastilnih de-
formacija reverzibilan. Mi éemo se u naSim razmatranjima ogranlc;tl.na slu-
daj infiﬁitezimalnih deformacija.Pri ovakvim deformacijama i pri prostornom
stanju naprezanja slastidnog tela ,ponadanje tela zadovquavajuée opisujemo
i linearnim konstitutivnim jednadinama.

U okvirima Teorije elastidnosti predmet proucavanja stanja
napona i stanja deformacija i njihove veze u uslovima proizvoljnog prostor-
nog stanja naprezanja bide tela od idealno elastiénih materijala odnoéno od
Hooke-ovog materijala. ’

. U svakoj tacki napregnutog deformabilnog tela od idealno
elastiénog materijala postoji uzajamna jednoznadna veza izmedju stanja napo-
na iVstanjaqdeformacija. Kako smo stanje napona ili naponsko stanje-u nekoj
proizvoljno izabranoj tadki u telu definisali tenzorom napona sa pridruéenom
matricom A7 , a stanje deformacija tenzorom specifiéne deformacije kome
smo pridruZili matricu ¢&  to se u opStem sludaju njihova veza moZe napi-

sati u obliku: o SRR
M=§(£)$ - (22)

ili u obliku veze kovarijantnih koordinata tenzora ‘napona éié' i kontra-
varijantnih koordinata tenzora deformacije <?9 za krivolini jski sistem

8 = f(€") .

koji daJe Sest zav1snost1 koae su Jednoznacne u odnosu na 1zrazavange te za-

koordinatd u obliku:

v1snosti u inverznom obllku

- VHi(2e)

(2&)
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Uvedimo pojam prirodne konfiguracije.Za materijalnu desticu -
kaZemo da ima prirodnu konfiguraciju ako je napon za tu. deticu . jednak nuli.
u-cludaju kada je neka okolina te tadke u stanju mirovanja u toj konfigura-
' ¢iii za sva proSla i buduééfvremena Ranije smo definisali pojam prirodno sta-
nje tela i dOgOVOPlll se da u takama takvog tela za zamiS1 jene presedne rav-
ni naponi su - jednaki nuli.Sada moZemo povevatl sa prethodnim,odnosno da su u
prirodnom stanju tela destice sa prirodnom konfiguracijom. To znadi da za ne-
devormisano stanje elastidnog deformabilnog tela usvajamo pretpostavku o pri-
rodnom- stanju kada u njemu nema napona Time smo uspostavili vezu izmedju sta-
nja napona i stanga;deforma013a u prirodnom stanju tela.Tada su elementi mat-
rice tenzora napona jednaki nuli,.uﬁ[7=0 i elementi matrice tenzora deforma-~
cije su takodje su takodje jednaki nuli, @? = 0. To stanje napona i stanje
deformacija uzimamo kao podetno za dalje uspostavlijanje veze izmedju stanja
nepona 1 stanja deformacija.To znaéi da ne vodimo raéuna o prethodnim napre-
zenjima kojima je telo bilo izloieno, i da nema zaostalih napona i deforma-
cija od eventuslnih ranijih opteredivanja i deformisanja deformabilnog tela.
Zra3i pretpostavljamo da je proces naprezanja i deformisanja tela reverzibi-
lan:.Znali kad nema napona nema ni deformacija u telu i obrnuto.

Do sadé izvedeni eksperimenti za veliki broj materijala ko-

Jji se primenjuju u tehnici pokazuju da je veza izmedju sténja napona i sta-
nﬂadeftuuaclja linearna ako naponi ne predau izvesnu granicu.Kao model tak-
vog tela Je idealno elastiéno telo koge zadovol java uslov da je u odredJenlm
granicama tenzor napona 5 - koji deflnlse-stanJe_napona,homogena linear~
na furkeija tenzora deformaclge &9 koji definiSe stanje deformacija.Na
0snovu toga moZe se napisati veza izmedjuvtenzoha napona i tenzora deforma-
cijevu obléiku uopSte nog (generalisanoh) Hooke-ovog zakoha:,

- xl . o
by = Cye < (25)
u kome su ngz~ elementi tenzora Cetvrtog reda koji se naziva t en -

zor elastiénosti ili materijalni ten.-

% o r. Keordinate ovog tenzora elastiénosti : (LHMQ nazivaju se : materi-
Jjalne konstante,konstante elastidnosti ,koeficijenti elastiénosti ili elasti-
¢ni moduli.Ove materijalne konstante karakterifu mehanike osobine elastid-
nog tela i kao takve mogu se odrediti jedino eksperimentalnim putem.Te kons-
tante elastidnosti definiSu vezu izmedju stanja naponai stanja deformacija
u napregnutom deformabilnom telu i za tela heterogene strukture funkeije su
poloZaja tadaka u kojima se posmatra stanje napona i stanje deformacija,dok
sSu za tela homogene strukﬁure konstantni i nezavisni od poloZaja posmatrane
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talke.Kako je tenzor elastidnosti tenzor d&etvrtog reda C%JRQ i ka-

ko mu indeksi uzimaju vrednosti 1,2 i 3,broj njegovih koordinata je 3

= 81, a to znaéi da imamo 81 materijalnu konstantu.Medjutim sve ove kons-

tante nisu medjusobno nezavisne. Kako su tenzor napona ég i tenzor defor-

macije 64’ simetriéni to 1z uopstenog Hooke-ovog zakona proizilazi da i

tenzor elastlcnost; mora b1t1 simetridan u odnosu na prva dva indeksa < i
4 , a takodje i na poslednja dva indeksa ® ‘i £ , t3j. mora zadovo-

ljavati uslove simetricnosti:

ngz = Qﬂmt = CQ%C = (%an . ’ (26)
Ovi uslovi simetricnosti daju 45 veza,te se broj nezavisnih koordinata ten-

zora elastiénosti od 81 svodi na 36. Za homogena elasticna tela tenzor elas-'
tidnosti je simetridan u odnosu na prvi i drugi par indeksa te vaZzi

Cire = Croy | 21
3to daje joS 15 novih veza koje smanjuju broj nezavisnih koordinata tenzo-
ra elastidénosti na 21. Konstante elastiCnosti kao elementi tenzora elastic-
nosti zavise od metridkog tenzora {3¢é konfiguracije nedeformisanog tela i
od fizidkih svojstava materijala.

Elastiéna tela po svojoj strukturi mogu biti kristalna,
kristalasta i amoffna Zavisno od strukture elastiénih tela broj nezavisnih
materijalnih konstanti se jos moZe smanjiti.

Anizotropija je osobina elastilnih tela sa krlstalnom st-
rukturom da 1maJu razlidéita elastidna svojstva za razllclte materijalne prav-
ce u telu.Za takva tela se kaZe da su anlzotropna Iz krlstalograflge Jje poz-
nato da postoje 32 razlidite kristalne strukture koJe mogu posedovati anizo-
tropna tela.Svaka od kristalnih struktura poseduje tadno odredjene elastidne
simetrije.To su materijalni pravei za koje su elastidna svojstva ista Sto

za sobom povladi odredjeni broj nezavisnih materijalnih konstanti u vezi
tenzora napona i tezora deformacije. Kada anizotropno elastiéno telo ima ra-
van elastiCne simetrije broj nezavisnih materijalnih konstanti se svodi na
13.Anizotropno elastidno telo posedujé ravan eléstiéne simetrije ako su elas-
tiéne osobine'tela iste za sve pravce koji se u tacki tela dobijaju ogleda-
njem u odnosu na tu ravan.

Kada u svakoj tadki deformabilnog tela postoje tri medju-
sobno upravne. ravni elastidne simetrije za telo kaZemo da je ortotropno ili
da je telo sa ortogonalnom'anizotropijom. Za taj slucaj broj nezavisnih ma-
terijalnih konstanti je 9. |

, Amorfna tela imaju osobinu da su im elastiéna svojstva u
svim praveima ista. pa su izotropna. : :
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Metali su tela sa krlstalastom strukturom i sastavljeni su

o¢-vrlo malih krlstala razlicéitih dlmen213a i orjentacija. Svakl od ovih ma-
1zir kristala je anizotropan i ima razlidita elastiéna SVOJStva u razliéitim
p;avcima.Makroskopski gledano zbog malih dimenzila kristala i njihovog nep-
ravilnog rsporeda u telu ponaéanje tela u celini se moZe smatrati izotropnim
kako su elastiéna svojstva izotropnih materijala ista za sve pravece u tadki
tela i podto se ovi pravei mogu potpuno definisati svojstvo izotropije uslov-
1java invarijantnost veze 1zmed3u stanja napona 1 stanja deformacije.

Najprostijim telima pored osobine homogenostl moZemo da

pripiSemo sa dovoljnom tacnoSéu i osobinu 1zotropnost1 a to znadi da telo u’
svim tadkama ima iste osobine u svim praveima koji prolaze kroz 1stu tacku.
Stoga terizor elastidnosti mora imati iste elemente u bilo kom koordinatnom
sistemu,koji se dobija rotacijom nekog referentnog koordinatnog sistema oko
kaordinatnog potetka. Znadi da tenzor elastiénosti mora biti izotropan &etvr-
tog reda 1 za njega vazi veza:

C:JRQ = Cugwl s (28)

gde jo (1%&& tenzor elastiénosti za novi koordinatni sistem koji je pos-
'tan'rotacijom nekog referentnog. Uolimo vektor pomeranja sa kontravarijant-
nim koordinatama d:i u referentnom koordinatnom sistemu. Posle elementar-
ne rota01ae tog koordlnatnog sistemanove Descartes—ove pravougle koordinate
pusmatranog vektora su 55‘ dok vrh vektora izvr3i malo pomeranje dtt‘

pri cemu je:

i g L i |
xt—xt = ~.Qd x4'> : : (29)
gde je _Czﬁi antlslmetrlenl tenzor elementarne rotacije. Nove koordinate
arinog vektora pomeranja se sada mogu napisati u obliku: -
i { 4 L ,
Xxt= xt ~—JL3 324: (8} “—(2-;‘)3(4. (30)

Koordinate afinog tenzora ma kog reda pri rotaciji kdordinatnog sistema po
definiciji se menjaju kao proizvod odgovarajuceg broja kovarlgantnlh vektora,
te za tenzor elastilnosti moZemo da napiSemo:

Cijkﬂ =ZCMV\P2 (8'4:"7”7'(2'?)(63"" )(SP P)(S’Z'Q ) (31

mnpg
Posle mnoZenja i sumiranja dobijamo:

Coe = Cojer2 (2T Conu* 25 Comaa 207 o 025 o) 325
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Ovde se radi o malim rotacijama te znadi da 'je ugao_rotécije infinitezimalna
velidina, ‘pa sve proizvode koordinata tenzora _Q_'; moiemo zanemariti i
u prvoj aproksimaciji zadrzati samo linearne clanove Kako pri r'o’ca0131 koor'_
dinatnog sistema tenzor elastidnosti ne treba da se menJa da bi bllO CLJKQ"
= ey to mora biti zadovoljen uslov:

% (<27 Cojea #2 Cimee 2 Cgme + 127 Cypum) =0, 33

Ovag uslov nam omoguéava da izvedemo joS neke veze k03e moraju da zadovolga—
vaju koordinate izotropnog tenzora elast;cnostl Cg k¢ . Indeksi < 5{ :

kK i £ moraju uzimati vrédnosti 1,2,3 ‘te su dva uvek medjusobom jed-'
naka. Neka su £ = 3{ =L ; v=K; & =L fPr'ethodna'jednaéina se

svodi na jednacinu:

Z (-Q mexz.“‘ﬂm Crmm_ *-Q CLImL+~QL TTKm) O, 3w
m=TK,L

koja se u razvijenom obliku moZe napisati :
I I P ¢ I, ' K K
07 Gy + Q1 Crpre + 4 Coprp + <2 Coper + (21 Corer + Qs Crpert
K K LA . L ;
+ L2y C]:IKL + {2 Crop # 420 Clane + {21 Croee + (3%)
+ 25 Coyyy + 2, Crzp =0 .

Xok (e CKIKL)’*—QLI(CHKI -2 Guir) *ﬂf (Coreic~ Crrwe) =0,

jer je _Q_g = __Q_f: = _Q_K = i _(2_% = m_Q_I zbog antisimetriénosti
tenzora rotacije. Poslednja relac:LJa -je zadovoljena za bilo koju vrednost
.D_J-" ako je:
d «,
Cnu =0 CIIKI =0 C o
_ rrek = Crrue (35)
Crone=0 Cyrke=0

,Zafsluéaj It K%L neka su =T J J , ¥k=I i £=L 1
proucavana relacija daje: Sl : . : : . o

Z: (~Q Cmvn *-Q CImIL+QI CI:lmL"'—QL znzm) 0

» m=1,7,L
T T I L J : R
4 G +~Q3 Crozg +03 Gyt 527 G #4827 Cypy +
tQg Gopy + Q3 Coggp + Q) Crazy + Q5 Cogy #.QF Gyt 38
L L
+Qr Cryr + Q) Goypy =0
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03(- CmL* Crge) #4237 sz + 07 (Cryry = uu) e szyu:"o

odakle dolazimo do uslova da je:
Cyy1.=0, Cr32.=0, Cry0.=0 5 Cospy=Cuw ., 31

T na kraju u sludaju kada su L=f=k=K i 4=L tada se relacija (33)
moZe u razvijenom obliku napisati ako: k

— (ﬂk "‘KKL+QK CKmKL *‘-—O-K CKKmL +~Q-L CKKKm> O (38)

m=K,L

ili— - . ) .
K . K K K
Qi Crrer* O Coper+ 2 Conxe + 2, G +
. L L L . L - .
vy Corrnt Qe Crorie + L2k Corrr + £2, Crpgr =0

1 dobijamo vezu preostalih koeficijenata tenzora elasticénosti

(39)

-D-LK (CKKKK -2 CU!I!L - CllKLl_) =0, kazk='2CLkuL*CzuL (40)
Uobijene veze koordinata tenzora elastiénosti mogu da se sistematizuju i da-
i1 u obliku o

Crree = Crpp = CIJJ;J = b33
Coypy = Cun = Cz_uIz » )
Cgkxx = ZCLKKL + Cupsr .

Iz izloZene analize dolazimo do zakljudka da postoji 12
koeficijenata tenzora elastidnosti razliditih od nule,ali su medju njima sa-
mo dva nezavisna,dok se svi ostali mogu izraziti pomoéu njih,odnosno tri su
medju njima razliéita.

Sada moZemo da rezimiramo rezultate koji definisu uslove
woje zadovoljava,]u koor'dmate tenzor'a elastidnosti :.j:zé

© Kada su sva detiri mdeksa koeficijenata elastiénosti

Cnn KR C}L“_ Jednaka medJusobom on je razlidit od nule; _

=C,

Lo Cowel
= A @&iji je prvi par indeksa jednak za sebe i drugi par indeksa jednak

2 Sve koordinate tenzora elastiénosti ank =

zasebno, su medjusobom jednaki;
3° Sve koordinate tenzora elastidnosti Coypy = Corae = Cugpy™
= Y &iji je prvi par ondeksa jednak drugom paru indeksa jednake su medju-
sobom; o - '
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4° Sve koordinate tenzora elastidnosti Cﬁxg sa dva jed- ]

naka indeksa, a druga dva razlidita ,jednake su nuli.

Uvedene konstante materijala ) i VY  su poznate

konstante elasticénosti pod nazivom Lamé-ove konstante elastidénosti.

Koordinate tenzora elastilnosti (.. sa jednakim indek-

sima,sada se mogu izraziti pomodu Lamé-ovih konstanti u obliku:

CKKKK
Lamé-ove konstante elastilnosti karakteriSu elastidne oscbine elastiénog ho-
mogenog i izotropnog tela u datoj tacki. Veza izmedju koordinata tenzora na-

= A+2V, - (;42)

pona i tenzora deformacije moZe se sada izraziti samo pomodu dveju konstanti
elastidnosti. S obzirom na prethodno odredjenu vezu koordinata tenzora elas-
tilnosti isti moZemo pretpostaviti kao zbir dva tenzora elastiénosti na sle-

deéi nadin:

pri-demu je prvi tenzor: -
_ 4 %q 43=4' k=4
Mgge = S‘J XKQ, = { ‘ (uh)
o o ta 4zj *#t

dok je drugi tenzor

2, za {:J-=K=4€
ngze = 8 Sg‘g = 82‘3 gé’}( = (15)
: - 0 2a .c:,eéi,:f'ci*’g 28

Ako sada u uopSteni Hooke-ov zakon elastidnosti unesemo

~dobijeni izotropni tenzor elastilnosti dobijamo vezu izmedju tenzora napona
3&/ i tenzora deformacije d?“e u obliku:

7"
koji kada se uzme u obzir da je zapreminska dilatacija:
- T g rl - cl_gkls _
g4 <= €34 =8y ke €7 €= Gut" = e e S

ida je

Slik € éke" E.c.d » i g;'e ga,; é‘ﬁ@:

= X &y Sue €x + V(8 e + du %k)f"} (46)

4 ~ (u8)
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jJobija konafan kovarijantni oblik:
Goj = M9q € + 2V & (49)

Uopéteni Hooke-ov zakon u ortogonalnom sistemu krivolinij- '

skih koordinata glasi: )
a® u kovari jantnom obliku

bij = A9y & +27 €y (50)
b° u kontravarijantnom obliku

5= kg‘?}s +2WED, (57)
¢® u meSovitom obliku

g,; - ,13;& + 2y ‘Ef (52)

U Descartes-ovom pravouglom koordinatnom sistemu uopSteni

Hooke-ov zakon se u matriénom obliku moZe napisati kao:

NI = AT +2v B

be Ty Ty 7 TR I
Ty &y Ty|z €] 4 [+2V)IK, & 4p,
ez Gz 22 : 1 %ng %A}yz &z

Bko odredimo prve skalarne invarijante matrica sa leve 1
3a desne strane dobidemo vezu izmedju invarijanti matrice tenzora napona,Jm,

i matrice tenzora deformacije, C4,kao:
N, =(+20)E 5 G=ee, (54)

te moZemo iz (53) da izrazimo matricu tenzora deformacije ng pomoéu mat-
rice tenzora napona /\[]:

4 N A
QQ; = ﬁ/\ﬂ 2V(3x+2V) N;]—L : (55)

U polarno~cilindridkom koordinatnom sistemu s obzirom na
ranije dobijene veze kovarijantnih koordinata i fizidkih koordinata tenzora
napona /v7 i tenzora deformaci je @go i na osnovu (51) moZemo uopSte-

ni Hooke-ov zakon da napiSemo u obliku:
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U4 U 45V W
E=v 57 *ywtez
' 24 A4 (U
&y {Fq’r {C’zr ?r o 2:["3?;’ v)* __.LZ %EW ar 4
; 4_[ov 43w 3V
{;Tw %Jaya «sz ,2)) ,ﬁ %_(%%-v)q;] r3 (aw—u) ar(F 3p *5z +2.E 172 6
1 4184 .2 . (56)
Beogbe b 3005 HGRE) H 4
ili izraZeno po komponentnim naponima: S
4 98 aw By
& = l( m~+FEW‘+EZ}+Uar ’
aa 4 g'_zg oW 21 ,
B =2 (4 + 57+ 1 3 %) T ( *’“) (57
(M, M o su}
éz—x(w tar vy aw *az) +2ﬁ
i1 [su Y
‘thv ’F(W -») + &

r*g\p ‘f-az
U sfernom koordinatnom sistemu na sliCan naéin imamo izraz
uopStenog Hooke-ovog zakona:

( 3 Gey e | : ‘ K
FoossE 8 . "w dag 4 9B _w
o ) T - = 52 2
o TolF Podt )(2 HERE 12 gcos“P ¥ 1277") 8“605* 4
Z’g}:‘ TyyA ‘ ér ’ : fl
M §reosy 37‘ S S - (58)
. ,
e A 142 av
% gl 5+ (5 - %};] HE ) i
v 4 av- 4
vy 23“’5* [5 st 3 Happ ] 8‘605’)’[?%\” 37y fle uHéTQ] 25’%05)‘[_{ ’m?ﬁ Feos? auﬁ
// Qh} 4 B
23 [? 93’ zg’cow[’% * {JY) e § 37 HO J

ili izraZeno po komponentnim naponima:

ég-.. Xév - an?

(59)
by = Ae"*”[gcw = S’L 0~ wtig“f’)] S

énrsz.évi-zv ‘i"u—)

dw 4
‘S"“z"g_"'ag § av*gcosvav ngy’
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‘QY ygww'a? +(a# 2%
Cgv' 1)[34 <W w) + %} s (50%)
o 4
oy = v(—{(?‘i +v‘{3“{') gcow 3:‘5

IITI.4. DRUGI OBLIK HOOKE-OVOG ZAKONA

Potrazimo sada,prvu invarijantu QN? tenzora napona éﬁf s
polazedi od uopStenog Hooke-ovog zakona izraZenog u krivolinijskom sistemu
koordinata: )

' - (60)
tako da dobijemo vezu sa prvom invarijantom (82 tenzora deformacije u ob-
liku: , ' '

= y - iy .. -{-2)} l'.a A =3 +QVE

Q/\G 54543 A 949y & +29 G =1t )
: (61)

Korlstec1 ovu vezu 1nvar13ant1 oN: i (f; tenzora napona Zgj i tenzo-
ra deformac13e éU , Hooke-ov zakon mozemo napisati u obliku zavisnosti
tenzora deforma013e od tenzora napona u obllku

Ei = ’/Z- QJJG

] 2y A~ av(amzv)

(62)
Hooke-ov zakon je uveden za jednodimenzionalno stanje na-
prezanja,kao veza izmedju napona i dilatacije za sludaj aksijalnog napreza-

nja,dok. je koeficijent .elastidnosti [ uveo
Thomas : Young kao koeficijent proporcionalnosti izmedju napona i dilatacije.

2

U tehnidkim problemima umesto Lamé-ovih konstanti A~ i
Y uvode se dve nove konstante: modul elastiénosti E i Poisson-ov koe-
ficijent - dpt ,kao koeficijent bocne (poprecne) kontrakc13e.

" Neka je cilindriéni stap kao na SllCl br 1 zategnut ak—
313a1nom 51lom u pravcu geometrljske ose stapa onda od sest komponentnlh na-
pona postoji samo normalni napon Z é i tada iz Hooke-ovog zakona sledi-
da je:
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T’* G = oy b

_4_17._.. — _-_Q_ﬁ_ o (63)

F F E. =&, = A A
o Cx=Ey = z
/ac /{x E- ZZA é-z 29(d+2Y)

Za ovaj definisani sluéaj naprezanja moZe-

Slika b.1 mo da damo fizicko tumadenje tehnickih
konstanti elastiénosti i to:
Modul elasticdnosti £ je koliénik normalnog napona
éz u poprecnom preseku Stapa i dllata01Je Ex _linijskih elemenata
v praveu ose Stapa, odnosno dertva sile:

(31 +2Y)
E = ‘gz“ =Ty | (64)

Poisson-ov koeficijent M  poprecne kontrakecije,defini-
fomo kao kolidnik dilatacija  &x  linijskih elemenata u praveu popredno na

osu Stapa i dilatacije linijskih elemenata u pravcu ose Stapa za slu-

€z
¢aj aksijalnog naprezanja:

, ‘C-xj | &yl - A
M= [&2] |5:| EYeY)) (65)

Ove uvedene tehniSke konstante elastidnosti su uVekVpozi-
tivne za sve materijale. Modul elasticnosti E kao koeficijent proporci-
onalnosti izmedju normalnog napona i odgovarajude dilatacijeima‘istu dimenzi-
Jju kao i napona, sila po jedinici povréine:.[N/cmz] ,a fizidki stvarno pred-
stavlja napon koji je potreban da bi dilatacija bila jednaka jedinici.To je
napon koji je potrebno postiéi da bi se Stap od odredjenog materijala izduZio

za prvobitnu duZinu.

Drugu tehnicki konstantu uveo je Poisson (1829) i dao joj
vrednost 1/4 , a na osnovu molekularne teorije prema kojoj se broj konstanti
elastidnosti svodi na jedan.Medjutim opiti su pokazali da je vrednost Pois-

son-ovog koeficijenta u sledeéim granicama

7 <h<d (66)
i da upraktiénim zada01ma Teorije elastidnosti i Otpornostl materlgala nje~
na vrednost se za materijale obicéno usvaJa 1/3 i ona je bez dlmen213a kao

odnos dilatacija. Za slucaJ 01stog smicanja tangen013aln1 napon Jje ZEK QVE}K
(z+1), \ :
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te se po analogiji sa zatezanjem tehnicka konstanta @G =V zove kon-
stanta torzije ili modul k lizangja ili modul smica~-
nja, aima iste dimenzije kao i modul elastiénosti. '

Lamé-ove konstante se mogu izraziti pomoc¢u tehniékih kon-
stanti kao:

. HKE  pkE _
* Gz - Ao D P (€1
__E 4
(E —2(44-}4 K = ——4~2:}4

Vezu izmedju prvih skalara tenzora napona Jc i tenzora deformacije éﬂ
moZemo da napiSemo u obliku:

J‘G..K:Eéb“ = Ey | (68)

Koristeéi novouvedene tehnicke konstante moZemo da napiSe-
mo drugi oblik Hooke-ovog zakona u kome je tenzor deformacije izraZen u fun-
keiji tenzora napona i to:

1° pomoéu njegovih kovarijantnih koordinata:

s - .- . - (69)
&i=F {ww by~ M 94 dﬁ},,

2° pomoéu njegovih kontravarijantnih koordinata
flg-_—_——é[ﬂf/"f)zj"ﬂgqﬂjni}, (70)

ili tenzor napona 57 izrazen u funkeiji od tenzora deforma013e éE/ i to:

3 pomocu njegovih kovarijantnih koordinata

é‘a = ZG{E"J ’i'j”c & ?7}7 (71)
4° pomodu njegovih kontravarijantnih koordinata

29 - 2@{5‘4 +ﬁm£?‘7}- , (72)
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ITI.5. MODUL KOMPRESIJE.VEZA IZMEDJU DEVIJATORA NAPONA
"I DEVIJATORA DEFORMACIJE

Uvedimo srednji napon fo u obliku

V 2 A et 2 ke
Ft-j{J(‘:‘%- G(/H-J.O)té :.S.gk‘ mz:_s.(E(AfJJ)Kg (SK‘Q > (73)

te je prema definiciji devijator napona
(3

di = b4 - .94 S

Iskoristimo sada uopSteni Hooke-ov zakon koji daje vezu 1zmed3u kovari jan-
tnih koordlnagé tenzora napona 544 i odgovara3u01h koordinata tenzora
deformacije e{ ‘bblika (7L 1 umesto koordinata tenzora napona unesemo
u prethodnu jednadinu,tako da doleemo

0(4(.]- = 2@{&;{ + K qu} ~ZGUyIkEGy , (s)
a imajuéi u vidu vezu (73) posle sredjivanja dobijamo:

@) & o '
dy = 2@{54.4 ““'3"3467} - § (76)

Izraz u zagradi poslednje jednaline predéggvlja po definiciji devijator de-
formaci je,tako da dobijemo konaéni oblik,JeZe izmedju devijatora napona i

dev13atora deformaci je,kao:

) '

q
gde smo sa cig' obeleZili kovarijantne koordinate devijatora tenzora de-
formacije. Ako bismo dev13ator1ma napona 1 deformacije pridruzili odgovara-

)
juée matrice &@‘“ i @QD to blsmo poslednJu vezu mogli da napisemo

u obliku:
q@“)z 26 @“’ o (78)

Neka je telo izloZeno dejstvu hidrostatickog pritiska ¢o,
- onda tenzor napona ima samo sferni deo,dok je devijatorski deo jednak nuli,
te znali da tako napregnuto telo samo menja zapreminu,a ne i oblik. Imajuéi
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u vidu vezu izmedju prvih invarijanti tenzora napona i tenzora deformacije

mozemo da nadjemo slededu vezu:

SRR y=— e, =-Key,, (79)

vzmed ju hidrostatickog pritiska i zapreminske dilatacije koja je linearna.

Tz linearna veza je posredstvom koeficijenta - ﬂ( éija je vrednost !

Q_ .
= (1+ &
IK 3(4 ) 3 AR (80)
ivnazivamo ga mo d u lom kompresi j e ,kojl ima dimenzije na-
2 :

cona,a jedinice naprimer {N/cm J,ili Pa,ili bar.

IT11.6. ODNOSI IZMEDJU NAPONA I DEFORMACIJA IZVEDENI U

DESCARTES-OVOM KOORDINATNOM SISTEMU.UOPSTENI
HOOKE-QOV ZAKON.

Polazeéi od fizilkih razmatranja o vezi napona i deforma-

cija koju‘smo izveli u III.l., 2. ,3..koja je za idealno elastiéno telo i

male deformacije linearna moZemo za Descartes-ove koordinate tenzora napon

i tenzora edformacije u matricnom obliku da napiSemo tu linearnu vezu kao :

. .
(G o Cn G Ca 0o ) (&)
by Co Ga Gy G Gs G| | €
51& e G Cu G5 (g &\
z}§ Co  Co Con Cuy "(us Oy ﬁ Xtv
T |G G Cn Cew Ces Os) |y, .
I P

(81)

Ova linearna veza sadrZi 36 koeficijenata elastifnosti na koje se svodi ten-

zor elastidnosti C&Jgg kada se uzme u obzir njegova osobina simetriéno-

sti,pa smo radi Jednostavnljeg razmatranga uvell nove oznake Chd za ko=

ordinate tenzora elastlcnostl u koglma 1ndek51 s 3.4 . uz1ma3u vrednosti

1,2,3, 4 5 i 6 Ovako uopstenlm zakonom elastlcnostl obuhvacena su.i ani-

Zotropna tela.Rekli smo da Je za homogena tela tenzor elastidnosti simetri-
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¢an u odnosu na prvi i drugi par indeksa pa sledi da su novouvedeni koefi-
_cijenti Cix simetridéni tj. da je:
C{'K = Ck' ='£’0n51l;
‘ ¢ v (82)

petnaest novih veza pa Jje broj nezavisnih koeficijenata C{x sada 21.

To. znadi da matrica koeficijenata Lo jeste simetridna u odnosu na ele-
mente (i koji leZe na glavnoj dijagonali. .

Izotropno telo ima iste fizidke osobine u svim praveima
u svakoj tacki i kako koeficijenti matrice elastiénosti ne zavise od izbora
koordinatnog sistema to znaCi da veza oblika (81) sé ne menja pri rotaciji
koordinatnog sistema. Zato prétpostavimo da smo izvrsili rotaciju koordina-
tnog sistema oko Ox ose u pozitivnom matematickom smeru za ugac o tako
da je osa Qy presla u - Oy osu,dok‘je osa Oz preSla u -0z osu te polet-

nu relaciju (81) moZemo da napiSemo u obliku:

-

Z”J Co ql Cry ’Cﬁf Q; Gy ) x
éy u o Oy /654 /€Z§ Cac &y
6 - G G Gy By en o] &y
-Gy G G S Oy G 4|y, [. Y
-Cae 55‘4/ 95}' f,gg' Cay Css Cey -~
&l k(%4 Cez  Ce» Lo s Cec ¥z
) ,

Pri tome smo imali u vidu da normalni naponi ne menjaju znak pri promeni

smera orta normale na ravan tj.da je 6(_,,} = én , a da tangencijaini na-

poni menjaju znak kao fé\'(\m = -Tn ,3to je analogno i za dilatacije koje
ne menjaju znak tj. Eenm =€n ,a klizanja menjaju znak &-n)\ﬁ“ v jer je
u jednom sludaju smanjenje pravog ugla, a u drugom povecanje.S obzirom na
promenu znaka Txy ) Tz a‘xy i . ,a da bi se saduvala
invari jantnost uopStenog Hooke-ovog zakona potrebno je da su slededi koefi-
cijenti jednaki nuli:

Cﬂ{ = C‘M = 0 C4S = (.\54 =0 Cqu CL,9_=O Cq,g = CSZ =0
Cay

[

C’-l'b = 0 Cys = CS‘.’;:O qu = (=0 Cse = CG.E::O .

Pretpostavimo sada da smo izvrs$ili rotaciju koordinatnog

e i G~ . v
sistema oko 0z ose za ol tako da je osa Ox preSla u -Ox osu,a osa

Oy preSla u osu -Oy. Tada se menjaju znaci tangencijalnih napona (%o i
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sz ,kao i klizanja &, zoe 1 A’qzy ,tak_q da se veza §81) izmed ju
napona i deformacija uzimajuéi u obzir da su neki koeficijenti jednaki nuli

prema (8Y4) moZe da napiSe u obliku: ’

4 3 q - L 3\
2l [G -G € 0 0 &] £,
ég C:M : sz Ozg, 0 O fez(; | Ey
gZ. L = C54 C‘,’)Z C33 O C) ’egﬁ i EZ. (85)
lC.ty 0 0 0 Cl,[, ’925 0 X;Ly

~0x . 0 0 1) Lg, 55 QO -%

L-GZ : \Qﬂ C(z % 0 O CGG _ga yz

Z z
Cx)
4 0 _ —
4 4

x R Y%A

Slika br. 2 a Slika br. 2 b

Da bi se saduvala invarijantnost zakona elastiénosti potrebno je da koefici-
qenti pred kojima se promenio znak u izrazima za normalne napone budu jedna-
ki nuli odakle sledi da je )

Co = (o =0, Coa = C26 =0,

(86)

Cst,= Cys = O, C§5=QG=O-

Na osnovu poslednjih zakljudaka zakljuCujemo da se broj nezavisnih konstan-

ti u matrici elasticnosti smanjio na devet, tako da Hooke-ov zalon sada ima

o réxf:;, rCM Co Cp ] i/“(:r1
by | Cy Gz Cna | - &y
{ b 3= | Cy Gao Gy &\
Cay Cyy S
. Css Yer e
%) | | o) S
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Iz poslednjeg oblika vidimo da normalni komponentni naponizavise samo od di-

latacija,dok tangencijalni komponentni naponi zavise samo od klizanja. Izvr-
Simo sada takvu rotaciju koor'dinatnog sistema oko koordinatnog podetka da
osa Ox predje u Osu Oy, osa Oy predje u osu 0Oz i osa 0z predje u osu
Ox. UopSteni Hooke-ov zakon oblika (87) sada prelazi u

( r r
g-}ﬂ C-M CM_ C;} T ft,t
'éz Caos Cyp C9_3 és
1bey= | Gy Go Co \ éx
(C\QZ C‘i‘l ‘ ng (88)
‘Z:‘;ZU : CSS . 231 yx| -
\((?m L Cos ) wz

Da bi-se sacuvala invarijantnost oblika zakona elastiénosti,potrebno je da
su sledeéi koeficijenti medjusobom jednaki: -

Cu= o= Go=A, Cpy=Cip = Cp=Cpy = Go= Cpy=TB (89)

qu,= 055 = OGG=C, .
Posle ovog razmatranja dolazimo do zakljutka da se broj nezavisnih konstan-
ti matrice elastinosti sveo na tri. Sada uopSteni Hooke-ov zakon moZemo
napisati posredstvom dve matriéne jednadine na koje se svodi veza (88) u
obliku: -

(2« A B B)[é& Ty &y
&1=18 A Bl{g e 12048 (69
bz B B A& Bz X}z

Za slucaj potpuno izotropnog tela moZemo izvrSiti potpuno
proizvoljnu rotaciju koor'dinatnog sistema Oxyz za ugao - ¥  u pozitivnom
smeru oko ose Ox (ili 0z 1ili Oy) tako da osa Oy predje uosu 04 ,a

osa Oz predje u osu Oy, kao 8to je to naznadeno na slici br. 3. Normalni

napon u ravni sa normalom Ooz u
pravcu ose OnZ Jjednak je:

Z’”L . (j’) /\[7{3”}

’ By GyfesY]
g,z-,-(ms‘f’ siny) 292 Z;]{Sl‘hP ;91)

5 gy )Tx‘l;zl-y%
ba ’239‘)?;:.

Slika br. 3
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Oy = (A-B)&y 4 BE= By cos™Pa By SinY 428,y simbeos¥= (g1

= (A-B) [ég cos?P+ &z sin¥ + 1‘9:_‘% aig sin‘{’cos‘(_’]+ Be ,
zde smo uzeli u obzir zakon transformacije koordinata tenzora napona pri ro-
taciji koordinatnog sistema (I.8.61) i poslednji izvedeni izraz (90) uopSte-
nog Hooke-ovog zakona., Dilatacija 1linijskig elementa u praveu O ” ose je:

vz & sinf

£ 4
6, = OB} Ceont )1 Ifj{ o] s G2
Co ] Li"

iporedjujudi poslednji izraza (92) sa izrazom u srednjoj zagradi izraza (91¥%)
colazimo do zakljudka da mora postojati slededa veza tri preostala koefici-
. jenta matrice elastiénosti : '

A-P=2C
’ (93)

sja je karakteristidna za homogena i izotropna. tela. Tu istu vezu smo dobi-

11 i u ranijim proudavanjima. Na slidan naCin kao i ranije moZemo da uvedemo

Lamé-ove konstante A i V  u obliku:

_ oo Ph-8 © RA=2Y+2 A=B :
V=C=—>% > ’ BNCT
0je smo veé i ranije definisali.

Uop3teni Hooke-ov zakon se sada moZé napisati u obliku:

Ni= 2el +29&
(95)
i1
32 Tyx Tex 2 (&= 18, 14
Ty & Ty|=AE[ 4 [+ I & 1R ’
Tz ‘2:37. &z 1 %&Z %yz & . . (95%)

gde je I  jediniéna dijagonalna matrica. Ako potraZimo invarijantu matri-
ca na levoj i desnoj strani kao zbir elemenata na glavnim dijagonalama dobi-
Jamo vezu izmedju prvih invarijanti matrice tenzora napona AN/ i matrice
tenzora deformacije & u obliku: £=& =Cy

Nocdarby+ 8y = (DR+2)(Ex+Ey+E) = (3x+29) & - (96)
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Refavanjem matri®ne jedna&ine (95) odnosno (95%) po ten-

zoru deformacije d? dobi jamo eksplicitnu vezu tenzora deformacije i ten-

zora napona u obliku:

@”*‘14;/\0 J‘(‘_L ' (97)

21’(31 +29)

ili u razvijenom obliku:

Ex 28 18 bx G G A
299x% Zdzx / x yx Czx _ _3£§11§23§E} )

148 —
41 xy 483 -A§y 2y (Ljﬁy &y C—y 2O+ 2Y) -
3 K(z. Z&z € {xz 2:)2‘ 2 (97%)

III.7. DRUGI OBLIK HOOKE-OVOG ZAKONA. VEZA IZMEDJU
DEVIJATORA NAPONA I DEVIJATORA DEFORMACIJE
IZRAZENA U DESCARTES-OVOM KOORDINATNOM SISTEMU.

Koristeéi veé definisane tehnidke konstante: modul elasti-

énosti £ izrazom (64), Poisson-ov koeficijent M popredne kontrakei-

je definisan izrazom (65) i uvedeni koeficijent torzije ili modul klizanja
GS u Descartes-~ovom koordinatnom sistemu drugi oblik Hooke-ovog zakona je

4
N7 = 2@{@) +fll¢8][} 9 K‘,:Z-_—.—}‘J (98%)

H

== 20[€x + k] = 26 %%»Lfkdﬂ/g] »
by = 2G[€y +pkE] 2_(13[%% +jmdiv’é’] >
= 26[¢€z +prE] = 2@[2?+j«xa’iv§] ) )
Cog= G ¥y = g;[g;%é%% ,
Ge=G&: = @[gg;nv
lee= Gér= = G2 9"9

i}

ili ako iste izrazimo po matrici tenzora deformacije:

fzz_{ (474)/)[77‘4(/}’411[} ) | (99
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ili

A B T
éy=—g[éy~ﬂ(gx+éz)]7A &zr-'%’%ﬂlz.‘ﬂ >
T K S vy

Na osnovu ranije izvedene veze izmedju devijatora napona

(99%)

(%) .
QQD i devijatora tenzora deformacije za Descartes-ov koordinatni sis-

tem mozemo u razvijenom obliku da napisSemo:

’ () . €)
)" = 2607,

(100)
113 u razvijenom obliku:
éx _lp 233: Cox Ex— g‘f\, %yxy i—yzx
ey oy Ty (226G, 4 - (100%)
y z Py Ey-3& Foy

sz ‘Z_:,z éz‘P

f"z"(ﬁcl ﬁ-b’gz_ 51‘%5\/

Sada pokaZimo da prethodna veza vaZi. Po definiciji devijator napona dobide-
3 ‘. .
mo kao razliku tenzora napona /%7 1 sfernog tenzora éﬁ( ) ,koristeci pri

Lome Hooke-ov zakon:

D= NJ-pI = 2G(& +prxeT) - £ Grpex L = 26(&~ 4eT)

gde je ﬂn
/;9: Gy £ £ = —3-1

pa konacno dobijamo da je:
(B €)
&i: = 2@ QQD .

Sto je i dokaz izraza (100).
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ITI.8. JEDNACINE RAVNOTEZE I KRETANJA ELASTICNOG TELA
LAME-OVE JEDNACINE

Iz Navier-ovih jednalina ravnoteZe ne moZe se odrediti
svih Sest komponentnih napona ako su poznate samo spoljadnje sile. Tako pos~ -

tavljen problem za neprekidnu sredinu je neodredjen. Medjutim ako se ograni-

¢imo na homogenu -i izotropnu neprekidnu sredlnu za koju smo formulisali vezu
izmed ju komponenata tenzora napona Z J i komponenata tenzora deformacije &Y
pomodu uopstenog Hooke-ovog zakona moZemo izvesti jednadine ravnoteZe odnos-
no kretanja koje ce dati.vezu izmedju spoljadnjih sila i komponentnih pomera-
nja. Iz takvih jednadina moZemo odrediti komponentna pomeranja ,pomoéu kojih
mozemo zatim sastaviti tenzor deformacijea posredstvom Hooke-ovog zakona iz-
radunati i komponentne napone,tako da u krajnjem rezultatu débijamo vezu iz~
medju napona i spoljadnjih sila.

Koristeéu uopSteni oblik Hooke-ovog zakona u kontravari-

Jantnom obliku
Lj _ (3] <2y C‘J 2,(3{(5 7+HK&.jJ} (101)

izvrSimo zamenu tenzora napona é j -u Navier-ovim jednadinama u kontrava-

rijantnom obliku:

§4; vshy-0 & 3+ (ED =0, o

¢ime dobijamo da je:

Fm)i-} 2(55 © o+ 2@'-(/4 (7”\"&,,. =0 T (103)

8

Jjer je:

é%j = 26{5‘33;7' +/uk5,(]~y€7}, | (104)

Veza izmedju koordinata tenzora deformacije i koordinata

vektora pomeranja je:

£ - %- (a5 + d) | (105)
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ikoja kovarijantnim diferenciranjem daje:
544’ . =—2—(w"4°+ w;-,é):.i [@L«:ﬂ gx% A Kgn)’é ]

(106)
[A,u" gack/a,“ ""[A/LL g,LJ 5,4,]

jer je:

(aj"),J (g"‘/uﬁx),(, g‘”/d‘f,;,- g‘Ja,KJ gﬂfg (107)

2nk . K. K . _
A E'EJ"su’J" = Mo =0, (107%)

Zamenom dobijenog izraza (106) u jednadinu ((103) moZemo iz nje dobiti sle-
deéu :

Il. 4. X 4.' -
(F)* + [E[A“ ot "5?,13‘/]"O> (108)
1li ako Je brevedemo na kovarijantni oblik dobijamo:

(E/ + G[AUL + K CC;(,] 0. (109)

Poslednja jednadina predstavlja tenzorski oblik zapisa La-
mé-ovih jednadina ravnoteZe idealnog homogenog i izotropnog elastidnog tela.
Ove jednadine daju vezu izmedju spoljasnjih zapreminskih sila i koordinata
vektora pomeranja 3 .Te jednadine su osnovne diferencijalne jednadine rav-
noteZe. \

Lamé~ove jednadine (109) su opSte jer:

a® izra%avaju uslove ravnotefe svakog elementa deforma-
Lilnog tela obuhvatajuéi uticaj zapreminskih sila;

b° jer sadrZe geometrijske karakteristike: komponentna po-
meranja S i kubnu dilataciju. Eyv s

c® u sebi sadrfe i fiziSke karakteristike deformabilnog
tela: modul klizanja’ @ i Poisson-ov koeficijent J/L _popreéne kontrak-
cije'kqjivkarakteriéu elastiéne osobine tela.

Lamé-ove jednaline predstavljaju osnov linearne teorije
elastidnosti.

Osnovne jednaline kretanja idealno elastiénog homogenog i
izotropnog tela moZemo napisati pomoéu D?Alambert-ovog principa i prethodno
izvedenih osnovnih diferencijalnih jednaéina ravnoteZe,tako da dobijamo da
Je:
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' » . L . - .
(E, )L + G[)C 6,53'(4 + AM"]—; § u (110)
ili u kovarijantnom obliku:

(Fvl)c *,‘E[K85;+ Au¢]=§'u&~ : (111)

Ako se radi o infinitezimalnim pomeranjima i deformaci ja-
] .V . EA v
ma i ako se zanemare male velicine viseg reda za vektor ubrzanja W moze-
mo da napiSemo: 0 .
w( 9/“
tz ?
te se sada osnovna jednadina dinamike elastiénih,homogenih i izotropnih de-
formabilnih tela moZe napisati u obliku:

.at'z. ~(Fv 6["@;‘?‘”{ +A@‘]_ (112)

Da bi smo Lamé-ove jednadine napisali u razvijenom obliku
potrebno je odrediti AU, ,te koristedi da je:

v i
AU = 94 i, | (113)
u razvijenom bbliku nalazimo da je:
L4k [ M : s
Aug= g [0+t (0 + 1) =
-solls  9Us c __5 aa( } (114)
“Ejgzi"‘aacdr dsax‘[‘;‘ 9x5r .

III1.9. LAME-OVE JEDNACINE RAVNOTEZE U POLARNO-
CILINDRICKIM KOORDINATAMA

Da bi smo Jedn301ne (108) napisali u polarno-01llndrlckom

koordinatnom 31stemu potrebno Je da odredimo vrednosti AL, prema izrazu

(114). Kako su ranije izradunate kovarljantne koodrlnate netridkog tenzora

g‘j i Cristoffel-ovi simboli druge vrste [&
’ ; 2 2 1
g‘t.d, g”:;f—z, 9%=1, Uz=z4=;f—a [ea=-r.  (115)
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a takodje su nam iz (I1.6.91) poznate veze izmedju kovarijantnih i fizidkih
zoordinata vektora pomeranja u obliku: ’

Uy =L Ma= PO, Ay = W (116) |

to pombg':u izraza (114) dobijamo da je:

Ay = DU ~F 55" 72 °

. au YV (117)
Ay = rav+ 2357 7

Adly = AW

cde je sa A oznalen operator:

ch 4 3
A:SF1+F'13Y’2

+

-~
Q)lw
<
R3]
N

»

Sada moZemo da sastavimo Lamé-ove jednadine ravnoteZe u polarno-cilindriénom
#oerdinatnom sistemu:

o€ 28w _Ml-p -
GleFrou-F5-7

4 3€& 2 u ¥V I
G}{KF§¢+A7/"‘+ /% ap TR +Ea—0 118

@{K%-}-Aw}*}:z"—"-o

I11.10. LAME-OVE JEDNACINE RAVNOTEZE U
SFERNOM KOORDINATNOM SISTEMU

™

Da bi smo Lamé-ove jednaéine ravnoteZe napisali u sfernom
koordinatnom sistemu potrebno je da odredimo vrednosti

AAL* prema izra-
Zu

(114). Kako su ranije izradunate kontravarijantne koordinate metridkog
tenzora g‘z/ i Cristoffel-ovi simboli druge vrste I—;K (u I1.7):

4

344=4 s . ,—9_0_‘.“‘6’005"/’ 5 r;::-g 5
“ P B

3 = W’ 42 Tl24 Thay Tl24T @ 7 Ezzsin')”casy

p . N »(119)
3 -

g?) = —§; P) 'r').Z) = [;9. = - 7{'@')117 '

a takodje su nam poznate i veze (II.7.111) izmedju kovarijantnih 4. i

.
fizidkih koordinata 4 , ¥ 1 w*+ vektora pomeranja 5 u obliku:



170. . .'

’ My =i, My=1gcos¥ , My=wg,  (120)

to’ prema izrazu (114) dobijamo da je:

2 1 8V W _
A= AU +«§3<R}fj’)&—&)€?§—";——é—f /LC))
2 18 éu} 2%
AMQ = (A'Z}')JDCOS")V + ?{QP fg')‘/@ -'-Z,ag-'y/ > (121)
‘ oL tgY oY (2
AM}’ = S AZ{?’-&- ? 3’)’7 Cosy¥ aw) Qcos?¥ ?

5 gde je operator AN oblika:

S R N i 23 _tgv o
A‘ayﬁ §PosTFav: TP oy 3ap T g% ¥ (122)

Na osnovu poslednjih izraza Lamé-ove jednadine ravnoteZe u sfernom koordina-
tnom sistemu se mogu napisati u obliku:

Gleifrou g7 -aig -5 0
G[éﬁ<$+év+gﬁs@($“ TC@J P =0

K a€ .2 (3 gV BV u¥ I
Oy ey T AW+ ?("— *tos¥ av) T P%osY +h =0

’

IIT.11. LAME-OVE JEDNACINE RAVNOTEZE IZRAZENE U
U DESCARTES-OVOM KOORDINATNOM SISTEMU '

Do Lamé-ovih jednadina u Descartes-ovom koordinathom sis-
temu moZemo da dodjemo direktno iz tenzorske jednadine (108) zamenom kovari-
jantnih koordinata fizickim koordinatama Sto je ovde veoma prosto. Ovde éemo
pokazati kako se iz Navier-ovih jednadina ravnote¥e (I.6.50) i Hooke-ovog
zakona (III.7.98) moZe doéi do Lamé-ovih jednadina ravnoteZe ili Navier-ovih



~

jednadina druge vrste pod kojim se imenom u literaturi mogu naéi.
Lamé-ove jednadine ,kao osnovne diferencijalne jednadine
ravnoteZe elastidnog tela moZemo da dobijemo iz Navier-ovih jednadina oblika:

éy Z:‘l:c | 3 ’(Z" xvl
3 .
)G rapi BB =0 O
sz Tyl Zz Zv

u kojima demo izvrSiti zamenu komponentnih normalnih i tangencijalnih napona
u funkeiji komponentnih pomeranja 4« , ¥ i W ,a koristedi vezu datu
dirugim oblikom Hooke-ovog zakona:

(&, £ | y
7x
2 b=2G g.g + 2GuKE {4
y .
¢ (¥ 1
2 22
(125)
ML X
Gy E
- AU | 3w
SR EENERTE S
aw | v
252 Bl t 3z
tako da u konadnom obliku,posle sredjivanja dobijamo Lamé-ove jednadine rav-
noteZe: :
3€ /
A,U,'i-lc-g—i X\’I
G A’U’-}-—K?__é_ + YV 20)
2 7! (126)
AW+ k7 v :

koje se u vektorskom obliku mogu napisati kao:
(]Q(A§’+ kgrado/ivé’)+ﬁ=@. | e
U sludaju kada nema zapreminskih silgyLamé—ove'jednaéine se svode na oblik
G(AT + ngrad div®) =0, . (128)
ié koga sledi da je: | |
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Iz poslednJeg zakljudujemo da su,u odsustvu zapreminskih sila,u uslovima rav- §

notefe elastidnog tela koordinate vektora pomeranja biharmonijske funkeilje
koordinata i da je zapreminska dilatacijé harmoni jska funkeija koordinata.
Takodje u odsustvu zapreminskih sila pri‘ravnoteéi deformabilnog tela stanje
deformacija je takvo da Je prva invarijanta tenzora deformaci je harmonijska
funkeija. '

Integraljenjem vektorske Jedna01ne (127) koja daje vezu
izmedju vektora pomeranja g1 zapreminskih sila F; , mogu se odrediti ko-
ordinate vektora pomeranja g .Pri tome pretpostavl jamo da su nam poznati
uslovi na konturi bilo da su zadati posredstvom pomeranja tadaka konture ili
da su nam poznate povr3inske sile na konturi tela. To znadi da je problem re-
Savanja jednadine (127) zadatak odredjivanja onih integrala te Jedna01ne ko-

31 na konturi tela zadovolgavaJu granidéne uslove.
!

ITI.12. DRUGI OBLIK CAUCHY-JEVIH GRANICNIH‘USLOVA

Ranije smo izveli Cauchy-eve graniéne uslove u obliku
fr'} = NI, fnd, (130)
Sada matricu tenzora napona /\£7 pomoéu drugog oblika Hooke-ovog zakona

N = 26 (& +uxel), . asn

izrazimo pomoéu matrice tenzora deformacije d? i to unesemo u Cauchy-je-

ve graniéne uslove oni de dobiti oblik:

{F,,'} = 2$(£ ’“/”“I]u {n.z/x ’ (132)

koji u vijenom obliku postaje:

-~

UM o4 VY \ !
(2 (335 +j‘4K€) 35 tax g—';-l‘ + -g-g Césd X
, _ |
M, Y v U | P =
G 5@'*5&' R{oy1pee) it oy cospr = 4 I
g v W S Z5 - ase
@1 + 3% 53-1-'55- 27 'fymfé) Cosd] |

koji je pogodan za koriSéenje u sprezi sa Lamé-ovim jednadinama.Ovim Cauchy-
jevim graniénim uslovimo dovodimo u vezu spoljadnje povrSinske sile - optere-
denje i koordinate vektora pomeranja.
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III.13. BELTRAMI-MICHELL-OVE JEDNACINE U OPSTEM OBLIKU

Pokazali smo da pomoc¢u Lamé-ovih jednadina posrednim putem
nreko koordinata vektora pomeranja ‘§> i tenzora deformacije éﬂg' 'moie-
uo da pomoéu Hooke-ovog zakona odredimo koordinate tenzora napona 5‘3 ti.
fizidke koordinate tenzora napona kao komponentne normalne i tangencijalne
napene. Qvde sebi postavljamo zadatak da sastavimo jednadine koje ée davati
direktne veze iimedju komponentnih napona i spoljasnjih sila i omoguéiti nji-
hovo direktno odredjivanje pomodu poznatih spoljadnjih sila. Da bi smo sasta-
vili takve jednadine iskoristidemo Lamé-oveé jednadine ravnoteZe,koje demo
diferencirati po ok i dobiti:

(Fv’)‘.’é‘ + G[m Erif + (o u;),ﬂ =0. (133)

Rezultat kovarijantnog diferenciranja je dva puta kovarijantni tenzor koji
woZemo da razdvojimo na njegov simetriéni i antisimetridni deo na sledeéi
nadin:

(Fv')z,j' +(E’I)j,i ¥ @{Kr (c?,c(‘{' + 6,({4-) + (Auz),j (A UJ'),,;} +

‘ (134)
) L. L. AT N b=0
#(F)og - (R, 6K (&5 = &) + (S - (B
U Euklidskom prostoru uvek vazi da je:
E,LJ‘ = 624.4: Mm,émx = M’m,J'mé
] (135)
(D dLi)sg = B (tirf)
Provera poslednje relacije potvrdjuje njenu tacnost:
(lklli)zj =:('g'meA“¢;me)zj = ('14i1"7f1&f = A&Q)n,f”-
Aig) = 'u;,(,-.””m = Miom V= (D) (136)

Diferencirajme sada Navier-ove jednaéine kovarijantnim diferenciranjem po
x®  tako da dobijamo:
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m

i D = -
(e = Biomj =0 )
dok razmenom 1ndeksa dobi jamo:
:O .
(% ) 2 zl’"““ (137%)

Oduzimanjem ovih dyeju poslednjih jednacina dobi jamo:

m

(Fvl)z,j B (Fvl)j;i + (é:mg B 83-,,,.4) =0 (138)

Iskoristimo sada uopSteni Hooke-ov zakon koji daje vezu izmedju tenzora napo-

na i tenzora deformacije u meSovitom obliku:
i 4 s 1, |
bi = 26 {&f +pux ol ¢), (139)
tako da odredjujemo da je:

ém 8 mi = QG{ L;mJ J;mt} +2@JVK{£3‘E} 3(]" .(140)

4.))714 B

Iskoristimo sada vezu
Eyif = Esfi ;
9{61 361 3 ] (141)
kao i da je tenzor deformacije izraZen pomoéu koordinata vektora pomeranja:
5."_._4_ ) (142)
gl Tt
pa iz (121) dobijamo:

ét),,y Z],m 26 (4" mj -/téJ’.,m) 203[&41‘ -4 J,J.u |

Pomoéu prethodne jednadine jednadina (138) se svodi na slededu:

(E,)i,j .;.[,C;%,)z# 2@!(594_:]' + G A(ﬂ,{%’ Mg y=0. (144)

Ako sada izvrSimo zamenu invarijanti tenzora deformacije éﬁ i tenzora na-
pona N, ‘izmedju kojih postoji veza:

Jy= kEE = kEE = 2rG(mpM)E , (145
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1 vezu

engie Tl —na.dl
Migf + At =264 = s foerd b -p 95 8. (146)

‘dobijamo da je: (.N’: %)

D IR S LM :‘
(FV,)L')J’-L (Fv)j,-c + /],;.ﬂ Zﬂz] A 84.3 - @“g_“)llg 0. a7

Poslednja jednatina predstavlja reSenje zadatka koji smo u podetku postavili.
Cna daje direktnu vezu izmedju koordinata tenzora napona i spoljasnjih zapre-
wminskih sila,ali se ove jednaline koriste u nesto drugacéijem obliku pa éemo

it prevesti na taj oblik.

Diferencirajmo zato Lamé-ove jednadine oblika:

d

i zatim izvr3imo kontrakeciju po indeksima < i k

(Fv')i‘i— G(K g‘jé}w—AM":) .::O._,' v (148)

ltovarijantno po xk

(R)5 +G(x g‘ifé,jz + ’al;‘j;‘*;f) =0. (149)

Kako je:

’{’{'1)47‘3 = 4 /(’('494: = A&,

prethodna jednadina postaje:

() + G{rg¥ Exif rag}=o0 (150)
Kako je: ~
Eiij (E’fikv = <& QZDK 7
to je i L
g9é,4 - o€,

te se poslednja jednadina (150) svodi na :
£ —
(H') it 2k Gu-paE = 0 (151)

Invarijantu &  zamenimo sa:(145) tako da dobijamo:
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(Fvl)f/: ”ﬂAé o ,

odakle je:

ANy = Ad =~ ijuu (N

(152)

Unesemo sada ovaj izraz u Jjednadinu (147) te dobijamo slededu jednadinu:

l n\m
(FLJ ( 4)4, 474 é 'FAZJ +”_/” ?_%/( V) ;m=OJ (153)
gde Jje éf = 12,11,13,22,23,33. Poslednja jednadina u tenzorskom obliku pred-
stavlja sistem od Sest Beltrami-Michell-ove jednacine koje je trebalo izvesti.
Do ovih Beltrami-Michell-ovih jednadina se moZe dodi i iz Saint-Venant-ovih
uslova kompatiobilnosti deformacija pa se mogu shvatiti i ka jednadine kompa-
tibilnosti napona,odnosno kompatibilnosti deformacija izrazenih pomoéu napo-
na.Na taj nadin one izraZavaju ogranilenje na funkcije kojima moZe biti pri-

kazana raspodela napona u napregnutom eiastiénom telu.

U jednadinama (153) odgovarajuéi kovarijantni izrazi se
izradunavaju prema sledeéim izrazima:

(R = 25— ()T

“f gl (154)
nd . _aR)  iymrd . -
(H)7J= EYY '+(Fv) [—;3 (155)
36- 96 ™
é)J = dxtoxd - rm ]—4; (156)

AAgikzgme ik,mezgme{ 9* bux _agmﬂ;k_g_@[:r*

dxmaxt  axt

bix~r . 35w [ 954 r
"ao;rrne"éﬁnﬁ“?a?%r *éf’“r Lot *

+ %F" r;j: r;,; + gpr[:' érx axgr + .
}“ . + grfj‘f’f‘ [‘mPRe 4raxer;<m} Qs




177.

III.14. BELTRAMI-MICHELL-OVE JEDNACINE IZVEDENE U
. DESCARTES-OVOM PRAVOUGLOM KOORDINATNOM
SISTEMU

Lamé-ove jednadine izraZene u Descartes-ovom koordinatnom
sistemu imaju oblik:

Gfouek2E]eni=0 /3 s %
G [av +¢ g]+\/\, 0 /2 + 5 (158)
6 ek 2 ]+2, =0 %7 e )"

Piferencirajmo sada redom jednaéine po x , 4 i =z  dobijamo:

aXv
[A6x+K3xa "0

3
(E[Aey Kaj y =0 (159)
G[A&Z'F»K‘a“z-,*,_ + ‘92" =0,

2 ih saberemo,tako da dobijamo sledede:

-

& =~ 4 divFv’ _ (160)
G(4+K) :

Iz Hooke-ovog zakona dobijamo vezu izmedju invarijanti matrica tenzora defor-
macije i tenzora napona u obliku: Yy
) ) < = = Jo
Sto unosenjem u jednadinu (160) daje da je:

£ : wE . Tl . ap 4 1 .

AN, == ag=-_LL _ divF =L 4y F

Diferencirajmo sada prvu jgdnaéinu sistema (158) po Aa drugu po x

pa ih saberimo,zatim prvu od tih jednadina diferencirajmo po < ,a treéu
po o te ih saberimo i na :kraju drugu jednadinu istog sistema diferenci-
rajmo po 2 ,a treéu po g i saberimo ih tako da u rezultatu dobi jemo
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sledede tri jednaline:

aXv
G[Aaﬂxy ”'ZKGxag] "’—':'O 5
v ZV
GQ[AA’;Z + 2K aami + Z—)z(,_— + %—x =0, (162)
' Fe], W 9z
(B[AXJ?- ran aé{az] 9z 93 =0 .

Izrazimo sada Hooke-ov zakon u obliku:

. HH M
& e L o
Lo | y (£
- R sz):(ﬁ Zifz J
y;z ZS'Z

i na specifiéne deformacije - dilatacije &Ex, & i €, i klizanja Jiy ,
322 i 331 primenimo Laplace-ov operator i rezultate unesemo u sistem
dobijenih jednadina (159) i (162) i imajuéi u vidu (161). posle sredjivanja

dobi jamo u konadnom obliku sledeé¢i sistem jednaéina'
1 3 9Xv‘
Aax+4’ff‘ 9m1+4ﬂ0[lV5 =0

8y o+ B L Fv+zagv-o

4 3N aZ
Ad, + TS —;—Jdrvﬁ ,, >=0
AR s
. /I - v (R .
Alsy + G 33y + 55+ 5z = O
Y SXV QZV
A Z;:z_ -+ ;,_’7 Py 32 0

QE}() QYV QZV

AZ\' 4'{)‘4 ayaz 92 t ag

koji predstavlja sistem od Sest jednadina koje daJu vezu 1zmed3u komponentnlh
pomeranja i spoljadnjih sila i to 'su Beltrami - Mlchell -ove Jedna01ne.

. Qve Jedna01ne (164) zaJedno sa Nav1er-ov1m jednadinama




179.

(¥.6.50) i Cauchy-jevim konturnim uslovima (I.6.38) &ine potpuni sistem jed-
radina za odredjivanje komponentnih normalnih i tangencijalnih napona.

Xada su zapreminske sile zanemarl jive sistem jednaéina’(l6ﬂ) se svodi na cb-
1ik: ' -

1 oM D
Ag’“‘-"'4,y4 gxz—o . A&W’*'dw =Y O‘
4 U YL
AZ”"'W‘@?‘»”? 45t iy ez 0>
l 4 SJY‘ . ~ 4 G’LJV:_ . 6

keji je poznat pod imenom Beltrami-jeve jednacine.

III.15. BELTRAMI-JEVE I BELTRAMI-MICHELL~OVE JEDNACINE

IZVEDENE U POLARNO-CILINDRICKOM KOORDINATNOM
SISTEMU.

Koristeéi izraze (156) i (157) odredjujemo izvode égg-i
izraz za A bik tako da unoSenjem u jednacinu (153) uz zanemarivanje
zapreminskih sila dobijamo Beltrami-jeve jednadine u polarnd-cilindridkom ko-

crdinatnom sistemu u obliku:

2 4 e 41 M _
88 - & (4 3)"? P * T ora =0

2 ( 4 ac,«p i aJV’ 4 M)
Abpri (=8 + 7 57 I*f!(r‘ or * 1 avi/=0

Ag 4. W—-O ' .

=t T o2
Az:m,za,‘,(a Al e W0 O
M—T— }:;Jﬁ-o

Pri sastavljanju ovih jednadina iskoristili smo vezu (I.9.63) izmedju fizid-
kih i kovarijantnih koordinata tenzora napona koju smo veé ranije izveli,te
to nismo ovde ponavljali.Takodje smo koristili izraze za Cristoffel-ove sim-



"180.

bole iz &élana (I.9).
Ako sada préma izrazima (154) i~ (155) odr'edlmo potrebne

izvode koordinata zaprem;nske sile mo¥emo da sastavimo Beltrami-Michell-ove
jednadine u polarno-cilindridkom koordinatnom sistemu u obliku:
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86 = 7z (6e-) - 'é?ﬁ""dw AL ﬂ Rl =0,
2z — 4 98‘? 4[4 M 4 QJY‘ H o B E!
Ag?+rz(ép é’o T"‘ oY ;.74-7‘.’97_*)»2.390 f‘d F (gsfi-r?
A aj{’ y

T - ok, ) I
Alry= '"“97"(& ~%)- rza\ﬂ""# ar "“‘4 RV S o IR
M ¢/ r [4
!

Al 2 §§z~ Crz wa N IR! oR
27 2 3p +4+j43raz 52t3 =0
A‘Z’ + = 2 aéz_ (5"2 A /] 3” QF 4 an)
%" vz 3y +4+Ju r o¥ez 2t T oy sy =Q

_ 9 o 43

19
Svatazz tyispe Ty oov

gde je operator A jednak: A=

I11.16. BELTRAMI-JEVE I BELTRAMI-MICHELL-OVE JEDNACINE
IZVEDENE U SFERNOM KOORDINATNOM SISTEMU

Koristeéi izraze (156) i (157) odredjujemo izvode é,g i
izraz za A &( k ,a imajuéi u v1du ranije izvedene veze (1.10. 73) izmed ju
fizidkih koordinata i kovarijantnih koordinata tenzora napona uz zanemari-
vanje zapreminskih sila moZemo da unuSenjem u jednadinu (153) da dobijemo
Beltrami-jeve jednadine u sfernom koordinatnom sistemu u obliku:
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Ako ‘pak uzmemo u radun i zapremmske sileda bi smo sasta-
vili Beltr-am:.-Mlchell-ove jednadine potrebno je da pomodu izraza (154) i (155)
odredimo potrebne izvode i iste dodamo odgovarajuéim Beltramijevim jednadina-
ma (168). Ti izrazi po izracunavanju imaju oblik:
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Sada mozemo napisati u komple’criom obliku Beltrami-Michell-ove jednacine:
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IV. PREGLED IZVEDENIH JEDNACINA
TEORIJE ELASTICNOSTI

U prethoanim poglavljima izveli smo jednadine Téorije elas-
tidnosti za sluéaj stanja napona i stanja deformocija kada su deformacije ma-
is koristedi pri tome uopSteni,tenzorski nadin njihovog prikazivanja uz isto-
vremenu njihovu konkretizaciju za Descartes—ov;pravougli koordinatni ‘sistem
i uporedo za polarno-cilindridki i sferni koordinatni sistem.S obzirom na
ulogu izvedenih jednadina zavisno od toga kakve uslove izraZavaju moZemo ih
grupisati u: statidke, geometrijsko-k in emat i-
ke, £i zidk e ili jednadine koje daju vezu izmedju stanja napona
i stanja deformacija.’ -

A° STATICKE JEDNACINE
A° 1. Navier-ove jednadine ravnoteZe:

a) Tenzorski oblik u krivolinijskom koordinatnomvsistemu
D o T o4 ng _ '
£ T v Fv=05 Y+ (B)=0. o

b) u Desqupes—ovom pravouglom koordinatnom sistemu:
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.e) U polarﬁo—dilindriékom koordinatnom sistemu
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a° 2. Cauchy-jevi graniéni (konturni) uslovi

a) u krivolinijskom koordinatnom sistemu
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d) u sfernom koordinatnom sistemu .
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B° GEOMETRIJSKO-KINEMATICKE JEDNACINE

B° 1. Cauchy-jeve kinematicke jednaéine

a) u krivolinijskom koordinatnom sistemu
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b) u Descartes-ovom koordinatnom sistemu
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B° 2. Saint-Venant-ovi uslovi kompatibilnosti deformacija
a) u Kr‘i\}c;iini’jskor’n koc;rdiﬁatném -sistemu
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B 3. Kinematilke jednadine - tenzor rotacije

a) u krivolinijskom koordinatnom sistemu
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b) U Descartes-ovom koordinatnom sistemu
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vektora pomeranja & . - u Descartes-ovom koordinatnom sistemu:
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¢® FIZICKE JEDNACINE

c® 1. Uopsteni oblik'Hooke—ovog zakona
a) u krivolinijskom koordinatnom sistemu
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d) u sfernom koordinatnom sistemu
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c 3. Drugi oblik Hooke-ovog zakona

a) u krivolinijskom koordinatnom sistemu
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p° GENERALISANE. JEDNACINE

D 1. Lamé-ove diferencijalne 3ednac1ne
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d) usfernom koordinatnom sisf,emu
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V. DEFORMACIONI RAD - ELASTICNI POTENCIJAL

V.1l. ELASTICNI POTENCIJAL

Uvedimo funkciju W(€j) kao funkeiju koordinata &
tenzora specifidéne deformacije i nazovimo je elastiéni po -
tencijal ili potencijal napon a,‘jer demo pomo-
éu nje izraziti koordinate tenzora napona A%  kao:

8(;7' ) 2 \/\p(é'q")

Za funkeiju \A£7Céﬂg) , elastiéni potencijal pretpostavimo da je neprekidna
i diferencijabilna funkcija svojih argumenata - koordinata é{f tenzora

relativne deformacije.

Elastlcnl poten013al \Nﬂ?@t moZemo razviti u stepeni red
po koordinatama ~‘5ﬁ. tenzora relativne deformac13e u okolini prlrodnog sta-
nja (prirodne konfiguracije) deformabllnog tela oslanJaJu01 se o pretpostav-
ku o malim deformaclaama, pa moZemo napisati:

a\)\ﬁ) oy (a\AU )
4 | 6( + EL(C +
(aaj&iod 2l 3¢50, i @

Exq=0

\ﬁl7(§}e) = \KZ7

Ako 1mamo u V1du pretpostavku o prirodnom stanju idealno-
elastlcnlh tela,da kada nema napona nema ni deform3013a to za prirodnu konfi-

' r’gura3013u koordinate tenzora napona i tenzora deformacije su jednake nuli,

te imajuéi u vidu definiciju (1) sledi da je:

ééﬂ' =’§VV%2&e)

aég = O (3)

’

L&e=°

i uveséemo pretpostavku'da je u prirodnom stanju tela elastiéni pdtencijal

fu_’“’

napona jednak nuli sledi da je:

W (ewg)] = © | ()

Ext
Uvedimo sada oznaku:
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3543 aéx& Emn:o . )
te elastidni potencijal moéemoinFaziti'kao homogenu kvadratnu formu po spe-

cifidénim deformacijama Sg‘ u obliku:

i / éjnf . .
Emm) = 5 &4 € .
\/\ﬁ( ) 2 C g O 6)

Ako diferenciramo elastiéni potencijal \W/j po koordinatama tenzora spe-

cifidne deformacije é?{ ,dobi jamo:

I 4kl y
AWemn) _ nfg, - 24 @
€y | |
Sime smo dobili vezu izmedju tenzora napona éﬁ; i tgnzora_specifiéne
deformacije & posredstvom tenzora elastidnosti (?gkg ,ko0ji smo naz-

vali i materijalni tenzor. ta veza predstavlja konstitutivne jednadine za
idealno elastidni. materijal.Ovde smo pokazali da pomodu izraza (5) tenzor
‘elastidnosti moZemo da dovedemo u vezu sa elastiénim potencijalom.

V.2. DEFORMACIONI RAD - ENERGIJA DEFORMACIJE

dejstvom spoljadnjeg opteredenja na telo ,telo prelazi u
napregnuto stahje pri demu se menja konfiguracija njegovih Cestica pa se pod
dejstvom spoljadnje prinude uspostavljaju odredjena korespodentna stanja na-
-pona i stanja deformacija,koja su zavisna i od materijala od koga je sagra-
djeno deformabilno telo, a o Gemu smo veé govorili u ﬁoglaﬁlju III.Pri prela-
sku tela iz prirodne konfiguracije u prinudnu konfiguraciju destica koja od-
govara napregnutom 1 deformisanom telu vrdi se odredjeni rad,jer se Cestice
pod dejstvom sila pomeraju,a sa tim se pomeraju i napadne tadke spoljaéﬁjih
zapreminskih i povr3inskih sila koje su vezane ili za srediSta Sestica ili-
-za srediSta povrSine dejstva sila na, povrSi konture tela, pa se pri tome vr-
8i rad.Taj rad spoljéénjih sila pretvara se u potencijalnu energiju - ener-
giju deformacije.Pri tome smatfamo da je dejstvo sila statidko, tj.da je u
svakom trenutku i stanju prinudne konfiguracije destica uspostavljena stati-
¢ka ravnoteZa unutraSnjih i spoljaSnjih sila. Pri laganom (opet statidkom)
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uklanjanju spoljasnjeg opteredenja (sila) ta potencijalna energija deformaci-
je ée se utro3iti na uspostavljénje prvobitne prirodne konfiguracije Cestica
u telu pod pretpostavkom da je materijal telé_ideélno elastican i da dozvo-
ljava reverzibilnost prirodne i priﬁudne konfiguracije Cestica u deformabil-
nom telu Zna01 da po potpunom prestanku dertva opterecenja deformabllno te-
lo je preslo na nedeformisano i nenapregnuto stanJe a ta radun utroska elas—
tiénog poten013ala.

Zna01 da moZemo smatrati da se pri deformlsanju tela,pome-~
ranjem njegovih Cestica i uspostavljanjem nove,prlnudne ,njihove konfiguraci-
Jje akomulira energija deformacije ~-potencijalna energi-

j a, koja se pri uklanjanju spoljadnjih opteredenja oslobadja vrseéi rad na
pomeranju éestica tela do njihovog peloZaja u prirodnoj konfigﬁraciji tela.

‘ Neka je elementarni paralelopiped sa

slike br.l dédcnapregnutog tela tako da

se uticaj celine na njega prenosi zate-

| 4z zanjem u aksijalnom praveu ose Oy,kao
R ® &,4—9.%10]3 5to je prikazano:Tada se na stranicama |
[ ’:__.... L 3~ - povrsi povrSine . doedz  javljaju na-
‘ 244/ dy x poni - 33 i Bgi»dgy?, i"zbog male di-
Vud V-

menzije d#’ mozemo da zanemarimo pri-
raStaj napona d 3y=—-—-a’6ﬂ7/ linijski

ax |

element AB duZine dg, se izduZi za
Adg, koja iznosi:
Slika br. 1 .
' Adﬁ:(hes)dy—dgséyd% :
Ako stranica A ima pomeranje ?)’ ' ,a stranica B pomer‘anae Wedyr
u pravcu odredJenom Oy osom,to se stranlca B u odnosu na A relativno pomeri

. za dp- ——d:l ,Da mozemo naplsatl da povr-smska sila . %ﬁ dax dz pri

statikom dejstvu vrsi rad na putu d?} ,usled istezanja elementar'nog
paralelopipeda,pa je rad:

'o(Axda =  V dz}a/ocdg 2 g“ag d’“d?fdz 9
Ukupan r'ad nad cellm ‘celom zapr'emlne V Jje sada:

o
fz 3/93/ JV = fé?f <7aH/ ]Wedv (10)

gde je dV c(accfyclz zapr'emlna dela tela u obliku elementar'nog paraleloplpe—
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defor -
macioni rad [\de. ili  potencijalna energija po Jedinici zap-
remine tela ili gustlna potencijalne energije.

a \Mgg elastiéni potencijal ili specifidni

leeren01ran3em izraza (10) po zapremini dobljamo

WL, = /_\'de 13 Eg dﬁ/"'e - any

izraz za specificéni deformacioni rad

Na slitan naéin mozemo posmatratl istezanje dela tela u
ODllku elementarnog paralelopipeda sa slike br. 1,ali pojedinaéno zategnut
ne 1stezan3e u praveu ose Ox ili 0z,1i korlscenjem principa supepp021c13e
onteredenja odfediti ukupan specifiéan deformacioni rad koji se trosi na
promenu konfiguracije tog dela tela pri sloZenom naprezanju na zatezanje u
tri upravna pravea. Za sludaj kada je deo tela u obiiku.elgmgntanog parale-
jopipeda zategnut u tri upravna pravea ,kada se javljaju normalni naponi
%, ’ éL i :éa u Ox,0y i Oz pravecu i 1inijskim elementima u praveima
tih csa odgovaraju;odgovaraju dilatacije &, & i &, mozemo napisati
da je specifiéni deformacioni rad ili elastiéni‘potencijal za taj slucaj :

Ad_ = \/\03 %(54g4+€2é%+5553>.

(12)

Na slici br. 2 prikazano je to stanje naprezanja. Ose Ox, Oy 1 0Oz se isto-
viemeno 1 glavni pravei naprezanja i glavni pravei deformacija. Kako izmedju
* V » napona i deformacija vaZi Hooke-o za-
. kon :
(bz)_ 83+d33
' 2 &4 E[é %2+8Q]
- Oy .
! y2
— d E[Z ,j”(g 4‘33)] (13)
8s “U T —= 49_*4 [ _
4 € = E[sz‘(z’ﬂ‘zz)];

i
e ) @ = 26[E rpcE] . (13%)
» - | | B - 0 - Z(E[S,_ ’Jrﬂka,]
Slika br. 2 V ~2(1;[5 +fm£]
to specifiénﬂ?efdrmacioni Ead AL mozemo naplsatl samo u funk0131
glavnih normalnih napona: 54> y Zz i 55 u obl;ku.

A =§4E-[(Afy)(3f+32+3§) M “mz_] > ooan
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’ y , _ . R
A¢= .Q—E[Z”f*‘%:*"gb "Zﬂ (34224 2,55+ 8, Z’*’aﬂ s : (14%)
ili samo u funkeciji glavnih dilatacija &+ &2l €, 1linijskih eleme-

nata u glavnim pravcima deformacija,kao:

A= Gled erer vprl] > (15)

l

Ang = Wﬁf’ - (€1 +E +Ea)+?;j‘4(€4€ +E 67 E, 3)] (15%)

. 1 .
bko diferenciramo specificéni deformacioni rad Avd dat iz- )

razom (14) po naponima 34 , b, ili b, , ili dat izrazima (15) po

dilatacijama &, , &, ili &, dobijamo:

e =é—[(4+j4)é4 ] = e s by,

34 921:

A “
AT E
N _ 4
2= tluptepdi]-e

[

i%‘:i&@(& "'flkév)': 84 5 gi_j:’])
%%_ 26 (6 e = &, , (17
%%_3 =2¢(52+ijc£v) =35>

Ovi izrazi predstavljaju izraz Castigliano-ove teoreme:

Kada se specifiéni deformacioni rad (elastiéni potencijal)
izrazi kao homogena kvadratna forma samo od komponentnih napona (odnmosno
specifiénih deformacija) tada je parcijalni izvod spgcifiénog deformacionog
rad po komponentnom naponu (odnosno specifidnoj deformaciji) jednék odgova-~
rajuéoj specifiénoj deformaciji (odnosno komponentnom naponu).

Specifiéni deformacioni rad se delom trodi na promenu obli-
ka,a delom na promenu zapremine, jer se deformacija tela izvodi promenom obli-
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ka 1 promenom zapremine. Zato posmatrajmo prvo stanje napona i deformacija

koje je definisano sfernim delom tenzora napona i sfernim delom tenzora de-

rormacije. Tada je JW
/0 ésr =7 ( 6 + é)

ade je &y zapreminska dilatacija,a ¢0 srednji prltlsak,pa je specifi-

¢ni deformacioni rad koji se troSi na promenu zapremine:
1(v) W 2 2
A =WIY- 4 pey = L2
2 4
2

2 2
(%5020 Ker . P B
18 [K 2 2K 2K
Sada posmatrajmo stanje napona koje je definisano devija-
el d RO . . X 0@(8)
corrskim ‘delom Q@ . tenzora napona i devijatorskim delom tenzora
specifiéne defor'macije, onda se u praveima zatezanja javljaju naponi Z;,,—/ﬁ s
.-799_ "*/]3 i —49 i pri takvom stanju napona dolazi samo do promene
oblika. Specifiéni deformacioni rad kOJl se trosi na promenu obllka mozemo
dobiti kada od ukupnog specificénog deformacionog rada Ac{_ def‘lnlsanlm

KCS\/;

(185,

izrazom (14) oduzmemo specifiéni deformacioni rad A\d koji se trosi
na promenu zapremine,koji je definisan izrazom (18) tako da dobijamo:
' 1)

”0) Ad 5
o« —QE[WM(& 320 8) ol ] [””Mﬁ] (9

Posle sredjivanja prethodni izraz postaje:

l(o\ (4+ﬂ)[3(% 214_&) __J)/‘] (20)

‘(o) 4*—"[(2, -2,) +(g 2) (3 Z»a)]

(44 2 3 dt O@“) (20%)
o2 O oK J
_ 2l e, g0 7] . p Bk |8 9

U izrazima (20) i (20%) specifidni deformacioni rad utro3en na promenu odbk
. () " . , . . . .
lika Adfo -izrazen je pomocu glavnih napona.Sada ga izrazimo pomocu glav-

nih dilatacija:

AL - Ssceteelven) - &t >
(21)

AL Glaterr ke el - 208 &t §8)]
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(0) .

@[@ ~€,)+ (&~ £g+@a~a)] o)

Do izraza za specifiéni deformacioni rad [kct oblika (20) moZemo doéi kada u
- izrazu (14) za specifiéni deformacioni rad /ELL umesto &y, &s i 25 V
stavimo redom  &,~f ~ , - i 35—49v .Na osnovu izraza (20%) mo-
zemo da formuliSemo Hencky-jevu teoremu:

Specifiéni deformacioni rad (elastidni potencijal) utrosen
na promenu oblika elasticnog tela srazmeran je kvadratu oktaedarskog napona

ili drugoj invarijanti devijatora napona..

VTPrétpostavimo sada da ha elementarni‘deo tela u obliku ele-

,meﬁtafnog paralelopipeda dejstvuju sile tako da se u povrSima stranica ivi-
ca dac <iy javljaju smiduéi. naponi - ng LA uipovréima stranica ivi-
ca >dx smiduéi naponi . gz' .Usled takvog naprezanga deo tela ob-
llka paraleloplpeda prlkazanog na SllCl br. 3 se deformiSe tako da se javlja
promena pravog ugla ‘Za 3}2 “izmedju

zV ;k { S - “‘njegovih linijskih elemenata u pravei-
' X _ ‘ Z;y+d2;y ma osa Oy i Oz. PovrSinske sile,koje
— ‘se javljaju u parovima, 252: dadx i
] L P j -
Iél 4l 2§z+dlyz Czy da:dgf obrazuju spregove momena
G|t} e
T d Woye = T duclz o
| dy @ x = Z 2 doxclz .
0J st =9 - g o g
o R 1 ,
Ll * C o CJ Zafzg‘ = Z;g CJUCij“Jz
Slika br. 3

kOJl vr51 obrtanJe za ugao i%.f%z ;
pa je ukupan rad pri statidkom degstvu ‘tih spregova

A = F ity fl v 4 daty Lo

Sada moZemo napisati da je ukupan deformacioni rad koji se trod3i na deforma-
ciju dela tela oblika elementarnog paralelopipeda: '

>

C/Ad{ = 4 gz A%z clacclr(-/o[z + 5 zg%zdxcjgdz
(22)
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Uz koriSdenje pravila o konjugovanosti smidudih napona poslednji izraz dobija
oblik:

=d
pa je ukupan rad koji se troSi na deformaciju tela:

Ade = J‘/—\Lt dV, : o ’. (24
v

A=Ay dl en

o ! } ) . . . .
zde je- }xkdf specifiéni deformacioni rad usled cistog smicanja:

dz" G &y
Ade =— gé}g i (25)

7a =lucaj da se u svim stranlcama javljaju samo smiduéi naponi,kao Sto Je to
na sliei br. 4 prikazano spe01flcn1 deformacioni rad usled smicanja bi imao
oblik:

Ac{%: 2 ((—zac zg*CzJXzy + éxy xg) (26)

va je ukupan spec1f1cn1 deforma01on1 rad pri proizvoljnom prostornom stanju
raprezanga svake destice tela jednak:

A;L = %(Bxsmd&yéya»%zez-t—&x&x+Z§gé§g+&gb§c§> (27)

Do tog rezultata moZemo dodi i na sledeéi nadin. Ukupan
rad spoljas$njih sila koje dejstvuju na telo jednak je zbiru rada spoljasnjih

Slika br. 4 Slika br. 4 a

- ,
povrsinskih sila EiQiS gde je dS element povrsine povrSi konture deforma-
bilnog tela, na pomeranjima S tadaka konture i rada spoljasnjih zapre-
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=1
" minskih sila R'dV
na pomeranjima g

vrdine povrii konture

Kkoje dejstvuju na svaku Gesticu tela zapremine dV

v

S .Ako smatramo da spoljaSnje sile i povrSinske i

tacaka unutar tela ukupne zapremine i ukupne- po--

zapremlnske statidki dejstvuju,onda je prema Clapeyron-ovo] teoremi o radu
sila pri statickom dejstvu:

f GOy f (F3)av

-

E‘l

(28)

—— : S
gde je S povr31nska 51la A Fi'

la:

vektor pomeranja, zapreminska si-

< xy,2) = ,u(:r,g,i)-(, + Z}Cx,g,z)&»u u}(x,y,Z) »
+ Yy\_a + ZY\_ '& >
L 2, F

:t..,"dg,zn) = X,,L/L (29)

]
v C

—

E¢
& ]

0= Xo T+ Yy

pa prethodnl izraz (28) moZemo da naplsemo u obllku

i” ——j(X ,u+y il w)dS +AJ(XVM+Y 2)‘+Z W)ON (30)

ol (=) COsa |

KOPlutGCl Cauchy—Jeve granlcne uslove u vektorskom obllku
fHEd cospy,

Boo+ &
P 7%7/5 40 Aﬁ(=)cos3q',

i formulu Green-Ostrogradskog za pretvaranje povr3inskog integrala po zatvo-

Fp s (31)

renoj‘povréi u zapreminski integral_po zapremini unutar te povrsi:
20 8(1
f(a d3s) folu}ba dV f 20z , 0%,

mozemo prvi 1ntegral iz (28) da transformlsemo u zaprem;nski. Kako je skalar-
ni proizvod u podintegralnoj funkeiji prvog integrala (28) na osnovu Cauchy-
jevih graniénih uslova (31) jednak:

2% dV, (32

(F3)= (B2 (B3 p+(B3)Y (33
to uporedjenjem sa (32) vektor o ima oblik:
o &= (P37 + F.S ) (B,3)% (31)
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pa se prvi integral izraza (28) moZe napisati kao:

[G3s - fe. - fozar, o
v

S g
gae Je
dird = 3z B3 + 5D = B5) - B
(ﬁ /% r 23 5.2): (72 ) H(72) 60

i = (1) )+ (5, D), B

jer je iz Navier-ove jednadine u vektorskom obliku veza izmedju totalnih na-

pcna ‘]i: , fé; i %z: i zapreminske sile ;37
b
ofs , 3R/, = _§ (37)
22X 3{:‘/ '

—
Integral (35) . Rad spoljasnjih povrsinskih sila EJ se

riwze sada napisabti u obliku:

(d_) 4S(Fn )d5 :’év (-E,)IS)CIV#*{J[( )9 f?y)%y 2) SZ]dV(38)

Sada uzimajudi u obzir izraz (28) sledi da je ukupan rad spbljaéhjih sila:

AVE f[(?x 25)+ (ﬁ«, 25, (ﬂ;gz] Vs (39)

3 Jednak Jje deformac1onom radu l&;d_ Iz podlntegralne funkc13e 1zdva3amo

oraz’'za spec1flcn1 deforma01on1 rad chi u obliku:

v HEE e DEE

Poslednji izraz je u vektorskom obliku izraZen pomodu skalarnih proizvoda

~ totalnih napona za povrSi sa ortovima normala u praveima koordinatnih osa i
parcijalnih izvoda vektora pomeranja po x,y i =z. Razvijanjem
pojedinadéno skalarnih proizvoda iz izraza (40) dobijamo:

?dl
- EES .
5 35 ). o~ ElA Gv oV
( x3y ) (éx (-u-y sz) aua; gxax nggi 4—2; ?l} (41)
3 N

ax
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4L

Y

QU

P J* 3
L

3y

L

Az

(&, S) (sz ‘zgé) S = T+ &J +éz (%)
1% v
- 3z

UnoSenjem ovih izraza u (40) dobijamo sledeéi oblik za specifidéni deformaci-
oni rad: ' ’

2 au} abl

[ x a'x 293 ag é’z EE2N Txg 33(:

: (MZ)

o M o oup
,+LJ‘9€]+Z“3°° a2 *'?Z'Zay By ]

pa vodedéi raduna o Cauchy-jevim kiﬁematiékim jedna01nama ko je daju‘vezq izme-
koordinata vektora pomeranja i specifiénih deformacija - dilatacija i kliza-
nja poslednji izraz dobija konaCni oblik,pa je specifiéni deformacioni rad:

A‘d, = é{‘ (é:r. E:c. + gfy*‘ éz,sz + Txy&y I*'T.tz&z*' r(-\za £5> 'J,A (IB)

¢ime smo dobili isti izraz do koga smo dosll i elementarnlm putem

Ima3u01 u vidu Hooke—ov zakon k031 daje vezu 1zmed3u kompo—
nentnih napona i komponentnih spe01flcn1h deformac13a spec1flcn1 deformaclo—

ni rad moZemo da izarazimo u obliku homogene kvadratne forme:
- komponentnih specifidnih deformacija - dilatacija i kli-

zanja:

AE.GL G[(Em+-83+é")+fuc(6x+£y+£z) +—-( +8§z+3tz)] (414)

- komponentnih napona - normalnih ili smicuéih -:

‘ 4 2 ) 2 . | o 2
A = FEL(2+05 +82)-2p(Batyt a3, ;) #2lkH) g +B2e ok 5)
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Pokazaéemo jo5 jedan nacin kako moZemo izvesti izraz za
soecifiéni deformacioni rad. Uodimo deo napregnutog tela u obliku elementar~
Log paralelqpipeda osnovnih iviea dw , ‘dg i dz tako da mu je jedno te-
we u tadki A ,koja ima‘pOmeranje odredjeno vektorom ‘g .Na slici br. 5
prikazan je elementarni paraleloplped sa odgovara3uc1m totalnlm naponima.

‘ Sa sllke se vidi da pri prelasku 1z

F;.Efédz ‘ " tadke A u srediSte stranice sa norma-
f%x) lom (-2 ) je pri promeni koordina-
taza +dy i 1dz pa vektor pome-
}Z. 2 3 3
- . // - ranja srediSta te sranice oznadimo sa
o . | = (e f S TR ’ e e, T .
%?§\\\~\\ , 7 dz. - 7 '3;;25 ,a -srediSta stranice sa ortom
<) })/5____ - . - hormale ( X)) sa Bx pa je:
4 -7 D T .‘“ﬁ".}_g NI o
/dg,t\-,_;,- Ty - _ T 48 gy A Fuz,
0 / [25) - S(—oc) = 24 d Tz oz
T e//%edoc, o A"L SR N 1)
E /B"’ R 5T 4%, 4198
= _=2.,33 Y 9S 4
, = § +22dx+L=dy + = z
Slika br. 5 o S?C . ,S ox T Tz

na slican nac1n odredjujemo i vektore pomeranja srediSta ostalih stranica
p:raleloplpeda '

= _ > 41/2 25_;_
5(-3) = St 2-(55—6 da+ = dz) 7
z Ty, 83,
T =T, 435y a‘s"d>
)= +§'(555 Tty 4/ e
2 _ 2. 4 _Q:S> 9 33 | ' yEx*
SZ) = & *\“Z(aocde'aTg‘dg)*ﬁdz” ( )
S-,.— S-!-—Z(ﬁd&:-laé—gdg’Lgi—dz). ) (1;5***»

Poslednjiﬂizraz se odnosi na Vekto; pomerénja'Srédiéta paralelopipeda.

Ukupan rad k031 vrse povr51nske sile koje dejstuju po
konturi paralelopipeda pri statlckom dertvu prema Clapeyron—OVOJ teoremi
Je:




208.

— OB \2
C{—Adm 4{(@3 dﬁ} S, dydz +¢?x) ({)dlgdz +(@""—ja dg)Syddef
(47)
g 2 ‘».") i "‘)l P —y ,
+ 7? )Séﬁ) dmdz-f—(;fo + ﬁdz) Szdxolg +He S(_Z)dacdgq-z(ﬁ, 35+%d5) dav
- UnoSenjem izraza za pomeranja iz (46) u (47) za elementar-

ni rad dobijamo'
dA&aln“ ~{[(,’3: gfda: g £§§d3+24 gfdnasd) f)’(§+ég—d#+g§d§]dydzf

5 > 485,483 ,, .35 = (= 53,
’_[('? _&dg)(‘spéﬂ.g& +-é—a_fdz+——gd€/)~f0g-(s+%g~d zazdz dxdz+

u7%)
.> —> g 3) 9. - e ?
(2B (5 ety B P (5 g B Gty
+ 24-(;—::') ?+£—§dm+§-§dﬁ +%§idz)dxdgdz R
Sto posle sredjivanja daje:
— .., 2% — 35 4 ir-g
2[ “’gasc ’ag) <ziaz ]dV+ (F"’ S)dv+
‘ (_E B, Pz -»)dv + 4(5,013*)AV+
ox y
(L7**)

A G B

, v . =, .
Imajuéi u vidu vezu izmedju specifidnih zapreminskih sila [y, i totalnmih
napona f): , F i 75: iz Navier-ovih jednadina (37) =zakljulujemo da
se poslednji élanovi iz (47*¥) potiru i da se taj izraz svodi na slededi
oblik: '

by = AR, 52)+ +(735) (7 %i)]d\/ (48)

odakle zakljudujemo da je épecif’iéni deformacioni rad:
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Ad’ dV [70“’ ax 'P;’ ggs J_J az)] (49)

a-taj izraz je identidan sa veé izvedenim izrazom (L0).

Iz izaraza (44) i (45) vidimo da je specifiéni deformacio-
ri rad ili elastiéni potencijal; /k&,ili \¢7 yhomogena, pozitivno defini-~
tua, kvadrétna regularna forma komponentnih normalnih i tangencijalnih na-

ona,odnosno specifiénih deforma013a dllata01ga i klizanja. Iz ovoga sledi

da specifiéni deformacioni rad Ahd ,a sa tim i elastiéni potencijal

\&é7 mogu biti- jednaki nuli samo kada su sve specifiéne deformacije - dila-
tacije i klizanja jednaki nuli,odnosno kada su komponentni naponi - normalni
i tangencijalni istovremenoqjednaki nuli,a to znadi u prirodnom stanju tela,
céncsno  nenapregnutom i nedeformlsanom u prlroanJ konflgura0131 destica-
telak

" I za opSti sludaj prostornog stanja naprezanja i prostor-

ncg sbahja deformaéija vaze castigliano-ovi obrasci (teorema):

oA _ WL A 3wl _,
38, 90 ? 3 Ex 3 Ex x5
_alhd a\¢7 A - aWJ =2
a&y ) e 3 ’ 9 &y 2 &y v
I
aAd Q\AU = & QAJ. = 8\/\[] = éz N
32:; aéz. = 9&2 BEZ
9/354 A - aw/ - & ,
aZ}y az;cy aia’ 3dy Wy - (50)
QA\::I Q\I\H Cf‘ IA - A4 = Tz 5
BE; a‘az 3(3'17. ) a{f{]’-
oA W oA _ 3W/ . 7
3?:33: 92:72 A?'-’Z) 38.(‘!7— 3(\&31 gz

Kako su u prirodnom stanju tela, u prirodnoj konfiguraciji
komponentni naponi i komponentne specifidne defoﬁmacije jednake nuli,to sle-
di-- da tada specifiéni deformacioni rad,odnosno elastidni potencijal imaju
stacionarnu vrednost,jer su im prvi izvodi po komponentnim naponima,odnosno
komponentnim specifiénim deformacijama jednaki nuli. Pos$to su izrazi za spe-
cifiéni deformacioni rad ﬁh& odnosno elastiéni potencijal \J7 poziti-
vno definitne kvadratne forme koordinata specifiénih'defbrmacija,odnosho
komponentnih napona to sledi da u prirodnom stanju tela, prirodnoj konfigu-

raciji imaju minimum.Da naglasimo i specifidni deformacioni rad i elasticni
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poﬁencijal u prirodnom stanju tela imaju minimum.
Bko se posle ovih fizidkih dbijaénjenja vratimo na podetak -
ovez poglavlja V.l. na izraz (1) za elastiéni potencijal i njegovu vezu sa
tenzorom napona zakljudujemo da izraz (V.l.l) predstavlja uopSteni Castigli-
ano-ov obrazac za sluaj krivolinijskog'koordinatnog sistema,gde se umesto
sa fizidkim koordinatama tenzora napona i tenzoraAdefobﬁacije radina sa kon- -
travarijantnim koordinatama tenzora napona i kovarijantnim koordinatama ten-
zora specificne deformacije. . o ’
Isto.tako pretpostavke (3) (4) 1 (5) u izrazu (2) odno-
sno (6) dobijaju svoje fizidko tumadenje na'f;ziékim koprdinatama tenzora
napona i tenzora deformacije. _ ;
Izraz (7) moZemo smatrati izrazom uopStene Castigliano—ove
teoreme u krlvollnlgskom koordlnatnom _sistemu: ’ o »
Kada elastlcnl potencijal (generallsanu vrednost spe01f1c—
nog deformacionog rada) izrazimo kao homogenu kvadratnu formu kovarijantnih
koordinata tenzora.specificne deformacije onda je parcijalni izved elastié-
nog potencijala po kovarijantnim koordinatama tenzora specifilne deformac13e
3ednakodgovara3u01m kontravarijantnim koordinatama tenzora napona."




VI. METODE ZA RESAVANJE PROBLEMA TEORIJE ELASTICNGSTI
I OSNOVNI ZADACI STATIKE ELASTICNOG TELA

U pbaktiénoj primeni matematicke teorije elastiénQSEi'SQSé
redeno se sa hajrazliéitijim zadacima koji se u osnovnom mogu svrstéti u tri
Zrupe zavisno od toga Sta nam je pozhato,optereéenje tela ili uélqvi na gbéé
nicama tog tela ili bak pomeranja njegoVih tadaka.Zato i razlikujémo-trihnaj-

rasprostranjenija sludaja:

1° Poznate su povré;nske sile koje dejstvuju po povrsi

omotzda deformabilnog tela;

2° Poznati su vektori pomeranja tadaka povr3i omotada de-
formabilnog tela; ' .

; 30 Na jednom delu povrsi omotada deformabilnog tela pozna-
“z su pomeranja tadaka tela,dok su na ostalom delu povrsi poznate spoljasnje
povr%inske sile. o .
| , Iz dosadadnje analize stanja napona i stanja deformacija,
kaso i veze izmedju tih stanja moZemo da konstantujemo da su zadaci statike
eiastiénih tela takvi zadaci gde je pored reSavanja pércijalnih diferencijal~
nih jednadina ravnoteZe deformabilnog tela potrebno i zadovoljavanje zadatih
graniénih uslova na povrsi konture deformabilnog tela,pa se takvi zadaci na-
zivaju zadaci sa graniénim uslovima ili konturnim uslovima.

> Prvi osnovni zadatak sa graniénim uslovima sastoji se u
odredjivanju koordinata vektora pomeranja iz Lamé-ovih jednadina i Sest kom-
ponenata tenzora napona u taékamaAdefbrmabilnog tela.Te koordinate vektora
pomeranja i komponente tenzora napona moraju biti neprekidne funkeije koor-
dinata tadaka unuﬁar tela sve do tacdaka na povrSi omotaca gde treba da zado-
voljavaju graniéne (konturne) uslove.Ovako postavljen problem je direktni

Jjer se redavanjem Lamé-ovih jednaéina odredjuju tri koordinate vektora pome-
ranja & ,pa se pomodu vektora pomeranja i Cauchy-jevih kinematickih jed-

L
N
\
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nadina odredjuju komponente tenzora deformacije - dilatacije i klizanja, a
zatim se posredstvom Hooke-ovog zakona odredjuju komponente tenzora napona.
Pri tome mbraju da budu zadovoljeni Cauchy-jevi graniéni uslovi,kao i Saint
Vensnt-ovi uslovi kompatibilnosti deformacija i Beltrgmi—Michell—ovi usiovi
kompatibilnosti napona. Ovako pbstavljeﬁ zadatak bi bio idealni pristup re-
Savanju zadatakaAda se problemi ne javljaju u startu .Naime veé pri resavanju
Lamé-ove jednadine dolazi se do-zakljudka da je to moguée u vrlo malom broju
sluéaje&é i oblika tela i optereéenja.

Drugi osnovhi zadatak statike elastidénog tela sastoji se
u nalazenJu komponenata tenzora naponaposredstvom Navier-ovih jednaéina,a
zatim odredjlvanga komponenata tenzora spe01flcne deforma013e pomoéu Hooke~
ovog zakona uz zadovolJavanJe Beltrami-michell-ovih Jednac1na saglasnost1 ‘
napona i Sa1nt—Venant—ov1h uslova saglasnostl deforma013a a zatlm odredjlva-
"nJem koordinara vektora pomeranja ?gf tadaka deformabllnog tela,prl cemu
treba da su zadovoljeni granidni uslovi obtika: )
(E;}n‘='?§;' i M= 41;(§gx)
koglma se deflnlsu komponente vektora pomeranJa tacaka na. povrsi omotada te-
la. Ovako postavlgenl zadatak Je "zadatak po naponima" za razliku od prethod-
no deflnlsanog k031 bi bioc "re3enje po pomeranglma"
2 Tredi osnovni zadatak statike elastlcnog tela se sastoji
u 6dredjiVaﬁju takvog redenja Navier-ovih jedsdina ravnoteZe,ili Lamé-ovih
jednadina uz koriSdenje Hooke-ovog zakona i uz zadovoljenje Saint Venant -
ovih uslova saglasnosti defbrmacija’i‘BeltramiAMiChelléovih jednadina sag -
lasnosti napona kojima demo odrediti jedan broj komponenata ‘tenzora napona B
“i- jedan broj komponenata vektora pomeranja koje zadovoljavaju graniéne uslo—
ve zadate povrdinskim silama na delu ‘povrii omotaca,deformabllnog tela,i je-
dan broj koji zadovoljava grani®ne uslove zadate pomeranjima tadaka ili ma-
povrdi omotada ilitunutar deformabilnog tela.U ovom sludaju reSenje ide pre-
ko jednog broja komponenata tenzora napona.-i jednog broja koordinata vektora
pomeranja pa kaZemo da se radi o "kombinovanom reSenju". -

'S obzirom na pristup kako se dolazi do izabranih nepozna-
tih integraljenjem jednadina ili njihovim pretpostavljanjem pa proverom pret=
- postavljenih reSenja imamo tri metode za reSavanje problema teorije elastid-
nosti: direktnu , obratni (inverznu) i poluobratni (semi-inverse).U obratnoj
metodi nepoznete se ustvari "pogadjaju" pa proveravaju,a u poluobratnoj me--
todi jedan broj nepoznatih se "pogadja" a drugi odredjuje reSavanjem parci-
jalnih diferencijalnih jednadina pa utoliko nije matematidki "fundirana" ali
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rzhnicki vrlo korisha.
U prethodnim poglavljima izvedene su jednaCine teorije na-
pona,teorije deformacijai jednadine koje daju vezu izmedju stanja napona i
-stanja deformacija i u njima se u opStem sludaju javlja 15 nepoznatih: Sest
romponenata tenzora napona,bilo da se radi o fizidkim koordinatama ili gene-
ralisanim koordlnatama, Sest komponenata tenzora deformacije; tri koordinate
vektora pomeranaa U krivolinijskom koordinatnom sistemu t%nepoznate su: éfg
&y ZL* y Bdesui,j=1,2,3.0 Descartes-ovom koordinatnom 51stemu
to su: tri normalna napona 8. , Gy i & ; tri smiduéa napona Ty »
?Zz i Z;x kao " ~merti matrice tenzora napona /Q7 5 tri dilatacije
Ee 1. & 1 tri klizanja &, 3;: i &3 kao elementi
matrice tenzora deformac13e qf 31 tPl koordinate vektora pomeranga 5 3
1) palarno c111ndr1ckom koordlnatnom sistemu to su: tri normalna napona ér y

Up i 82 , tri smlcucaynapona 2;p " 4wz i Ly s tri d11atac13e

& , & i & , triklizanja &, , % i & ; i trikoordina-
te 4n, My i 4 vektora pomeranja. U sfernom koordinatnom sistemu ne-
poznate su: tri normalna napona "ég' y by 1 'Zy— 3 tri smiduéa napo-
'ya ’ Z}P , Z}V;i E;f ; tri dilatacije & p& 1 &y tri klizanja

% Sy J;f tri koordinate = 4, , ¢ i W vektora pome-

ranja. Zato je potrebno u- postupku resavanga postavlgenog zadatka u pocetku
izabrati one nepoznate vellclne koje smatramo osnovnim koje se neposredno
odredjuju iz jednadina ravnoteze ili pak se u startu pretpostavlJaJu njihove
"rednostl ili funkKeionalne zav1snost1 pa se vrSe provere tadnosti njihovog
pretpostavlaanga a zatlm se pomocu tih osnovnih nepoznatih dalje OdPEdJUJu
preostale nepoznate do broja 15. ’ ‘ '
' U diredktnim’ resenglma zadatka statike élastibnog tela tra-
Ze se komponente tenzora napona' /yY i komponente tenzora deformaci je QE
1 vektor pomeranja'i;f koji karakteriSu stanje ndpona i stanje deformacija
kao i polje pomeranja tadaka elastiénog tela koja su dizazvana dejstvom.spo-
1jaSnjih zapreminskih i povr3inskih sila. U direktnoj metodi.znadi poznate.
su époljaénje sile ,povréinékg i-zapreminske,komponentné-pomeranja AL,
¥ i 4 odredjujemo reSavanjem Lamé-ove parcijalne diferencijalne jed-
nadine uz koriSéenje -Cauchy-jevih granidnih uslova druge vrste.Zatim korisde-
njem Hooke-ovog zakona odredjujemo komponente tenzora napona  /\J ,uz-pret-
hodno odredjivanje komponenata tenzora deformacije & korisden jem Cauchy~
Jevih“kinematidkih jednaéina;oﬁofbi bio sludaj direktne metode po pomeranji-
ma. Takodje se direktna metoda mo¥e smatrati i u sludaju kada za osnovne ne-
poznate usyojimo komponente tenzora napona,pa uz poznavanje spoljasSnjih zap-
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reminskih sila- napone cdredjujemo iz Navier-ovih jednadina ravnoteZe i Bel—
trami-Michell-ovih jednadina saglasnosti napona za zadate graniéne uslove
kojima obuhvatano uticaj spoljasnjih povrSinskih sila.Znadi da tada govorimo
o direktnoj metodi primenjenoj na. zadatak ﬁo naponima.Dalje koriSdéenjem veze
izmedjuAnapona i deformacija posredstvom Hooke-ovog zakona odred jujemo nepoz-
nate dilatacijeri klizanja,a zatim pomodu njih komponente vektora pomeranja

integraljenjem po veé izvedenim jednadinama datim u delu pregled.

U redenjima obratna metoda se sastoji u.tome da se zadaju
ili komponente vektora pomeranja ili komponente tenzora napona ili komponen-
te tenzora deformacije u tadkama izudavanog tela kao funkecije koordinata tih
tadaka pa se odredjuju spoljasnje sile koje bi mogle izazvati takva komponen-
tna pomeranja ili takvo stanje napona ili takvo stanje deformacija.Pri tome
se koriste Beltrami—Michell—éve'jednaéine iz kojih se odredjuju sile koje mo-
raju da zadovolje gbaniéne uslove na povrsi omotadaelastidnog tela da bi bi-

le stvarne sile koje izazivaju takva pomeranja tadaka tela.’

» Obratna metoda je matematiéki jednostavnija od direktne, jer
kod direktne metode nailazimo na velike matematidke teskoce oko integral je-
nja parcijalnih diferencijalnih‘jednaéinaéija'reéenja moraju da zadovolje i
gréniéne uslove na povrSi omotaca elastidnog tela. Direktno postavljeni pro-
blem se moZe rediti samo u nekoliko prostih slucajeva bez neke naroc¢ite kori-
sti{2a tehniku. Kod obratne metode intégpaljenja sistema simultanih parcijal-
nih diferencijalnih jednaéiha sa zadatim graﬁiénjm uslovima ceo problem se
svodi na diferenciranje zadatih komponenata vektora pomeranja. Vidimo da pri—
mena obratne metode ne predstavlja posebne teSkode,sem Sto u,startu_zahteva
pogad janje hekihkfunkcijé kao koordinata vektora pomeranjaQ Uspemo 1i da po-
godimo oblik tih funkeija primena je vrlo prosta;medjutim,ni 6vom metodém se
nije do$lo do nekih vaznijih reSenja za tehnidku prakSﬁ.

Posle mnégih,uzaludnih.pokuéaja najboljih matematicara pr-
ve polovine prosSlog veka da pomoéu jedne od definisanih i matematicki korikt-
nih metoda dodju do reSenja korisnih za tehnidku praksu francuski inzenjer-
Baré de Saint Venant predloéio;je'originalnu,mada matematidki vrlo primitiv-
nu i matematidki nezasnovanu metodu koju je nazvao poluobratnom (La méthode
semi-inverse) koja se sastoji u delimiénom zadavanju istovremeno koordinata
vektora pomeranja i koordinata tenzora napona i zatim odredjivanju pomoéu iz~
vedenih jednaCina statike elastiéhog tela preostalih komponenata vektora po-
meranja i1 koordinata teniora napona,koje ovi moraju da zadovoljavaju.Zatim ,

se odredjuju i spoljaénje sile koje odgovaraju stanju napona i stanju defor-

.
’
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pacija,koja su dobijena delimiéno pretpostavkama a dellmlcno 1zracunavan3em
Ako odredjene spoljasnje sile odgovaraJu uslov1ma postavl jenog zadatka onda
Jje problem regen,dok u protivnom ulinjene pretpostavke odgovaraju drugom za-
datku,te za postavljeni zadatak treba izabrgti druge prétpostavke i postupak
cedavanja ponoviti. Mada je ovakva @étdda matematidki nezasnovana ﬁiti oprav-
dana,to je i danas jedina kojom se rééavaju najvazniji tehnicki problemi. Sa-
ma peluobratna metoda he daje jasan i logicki jednostavén tok redavanja, jer
ne definiSe jasno koje nepoznate pretpostavljamo é koje izraéunavamo.U tome
se najbolje pri izboru osloniti na neke eksperlmentalne osnove ili ogledom
1nd101rane karaktere stanJa napona i stanga pomeranja napregnutog tela.Saint
Venant Jje svoju metodu primenjivao na zadatke torzije i savijanja prizmatid-
nih tela. .

: U novije vreme razvic se veliki broj metoda za resavange
posebnih klasa zadataka teorije elastlcnostl Med ju analitiékim metodama poz-
nate su metoda potencijala i metoda integralnih transformacija.Za resavange
raviih zadatéka teorije'elastiénosti koristi se metoda funkeije kompleksne
prunenljlve uz korlscenJe metode konformnog preslikavanja.Za predstavljanje
fuww013a napona i raznlh poten013ala korlste se stepenl redovi i trigonome~
tPlJSkl redovi sa konacnlmllll beskonacnlm brojem ¢lanova.Razvojem kompjuter-
ske tehnike iyskrééivanjem vremena raéunanja na razliéitim racunarima u novi-
je vreme‘se‘sye vise razvijaju razne numeridke metode u primeni za resavanje
probléma teorije elastidnosti.Od numeridkih metoda Siroku primenu su veé do-
bile metoda konadnih rézlika_i metoda konaénogVelementa.Osnovna ideja metode
xonadnih elemenata je u fiéiékoj diékrétizaciji kontinﬁuma u kom sludaju se
lakse nalazé feéenjé Metodu fizidke diskretizacije Vontinuuma primenio je
Hrenlkoff 1941 kod resavanJa ravnih problema teorije elasticénosti.

h = , Osnovna ideja pPl resavangu problema teorije elastlcnostl
‘mrtodom poten013ala je u tome da se komponente tenzora napona,tenzora defor-

,ma013e ili neke’ druge flzlcke velidine 1zraze kao funkeije jedne funk013e
koordlnata tadke za koau se vequu ida zamenom u osnovne jednadine dobljemo '

Jedna01nu koju funkc1Ja - potenc1al treba da zadovolgava Najcesce .se. deflnl—
Se potencijal napona i poten013al spe01f1cne deformacije. '

Za reSavanje jednog broja zadataka teorije elastlcnostl ;5
koriste se varijacione metode.Jedna od- naJpoznatlth metoda je metoda thz—a

i njenom primenom- se moze dobiti niz sukce51vn1h sve tacnljlh aprok51ma013a ,-m
u odnosi na podetnu.Pri primeni ove “metode potrebno Jje datl i ocenu tacnosti
pribliZnog reSenja, 3to u mnogome" zavisi od izbora fundamentalnlh (koordlna-

tnih) funkcija i opStem slucagu ona raste sa uvedan jem njlhovog bPOJa

1
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Metoda Bﬁbhova-Géljorkina je opSta pribliZna metoda inte-
graljenja diferencijalnih jednadina teorije clastidnosti i ima Sireoku prime~
nu.U osnovnom ona nije povezana sa’varijacioﬁim principom.Pri reSavanju zada-
taka teorije elasti®nosti metodom Bubnova-Galorkina neophodno je da funkei-

- je pribliZnog reSenja izaberemo tako da bi unapred bili zadovoljeni granidni

uslovi - statlckl i geometrljskl.

PostOJe i razne vreste energetsklh metoda ROJe se korlste
za resavanje zadataka teorije elastidnosti.

Pored analitidkih i numeriSkih metoda za resavange proble—
ma teorlje elastidnosti svoje znadajno mesto imaju eksperlmentalna igpitiva-
nja stanja napona i stanja deformacija napregnutog tela.Medju eksperimental-
nim metodama koje se primenjuju za ispitivanje stanja napona i stanja defor-
macija ima metoda merenja mehaniékih velidina elektriénim'putem kao jedna od
tenzometri jskih metoda.Kao merni element - pretvarac mehanlcke ve11c1ne u
elektridnu koriste se merne trake. Merne trake su omski pa51vn1 pretvarac1
mehanidkih velidina u elektridne. To se ostvaruje 1zduzen3em provodnika i
promenom hjenog elektriénOg otpofa.Zato'je'potrébno.pOZnavéti osetl jivost
merne trake .Mernom trakom se mere izduZenja i skratenja linijskih elemena-
ta za koje su prilepljene.Na osnovu deformééije merne trake mogu da se izvu-
ku zakljuéei o dilataciji 1ini jskog elementa u odred jenom praveu kao i o
praveu te dilatacije.Posredno mogu da se izvuku zakl judei o véliéihi norma-
Inih napona.Merna traka se‘saéfoji od dve tanké folije od plastiéhé mése,

- izmedju kojih se nalazi tzv. merna resetka koja Je aktivni deo sklopa merne

trake.Merna redetka ‘merne trake se"SaétOji’od tgnkog materijaia koji provodi
struju.Deblji prikljudei na krajevima merne reSetke sluZe za prikljudak kab-
lova.Plastidna folija koja je nosad merne reSetke olakéava rukovanje mernom

- trakom i pruZa sigurnu za3titu merne re3etke od oéteéenja Za praktiénu ana-

lizu stanja napona i stanJa deforma013a potrebno Je naprav1t1 plan merenJa
i postavlJanJa mernlh traka da bi se u karakterlstlcnlm tackama mogli 1zmer1-
ti tadno odredjeni komponentni napon1 odnosno dllataclge i kllzanaa Prl pos—

avl janju mernih traka treba Vodltl racuna o efektu kompenza013e nezelJenlh
pojava. ' o ' V

U . éksperimentalne métode spada i optidka analiza napon-
skog stanJa napregnutog tela Prl modelskom ispitivanju stanja napona i sta-

nJa deforma013e napregnutog tela model se moze praviti od materijala kOJl se

po svojim mehanlcklm karakterlstlkama razlikuje od stvarnog tela. Optidka

analiza naponskog stanJa ba21ra se na 01n3en1e1 da izvesni providni materi-




217.
=11 menjaju optidke osobine pri optereéivanjﬁ i dovodjenju u napregnuto sta-
1:je.Znadi da se optidka analiza naponskog stanja napregnutih providnin tela
nazira na osobini fotoelastidnosti.Neki providni materijali su u prirodnom
stanju homogeni i izotropni i ne vrde polarizaciju svetlosti.Pod dejstvom
optereéenja ti materijali polarizuju svetlost i duéi od tadke do tadke na-
gregnutog tela materijal se ponasa kao skup kristala sa razllclto orjentisa-
nim optidkim osama. Posmatrangem takvog modela kroz spe013alno konstrulsane
polariskope sa odgovara3u01m polarizatorima i anallzatorlma i pr1n01pu nji-
Lovog rada kao linearni ili cirkularni dobijamo odredjene slike stanja napo-
Ta u naprégnutom modelu.Te slike definiSemo kao mape izoklina i mape jzohro-
7a i one nam omogudavaju da analiziramo stanje napona,glavne pravce napreza-
nja i koncentraciju napona, a predstavljaju i vrlo pogodnh osnovu za izvla- -
#snje zakljudka o kritidnim tadkama stanja napona u konstrukeiji.0 karakte-
.1istikéma ove metode i njenim moguénostima bide reéi u jednom od narednih
noglavlja ove knjige.

Vi.1l. OSNOVNI ZADACI DINAMIKE ELASTICNOG TELA4 :

u slucaJu dlnamlke elastlcnqg tela kao 1 u sludaju statike
oostoJe tri metode. dlrektna, obratna i poluobratna sa odgovaraJuc1m prate-.
Aim metodama resavanga odgovaraaucih dlferen013aln1h Jjednadina.Za razliku .
od zadataka statlke elastlenog tela gde se u. zada01ma ‘zahteva zadovoljenje
granicnlh uslova kada se radl o zadacima sa dlnamlcklm opterecenaem granl—
valm uslov1ma treba dodatl i pocetne uslove koalma se zadaJu koordinate vek-
tora pomeranga i koordinate vektora brzine tacaka tela u nekom pocetnom tre-

nutku vremena ¢+, od koga pocane 1zucavan3e stanJa deforma013a i stanja
napona u tackama napregnutog elastidnog tela:

A ( z‘*, to) = u,;’:(gz) _
5 (2480, PR

Na taj nacin integrali sistema.parcijalnih diferencijalnih jednaéina kreta-
nja elastiénog tela pored graniénih uslova moraju da zadovoljavaju i postav-
1jene podetne uslove. | |
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VI.2. SAINT VENAT-OV PRINCIP

kSaint Venant-ov princip je'ﬁozhat u literaturi jos i pod
nazivom pr1n01pa pomeranga granlcnlh uslova. PosmatraJuCL zadatke o savija-
nju 1 uv13an3u dugih prlzmatlcnlh stapova Salnt Vevant Jje 1855 godlne ob3a~

vi SVOJ poznat1 prinecip:

"Nadin dejstva i raspored sila na krajevima prizmaticénog -
Stapa je nevaZzan za efekte koje izazivaju te sile na ostaloj duiini,_zbog
toga Sto je uvek mogude da sa dovoljnim stepénqp taénosti zamenimo sile/kdjé '
dejstvuju statidki ekvivalentnim silama, koje imaju taj isti puni mément_i

to isto dejstvo'.

Trideset gidina kasnlje 1855 godine Bu51nesque daje uop-

Stenje ovog principa:

"Uravnotezeni sistem sila koji dejstvuje na elasticno telo
kada sve tacke dejstva sila tog sistema leZe unutar date sfere, izvode defor-
maciju zanemarljivo malu na rastoganJU od sfere dovolgno velikom u poredje-

nju sa njenim radijusom".

Businesque je za dokazivanje Saint Venant-ovog principa
razmotrio polubeskonaéno telo koje se nalazi pod déjstVom koncentrisanih si-
la, upravnih na njegovu ravnu granibu.vNije bez interesa naglasiti da do sé-
da strogog opSteg dokaza Saint Venant-ovog pr1n01pa nema Postoje u tom sme-
ru opiti posvedeni oceni pogresnostl Saint Venant~ovog prlnc1pa u prlmenl '
na prizmatidna,a takodje i~ ‘tela 013e se sve d1menz13e JavlJaJu kao ve11c1ne
istog reda. Pitanje o oceni greske tog principa na tankozmdne stapove 1 lJUS—

ke,zbog same slozenostl problema nlJe razradJeno.

Prl resavangu zadataka teorije elastiénosti oesto se kori-
sti Saint Venant-ov princip tako da tako da se izvr$i ekvivalentna zamena
zadatih povréinskih sula po konturi tela sa ciljem uproééavanja reSenja sa-
mog zadatka.Ako bi se pak pri resenju zadataka teorije elastifnosti granicéni
uslovi zadrzali tadno prema-résporedu kako stvarno déjsﬁvUju dobi janje rese-

nja se moze dovesti-u pitanje "11i pak mozZe biti znacaJno “slozenije. Na osno-=

vu Saint Venant-ovog pr1nc1pa mogude Je ekvxvalentnom Zamenom povr51nsk1h

sila i pomerajuéi granlcne uslove,uspeti da se dobije takvo resenge,da ono- -
za veliki deo tela da polje tenzora napona i stanja napona veoma blisko stvar-
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nom.

Za odredjivanje komponenatavtenzora napona u tadkama na
restu (u zoni) dejstva opteredenja se definiSu posebni zadaci teorije elas-
tic¢nosti koji su obuhvadeni grupom kontaktnih zadataka ili zadataka iz obla-
s5ti izudavanja lokalnih naprezanja.

F

4

==

7 4
7.

/ I F

Slika br. 1 Slika br. 2

Na slici br.l prikazana su dva staticki ekvivalentna sis-
tema sila ,pri Gemu jJe Jjedan sistem sila u obliku koncentrisane sile upravne
@ ravnu granicu polubeskonadne ploée,dok-je drugi sistem u obliku ravomerno
raspodeljénih na polucilindarskoj povrsi sila,&ija je rezultanta upravna na
granicu plode. U dovoljno udaljenim tackama od zone (mesta) dejstva zadatih
sistema sila tenzor napona je isti za oba sludaja optereéenja. Na slici br.
2 prikazane su konzole za koje u tackama blizu slobodnog kraja,gdé dejstvu-~
au sile komponente tenzora napona zavise od nadina dejstva ( preno3enja)
povréinskih sila - optereéenja, 3to Jje prikazano Srafiranim povrSinama.

Efektivno resavanje zadataka elastidne ravnoteZe u opStem
slucaju je vezano sa velikim natematidkim teskodama.Zato je i Saint Venant-
ov princip u tom zauzeo posebno mesto.Zahvaljujuéi tom principu mi danas ima-
mo redenja velikog broja zadataka teorije elastidnosti, uprkos tome $to Saint
Venant-ov princip dozvoljava pomeranje graniénih uslova a sa tim i njihovo
"leabljenje".‘ Zadati sistem sila koji dejstvuje na elastiéno telo zamenju-
je se drugim ekvivalentnim i zgodnijim za uproSéenje postupka resavanja sa-
mog zadatka,koristeéi statidku ekvivalenciju sistema sila,koji dejstvuje na
taj isti deo povrsi konture tela.

Saint Venant-ov princip je poznat u literaturi i kao:
princip elastidéne ekvivalencije statidki ekvivalentnih sistema,
pa se moZe definisati i na slededi nadi:
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"Kada se 'u ma kome delu deformabilnog tela doda sistem su-
protnih uravnotezenih sila ekvivalentan datom;sisbemu'sila pod &ijim dejst-
vom posmatramo stanje napona u. telu,onda on u neposrednoj okolini toga mes-
ta .izaziva lokalno naprezanje ¢iji naponi naglo opadaju-udaljavanjem od mes-
ta dodavanja sistema suprotnih sila". : '

Lokalno naprezanje se moze zanemariti samo onda kada napo-
ni toga naprezanja néfpredju”kritiénu granicu velikih izduZenja kada nastaje

tedenje materijala.Znadi samo akod su naponi u granicama elastidnosti.

B U~ SN P




221"

VI. 3. TORZIJA PRIZMATICNOG STAPA KRUZNOG
' POPRECNOG PRESLKA '

“Konzolno vratllo Jkruznog poprecnog preseka polupredénika T{
levim krajem A je uklesteno,dok je na desnom kraju B opteredeno dejstvom
gprega - momenta’ uv1JanJa B ﬁﬁ; Wn’i?'z Na bodhoj govrsi ne dertVUJu"'
povr3inske -sila pa- je F'.- 0, i zapreminskih sila-nema pa je - f;'ﬁ 0.u
ovom ‘sludaju.vratilo je izloZeno naprezanju ha uv13ange i deformaciji na uvi-
janie;'Zadatak“je postavl jen tako da’ su poznate spoljasnje sile,a potrebhb
J= odrediti stanjé napona- i stanje deformacija te je oc1gledno da treba pr1~
meniti direktnu metodu.- ’ " 2 ‘
Ort ‘normale na povrs omotada, T ,
posmatranog vratila sa slike br.3

. : B ; upravan je na 0z osu,dok sa Ox
v —> . : o
My My osom gradi ugao P  te moZemo

= /TN D \ “K‘:’ b4
..:; ALY . ; da ga definiSemo pomocu kosmusa
A/ Z _ Z4- T smera kao:
: .

= _%Jﬁ e - cosp) |
/7 ¥ R {n_}= sinvl (D

3 - -

{0 R -
% ) N -

B 5 Na povrsi-omotada ha‘prteghutog vra-
Slika br. 3 tila moraju da b’“@.‘{. ggdgvoljenl
graniéni uslovi oblika:’

’ 3" e_‘/:'a: sz cosy 0

’ {E,_'}= NiAnd, o Ty g Gy |fsinti=do s (2
a Txt Tyz Az [0} 0 ‘

Ova matriéna Jednacma koja izraZava Cauchy-Jeve graniéne uslove na konturi
se svodi na tri skalarne Jednacine oblika:

3. COSY + Z'y,c sin P

Q_/-cosso j“'

Ty cOSY + By'sin¥ = 0 /- (-sin¥) (2%)
Txz cosP + Gsinf = O :
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Ako sada prvu jednadinu pomnoZimo sa cos ¥ , a drugu sa - sinf , i
iste saberemo dobidemo da je:

8e c02P = 2ysint¥P = O 2 370, by=0, Tay=0

. odakle sledi da su normalni komponentni naponi : bx i by jednaki nuli.
Iz poslednje jednadine sistema (2%) dobijamb da je
Cocz
gr=-z
Kako je. ¥ ugao koji ort normale ©  na boénu- povrs zaklapa sa prav-
“cem Ox ose ,to ako iz bilo koje tacke na povréi omotada povudemo ravan pop-
refnog preseka onda éemo dobiti u toj ravni konturu poprelnog preseka na
kojoj leZi tacdka M, iz koje moZemo povuéi poluprecénik O’Mk koji zaklapa
isti ugao ¥ sa pravecem Ox ose. Na tom polupredniku izaberimo proizvolj-
nu tatku M sa koordinatama x i Y yiakosa . § 1 79  obe-
leZimo koordinate tacke M, na konturi. popreénog preseka a i konturnoj po- ,
vrii Stapa,onda moZemo da napiSemo da vaZi odnos:

s __4 __=__f4 (3)
el L 2

odakle'uVOdjenjem koeficijenta prpporcidnalhosti ,x:‘;< mgééﬁo za_kqmpohen~

tne tangencljalne napone da napiSemo sle-
deée izraze:

Z:“l‘.z = Z\;:x: = ‘/cg’

o

Gz = Gy = #% W)

te matrica tenzora napona sada moZze da se

Slika PP- 3a napiSe u obliku:
0 0 T
NI= |0 O Ty
.o ?xz (C;"z ‘62 ) . ‘ (5)

Prva invarijanta matrice tenzora napona bi sada bila: eﬂ? = 32 - .Komponen-
tni normalni i smiduéi naponi treba da zadovolje Navier-ove jednadine ravno-
teZe oblika:
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2 J. 6 x L2 Z;fc s {Cz x le D
%) Ty 1 o7 &y [ T 5z TerpF
T o (6)
e . xz (Z'yz. . él ZV 0

c'd'aigle'sledi da je éz =0, Sto Je uslov koji mora biti Azad'ovoljen da bi
i-treéa jednaCina ovog sistema napisanog u matricénom obliku,bila zadovoljena,
Jer su pt'vé dve identiéki zadovoljéne. Komponentni: normalni i tangencijalni
naponi moraju da zadovoljavaju i Bel’cr‘ami—Michell—dve 'je‘dnaéine saglasnosti

NADOKA
3 4 V
AT N B LT

L IS Ve x‘

1 S £ % _ é;"
% 4_,_}{ ayg, le + 2*33 . FV’

4 @./Y’ ./L( ‘\m_y O-
AZ’ Tt a2 T E’ 2 © Cxz=-CY
A}”/-r 1 oH 9Xv . 9\/v -0 Gz =ex (g

1Hm 3xdY pg - :

4 z;JW Lo J
AA,Z;?",L "’f}* dxaz 7zt V =0

Ny= e =
A, + A azjﬂ 9 aZ/ 1=8xtlyrla= b
oy z»yaz. /zg 0, 3 = ax+ by

Odavde sledi da je preostali komponentni normalni napon éz linearna kom-
binacija kodr'dinata tadke za koju se odredjuje,tj. da je: Z amgg -0
toku dosadasnjeg rada iskoristili smo gr'amcne uslove na povrsi omotada Sta-
pa, medjutim komponentni naponi moraju da zadovoljavaju i granicéne uslove i
1a osnovama Stapa.Zato demo sada iskoristiti te preostale -graniéne uslove
vezane za povt*éi baza ,da bi smo odredili i normalni napon . -b5 ,a i koefi-
cuente a.@c doveli u vezu sa spoljasnjim- opterecengem spregom momenta Ble
Ort normale slobodne osnove je F,=% ,dok je ort normale uklestenog bazisa
-X=¥,. Iz Cauchy-jevih granidnih uslova sledi da je:

Xn ‘K,\’c (0] [T
{R}=A8n], 0 A e O Y Gy &)
i A D) (B B Bl U L
, , R

AN
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odnosno .
Xy = Cox = -Ly .
Yo = Ty = cx o , (8%)
Z, = éQ}j [amr @yl =0,

Kako na slobodnoj osnovi nema spoljasSnjih’ povr51nsk1h sila koae Su upravne

na povrs a spreg se moze zameniti ekv1valentn1m 31stemom sila koae degstvugu '
tangenclgalno na povrs to sledi da Je normalnl napon 62 Jednak nu11 Kako
smo pokazall da su svi komponentnl normalnl naponl " jednaki null to Je i pr—
va invarijanta matrlce ‘tenzora napona Jednaka nuli, qu- O as ob21rom na -
vezu sa zapreminskom dilatacijom sledi da Je o

J‘C,-—éx"‘%j.faz‘ Q=

Iz ovoga moZemo da zakljuéimo da pri ovako definisanoj deformaciji uvijanja

:O, Ey=0; V= Co"lS"lJ: "

promena konfiguracije Gestica tela se SVOdi/na promenu leika;éli ne i pro-
menu zapremine,koja ostaje konstantna u toku procesa deformisanja Stapa kruZ-
nog poprecnog preseka naprezanjem na uvijanje.Treba obratiti paZnju da pri
ovome oblik zapremine koju zauzimaju,éesticelétapa u prirodnoj i prinudnoj
konfiguraciji ne mehja oblik,ali se menja konfiguracija festica tela pa za-
to ustvari kaZemo da ima promene oblika. " '

KoriSéenjem Hooke-évog zakona u dﬁhgom obiiku
F- -2 T, E=aums,
=z £ Y = 255 9y

odred jujemo kémponentne specifidne deformacije: dilatacije i klizanja u obli-
ku: : o ' o o L
x=£y = Ez:’O 5

: (9%)
bosomy 0 dpemx, mef,

te Je stanje deforma013a odredJeno tenzorom deformacije & ¢ija je matri-

ca oblika:
0O o0 -my
df =0 O mx
Cemy mx o | . (9%*)

Da bi smo odredili vezu spoljasnjeg opteredenja - sprega“
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pomenta  MW(: ,posmatrademo ravnote®u spoljadnjih i unutraSnjih sila na po-
vr'51 baze - slobodne osnove. Kako je posmatrano konzolno vratilo na levoj
slopodnoj osnovi opteredeno spregom momenta We ,to znadi dé redukéija
avih sila koje dejstvuju na povrs osnove slobodnog kraja B na bilo koju nje-
nu tadku treba da da samo spreg momenta ¢ .Na slici br. 5 prikazana je
csnova i1 tacka N sa koordinatama oo i t& oko koje uodimo elemet povrSi-
n2  dA ,na koji dejstvuje povrsinska sila sa koordinatama qu i V@ ’
2iji je raspored po povrsi osnove odredjen izrazima (8%) te moZemo da napi-

Semo:

1]

Y Xo= [[xnan —ﬁ{fﬂdc}A 520 |
A
Z_Y.;:U Y, oA :,cﬂoccm =£Sy=0, (100

, ZZL:ffz,Lo/ﬂ =O) | a=o,£:o,
A
;E:P4a¢==C> 5 2 P4 =0,
ZM; Mt ff(xy -th)dH /Cfﬁx%yz)a//-? ,cI(ll)

“naéi, glavni vektor redukovanog sistema sila na osnovi treba da je jednak
nuli, 3to je i zadovoljeno jer su ose Bx i By teZiSne ose,pa su staticki

momenti povr51ne osnove za te ose jednaki nuli,8ime su prve dve jednaline

.sistema (10) zadovolJene. Izraz
(11) pokazuje da se redukeijom

sila koje dejstvuju na osnovu
dobija glavni moment koji je

jednak momentu uvijanja Wle .

- " Ovde smo sa Lo oznadili polar-
Slika br. 5 ni moment inercije povrsine os-
nove kruznog oblika. Iz te pos-
lednje veze 1zmed3u koeflcljenta propor01onalnost1 £ i momenta uv13an3a

i odredjujemo njegovu vrednost kao:

W
Lo

A = , . o o(12)

koliénika izmedju momenta uvijanja i polarnog momenta inercije povrsine
slobodne osnove. Sada moZemo da moZemo da rezimiramo zakljudke o stanju na-
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pona i stanju deformacija $tapa kruZnog popreénog preseka koji je spregom
momenta - opter'ecen na uvijanje koje déemo naplsatl matricama tenzora na-
pona i tenzora specifiéne deformacije u obliku:

0 _ ) 0 e :
O -1% ¢ eLd |13y
NI = |o 0 atyl, =0 0O w
L e L. o, o, GL7|°
T.¢ L* 0 6. G, ©

Kako je Z:Cy— 0, to je,kao Sto se vidi sa slike br-.5,v totalni tangencijal-

ni napon Tz Jjednak:
- WZ" & - MW (14)

Ovaj obrazac je isti sa onim koji smo izveli u otpomosi materijala uvodedi
Coulomb-ovu hipotezu o ravnim popreénim presecima, tj. da nema deplanacije
popreénog preseka vratila.Ovu tvrdnju éemo pokazati po odredjivanju kompo-

nenata pomeranja.

Kako sada poznajemo specif‘iéhe deformacije: dilatacije i
klizanja , to éemo pomoéu njih da odredimo i komponentna pomeranja, kompo-
nente vektora pomeranja ? . Parcijalni iz’vod‘i komponentnog pomeranja
Ay,z) suz

U _
ox

» R
faé - +fgy ]:x DAJ 2[9‘*5, 9; =°dz+(’4 mz.“a‘

g y=0
“(15)
PR E - .
. 9&: { aA’y aX;z axz d .]" 92:‘_2,33 dz+( =-mn+C
82' azdx j.[ ] 3+ [a; ax]y:g 2 y+Cy
Sada pomocu pr‘ethodmh 1zr'aza odredJuJemo komponentno pomer'anJe
u praveu Ox ose: V ‘
AUy = f d:rtf( j ﬁ dZ+C3= f,ng,*(}'ﬁ)’ C,z+ (.‘3
' . (16)

. . Parcijalni izvodi komponentnog pomerjanjak;_v(;t,,a,yz)i U prav-
.cu Oy ose su:
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W _ g M. yp
aa: &3 ay mz C;\ 3

9’17' -
= - O > (17)

jaz xy ag f ] ‘tLII fzxz afjx_OIZ-I-C,,-m:ci-‘Cq,

ra Jje komponentno pomeranje u tom pravecu
.

4
14 d Igv dz+ Q. =mzac- s G2+ C
1?(3:,'3,2} j da+ ﬂ@.})x 0’3 + Z)y:: 5 41X Ly2105(018)
, >

I na kraju parcijalni izvedi komponentnog pomeranja ’u9(:c;3,z) u praveu
caz 0z su:

o, &cz" g‘z‘{' =-G

ax .

W _ W -

‘53'“3;2"52’“0" I (19)
U . & =0

22
Ee je komponentno pomeranje 1(9’(::,3,2) u praveu Oz ose:

x 4 S
Wexpy2) =f§’;’l—’fd°c - f (%’g’lf’y *f(g-zzi})a g
o 0 0

;Z*Q =-Gx- Q,g+ G o

U izrazima (16), (18) i (20) se javlja sest mtegram- j
cnih konstantl koje treba odr'edltl. Jod nismo iskoristili poslednJ:L granlc-
ni uslov za ukleStenu osnovu A, koji izraZava uslov da su pomeranja tacalca
ve osnove Jednaka nuli i da nema okretanga osnove:

x‘t‘ =Z=0 M= 19' w = Q0 P-Q =r=0
- 315* av
'id _ 4l s P _ = -G
9/ -E '55-_33 s 2 - -q%'}‘q ,',, ’
oY _ 3y
r =Ty - r -0 B 1)

odakle sledi da su sve integracione konstante jednake nuli:

C4b‘éﬁ.=cb-=cl=05=05=0 (21%)
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Komponentna pomeranja sada moZemo napisati u obliku:
,{ug,z) =~ %g Yz, V(x,2) = ;—5;1* xz2; W=0
o =GT. . (22)

g obelezili torzijsku krutost vratila. Trede kom-

gde smo sa
ponentno pomeranje je jednako nuli, %% = 0, 3to kazuje da nema deplanacije
popreénog preseka, jer se pomeranja tacaka odvijaju u samoj—povréi poprecnog,
preseka,te vidimo da je opravdana Coulomb-ova pretpostavka da nema depla-
nacije poprefnog preseka.Oznalimo sa Sxy pomeranje tadaka popreénog pre-
seka u samoj ravni poprecnog preseka i 1zracunavan3em pomocu komponentnlh
pomeranja (22) dobijamo: '

ey = Vo™ = T e

Ugao uvijanja vratila po Jjedinici njegove duiine,je}

|4 U _auy M=z | W W ¥
4(3 4 2 I,
Y‘]Z=4= By g(aaﬁ aﬁj) 2 |y 6L v ¢ 2w

Do ovog istog izraza doSli smo i pomoéu elementarne teorije u OtpOPnOStl ma-
terlgala.

Analizirajuéi izraz za pomeranje Sxy u ravni popreénog
preseka i izraz za specifiéni ugao uvijanja dolazimo do sledede veze:

Say = 0%zr \P ro, (25)
z-

a to znac1 da je put kOJl pri uvijanju predJe tadka jednak luku nad potegom
r koji odgovara udalgengu tatke od ose uvijanja i ukupnom uglu za kOJl se’
zaokrene presek na udalJenJu z od uklestenJa. Na SllCl br. 6 oznacene

su komponente vektora pomeranja .a&xgg) i Wy,2), i rezultuguce pomera—
nje kao i ugao Y’ (ac,y,Z) za kOJl se obrée odgovar'ajuu popr'ecnl pr'asek u
odnosu na presek u ukleStenju koji je
od njega udaljen za z .Vidi se da se
tadke - Sestice tela kreéu po kruZnim

1ukovima.

Slika br. 6
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VI.4. SFERNI SUD IZLOZEN DEJSTVU NORMALNOG PRITISKA.
 PRIMENA OBRATNE METODE.

Na slici br. 7 prikazan je Suplji sferni sud - deformabilno
telo ogranideno dvema koncentridnim sfernim povr3ima polupredénika Rs spo-
ljadnje-povrdi i R. poluprednika unutraZnje povrsi, od idealno elasticnog
watérijala, izlozen dejstvu ravnomernog spoljadnjeg i ravnomernog unutras -
njeg pritiska, £ L f&L.

Slika br. 7

VOvo je Jjedan od retkih zadataka u kojima su raspored opte-
reéenja i geometrijski oblik tela takvi da dozvoljavaju da se pogode pomera-
nja tadaka napregnutog tela. Iz centralne simetrije suda i centralne simet—"
rije opterecenja moZemo zakljuéiti da pomeranja tadaka suda zavise samo od
njihovih rastojanja od srediSta suda.Opterecenje je centralno simetriéno u

odnosu na srediste suda O,pa prirodna konfiguracija Sestica deformabilnog
suda se transformiSe u prinudnu konfiguraciju destica deformabilnog suda pod
dejstvdm opteredenja pomeranjem destica suda samo u radijalnim praveima koji
su odred jeni ortovima rgdijalngg pravea u svakoj{taéki prirodnog stanja suda.
To znadi da se ovde moZe uspedno da primeni obratna metoda, koja se sas-
toji u tome da se pretpostave pémeranja tadaka tela,kao date funkeije koor-
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dinata pa da se traZe spoljadnje povrSinske sile koje bi izazvale takva pome-

ranja.Znali problem se,umesto na integraljenje sistema simultanih parcijalnih
diferencijalnih jednadina svodi na diferenciranje datih funkcija.

Na osnovu ,kao 3to smo zakljudili, simetrije suda i optere-
denja pretpostavljamo da pomeranja tadaka suda zavise samo od njihovih ras-
tojanja od sredista suda u obliku:

—
S

e
Y

= ST,

'Y'?
::S-F-

’ ‘ (26)

gde je ¥ =r¥v  vektor poloZaja tadke (8estice) napregnutog suda &ije po-

meranje 3(?—*‘) u radijalnom pravcu pretpostavljamo; S Jje koordinata u ra-
—

dijalnom praveu,a  To ort radijalnog pravca. Vektor pomeranja S (v)

tadaka (Sestica) suda mora da zadovoljava Lamé-ovu jednadinu oblika:

G(Ag + \car‘dd dive) -\»“E—::' =0, ' (2N

koja u vektorskom obliku je ista kao i za Descartes-ov koordinatni sistem.
Ako pretpostav1mo da je uticaj sopstvene teZine suda zanemarljlv mozemo da
pretpostavimo da zapreminske sile ne dejstvuju te da stavimo da Je Fv = 0.
Kako je opteredenje simetriéno u odnosu na srediSte suda, odigledno je da

ée u pr:mudnog konfiguraciji cestlca napregnuto telo ostati simetriéno i pos-~ -
le defor'mamge Za pr'etpostavljeno polje pomeranja odredjeno vektor-om S(f) Je

—
S

AS = grad dive ~votvots = 3rdd div’s’ - (28)

Jjer je:

rotrots = rot[rot = r‘J = rot {r rott +[3raci——, r]} 0,

divi = > ret¥® = 0,

| s -»d s —>s‘r~s'_s‘r—s—>-' , (29)
ger = a—(_]':—):n’ r2 2 r ;

Lamé-ova jednadina (27) u vektorskom obliku se sada svodi na:

(1) grad divE =0, T{%(sw 28)=0, (30)

Prvi integral prethodne jednadine je linearna diferencijalna jednadina ob-
lika: g

S+ Fsw =0y | 31
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Opsti integral prethodne obilne linearne dif‘er'encijalne jednaéine Je:
j’——-dr J2 = de
sir)= € L[C e dr‘+0] va.Br 5 (32)

.-,. «V' w . - .
te se vektor pomeranja S tacaka (Cestica) deformabilnog suda moZe na-
pisati u obliku: . - ' o

S(Y‘)-—(F)Y‘-*B);Ev ) o - | (32%)

u kome su A i P konstante inﬁegr'acije koje treba odrediti iz grani-
énih uslova. ' '
Komponentne napone odredidemo koriséenjem drugog oblika

Hooke~ovog zakona _
/W—Z@[f?ﬂc&]lj /\H éc ; &= Ce
bm Em

napisanog za sferni koordinatni sistem,gde su AJ  matrica tenzora napona i

» &8 (33)

< matrica tenzora relativne deformacije u sfernom koordinatnom sistemu.
Iz prve jednadine Hooke-ovog zakona dobijamo za radijalni normalni napon :

br = 2G (& +ﬂh€) o NG £
po 5 g m
STgrTtE

dilatacija linijskog elementa u radijalnom-praveu,dok je zapreminska dilata-
cija &v jednaka: o ’
Sir)

- ’
‘ R

" E=2fy= divE = s+ 2

te za normalni napon u radijalnom pravcu dobijamo sledeéi izraz:

St . |
= 2@ [(4 +j.m) S(r) + 2}4 lc——g:- (3w -
koji je u f‘unk0131 pomeran ja S(r) u ralealnom pravcu. Dr‘uga dva normalna
napona u istoj tacki: b za ravan sa normalom u meridionalnom pr'avcu
v, i 3,: za ravan sa normalom u cirkularnom pravcu .C?o ,a koji le-

Ze u ravni sa normalom u radijalnom praveu v ,Su zbog simetrije suda i
) opterecenga medJusobno Jjednaki. Prvi skalar matrice tenzora napona jednak
Jje zbiru normalnih napona u radijalnom Or ,eirkularnom 3C i meri-
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dijalnom é.‘“ ,praveu pa je:

; M) - botbmr b= £+ 28,° Ex€ 2@»c(4j4)(5+2)(35)

U poslednjem izrazu uzeta je veza izmedju prvih slcalai‘a (invarijanti) matri-
ca tenzora napona i tenzora deformacije.lz izraza (35) uz koriZdenje izraza
(34) za normalne napone 6,,, i éc u meridijalnom i eirkularnom pravecu

dobijamo slededi izraz:
ém=éc; QG[ij(rHK‘——-] (36)

jer je wW-4 =2k Ako. sada u izraze (34) i (36) za normalne napone
é,. s ?;,,, i be unesemo vrednosti izraza dobijenih za pomeranje

5Cr) i njegov izvod iz (32) , dobijamo:

ér(r) = 2@[(4+:5j4k)/q - %BJ P
&)= 8ol = 26 Us2pi)A + 4 »] (37)

U ovim poslednjim izrazima figurisu nepoznate konstante integracije A i

P ,koje smo dobili integraljenjem Lamé-ove diferencijalne jednacine i
za njihovo odredjivanje koristimo granidéne uslove na unutrasnjoj i spoljas-
njoj povrsi tela. Kako je‘normala spol jasnje povrSi usmerena u smeru orta
'r‘adijl_lsa ?‘:- ,to0 je za. r = RS "normalni napon na toj povrsi u radijalnom
praveu jednak spoljaénjem pritisku “'f% » Sa negativnim znakom zbog njegove
suprotnosmernosti sa ortom normale:

2. (Rs) = ~Ps = 2«3[(4+5jm)/11 - 2%] . (38)

Kako je normala unutr‘asn;;e povr*s:. usmerena u negativnom smeru orta radijal-
nog pravea ~? ,to jeza r = R"J normalni napon u radijalnom pravecu za
tadke na toj povrsi Jednak unutradnjem pr'ltlsku —7%, sa promenjenim zna-
kom zbog supr'otnosmer'nostl sa n,]lm,pa Jje:

ér(Pu)f: ~Pu = 2(13[(4+2>jm)ﬁ -2 %] . (39)

Iz graniénih uslova (38) i (39) odr'edjujemo_ integraciohe konstante u obliku:
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4 YR
Y R
7 (40)
) 4 f% _/%- 3
B- 79v g Rs>
zde je oznadeno 7”='Pu/25 , pa su sada glavni normalni naponi definitivno
1 obliku: .
. 3 3D
4 N _Eg N _'Y’P ]
ér’ 4-1}»3[‘? (A rb)ﬁ‘ (4 f
(41)

b

it

b e e Bl BB

Iz izloZenog zakljudujemo i da su glavni pravei naprezanja
radijalni,cirkularni i meridionalni pa u koordinatnim povrSima sa normalama
U praveima koordinatnih osa sfernog koordinatnog sistema nema smiduéih napo-
uaGlavni pravei dilatacija su takodje radijalni,cirkularni i meridionalni,
te linijski elementi u tim pravecima zadrZavaju svoje orjentacije i pri pre-
lasku sfernog suda u prinudnu konfiguraciju éestica tela pravi uglovi izme-
23u njih selne menjaju.Znadi da su klizanja jednaka nuli.Dilatacije.lihij—
ckih elemenata u radijalnom,cirkularnom i meridijalnom pravcu su:

e . 4 [Ypu- /l%__ya/%«’Ps Es]
rE sy 2(4+:?,m) r?

(42)

. " ’ 3
ce e A 2P g3 fu Bf].
ec"e’""z(h?f’)[ A+ 3pn +7 26 rod

Zapremlnska dilatacija destica sfernog suda u tadkama na udaljenju r od
srediSta suda je:

3 Yp-R
24+p0)  4-Y? ’ (H2%)

£V= €v~+ EmtE. =

Kada smo odredili konstante integracije A i B moZemo
za pomeranja Gestica suda u radijalnom pravcu da napiSemo:

4 [va-a 3 R (43)
S 2 GGy [ 142k Heo )Y 2:1] ’
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pa su poméranja tadaka sa spoljasnje i unutrasnje povréi suda jednaka:

. SRy« R VA £ Y- {35)]

2@(4 W’) 4+ UK
S (44)

“*’Pu £ s
26 (4- Y3)[ 1+ 3K 73 + VA 2]9

w= S(Ru)=

te je promena debljine suda u odnosu na prirodno stanje kada nije napreéegnut:
A8 = 8§-84 = S:-Sus
3 = Ry 95 —(RurSu) =(RRY* (5s-84),  (4u%)

Matrice ‘tenzora napona N/ i tenzora deformaci je GE su
dijagonalne oblika:

. 2 e
| /\17 = be=bm : é: Em=Ec

, 45
I Y A

Pod dejstvom naznaéenog optereéenja deformeija suda je samo uz proménu zap-
remine bez promene oblika, jérﬁsud Je 1 u novoj prinudnoj konfiguraciji sfer-
ni. ‘ : :
Ako je spolgasnjl prltlsak jednak nuli f% = 0, onda su kom~
ponentnl normalnl napon1 Jednakl

b= s (- B)ps

ys V (41%)
bm = &e = -y ( 2r3)7°‘“ -
dok je pomeranje u tom sludaju:
S 3
55 = Sag)= L LK f’*fps 5 (43%) -

V% 7’34@4 Je

27”+(ﬂQﬂK?

Su =Sk '—““ “ﬁ'p’ A3k
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VI.5. SAINT VENANT-OV PROBLEM. PRIMENA POLUOBRATINE
METODE.

Posmatrajmo prizmatidni 3tap duine < ,teZine & ,koji

je obeSen o gornji kraj u tadki A , tezistu gornje osnove. Usvojimo za Ox i
Oy ose glavne centralne ose inercije gornje osnove, dok za 0z osu usvojimo
gpravnu na njima,a koja se istovremeno poklapa sa geometrijskom osom §tapa.
Da bl smo primenili poluobratnu metodu uveSéemo pretpostavke kao i u otpor-
nosti materijala za aksijalno naprezanje,a to je da su svi tangencijalni kom-
ponentni naponi jednaki nuli, a od normalnih napona da je. samo 4. razli-

‘ éit od nuie.Tako pretpostavljeno naponsko stanje moZemo da predstavimo mat-
ricom tenzora napona:

0O O O .
N=]o o o (46)
[0 0 ¢, >
A K=y T
2 4 te je prvi skalar matrice tenzora napo-
/////’,"EP \ | na jednak
= 3
.-Yz- 6x+3y+gz =CJY:: 8 L (1&7)
JV// 11 \\\\g_i__
: . ,
R5) = IJ Komponente tenzora napona za ovako pret-
"b‘"ﬁ "postavljeno stanje napona moraju da za-
n
x X dovoljavaju Navier-ove jednadine ravno-
teze:
Slika br. 8
. : !
’gx “J Z’ (o XV

-]
. i
o) Sl (e (20 we
te jednadine su zadovoljene samo ako.zapreminska sila ima pravac geometrij-
ske ose Stapa - ose 0z ,tako da je:

&z _-?3‘_=-
X\II=O: YV-O Z O>Z -&_(59)
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gde je dy:m, specifidna teZina homogenog i izotropnog materijala prizmatid-
nog Stapa. Isto tako, komponente fenzora napona NI moraju da zadovoljava-
ju i Beltrami-Michell-ove jednaline saglasnosti napona:

: a?. . [
gx — a:x:l /1 ng
ég p g\jz }(‘ + OILVF 4 +2 QX/ :0
f‘ i
) ) azz 1 gzv V
3z
3 My, W (50)
Txy 9y C ax/
F Ly oXd  oZvi
AL Ty, -l-:{:ﬁaxaz _}14-1' —BT*'EE:—V =0
% il W 2zZ)
V s L 9yaz 2z T 3y
iz kojih sledi da je:
323, - 6z _ 86 _, T 9%z _
3t =05 agz =0, aacag 0, ayaz =Y, aa:az. 0,
5 4 T
Abutpigr o3i =0 (51)

Fhi_ o (2322) 3 (-¢)=0 > Ab,=0 .

az* = 3z 32
te mo¥emo da zakljudimo da normalni napon &. u tadkama. Stapa za presek

sa normalom Oz ,mora biti linearna funkeija koordinata x g iz

2, (xy,7) = Ax v By + Cz +D (52)

glesu A , B, C i D konstante integracije koje se bdredjuju iz

Cauchy-jevih gr'anlcmh uslova na spolJaanm povrsima kontur'e Stapa - omota- - »

éu i osnovama. Kako je:

b
5% = C"‘XLM

to je konstanta C  poznata. U svim tadkama bodne povréi ort normale Je
upravan na 0z osu a sa Ox osom zaklapa ugao ¥ tako da je ort normale
bodne povrsi : )
v cosY
{ n,,j = < siny
o | , S : (53) -

pa iz Cauchy-jevih graniénih uslova u tadkama omotada sledi da je:
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© o0 o cos 0 Xr';;=0;
0 0 © [{sinP} 91075 Y, =0, (51)
0 0 &J( 0 Jxtaprr L0J 7,20,

cdakle zakljudujemo da u tackama bo@ne povrsi ne dejstvuju spoljasnje sile.
i svim tadkama povrsine gornje osnove ort normale ravpi pada u pravac - Oz
ose, tj. ort je (n,) = (0 O -~1) ,te iz Cauchy-jevih graniénih uslova

sledi da je:

Xnz o ool [o)] [0
Voo [ = [0 O O 07=10 (55)
ZnsJro (O © b2)y (M) (8e)ze0,

oda«le nala21mo komponente povr51nske 311e na gornjog osnovi:

X =0, | Ynz—-O o
m_ ( z) w0 -(Ax +B/g +:D) : (56)

U svim talkama povrSine donje osnove ort normdle ravni pada u smer +0z ose
te iz Cauchy-jevih graniénih uslova sledi da je:

X 0 0 0 0 0 _
Yit= |o o 0 08=10 (57)
n'b 228 00 & 2= (1 22 z=0 5
odakle nalazimo komponente povrsinske sile na donjoj osnovi:
Xny = 0 » Yu=05
Z,:;' (gz) 0™ Ax +Bg +D-80. (58)

Izvriimo sada redﬁkeiju svih sila koje napadaju taéke gor-
nje osnove na njeno tez1ste tako da dob13emo glavnl vektor 31la, 01Je su
proaekclJe na koordlnatne ose: ' )

Z Xe
z e (59)
2Z ff Zyudh, "ffm“By *D)q’” ~F’ BS.: -DA,=~DAo= - r:A

i glavni moment - reduk01on1 spreg ¢ije su progek013e na koordinatne ose:
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W f f [_:(_ yzm-a acZMJdI-) =~ / ﬁ(ﬂm@ym)dﬂ *"f _/:;C(AauBauD) dAa,

(60)
B =-T T (AL +BI. +-1>sa} q(nr +BLayDS,) =2 BI +] AL,

mo W T + %tyé Wf =-BIlx, 'm’,_nlx,
u kojima smo uveli oznake:

Lo flgan, T, jszdn,, .
I4® ffmgq’ﬂ,, Sx fhdno , Sy ig'xdﬂ"’

iskoristili uslove da su statlcki momentl za teZisne ose Jednakl nuli,kao i
da je centrifugalni moment povrSine za glavne centralne ose Jjednak nuli.lz
rezultata redukeije (59) i (60) zakljucujemo da se povr51nske sile koje
dejstvuju na gornju osnovu svode na rezultantu usmerenu u negativnom smeru
.0z ose i na dva sprega momenata i . Na isti naéin redukeijom
sila u srediSte povrdine donje osnove dobijamo glavni vektor sila sa projek-
cijama: ' ' '

2 X =

2Y:=0, (62)

iZ;,:ﬂZ,.'sdﬂo: DA - Ful B, = DR~ G =F,

[}
i redukcioni moment za tadku redukeije u srediStu osnove:

fj(432n5—3 xZp)dR, =Z BIs-FT ALy ,

77'7'—'%2’*%4, > Wa-BIx, W --AL. ¥

Vidimo da se povréinske sile koje dejstvuju na donju osnovu redukuju na re-
zultantu usmerenu u p021t1vnom smeru Oz ose i koaa se po 1nten21tetu razli-
kuje od rezultante na gornjoj osnovi za teZinu stapa i dva sprega istih mo-
menata,. ali suprotnih smerova od odgovara3u01h na gornjoj osnovi. Iz Jedna—
gina (59) , (60) , (62) i (63) odredjujemo konstante A , B i D
pomodu sile F i spregova Wfx i wy ,kao ' '

])——"-4-?2 F)=il7-fip'
c ; I7

R S ©ew
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i-mormalni napon u,taékama preseka sa normalom u pravcu Oz ose Jesada:

PR (,,-_.)4. ¢ W, (65)
R -
Kako su komponentni tangencijalni naponi ng ,. Crz

i 2&2 u svim tackama Stapa Jjednaki nuli,zakljudujemo dd su glavni naponi
u-svakoj tacki Stapa paralelni koordinatnim osama. Najveéi tangencijalni na-
ponii-su u ravnima &ije normale zaklapaju sa Oz osom uglove 1;450 i jednaki

%z

su + 5 ,dok su za te ravni normalni naponi jednaki ?f .

Na osnovu recenog zakljucujemo da uvedena pretpostavka da
stiu <v1m tadkama prizmatic¢nog stapa svi komponentni naponi za koordinatne
ravni Jednakl nuli osim normalnog napona %2 ,odgovara takvom stanju na-
pona-izazvanom slededim spoljadnjim optereéenjima Stapa: a® dejstvom para
aksijalnih sila na osnovama Stapa; b° dejstvom sopstvene tefine Stapa; e®
dejjstvom dva suprotna sprega u_jednoj ravni savijanja koja prolazi kroz Oy
i0z osg,intenziteta MW a® dejstvom dva éprega momenata 7m2p koji
dejstvuju u jednoj ravni savijanja Oxz.

Znaci da reéeﬁje koje smo odredili obuhvata Sire postavlje-
ni problem od prostog aksijalnog néprezanja, tj. obunvata sloZeno népreza~
nje koje se dobija superpzicijomaksijalnog naprezanaa i &istih savijanja u
glavnim ravnima inercije Stapa. _

Ostaje nam joS da red3imo drugi deo zadatka, a to je odredji-
vanje komponentnln pomeranga S obzirom da smo u domenu linearne teorije elas-
ticnosti i da vaZi princip superp021013e opterecenga a sa tim i napona i
ucxormac13a i pomeranga a zbog pOJednostavljlvanga rada pogodno je odrediti

udenente vektora pomeranJa pogedlnacno za svaki slucaJ prostog naprezanja,
te superpozicijom odrediti rezultujudée komponente vektora pomeranja za ops-
ti slvéaj sloZenog naprezanja do koga smo doSli. o

ao_A ksijalno naprezanje
Usled naprezanja aksijalnom silom normalni napon je:

e |
6z = 7 - | - (66)

pa su komponentne dilatacije i klizanja
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gde smo sa R = EA, obeledili aksijalnu krutost.Koristeéi jednacéine (IV.21)
iz pregleda izvedenih jednaéina,a'za odredjivaqje komponenata vektora pomera-

nja odredjujemo parcijalne izvode kompohentnog pomeranja 4L, u obliku:
%:Exz—j//cj‘ ——-—:04') ——-:CQ_. (68)

pa je komponentno pomeranje 4L -dato izrazom:

AU x,ag,2) = - ML + C4g'+ Gz + Cy . " (69)
Parcijalni izvodi komponentnog pomeranja U(xyz)su:

v _ L T . o ‘

= ="C0 5y THEs T T (70)

pa je samo Komponentno pomeranje ¥ jednako:

Wix,y,2) = - Gxpey + Gz Cs (70%)
i najzad parcijalni izvodi kompohentnog pomeranja u}(ny,z) su:

W _ EX 2 -

5= =-Cas 5y * Cy 5 =L, (71)
dok je samo komponentno pomeranje > oblika:

‘uj'(x,g,z) = - (Cx -—Q,/j + L2 + Cg. (71%)

' Integracione konstante se odredjuju iz sledeéih granidnih
uslova: ' ' .
1° TeZiSte gornje osnove je zglobno udvrideno te ne dozvo-
1ljava. pomeranja, te su njegova komponehtna pomeranja jédnaka nuli,i na oéno—
vu toga piSemo: ' V
x=4=2=0 U=B=uW=0 = C3=05=CG=O. (729
2° Teziste donje osnove je udvrideno pokretnim zglobnim
leziStem koje ne dozvoljava pomeranja u praveima Ox i Oy osa,a dozvoljava
klizanje u praveu 0z ose,te na osnovu toga piSemo:

x:ﬁ =0 zZ =4 M= =0 = C,='O= C, (72%)

3 Ne post031 uv13an3e Stapa oko Oz ose,pa mozZemo da posta-
vimo i sledeéi granlcnl uslov:

2,)--.3_2_9_‘.‘_._-_-204-0 = ¢, =0. (72%%)
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Kako smo odredili integracione konstante to moZemo da za
siudaj aksijalnog naprezanja napoSemo konadno izraze za komponentna pomera-

nia:

M(I,ﬁ11)=u(3§) = *j*cj‘f' x,
uE
Frd>

Fo
2H(2) = Z = e .
2) A R

(73)

il

V(3,4,2) = Uy)

i

W (x,y,2 |

Iz izraza za komponentna pomeranja se vidi da tacke koje
pripadaju Oz osi (x= O, y = 0) imaju pomeranja samo u pravcu te ose,dok
tacke neke prave paralelne 0z osi, na rastojanju r od nje dOleaJu hori- |

zontalno pomeranje ©u :

5,,(3:,;; 7) = S“(ng) \/u%?ﬁ f(g% f‘,ﬂ ro(7e)

2to znadi da dée ta prava ostati prava i paralelna 0z osi i u prinudnoj konfi-
giraciji Cestica deformisanog Stapa,samo de se pribliziti-toj osi Oz za vred-
nost horizontalnog pomeranja S,= MAY proporcionalnom veli¢ini aksijalnih
sila koje zateZu Stap,a udaljiti se ako ga pritiskaju. Sve tadke koje su pri-
padale povr3ini popreénog preseka na odstojanju X od gornje osnove imaju
ista pomeranja u pravcu 0z ose, 3to znadi da presek ostaje ravan i transla-
torno se pomera u tom praveu.Cestice na koncetriénim cilindriénim povrsima
u'drirodnoj konfiguraciji Stapa takodje ostaju na cilindriénim povrsima i u
prinudnoj konfiguraciji samo promenjenog poluprecnika koji se razlikuje za
velidinu horizontalnog pomeran ja tadaka.Za slucaj zatezanja Stapa aksilanim
silama nema promene oblike ved samo promene zapremine.Deformacija Stapa se
znadi izvodi samo promenom tapremine bez promene oblika.

bp°zZatezanije Stapa sopstvenonm

teZzinon

Usled zatezanja Stapa sopstvenom teZinom normalni napon u

tackama za popredni presek Je:
by = A‘,““E), e

pa kako su ostali naponi jednaki’nuii,komponentne dilatacije i klizanja kao
elementi tenzora deformacije za definisani koordinatni sistem su:
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'€x=£y="j¢£( "'e‘:)a UBL’:DoE o | (76)
éz"%("’%) ’ A’L‘%:b’txz:'ééz—“—o.

Parcijaini izvodi komponentnog pomeranja /ié(x,'y,z) su:

4L G, =
5= =g 0-3)
r7)
U -
"a“g = 04 >
QM __)M-—-—- = o+ Cg_ H
dok Je samo komponentno pomeranje 4.(,(0:,4& ,2) u praveu 0x ose:
Moy 2y = -p g (1-F )=+ G+ G2 e G (77%)
Parcijalni izvodi komponentnog pomeranja w(xYy,z) su:
2l
ax = "G |
v _ _y Lz : ‘
oy Hgl-g) ‘ (78)
¥ L& 4
%—Z = Gy =+ Fe 2
. dok Jje samo komponentno pomeranje ’}}Wx,y,z) u pravcu Oy ose: - -
V(xyY %)= ~-Cx -—f{d—qj(zl— F)g + G2+ 0. (78%)
I .né‘:ékr'a,ju parcijalni izvodi komponentnog pomeranja 'L(}(oz,y,Z) su:
2(9
, f‘c}g 7 G
- - ﬁ - o
g STT G : (79)
N _ G( 1)
27 A e

te je samo komponentno pomeranje 'u}(:z:,g )2) u praveu 0z ose:

. G x? . 6y z C G z2 %1
UV - ¢TI - S + D fr. = C
W(oc,y,l) j{(,ﬁ 28 Cy Jucﬂ, 20 "’3 JL(Z 21)* 6- (79%)
Integracione konstante koje figuriSu u dizrazima za komponentna pomeranja ée

odredjuju iz istih graniénih uslova kao i u prethodnom sludaju,pa Je:

| VTX‘, ,="$_: :ck= o] M(o,o_,o)ﬂ}(c),o,o):‘2(}(0,0,0) =0 : (80)
:_> C3 = Cg = CQ =0
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x=*3=o Z=4 U (0,0,0) =1(0,0,8) =0 $ C; =C, =0,
(80%)
2",,=§_2..%=201=0 = C“:O>
te u konadnom obliku komponente vektora pomeranja S mozemo da napiSemo

Jao: e (30,4,2) = UE,Y,DT + BOGY T + i y,DK,
AM%gg):zMEEU_§>xG .
Vlxy,2 = =M oy SU-9)4
WHx,y,2) = = [ z(1- ——) (:r%q‘)]

Iz poslednjih obrazaca se vidi sledede:

. (80%%)

1° Tadke i Sestice na Oz osi pomeraju se samo u praveu Oz
ose. jer je x= 0 lé: 0 i u.(ou,z): 0 ¥(o,0,2)= O

u3(0,0,2) = EA ( z)

2° Tadke neke prave paralelne Oz osi i materijacne Cestice
na njoj ,koje su pa rastojanju r od ose 0z u prirodnoj konfiguraciji,ima-
Jju horizontalna pomeranja

G 2} o Z)n_ 2

= 2 Too M= (- =Vx2ey® = ~m— U~ P*”)o(r) iy
Vi + & JL(EA (4 | + ﬂEA ( e) {4

tako da posle deformacije u prinudnoj konfiguraciji cestlca napregnutog sta—
Da viSe nisu paralelne Oz osi,jer su pored horlzontalnog pomeranja SH

dobile i vertikalno pomeranje za ’N?(x,g,z) . To znadi da se pravac na
lome smo posmatrali Gestice zaokrenuo za mali ugao ‘f‘=j4

3O Kao posledica prethodne analize moZemo da.izvucemo jos
jedan zakljudak,a to je da: Sestice tela koje su se nalazile na cilindridnoj
povrsi sa osom Oz .u prirodnoj konfiguraciji sada u prinudnoj konfiguraciji
napregnutog tela sopstvenom teZinom obrazuju konusne povrsi sa istom osom
simetrije Oz. -
y° Tadke povrdine nekog poprednog preseka na odstojanju z
od gornje osnove Stapa,a sa time i destice tela rasporedjene po uolenom pop-
recnom preseku pomeraju se u praveu 0z ose za: ‘ ‘

w(r,2) = G [ & -——r]

Sto znadi da se ceo popredni presek i destice tela vezane‘za njega - transla-
_torno pomeraju za & 4 ..33>
24
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u smeru Oz ose i deformiSe se u rotacioni paraboloid jednaéine

WY) = —H 2y QEA ERASFPE

kao sto Je to na slici br. 9 prlkazano.

Slika br. 9 JQQ’
PCEisto savijanje spregovima
Usled dejstva dvﬁsprega~inLenziteta mﬁy koji dejstvuju
w ravni savijanja'Okz-izazivaju ¢isto savijanje Stapa sa naponskim stanjem

u kome su sve kompohente tenzora napona jednake nuli sem normalnog napona za
ravan sa normalom u pravcu Oz ose:

we o : “.“',;
Z)z,z‘“ I_’DC (81)
y . . .L,
pa su komponentne dllatacl;;e i kllzanja
. o,
x = gz =,
Em }( EIg ﬂ 653 = 653 ? ; (82)»
’ y-xg~ngz~yjz-o 2 - dby:EIy . ' '
Parcijalni izvodi komponentnog pomeranja 4L su:
A Wy AU T su W (83)
o =]t Gbym__ ’5/ ’f‘-@"j‘fay 55"0524"0“ o

dok je samo komponentno pomeran je ,(,((x,:j ,z) u praveu Ox ose:

Al (o, bR

,?,65, [(Juac + z“)-fuf] +C4 +Qz + Lb"., (83’5)":',

Parcijalni izvodi komponentnpg pomeranja v{x,y_,'z) su:

, V. (I
/aac f@,y Cis 57 = Gy s '_

pa je samo komponentno pomeranje Y(X,% X) u praveu Oy ose:
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W, C :

= - q Z .

| w”(x,-g,z) = M O xg Chec + C; + \5 (84*)
Parcijalni izvodi komponentnog pomeranja uY su:

aw Wy, Cﬁ , Woq, o _ % Xy

2% by 53‘ =T EXA by (85)
dok‘je samé komponentno pomeranje h}ﬁxq,z) u praveu Oz ose:
W (x,y,2) = - LUCHPN -Cox - Cu + Cg ' (85%)
® J '

Y

Integracione konstante se odredjuju iz istih graniénih uslova kao i u pret-

hodna dva sludaja, jer se radi o istom tipu oslonaca Stapa,te su integracione

konstante:
x=k=2= o, AL(0,0,0) = V(0,0 ,0) =UHO,0,0) = O
S Ca= Cs=Cg=0 (86)
x=Yy=o Z2=0 A(0,0,2)=1(0,0,0)=0= (=04 =0
"2vr =20 =0 = Cy=0,
tako da u Konaénom obliku za komponente vektora pomeranja ?;’ dobi jamo:

u(xﬁg):ﬂ &)sz q+-z}

Py f""*x%, ,
(86%)
’u}(:x«dz)_ ”j‘{ be x¥
Iz dobijenih izraza za komponente vektora pomeranja moZemo
da zakljuéimo sledece S
© Tadke neutralnog sloja za ac= 0 ,dobijaju pomeranja u

pravcu Ox ose:

“HH0), (87)

¢ime se ta ravan pretvara u povrd drugog reda. Cestice Stapa koje su u pri-
rodnoj konfiguraciji leZale na ravni,sada u prinudnoj konfiguraciji Stapa
napregnutog na savijanje spregovima ?ﬁ& ‘ zauzimaju polo¥aj na povrsi
drugogyréda definisanoj jednaCinom (87). '

2° Osa Stapa ( x= 0, M= 0) prelazi u krivu drugog reda,

elastinu liniju Stapa jednatine:

- Wy a4 my ‘ 2 ‘ '
= M o = °) = —2- % 8%
A4 (0,0,2) o (2%) 2ET, < (87%)
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dija je krivina
y 2
dih@ _ Wy _oonct :
Tz T Oy (874%)

konstantna,Sto je isti rezultat koji smo imali i u Otpornosti materijala.
Materijalne destice 3Stapa koje su se nalazile na osi Stapa u prirednoj kon-
figuraqiji ,sada u prinudnoj konfiguraciji obrazuju elastiénu liniju jedna-
Sine (87%*%*).Ta elastiéna linija je kruZni luk.

3o Za tadke povrSine popreénog preseka na rastojanju z od
osnove Stapa,komponentna pomeranja su upravna na taj presek i jednaka

_ Wy ¥  3to znali da presek ostaje ravan,a zaokrede se za ugao koji
Je jedngk: jﬁéLiL .Zaokretanje preseka je oko ose odgovérajuéeg poprec-
nog preseka, kcj; je paralelna sa Oy osom. Znadi da materijalne destice tela
u prirodnoj konfiguraciji rasporedjene po poﬁreénom preseku ,u prinudnoj kon-
figuraciji koja 6dgovara napreghutom Stapu ¢éistim savijanjem spregovima mo-
menta ?ﬁ@ leZe u ravni koja je zaokrenuta oko ose popreénog-preseka para-
lelne Oy osi, za ugao E?i Z . Ovim-je pokazana ispravnom hipoteza o rav-
nim presecima pri pravom ¢istom savijanju koja je uvedena u Otpornosti mate-

rijala.

Iz do sada izloZenog se moZe zakljuditi da su tadne pretpo-
stavke uvedene o stanju napona i stanju deformacija za proudene sluacajeve
naprezanja.lstovremeno se mora izvrSiti analiza rasporeda odgovarajudeg op-
teredenja na osnovama prizmaticnog 3tapakoje je ekvivalentno statiéki dejs-
tvu aksijdlne sile i para spregova.Raspored sila na osnovama je sasvim odre-

djen i dobijamo ga iz zakona promene normalnog napona %z, za Z=01
X=¢ , pri ¢emu dobi jamo raspored specifiénih povr3inskih sila na osnova-
ma Stapa:
A R s~ L
(88)
Z' __fz..g_+_w—rﬁsc~~m'g
nd A, A. T, I.-

1z CVih jednaéina zakljuéujemo da povrSinske sile koje izazivaju aksijalno
napreiaﬁje su'jédholiko rasporedjene po povrsinama osnova,dok su sile koje
se redukuju na spregove i izazivaju Cisto savijanje u svakoj tacki osnove
prdporcionaine-njenom rastdjanju od Ox ili Oy ose. Strogo uzevSi redenje ko-
" je smo naSli odgovara samo tom rasporedﬁ sila,dok bi za svaki drugi raspored
trebalo traZiti drugo reSenje, medjutim za duge Stapove ovo reSenje se moZe
. usvojiti i za bilo koji drugi raspored sila,jer vaZi Saint Venant-ov princip
o lokalnim naprezanjima i pomeranju graniénih uslova.
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VI.6. TORZIJA VRATILA PROIZVOLJNOG POPRECNOG PRESEKA

Na slici br. 10 prikazan je homogeni prizmatiéni Stap prdi«
z7oljnog popreénog preseka na oijim osnovama dejstvuju sile kojima je stati-
cxi ekvivalentan spreg torzije ¢iji je vektor momenta upravan na ravan osno-
ve, tj. pada u pravac Oz ose koja je‘geometrijska osa 3tapa.Sa . ozna-
olmo’ moment sprega torzije. Momenti torzije (uvijanja)na donjoj 1 gornjoj
osnovisu suprotno usmereni. Za reSenje ovako postavljenog zadatka moZemo ko-
ristiti poluobratnﬁ Saint Venant-ovu me-~
todu koja se sastoji u tome da izvesne
komponentne napone pretpostavimo,a osta-

_j;gf WXL le izradunamo.Zato uvodimo pretpostaviku

A 0 ;;F Y da su komponentni normalni naponi &= ,

: ,KJ & 1 . , a takodje i tangenci-
T jalni napon T‘g u tadkama Stapa,a
za ravni paralelne koordinatnim ravnima

N //;ﬁ% Oxy, Oxz 1i.Oyz jednaki nuli,tako da

E D y-rAss Y tenzor napona moZemo da napiSemo u obli-
I’4 W , " ku:
« 1z O O g
“Slika br. 10 N= o o Tz (89)
Cez B C

Zapreminske sile koje se javljaju usled sopstvene teZine Stapa kao male veli-
dine éemo zanemariti.. Navier-ove jednadine ravnoteZe uz uvedene pretpostavke

se .svode na: o~
fz 3 ff =g
. ﬁy +E,I:()

LS g
QTa;z ’-O az;z

3z

9Pxz @Z;z_
Sz t 3y =0

Prve dve jednadine sistema (90) pokazuju da je raspored tangencijalnih napo-

>

=0 (90)

na Cxp, 1 Gz u tadkama Stapa, a za ravni popreénih preseka nezavistan
od koordinate =X tJ od poloZaja tog preseka u odnosu na osnove. Da bi
bila zadovoljena treda jednadina 51stema (90) uvodimo funkeiju QDCm3g) ko~
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ja zavisi samo od koordinata ¢ 1 y
Z;y izra%avamo kao parcijalne izvode te funkeije u obliku:

_ 3Pey) Zéa __2PEy

('Z.:Jc P 2 X

i tangencijalne napone 2z 1
x

oy  3Cey TP (_ ) (91)

F S 3y eacsg dYyax

Za ovako pretpostaﬁljenebnapone' Ge 1 Ty provera Navier-ovih jednaéina
ravnoteZe siatema (90) dovodi nas do zakljuéka o opravdanosti uvodjenja tak-
ve funkeije q>Cx,3) . Ova funkcija u literaturi je poznata pod imenom
funkcije napona pri torziji ili funkecija torzije, a tako-
dje i kao Prandtl-ova funkecija.

Pored Navier-ovih uslova ravnoteze potrebno je da su zado-
voljeni i uslovi kompatibilnosti napoha odnosno Beltrami~jeve jednadine, jer

su zapreminske sile zanemarene:

2

4 2.
+,___.. _
a é/{ o | A =0,
2
3zt (92)
ai
Ny :JE;;

/. 4 J& -
A G +—-—5551}{;/:05 N,=0

Kako je prva invarijanta matrice tenzora napona JG Jjednaka nuli to se

Beltrami-jeve jednadine svode na sledede:

Az\xz ’:O, A,Cyz:OD (93)
. 93
3 2% \¢
(m*?ijzﬂxfoa St )‘vz ’
odnosno ako se uzmu u obzir izrazi (91) ti uslovi se svode na:
2P Ey)
A“-"'-——f £ =0 N A-Maqi(::)g) =0>
d (93%)

Integrgljenjem poslednjih jednatina dobi jamo:

. , 2 2
APey=C, %_ii.‘rg_g_z)c}xx,g)zc‘, (98
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cde Jje C proizvoljna konstanta integracije.Znali ako funkcija napona pri
torziji d)Grgﬂ zadovol java poslednju parecijalnu diferencijalnu jednadinu

onda su zadovoljeni uslovi kompatibilnosti napona.
Pretpostavl jamo da po povr3i omotada 3tapa ne dejstvuju po-
vr3inske sile. Ort normale bodne povrsi 7%; prizmatiénog Stapa je upra-

van na geometrijskuAOSu Stapa,dok sa Ox i Oy osama zaklapa uglove &iji su

kosinusi: = ' 47
' cosel, = &=
ds.’
(95)
5/54 feg g—% >

" gde su % i 'Z koordinate tacaka na

konturi poprecnog preseka, dok je da
element luka meren po konturi poprecnog pre-
seka,kao Sto je na slici br. 11 prikazano.

Cauchy-jevi graniéni uslovi na bocnoj povr-

Sini su zadovoljeni ako -je:

Slika br.1ll X! [0) [0 o ) ([cosas
yn! = O =0 © 2;’ CDSP,, (96)
an 0 ‘tXL ‘(:;z 0 ' 0 ?

odakle sledi da je: .

! o ~ 9P as SPUc_Hr _
Lo = sz}foscl1+éyzjﬁ<’)$/b4~ 5% da a? a5 =7x =09

iz poslednjeg izraza zakljudujemo da na konturi popreénog preseka funkeija
napona C’)(g)fz) = const ,ima konstantnu vrednost,koja se moZe uzeti da
je jednaka nuli u slucaju kada je popreéni presek jednostruko-povezana ob-
last, jer je vrednost ove konstante proizvoljna i ne utice na njene izvode
pomoéu.kojih izradunavamo vrednosti komponentnih tangencijalnih napona.
Problem odredjivanja funkeije napona se sada sveo na problem nalaZenja har-
moni jske funkeije sa zadatim izvodom po normali na konturu,a to je klasican
Neuman-ov problem. '

Ort normale na gornju osnovu je i,= -€ ,dok je ort nor-
male na donju osnovu 712:? te graniéne uslove na osnovama Stapa moZemo
da napiSemo u obliku:

X, [0 o 5. [0] [F%=
\/y;= 0 o ’Czy o= +Z}.y
ZI (sz_ ZSL 0 § g 74 0- ﬁg (98)
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gde znak minus vazi za gornju osnovu,a znak plus za donju osnovu.Ovi povrsin- -

sku uslovi bide zadovoljeni ako su spoljasnje povrdinske sile rasporedjene

po povrsini osnove po istom zakonu po kome i tangencijalni naponi,odnosno:

1 ¢ *Yx _ o

220 New-- 22 Y= 22
na 3,4(1 zz0 ° 2 adeZ =0 ? (99)
: gé ! 3
Z:;e xh'ﬁ a,y 2= Q, 5 \/ﬂb: Z Q,

to mi moZemo pretpostaviti da je tatno koristedi se Saint Venant-ovim prin-
cipom. Na osnovu Saint Venant-ovog principa potrebno je da tim povrsinskim

silama bude statidki ekvivecalentanspreg torzije. Zato je potrebno da izvrSi-
mo redukciju povrdinskih sila na teZiSte osnove prizmatiénog Stapa. Redukei-

Ja sila na teZiSte gornje,odnosno donje osnove daje:

2 Ke- iﬂx’; dh= ij%&sdm%: ;fgs@pdx =0,
2% ij = ffw“’x‘ij fsb(%g)dg o,

jer je funkecija napona qb(x,g) "na konturi Jednaka nuli. Kao rezultat re-

(100)

dukei je povr31ngk1h sila na teziSte osnove dobijamo glavni moment povrsin-
skih sila o" ,koji Jje jednak momentu sprega torzije ﬁ%@t

i

N, = & Bl T~ WL = -ff([r R dA) -wfﬁyxn xmdm

(101)

= tgﬂg %g—‘ + x %é) dA =Io.f['g #’/{Jﬁb ‘i‘]]dxfﬁm?g/g‘gsbdm]dg'

Prema tome sile na osnovama se stvarno redukuju na spreg, ¢iji je intenzitet

Jjednak:
=X Zﬂ C?)(m’ﬁ) d“d% . (102)

Iz poslednjeg izraza vidimo da ako vrednostifunkeije napona

qb(ugg) nanesemo kao aplikate nad ravni poprecnog preseka grede dobidemo
prostornu povrs i vidimo da je moment sprega torzije Wle jednak dvostru-
koj zapremini koju zatvara ova povrs i popreéni presek sa odgovarajuéiﬁ apli-
katama koje odgovaraju konturi,dok je velidina smidudeg napona proporcional-

~ na nagibu tangente na ovu povrs u pravcu upravnom na pravac traZenog smicu-

éeg napona.
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Na osnovu rezultata dosadasSnje analize moZemo formulisati
sledede zakljudke: 1° Pretpostavka o stanju napona (89) koju smo uveli nije
protivuredna sa uslovima koje zahtevaju Navier-ove jednadine ravﬁoteée i Bel-
tiami-Michell-ove jednadine kompatibilnosti napona.Takvo naprezanje koje je
definisanc sﬁanjeﬁ napona (89) iiazivaju dva suprotna sprega * %ﬂ; u rav-
nima osnova prizmaticnog étapa. 2° Komponentni tangencijalni naponi odredju-
ju se iz jednadina (91) pomodu funkeije napona dDCIQD koja u tackama po-

C v

vrdine preseka treba da zadovolji parcijalnu diferencijalnu jednaCinu drugog
reda (94) ,a na njegovoj jednostruko povezanoj konturi bude jednaka nuli.Na
taj naéin problem smo sveli na reSavanje jednadine:
_@%‘%‘d) + Ei%?ﬁ)%) uz uslov na konturi (i)(% ;) =0

5to predstavlja konturni problem. Teorijski je zadatak o torziji prizmatic-
nog atapa je reSen,medjutim praktiéno nema op$tih metoda za reSenje takvog . .
konturnog problema za opSti sludaj konture poprednog preseka,veé za svaki po-
seban sludaj treba traZiti redenje. 3o Funkeija napona bcb(qgg) Jje nadjena
za ¢itav niz konturnih linija,ali samo mali broj njih dolazi u obzir za teh-
niéku primenu.

Totalni napon u tadkama Stapa, a za ravni popreénog preseka
3ije su normale u praveu Oz ose jednak je tangencijalnom naponu Tn , jer
Je komporentni normalni napon jednak nuli: '

é = (.xzcosoL+’£§Zc05/5 ¢ac%££ aafgf g_?é (103)

— dy . dxe . . . L
goe su cosd, = iy i cosp =dx k051pu31 smera orta normale na liniju

8ija tangenta u svakoj tadki preseka ima pravac tangencijalnog napona.Ukupni
tangencijalni napon jednak Jje projekciji
tangencijalnih komponentnih napona na
pravac tangente na liniju koja ima oso-
binu da se njena tanhgenta poklapa sa
pravcemtangencijalnog napona u toj tadki:

2 a¢ iy 3925 clox do

R e ndeasiboy Taasiite By St

Slika br. 12
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Iz poslednjeg izraza zakljudujemo sledeée: Velidina tangencijalnog napona u
nekoj tadki jednaka je izvodu funkcije napona QDCx,g)V po normali na lini-

ju napona u toj tacki sa promenjenim znakom.

" Linije napona s& linije tangencijalnog napona.i"imaju osobi-
nu da je tangencijalni napon 7% usled torzije kolinearan- sa tangentom-
povucenom u isto] tadki na tu krivu. Linije tangencijalnih napona se dobijaju

iz uslova: ;
(x =D
P o) (105)

kada se uzmu razne vrednosti konstante D .Tangencijalni napon se odredjuje
kao gradijent skalarne funkecije napona QDGxﬁ) 1 karakterisan je gustinom 1i-
nija napona. Linija napona daje pravac tangencijalnog napona u proizvoljnoj
tadki preseka.
' Da bi smo odredili komponentna pomeranja Ay, Yy, 2) i
UWx,y,2) tadaka (8estica) napregnutog Stapa,potrebno je da prethodno odredimo
funkeiju napona QDCx,g) za odredjeni oblik poprecnog preseka brizmatiénog
Stapa.Medjutim i bez znanja funkeije napona qb(aag) mégu se erediti 050~
bine komponentnih pomeranja A , V- i u  svojstvene svim na uvijanje
napregnutim homogenim prizmatiénim Stapovima.

‘ Koristeéi veé ranije izvedene opSte jednadine za odredjiva-

nje komponentnih pomeranja,ako su poznate komponentne dilatacije i klizanja:

Ex =€y = E.= O Fxy = O
g4 2 . y 48 (106)
N mme e z fe o}
xZ G ag ) ¥ G ]
za parcijalne izvode komponentnog pomeranja AL u praveu Ox ose dobija-
mo:
%%:% , AdD(fx,'g[):C; ;
au L2 0
ag ZG 4 5 o (107)
o Cy , 0
3% 96 0 27

dok je samo komﬁonentno pomeranje AL(x,y,z) :
(Y z)’—_- £ 2+ Cuy+Gz+ G - (107%
P T g dTT T o)

Parcijalni izvodi komponentnog pomeranja 1*(1;312) u praveu Oy ose su:
v . Lo ¢ |
Jx 26 1
97}_0
= >
a .
2 __C o
5% =726 i

>

(108)




253.

dnk je samo komponentno pomeranje v(x,y,z) Jjednako:

‘l}"(:x,&é,z) = “i%z‘,x - C’,ac' + Cl,z, + Cs B (108%)

Parcijalni izvodi komponentnog pomeranja W(x,u,l) u praveu Oz ose su:

:a_uzﬂic

?x G ° tj C

aw__ 420, C o, g - (109)
aA(,I G °ox 26 . )
W

°2Z ?

i samo komponentno pomeranje 'u}(:x,«j AN

o . . _
Wy D= J'ad’dx /IH%L%—Q‘:& xy - Gae-GY +(e.(109%)
O

Konstante integracije odredjujemo iz granicnih uslovana gor-
njoj osnovi,koja je ukleStena. TeZiSte A gornje osnove je nepomicno,dok te-
wd y
7iSte donje osnove se ne pomera u horizontalnom praveu i pravac  AB se ne ok-

v2ée oko osa Ox i Oy , odakle slede slede¢i granicni uslovi:
x =’§ —2=0 - M(0,0)'O}= 'l?‘t0,0)O)‘-; ‘ZU“(O)O,O) =0 P (=0 =OG:O 5

T=Mg=0 2=l w(0,0,0)=W9,0,8)=0 $ C,=C=0, (110)
oy W g0 =0 = (4=0.
Komponentna poniér‘anja’u opstem obliku,za konturu proizvoljnog popreénog pre-
seka se sada mogu naplsatl kao: : ‘

Al (x, '\(1 2) = 2“% ‘\32
C
U“(SC ) = - === XX
*d 26 ) (111)

rwy@’y’z)'“j@édm a;f( )-“’éf‘*‘“?f:'

Horizontalno pomeranje neke tadke za 2 =0 udaljene od gornje osnove Stapa
Je: - o

C
Say = Sp = {4+ = 75 "

gde je r rastojanje te tadke od teZista povrSine preseka. Kosinusi smera
3 v

tog pomeranja tadke, u odnosu na Ox i Oy osu su ﬁ—: i = ,dok je

(112)

r r
ugao rotacije preseka:
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1 e (112%)

276

Velidina ovog ugla za preseke na udaljenju za jedinicu duZine Stapa je:

i C
0-- 2 G ‘ (112%%)
i pretstavlja ugao torzije redukovan na jedinicu duZine prizmatiénog Stapa
i zove se kratko ugao torzije. Koristedi ugao torzije moZemo da'odredimo
konstantu: )
C=-2G0
(112%%%)
Osim okretanja poprec¢nog preseka kao celine tadke tog pre-
seka se pomeraju upravno na njegovu ravan pretvaréjuéi ga u krivolinijsku
povrs, éiji oblik zavisi od funkeije napona ,tj. od oblika same konture.
7naéi da u sludaju uvijanja Stapa proizvoljnog popreénog preseka ima depla-
nacije popre¢nog preseka pa se ne moZe uvoditi hipoteza o ravnim presecima

koja vazi za uvijanje Stapova kruZnog i kruZno-prstenastog poprecnog preseka.

Tz izloZenog moéem¢ da zakljudimo da smo izveli opStu teori-
ju potrebnu za analizu stanja napona i stanja deformacije napregnutog priz-
matiénog Stapa spregovima na uvijanje za sludaj proizvoljnog poprednog prese-
ka. U osnovi reSavanja zadétaka sa torzijom Stapova je pravilan izbor ili'po-‘
gadjanje naponske funkeije. Za izbor naponske funkcije ne postoji neka metoda
kbja bi omoguéila njen laks$i izbor ili pak pouzdan. OpSti pristup bi bio da
se naponska funkeija q)(x;g)‘ bira u obliku jednadine konture popreénog
preseka Stapa dije naprezanje na uvijanje izulavamo. Kada smo pretpostavili
naponsku funkciju treba proveriti da 1i ona zadovoljava odredjene uslove koje
smo izveli,ako je odgovor da zadatak jé u najteZem delu reSen,a dalji postu-
pak se-svodi na odredjivanje napona, speqifiénih deformacija i koordinata N
vektora pomeranja $to je majlaksi deo zadatka i u nadelu uvek reSiv. Izabra-
na naponska funkecija treba da zadovoljava uslov da je na konturi konstantna

CI)(%,’Z) = const i da je Aqb = C
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VI.7. TORZIJA VRATILA ELIPTICNOG POPRECNOG PRESEKA

U prethodnom'élanu pokazali smo da se problem reSavanja za-
datka torzije prizmatidnih Stapova svodi na odredjivanje funkeije napona ili
naponske funkeije ¢)Cx%p koja u tackama preseka treba da zadovoljava parci-
jalnu diferencijalnu jednadinu (VI.6.94) ,a da na konturi poprednog preseka
bude jednaka nuli. Znadi da se redenje zadatka o torziji vratila eliptidkog
noprecnog preseka svodi na nalaZenje funkcije napona qb(x 3) koga de u tac-
kama koje pripadaju povrsini obuhvacenog elipsom:

2. 2
—g—-**%zﬂ’; | , (113)

gde su o i 4 poluose poprednog preseka vratila oblika elipse zadovolja-
vati parcijalnu diferencijalnu jednadinu:

qBalcb

T o= G (1)

au taékamavkontufe biti jednaka nuli.Prirodno je zato da se pri traZenju fun-

kcije napona qD(x5g) ,Prvo pokuéa sa polinomom kao najprostijim oblikom

funkeije.Zato demo pokuSati sa polinomom drugog stepena,jer je i jednadina

iconture oblika polinomé drugog stepenai jo$ zadovoljava uslov da je u tacCkama

konture popreénog preseka jednaka‘nuli.Na osnovu ovoga naponsku funkeiju
QDCx)g) pretpostavl jamo u obliku:

2
P =,y = ﬂ(%z*r%”/l)) (115)

gde je ﬁ) nepoznati koeficijent koji treba da odredimo iz uslova da je za-
dovol jena parcijalna diferencijalna jednadina (114) odakle sledi da jJe:

_ Caré* S
* Tarer o)

te je sada fﬁnkcija népona za elipticni poprééni presek:

qb( 3) 2(2;{_‘_;2) ( 72 —4> (117

b

e
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‘Ova funkeija napona ¢)(35%) zadovoljava i diferencijalnu jednadinu (114)

i konturni uslov da je u tacdkama konture jednaka nuli.Konstantu ( odredju-
jemo iz uslova (VI.6.102) izvedenog u prethodnom ¢lanu zamenom funkeije koju
smo izabrali (117) za naponsku funkciju,te na osnovu toga imamo:

W, = Zf—/)¢c:ry) c/acdy Q1+&1f/ :-—4)d:x:dg, (118)

odakle sledi da Je

Ca*g* ) a’ ‘g}&‘ﬁ\ 2 (@%4Y)
- = —,(118%
e aag"( A “wwey O mpgy 89

i prethodnim izrazima uveli smo oznake za aksijalne momente inercije povrsi-
ne elipse i njenu povrsinu:

(o [

Ix %g Q) Iaf%'gqsm') A°=a/@ L. (119) .

Konaéno naponsku funkeiju pri torziji vratila eliptiénog
popreénog preseka, kada znamo poluose poprecnog preseka i moment sprega tor-
zije koji dejstvuje u povrsini osnove moZemo da napiSemo u obliku:

ooy =~ gz (57 & 1), 220

Tangencijalni komponentni naponi su sada jednaki:’

2/ M\‘; (\, Qm?:

G~ Zpg > By = mr < ey

dok Jje rezultujuéi tangencijalni napon jednak:

RS A Q)
i Analltlckl ekstremum ove funkcije se javlja u teZistu povr-
Sine poprecnog preseka ( = O, g, 0) ,ali je napon u toj taéki za popreéni
presek “jednak nuli,te nam taj podatak nije od praktiéne -vaZnosti za tennicku
praksu. Otevidno je da je na krajevima manje poluose najveéa vrednost tangen-
cijalnog napona,a to znaci u tackama konture koje .su najbliZe teziStu povrS$i-

ne preseka. Ta vrednost maksimalnog tangencijalnog napona je:

2 WG

(122)
Ja b

z./max = .t
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Na- osnovu izraza (VI.6.111) prethodnog ¢lana za komponen-
tna pomeranja dobijam_o sledede izraze:

MY 2=~ Bl (@48 4 X, W(xpyz)= Bt(a+ £7)

x 2
PTG A b W T g6 a8

s a}) ey (123)
WEGD = “pge a b

Iz poslednjeg obrasca se vidi da se presek deformiSe u krivu povr$ koja pred-

stavlja hiperbolidki paraboloid,dije su izohipse hiperbole sa zajednidkim

asimptotama u praveima glavnih osa popreénog preseka vratila.U specijalnom

sludaju za A= 48 =TR kada je popredni presek krug dobijamo da je W =

kada presek ostaje ravan, tj. nema deplanacije poprecnog preseka.lz izraza

za funkeiju napona Cl‘b(x,/\d) je jasno da u tadkama krive linije

(ng;t)l+(mg,> 1, k<d, (»12)4)

funikeija napona ima vrednost

- e = t,

“koja je konstantna te jednadina (124) predstavlja jednadinu linija tangenci-
Jjalnih napona koje su predstavljene na slici br. 13.

A l’\W(x,H) =const
Slika br. 13

Ugao torzije.za taj slufaj vratila eliptidnog poprednog.preseka:

* et W * (126
Q_Ji“oﬁ@?TE—J §-02. )
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VI.8. TORZIJA VRATILA PRAVOUGAONOG POPRECNOG PRESEKA

ReSenje zadatka o torziji vratila pravougaonog popreénog
preseka ,kao i-u prethodnom primeru svodi na nalaZenje funkeije napona (pcxg)

koja ée u tackama koje pripadaju povrSini obuhvadenoj pravougaonikom
~agx € ‘€$’}j$g> (x27)

gde su 2a i 2% ivice pravougaonika - poprednog preseka vratila, zadovol ja-

vati parcijalnu diferencijalnu jednadinu:

o, P C
x| ?y? ? (127%)
i U tadkama konture biti jednaka nuli. U sludaju torzije Stapa pravougaonog
poprednog preseka pri traZenju funkeije napona do reSenja ne moZemo doéi pret-
postavljajuéi istu u vidu polinoma.Ovo je karakteristidan primer pomoéu koga
se moZe prikazati primena trigonometrijskih redova na reSavanje konturnih za-
dataka. \
Funkeiju napona d)(x;y) pretpostavidemo u obliku:

Cb (rx,y) = % C }:ocl—‘a_"' + Y(oc,kd)j + Hcons{:. (128)

gde smo uveli nepoznatu funkeiju “PZ«;#) koju sada treba odrediti iz uslo-
va da je njena vrednost na konturi )

i

za x=F=tad ’Y’(g)g) o) ‘
za y =y = b “l’(g,'z) -8

dok uvtaékama kdje pripadaju poprednom preseku mora da zadovoljava parcijalnu

. (129)

il

diferencijalnu jednadinu:

. i ’ 2
¥
AV, y) = 31 + '2'5,‘52 = 0. (130)

To znaéi da je funkeija —'Y(x,y) harmoni jska.Ako funkeija W%ﬁ)y zadovo-
1ljava uslove na konturi (129) i diferencijalnu jednadinu (130) onda funkei-

Jja torzije q5(3;3)» zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednacinu (128)
i uslov na konturi da je jednaka nuli. Znadi da smo reéenje zadatka o torziji
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rotogenog prizmaticnog Stapa pravougaonog popreénog preseka -svéli na odredji-
vanje novouvedene funkeije '\P(x,g) koju moiemo da potrazimo u obliku proi-
zvoda dveju funkeija X i \/(g) ,pri Cemi je svaka od njih funkeija
samo jedne koordinate tacke (Cestice)napregnutog Stapa: ‘

Fee,g) = XYy, ’ (1315

Fretpostavljeno reSenje za funkeciju 7?3;3) unesemo sada u parcijalmnu di-
ferencijalnu jednaéinu (130) i u rezultatu toga ona se svodi na obicnu dife-
rencijalnu jednadinu oblika:

X"@ Yeg) + Yo Xy =0, (132)

vkeioj susa ' i '’ oznafeni prvi odnosno drugi izvodi po odgovarajuéoj
koordinati.Poslednju jednad¢inu podelimo sa X(:K)Y(g) tako da dobi jemo:

X' N
XD T Yy

" Leva strana ove jednadine zavisi samo od kobrdinate x ,

=tm* (132%)

duk desna strana te iste jednaline zavisi samo od %L , @& to je mogude samo
a0 su 1 leva i desna strana konstante i jednake + m? . Uvodjenjem konstan-

te +m> te dve strane jednaline se mogu razmatrati kao dve nezavisne jed-
nacine oblika: '

X%x) T m?* X(i)'= 0, \/'{Ig) +m?* Y(Aa)=0 (133)

Kako su ove jednaline homogene sa konstantnim koeficijentima,to su nam njiho-

va partikularna reSenja poznata i oblika su: Ch ma i Shmx | od-
nosno Cos mg i smAmg . Ako konstantu - +£m?  uzmemo sa promen jenim
znakom dobijamo kao reSenja cosmx i sinmx | odnosno Ch mx i

Sk moc’ | Vidimo da svaki par odgovarajuéih resenja predstavlja harmonij-
sku funkeiju,kao proizvod - hiperbolicke funkecije jedne promenljive i trigono-
meftr*ijske funkeije druge promenljive. Iz graniénih uslova se medjutim vidi
da f‘unkcija ’Y’(:r,g) mora biti parna funkecija u odnosu na promenljive o
1 Aé ,te kao takva_ diktira da se izaberu parne funkecije cos /mx i

Ch my kao &inioci u proizvodu pretpostavljenog reSenja.Ove funkeije
istovremeno moraju da zadovolje _graniéni uslov da je za W”(g;rp: 0 x=
=B =z . Znati da nam ostaje da kao reSenje usvojimo proizvod trigono-
metri jskog kosinusa od 'moc Vi hiper‘boliékog kosinusa . 'm'é'l' . Drugi grani-

éni uslov na stranama - 9=*Q mo¥e biti zadovol jen ako proizvoljnoj kon-
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stanti + m? damo vrednosti:.
2n+4) I
m = ErdeL (134)

200

gde je n proizvoljan ceo broj,jer ée tada m L biti jednako neparnom

broju umnozaka 072 te je za =0 , cosma = cos ‘_ZIZL)ﬂ - 0.

Kako je diferencijalna jednac¢ina (130) linearna, to je nje-

noreSenje i linearna kombinacija njenih partikularnih reSenja,te je:

w N
E In+A) Iy o

A{J(m’g): H“CB" ( “;d_ €o® (th’ﬁ)lx 2 (135)
n=0 ;

gde su By, nepoznati koefieijenti,koje odredjujemo iz uslova da je na kon-
turi: ] » : .
y = + ag ’Y/(%,fz) - q?—__ ‘gi’-

odnosno da je:

o : .
- enend 4 5
nzaﬂncg- "‘Y%E——— coOS Qf_;_’%ﬂ_\_g_: qz~§9.- (136)

Desnu stranu ove jednad¢ine razvijemo u Fourier-ov red u in- '

tervalu - € ¥ < & i njeni su koeficijenti razvoja:

_2 1_g2)cog EMON o ot 228 (137)
a“"“—a—j(a 5°) cos 2ac o ) aq3@n+)

te je:

e -

O
E lqn CZ, (anzgdlg (2n+4)J|€ 32a* (4) COS@nM)Jl%

-(138)
2a 5 (0 2a

Uporedjivanjem koeficijenata na desnoj i levoj str'ani poslednje jednaéine,uz
cos (2n+1) /2 ,izracunavamo nepoznate koeficijente vuv obliku:

A - 32 z (-)"
"o (2n+4)” Ch, (2n+4)31’@ ? (138)

tako da pomodu njih sada moZemo da sastavimo izraz za uvedenu pomoénu funkci- :'
jus ' > CR‘&nM)'YA_a_L Co S(%M)J"I
(x4 = =% - -
TRy @neaP Ch QoenJE o 0
n=0 Z a
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¥smaéni izraz za funkeiju napona 4)(:“1}{ y pri torziji vratila pravougaonog
paprednog preseka je sada: ’

(ZMM 05 2nth?
SZ)(x,g ~C(ac° 9‘) + 46 CQ‘L ‘(4)‘“ (.PL ——-———nzda_ S
w=o (2»«+4)3 C;)L (gr%ﬁri

(141)
Sada moZemo da napiSemo izraze za kompohentne tangencijalne napone u obliku:

+ CT%} (2n+)
C4 @n ")‘) sin
2;1: —(? x- Srz:g:;(_ 2a

m=0 (Zn+4) CJ{ mn+4)grg ' "
(142)
. 8a ( g@mﬂfgC%ﬁwziﬁm
YA ;——
-\]‘ W] L— (Qm,,) C/p (2n+91)0(3'@

Kada se stavi da je naponska funkecija konstantna, =
= const dobijaju se linije prikazane na slici br. 14 a i b i one predstavlja-
Jju linije napona za pravougaoni popr‘eéni'pr'esek.

1la2a

R " A e m
PRI O
¢ .
. e T .

PRI

‘Slika br. 14 a ib

Najveéi smic¢uéi napon je u tackama preseka na sredinama du-
Zih strana, tj,u tadkama sa koordinatama gc«_._ta,tro i njegova vrednost je:

>0

U
CZ-' Ca. /I‘.gﬁ.ﬂ. (2,”4) CQL(ZMOJ'& } (143)

Za sludaj da je odnos strana 6 >a , poslednji red brzo konvergira i za
tehnidku praksu dobijaju se dovoljno tadni rezultati ako se raduna i samo sa
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prvim &lanom reda, a ostali se zanemare tako da moZemo koristiti slededi pri-

bli¥ni obrazac za prakticne proraéune;

&
(Z—fmdx - +CC{{;1 NQ.C?‘_QT% (141)

Proraduni po ovom obrascu daju rezultate ¢ija greska ne prelazi 1/2 % .

Moment torzije se sradunava po ranije izvedenom obrascu,ta-
ko da kada nam je poznata funkcija napona lako je doéi do slededeg izraza za

moment torzije:
% (2n+4)3FQ

. a b
. 542
m = Zf‘f (x)y) C;xdj 3 C@ Q- 4 Ca’Z (QYH'A)S * (145)

I u ovom obrascu za praktiénu primenu dovoljno je zadrZati

samo prvi ¢lan reda:

542 T
wtC[ 3t - et TE 8 e

tako da konstantu dobijamo u obliku:
- Wt . (147)
29 542 4 Tt
FAb- ——d |ph =2
[$at 52 4TI

Pomeranja tadaka (Sestica) napregnutog na uvijanje Stapa

pravougaonog popreénog preseka, u praveu Oz ose su odredjena slededim izra-

zom:
L 2= (2n+HFY
W(x )Z_Q T 32 (-1)" Sk anOL sin (@n+1)Jx (148)
426 J g (ens+4)> Of (neh)OTB 2a
n=0 A 2a_

Iz dobijenih rezultata vidimo da se popreéni preseci pri
torziji Stapa krive i dolazi do deplanavije popreénog preseka.
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VI.9. MEMBRANSKA ANALOGIJA

ReSavanje problema naprezanja Stapova navuvijanje svodi se
na na reSavanje harmonijskog problema uz odgovarajude uslove na konturi. Za-
dJatak torzije prizmatidnih Stapova reSen je za razlidite oblike kontura pop-
rednih preseka, ali za mnoge tehnidki vaZne oblike poprednih preseka jos
ni=u dobijena analitidka reSenja koja se mogu u praktiénim problemima i zada-
2ira prlmengayatl .Zato se desto primenjuju eksperimentalne metode, koje se
zasnivaju na tome da i’ ‘za neke druge fizidke pojave vaZe iste matematilke jed-
nacine kao i za funkciju torzije i da pri tome postoji potpuna analogija ka-
rakteristicnih fiziékih velidina.

Kod torzijé prizmatiénih Stapova veoma je pogodna analogi-
Jjasa naprezanjemAmembrane. PokaZimo u demu se sastoji ta analogija. Na slici
br. 15 prikazana je membrana,koja je optereéena pritiskom ¢ Jjednoliko
rasporedjenim po jedinici. povrSine povr3i membrane,dok je F' sila jed-
noliko podeljena po jedinici duZine konture membrane. Sile zatezanja koje
dejstvuju na stranama AD i BC infinitezimalnog elementa ABCD daju u sluda-

B 2"’/ : 4 ju malih ugiba rezultantu - F! 9;} dh
' x
z ? ] : FIF " ~usmerenu u negativnom smeru Oz cse.Na
JF AU WedW 5oti nadin sile koje dejstvuju na drugim
L oidd. dvema stranama elementarne povr51ne ima~-
2
au} ju rezultantu -F' 24?3- u istom

.

negatlvnom smeru Oz ose te Je jednaci-
- ax(s’d) na ravnoteze elementavmembrane.

. i , .
dedg*'FaQ%idmdé] + F g;_z‘l}dxdjzl)(l@)

Slika br. 15 Kada sredimo prethodnu jednacinu dobi-

jamo jednadinu elastiéne povr3i napre-

lm& 2 aw du -
dy[Fsmeé FSlﬂ(dz‘l-dDz] [F -F'a ( xdx)] 4
Fw W __L F “*dxdv
Bxz T aﬂ F' - 2 (150)
gde jJe N?Tw,y) ugib membrane. ﬁ}ﬁx,%) je pomeranje tadke (Cestice) mem~
brane upravno na povrsinu membrane u ravnoteZnom stanju bez dejstva pritiskz

gnute membrane u obliku:
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o8 .Na konturi ugib membrane je jednak nuli,pa vazi u}(gq) = O. Uporé-
djivanjem poslednje jednaline za ugib membrane  W(x,y) i jednadine
(VI.6.94) koju mora da zadovoljava funkcija napona QBng) kod torzije
vidimo da su ove dve jednadine matematilki potpunc identidne i da su ugib
membrane Wexy) i funkei ja napona q)(agg) dve potpuno analogne velidine,
jer moraju da zadovoljavaju iste parcijalne diferencijalne jednac¢ine.Znadi
dé su ova'dva problema ugibanje membrane odred jene konture i torgija vrati-

la popre¢nog preseka koji ima oblik konture membrane po matematickom modelu’
potpuno identidni zadaci.Prema tome oligledno je da ée ugib membrane pred-
stavljati u izvesnoj razmeri vrednost funkeilje napona pri torziji,a nagibi
tangénte u odredjenoj tacki na membranu u ravnima paralelno koordinatnim rav-
nima Oxz i Oyz komponentne tangencijalne napone Gy i 2}8_ . Izohipse

povrsi membrane prikazuju linije tangencijalnih napona.Kako se ugibi i nagi-

bi mogu mogu meriti raznim optickim metodama, to merenjem odgovarajuéih ugi-
ba i nagiba membrane pod raznim opteredenjima moZemo da dobijemo vrednosti
komponentnih tangencijalnih napona u zadacima: torzije Stapova proivoljnog

popreénog preseka koji odgovara konturi membrane za koju smo vr$ili merenja.

Ako se optereéenje membrane redukovano sa F' zameni sa
266 ,tada dvostruka zapremina izmedju povr$i membrane u napregnutom sta-
nju i ravni Oxy daje vrednost koja odgovara momentu torzije kojim je optere-

éeno vratilo na uvijanje:
W, =x2 (j)(:r,g)dnccl?l , V= j‘u}(x,/;]) dacch(f ) (151)
0" ) A

Analogija sa membranom omogué¢uje nam da odredimo i razna analitilka reSenja
tehnidki vaznih problema.Membransku analogiju kod torzije. $tapova u elastié-

noj oblasti naprezanja dao je prvi Prandtl.

Prakticéno ova analogija se moZe pokazati pomoéu slededeg
eksperimenta.Uzmemo veoma tanku opnu (naprimer mehur od sapunice,koji se
pri eksperimentima i stvarno upotrebl javaju) i zategnemo je preko-otvora ce-
vi koja ima isti oblik kao i popreéni presek Stapa napregnutog na torziju

i zatim je opteretimo jednakopodeljenim optereéenjem (pumpanjem vazduha)

onda de njeni ugibi zadovoljiti diferencijalnu jedna¢inu (150) i iste
grani¢ne uslove kao i funkecija napona ¢)@y)k@d torzije.Ostali deo eksperi-
menta se sastoji u merénju ugiba i nagiba, odredjivanju zapremine-koju zah-

vata membrana - opna.




VII. RAVNO STANJE NAPONA I RAVNO STANJE DEFORMACIJA

Pri reSavanju zadataka Teorije elastidnosti za op$ti sludaj
naprezanja trodimenzionalnih deformabilnih tela sreéu se velike matematilke
teSkode,8to nas primorava da predjemo na redSenje Sire ili uZe klase posebnih
zzdataka. Jedan od takvih posebnih zadataka je ravan zadatak téorije elasti-
érosti,koji je posebno znaCajan za tehnicku primenu te je zbog toga ova ob-

iast teorije elastiénosti bogato obradjena u literaturi.

Ravan problem teorije elastinosti razmatra tri sludaja
elastiéne ravnoteze tela, koji suod velikog znadaja za tehnidku primenu,a
o} o . - o) . . . .
to su: 17 slucaj ravne deformacije; 2  slucaj ravnog stanja napona i

e v . - .
2 slucaj generalisanog ravnog naponskog stanja.

Ravan problem teorije elastidnosti se ogranicava na dvodi-
menzionalni prostor samo da bi se izbegle matematidke teSkoée na koje se
nailazi pri reSavanju problema teorije elasticnosti u opStem obliku.ReSenje
ovako upro$éenog problema Cesto baca svetlost i na sloZene probleme.Ima ta-
kudje mnogo preblema u teofiji elastiénosti gde sama priroda postavl jenog

problema nameée takvo upro3déenje.

1° Problem ravne deformacije se susreée kod veoma dugih
éiapova,ce#i tunela opteredenih po svom omotadu povrSinskim silama upravnim
na osu Stapa,odnosno zapreminskim silama upravnim na osu Stapa,pri cemu su
- cbenezavisne od koordinate duZ ose Stapa. Na taj nacin deformacija je vezana
za ravan kojoj te tacke preseka pripadaju i ne postoje pomeranja u praveu
ose Stapa. '

2° Problem ravnog naponskog stanja se odnosi na tela plo-
¢astog oblika kod kojih je debljina malih dimenzija u odnosu na dimenzije
osnova, a koja su opteredena povrSinskim silama paralelnim njenim osnovama
i rasporedjenim po konturi (omotadu) ili zapreminskim silama koje dejstvuju

paralelno osnovicama ploastog tela.



|
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VII.1. RAVNO STANJE DEFORMACIJA

Stanje deformacija u tadkama napregnutog tela je ravno,ako
je vektor pomeranja proizvoljne tadke tela paralelan nekoj fiksiranoj ravni,
koju nazivamo r a van deformacije, ine zavisi od rasto-
janja proudavane tatke od te fiksirane ravni deformacije.

Pretpostavimo da je u napregnutom deformabilnom telu ravno
stanje deformacija i da je ravan deformacije paralelna koordinatnoj ravni
Oxy, u kom sluéaju postoje pomeranja tacaka paralélna ravni Oxy, pa su kom-

ponentna pomeranja:

A :u(x,j), V= Z)"(x,:j), uf,-_o )
u praveima koordinatnih osa Ox i1 Qy. Koordinate tenzora deformaéije su u tom
slucaju:
_ oL AV )
=G &7oy &0 (e ,_3‘,
=14
’oW. v, 39. =0- () =0 : LI/ 23; 0 ‘(2).
XL:L'.3= aj 83'-’ xz y Uyz 0 O 0
dok je zapreminska dilatacija: 4 -
" ‘ o
‘ 5\/ = €x+£y +E€, = Ex+t Ej ax aﬁ (3)
i javlja se kao funkcija koordinata —« 1 4 -
Koristeéi Hooke-ov zakon u obliku:
NI = el +2v&,
odredjujemo koordinate tenzora napona /V7 u obliku:
Ml
AT 2GR
Z,y = 1(941 ey & y Tz = O 7, )

V(au 92} 2, ’Cyz--o,
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tako da matricu tenzora napona moZemo da napiSemo u obliku:

b Uiz O
/W = (ny ég O - (5)
O O &z

Iz dvoga zakljudujemo da se pri ravnom stanju deformacija,
u opétem sludaju tenzor napona sastoji Qd pet komponentnih napona razliditih
od nﬁle,ali su samo tri od njih nezavisna.Jedna veza je na osnovu
osnovnog pravila analize napona, tj. konjugovanosti tangencijalnih napona
pa je Ty, = Cye ,dok se treéi normalni napon 4> moZe izraziti po-
moéu prva dva, 3. i &y . Sabiranjem normalnih komponentnih napona éx

i 8y koji su dati izrazima (4) dobijamo:
v
é:c + %y = 2(;{ +)’)£ 2,(),4-))) (SM 9q>> (6)

odakle nalazimo'qa Je za ravno stanje deformacija:

A

3to unodenjem u jédnadinu 6, daje:

2(a+V)

o= p(8arly) et (8)

Poslednji izraz pretstavlja prostu vezu izmedju komponen-
tnih normalnih napona za sludaj ravnog stanja deformaéija. Na taj naéin sta-
nje napona za sluaj ravnog stanja deformécija je odredjeno sa tri nezavi-
sna komponentha napona -3x., éy i 2&3 ,dok je Cetvrti éz, komponentni
napon odredjen izrazom (8). Vidimo da stanje napona pri ravnom stanju defor-
macija nije ravno,ali su sva Getiri komponéntna napona funkecije samo dva ar-

gumenta, koordinata x i tf

Unesimo sada, koordinate tenzora napona kojé smo prethnodno

odredili, u Navier-ove jednadine ravnoteZe,tako da dobijemo:

ag:g QZ:y - X' . O

EEMEEY v ©
azsl-'x‘f aa’ + \/V’= ’

3

0
é;égjik Zy =0 = Z/ =0

Jednadine ovog sistema pokazuju da zapreminska sila koja dejstvuje u proiz-.
voljnoj tadki tela na materijélnu'éesticu, mora da bude paralelna ravni de-
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formacije i ne sme da zavisi od koordinate % .

Ako smo kao osnovne nepoznate usvojili koordinate tenzora
napona onda Navier-ovim jednadinama ravnoteZe (9) treba pridruziti Cauchy-
-jeve graniéne uslove. Ako imamo sludaj prizmaticnog tela velike duZine pri
emu se osa tela poklapa sa koordinatnom osom 0z ,onda je normala u tadkama
osnove tog tela: (n) = (0O O + 1) dok je normala u tackama na povrsi omo-
tada prizmatiénog tela: '

cosa |
fny= 5‘(;”‘/ | (10)

Koristedi Cauchy-jeve graniéne uslove dobijamo da na osnovama treba da je:
v . .
X,,l éx Gz O 0 (D) Xn =0
=10

= r(—\:r.\j A e} O r= > yn‘ =0 , A
Y", ’ +g} (R ) .(,ll)
Zn 0 o éz Z:%e i/’ —Oz)z=1¢ Zn = (—- 2/ 2=Zy

~odakle zakljudujemo da na osnovama prizmaticnog tela dejstvuju povrSinske si-

le koje su paralelne geometrijskoj osi Stapa,lijom se redukcijom na teZiste

odgovarajudée osnove dobija statiCki divektor &ije su koordinate:

B0, Ne0 ziex [[hdys
Wx=_!lfznlﬁdxdg: i!fgzﬁd:tclg , (12)
Wa =j:f2nloc daccllé] = iffg?_xdxd‘_j9 w,=0.
A N - B

Po pvrdi omotada dejstvuju povrSinske sile koje leZe u ravnima poprednih pre-

seka i na osnovu Cauchy-jevih granicnih uslova za povrS omotada piSemo sle-

dede: : : .
X, = Gx O |cosd b €05d + Ty SincL
Yors [Ty by O |qcospp =1 Teycosd + 8y sind .
2l o o &) o : 0

Kako smo za osnovne nepoznate usvojili koordinate tenzora
napona,da bi odgovarajuéa komponentna pomeranja bila jednoznaéne neprekidne
funkeije koordinata u oblasti izbora tadaka na poprednom preseku potrebno
je da su zadovoljeni Saint Venant-ovi uslovi kbmpatibilnosti deformacija.

Pet usiova_kompatibilnosti deformacija je identidki zadovoljeno,sem slededeg:
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a fx 9169 - 83)@ . (1)
Ty T oxr T axay '
Koordinate tenzora deformacije izrazimo pomoéu koordinata tenzora napona:
Ex= |2 (2ar25)] > |
Ty =0 20“’) Y (15)

. éy' 2)1[5’ 2(x+v) 2Gavy (o=t 2”)]
5.13: 3}933/2 = 2'35)7'/2)) >

i dste unesemo u uslov kompatibilnosti deformacija (14) tako da dobijemo:

Foi Z'xy

5=y 16)

a.éx QZ .
Sy o ﬂ(AZ’x aby) =250

Ako sada prvu Navier-ovu jednac¢inu ravnoteZe iz sistema (9) diferenciramo

pe. x. ,a drugu po y i saberimo ih dobijamo da je:

o Fh , , Tl M W
oz T 3:1 + 2 gx""“a«(j tTex a—gf =0 (1L%*)

~i ako sada tu jednaéinu saberemo sa jednadinom (18) posle sredjivanja dobi-

jemo da Je: L Ay
R , | \/, M=
2+ [aX, 9 v].
A(%x+?’3)"_'x+2v Y agj" $ 17

A=a;a+57gz'
Do istog,hezultaté smo mogli da dodjemo i iz Beltrami-Mighell-ovih jednaéina.
Znadi da ako su graniéni uslovi zadati po silama . Pomoéu rasporeda povr$in- |
skih sila, zadatak se svodi na reSavanje uslova ravnotefe (9) pri Gemu re-
Senja moraju da zadovoljavaju uslov. kompatibilnosti deformacija (17) izra-

Zen pomoéu komponenata tenzora napona,tj. Beltrami-Michell-ove jednadine.

U otsustvu zapreminskih sila uslov (19) se svodi na:

AQr2)=0, (%io.c_,_;g;_{)(gﬁa,)zo

(17%)
koji je u literaturi poznat pod imenom- Mo r i s a- Levy- jeve jed-
naéine. -

Ako- pak za osnovne nepoznate izaberemo komponentna pomera-

njayonda unoSenjem odgovarajudih komponentnih pomeranja u Lamé-ove jednadine
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one se svode na slededi sistem:

[l Y =
(7t+v) (39: ag)«l-VAM'P Xv O 9 Zl__ 0 e
. v = Us
s '
(7&+V)§9“('§%+ gj)+ YA + Y = O;

koji sadrzi dve parcijalne diferencijalne jednaéinepé_dvema nepoznatim funk-
cijama ™ M(x,y) 1 V(xy) koordinata k= i y tadaka popreénog
preseka. Ako su na konturi poprednog preseka zadata komponentna pomeranja
tacaka tela, AL(§,7) 1 VE,7) ede su & i 7  koordinate tadaka na
konturi,tj. poznati su graniéni uslovi po pomeranjima,onda je zadatak sa
ravnim stanjem deformacija kompletno odredﬁen jednadinama (18) preko pome-

ranja i odgovarajuéim graniénim uslovima.

Iz definicije ravne deformacije proizilazi da se ona tadno
javlja u prizmaticnom telu beskonaéno velike duZine sa pravolinijskom geome-
trijskom osom,a pri tome povr51nske i zapreminske sile moraju leZati u rav-

nima popreénih preseka i ne smeju zavisiti od koordinata duz ose tela.

Kada prizmaticno telo ima konadnu duZinu ravno stange defor-
macija u njemu se ne realizuje tadno,pri demu Sto je telo duZe to se tadnije
realizuje ravna deformacija pri uslovima da su na njenim stranama priloZene

sile rasporedjene po zakonu: Za=8,=2A&

Ukoliko saglasno definiciji, granidni uslovi na bodnim stra-
nama prizmatidnog tela ne zavise od koordinate <2 , to se granidni uslovi
zadaju na konturi jednog od popreénih preseka ili na nekoliko kontura,ako jei
presek mnogostruko povezana oblast.Na taj nadin sistem diferencijalnih jed-
nac¢ina ravndteie (9 odhosno (18) sa odgovarajuéim graniénim_uslo&ima karak-

teriSu prostije zadatke teorije elasticnosti.

Diferencijalne jednacine ravnoteze (9) i granidni uslovi
(13) zajedno sa jednadinom (17%*) koja se naziva Levy-jeva jednadina,u ot-
sustvu zapreminskih silane sadrze elastiéne konstante materijala,te iz toga
moZemo' da izvudemo sledeéu konstantaciju: U sludaju ravnbg stanjaadeformaci;
ja u otsustvu zapreminskih sila naponsko stanje tela u proizvdljnim tackama
a za ravni popre¢nih preseka jednostrukopovezane kbnture,paralelnim ravni
deformacijeodredjuje se zadatim na njegovoj konturi silama, njegovim oblikom
i ne zavisi od svojstava materijala.Bko presek pretstavlja viSestruko pove-
zanu oblast to nezavisnost stanja napona od svojstava materijala ocstvaruje Be
dopunskim uslovima,koji se sastoje u uravnotezenju spoljadnjih sila priloZe-
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n1ih na svakoj od granica $to ovde neéemo dokazivati.Ovaj zakljudak predstav-
1ia teoremu Moris-a Levy-ja ,koja leZi u osnovi definicije tenzora napona na
modelima od materijala sa drugim elastiénim svojstvima ( prozraéni materija-
).

Pri ravnom stanJu deformacija ocevidno je da Je vektor rota-

cije sa slede01m koordinatama:

N+ U ey
2,?‘: 2(01 =‘9~'m——5g 9 70-—2—0.‘ (19)

Iz formula (3) i ( 19) odredjujemo diferenciranjem prve po x 1i druge pb laf

i'njihovim oduzimanjem ,sledede:

2 % A
2‘%_..8&2.._9_“.‘, Au=a£ 2a 5 (20)
3’3 dx 3y 3’32 ‘C'f
a njihovim sabiranjem sledede:
J& Fu PV 3e 9@
—_— = o —— = 2= ==
dax 3 x> axay J AV = aﬁ- +2 2x ° (21)

Ako poslednje odredjene izraze unesemo u Lamé-ove jednadine (18) dobijamo

sistem jednadina po nepoznatim: zapreminskoj dilataciji & i uglu obrta-

nia Wz :
(7\.+2,V) -2y S(;z + Xy =0
(1+2y) + 2y %c‘_i?; + \/vl =0 (22)

21

f

j keje se u otsustvu zapreminskih sila svode na sledeéi oblik:
| .

|

|

[

| _ 98 _ 390F |
ox Y _
2E __ 90 3 (23)
| A _ oy ¥ ,
gde smo uveli redukovanu vrednost Vkomponente tenzora roracije:
* 2y Lo ,
Wz = A+2V L‘?ZJ & CO"—=4+)c(a (24)

Iz poslednjih jednalina zakljudujemo da je to odnos Cauchy-Reimann-a i sle-
di da su funkeije dilatacija. . é(x)y) ~1 redukovanu ugao rotacije w:(ac)y)

_ harmoni jski medjusobom konjugovane velidine.

Posmatrajmo sada sludaj kada su zapreminske sile konzerva-
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tivne.tj kada je:
. X' _ all ! U
v T 3% ° vE" o0 o .
. aﬁ (25)

3x

gde Jje —U(or,g) funkeija sile i funkeija koordinata o i 4 .Uvedimo sa- |
_da proizvoljnu funkeiju Qb'(m,;j) pomodu koje moZemo da definiSemo komponen- |
tni tangencijalni napon kao:

2, -~ 5%

Unesimo sada pretpostavljene vrednosti za ’(_‘:cy i projekcije zapreminske

{ . ! . " v . -
site Xy i Y, = u Navier-ove jednadine ravnoteZe (9) tako da dobijemo:

> .-22 _yl-o0,

3 oy
27
3 3P 3
571:]_[%3 Y —u] - O
Iz poslednjih jednaéina integral jenjem se dobija:
é‘L
oy = 5‘7% + Uxy)
e?qb , (28)
63 = 3t + U(x)g)

Ako sada ove. vrednosti za komponentne normalne napone unesemo u jednacinu

(17) dobijamo:

A(2xrdy) = A0 o= - afZ,, ATey), (29)

ife S d) (""H> = ?4'_2_;: PN U(:t,g) P

u kojoj Jje:
4y o
a’i ) o2
= -+ .
AL = Som t R ey Ay
Na taj naéin problem ravnog stanja deformacija sveden je

na odredjivanje i nalaZenje funkcije gf)(ﬁc,g) koja bi zadovoljila parci-
jalnu diferencijalnu jednadinu (29) i povr3inske (graniéne) uslove na omo-

tadur " 50 . "
Xo = (224 SN
| n ayz CZ) cos ok axaﬂ sinel. |
t P e .
Yn “ axa‘j cosel + (9&2 + H}SH’)DL >

4

(30)

ol
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1 na osnovama:

Zy=t6) =t p(agp +2U),.,,

Z3dy,

(31

Finkeija c}bcx,y) koju smo uvell naziva se Air y -jeva funkeija
napona. '

-Ova izlaganja se mogu neSto prosSiriti i te na sludaj rav-
nog stanja de‘f‘or*macija, koje prati jednolika dilatacija <&. u uzduzZnom
praveu. To je sludaj kod dugalke cevi napregnute jednolikim pritiskom spolja
i diznutra. Za taj sludaj je:

éz = JM (gx‘*‘ &3)' + an) v (32)

drk Jje normalna povrSinska sila:

Z:‘ = I{J\L [A C#(:r,:j) + 'ZU'(%H);\ + E&,} . (33)

VII.2. RAVNO STANJE NAPONA

Stanje napona naziva se ravnim, ako je vektor normalnog na-
pona za sve racke tela,a za ravni paralelne osnovi ,jednak nuli.

Ako srednju povrs plode debljine 24 usvojimo za koordi-
natnu Oxy ravan, a osu Oz upravno na njoj ,onda je vektor totalnog napoﬁa
:fs: Jjednak nuli,pa su i komponenthi naponi éz s Cex i ’C\zg_
Jednakl nuli.U tom slucagu matrica tenzora napona zZa ravno stanJe napona se.

ll;& moZe pretstav1t1 u sledecem obllku
o Sl alN - (g
4 0 0 0 O

2 4

5 . 4 ) Ako uvedene pretpostavke za ravno stanje

napona unesemo u Navier-ove jednaéine rav-

x noteZe,dobi jamo:
Slika br. 1




274,

0%, 25y g, Z, =0, (35)

Ches _/

odakle zakljudujemo da zapremlnska sila mora biti paralelna koordlnatnOJ rav-

ni Oxy.
Kako je &,= 0, iz Hooke-ovog zakona sledi da je:
ou Y au} .
8y = AE+2VE; = 1(ax 5% oo ¢
odnosho
ou¥ A au_ 91}) ,
2= 337 77 T " oy (36%)

Kako smo dilataciju &= linijskog elementa u praveu Oz ose izrazili kao funk-
ciju ostalih dilatacija, to moZemo da odredimo vezu izmedju napona i komponen-
tnih pomeranja u slededem obliku:

3y = (2 a”’) 2v 3%

by= A (—3;”'39')*2”7;’

(3N
o~ au g_vj)
(xy = V(Ty’*“ax P)

o~ - 4L
Xz v( Qx) O,
z} U -
Cyz =Y (a vy /= O) él“'o’
gde je uvedena modifikovana vrednost Lamé-ovog koeficijenta u obliku:

* DAY .
A+2V ’ ' ' (38)

Prva invarijanta tenzora deformacije je:
: oy e BV s
ézév:éﬁpw("é?faq% (39)

Uporedjujuéi formalno zapreminske dilatacije za sludajeve ravnog stanja defor-

macija i ravnog stanja napona vidimo da se one odnose kao:

£ £ Py, 2) = 0oy (B 3
;ef) (= 12:% e ' (40)
év Ev )‘g) = .a-:i ay :

medjutim ima suStinske razllke u tome Sto je pri ravnom stanJu napona dllata~.
cija E“mp) ‘funkeija sve tri koordinate,a za sludaj ravnog stanja daformac1-
ja funkeija samo dveju koordinata.
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Daljim uporedjivanjem jednadina koje daju vezu izmedju napo-
pa i deformacija zakljuCujemo da se prve tri jednadine razlikuju jedino u to-
me 3to je za ravno stanje napona uvedena modifikovana Lamé-ova konstanta X*

L 2Y
| A+1y
ne treba izgubiti iz vida da komponentna pomeranja za sludaj ravnog stanja na-

koja se dobija mnoZenjem Lamé-ove konstante faktorom ,ali pri tome
pona mogu zavisiti od sve tri koordinate x |, y i =z tacke tela,
ito pretstavlja sustinsku razliku u odnosu na odgovarajuée jednaline za ravno
gtanje deformacija,gde naponi i dilatacije zavise samo od dve koordinate =

14

Lamé-ove jednacine ravnoteZe sada glase:

(A% + ")aa( g)kuxu + X =0, -
(X*W)%(ax §§)+)1A7}+YV-O,

ZVI:-O-

Na osnovu upored jenja izvedenih‘jednaéina za révﬁo stanjéA
deformacija i ravno stanje napona moZemo izvesti sledede zakl jucke: 1° Odgo-
varajuée Navier-ove i Lamé-ove Jedna01ne se formalno slazu, ali-se problemi u
sustini bitno razlikuju. 2° Bltna razlika 1zmed3u problema ravnog stanja de-
formacija i ravnog stanja napona je u tome Sto je prvi problem stvarno dvodi~-
uvnz1onalan dok je drugi u sudtini trodlmen21ona1n1 problem - proséorni
prﬁblem. :

VII.3. UOPSTENO RAVNO NAPONSKO STANJE

Videli smo da je problem ravnog stanja napona i pored toga
Sto su izvrSena znadajna upro3éenja ostao trOdiméﬁiionalni. Zato je L.N.Filon
(FaJlon) za slucag kda je debljina ploce dovolJno mala u odnosu na druge di-
men213e dao 1de3u kOJa dozvolgava da se trodlmen21onaln1 problem ravnog sta-v
nja napona svede na dvodimenzionalni. Ideja se sast031 u tome da izradunate
srednje vrednosti velidina vektora pomeranja i koordinata tenzora. napona u
tackama tanke plode dovoljno tadno definidu redenje pfbblema sa ravnim stanjem
napona. Prema toj ideji Naf je za to ravno stanje napona uveo naziv "uop-
Steno ravno stanje napona. ' '

Pretpostavimo da je tanka ploda male visine 2h, opteredena
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na bodénim povrdima spoljadnjim povrSinskim silama paralelnim osnovama i sime-
t_r‘iéné raspodel jenim u odnosu na srednju pdvr‘é. Pretpostavl jamo takodje, da
na osnovama ne dejstvuju spoljaénjekpovréinske sile. Osim toga smatrademo da
Jje komponenta zapreminske sile.upravna na srednjoj povrsi plode jednaka nuli,
a da su ostale dve komponente:simetr-iéno raspodel:jene u odnosu na srednju po-.
vrs plode. Naponska stanja koja se javlijaju u takvp,j plo¢i nazivaju se ﬁopéte—

nim naponskim stan jem.Ovakvo _uopéteno ravno naponsko stanje éesto se javlja

u primeni i predstavlja vaZan slucaj za praksu.

Prema uslovu uop3tenog ravnog stanja napona na osnovama je:
za %=+ IL ,ort normale na osnovu je (n ) = (0 O +1 ) ,te iz granicnih

uslova sledi da je:

I e ~ 1
Xn =C::1= 0 9 yn, = Lyz':OJ Zn = gz":O; (42)

. dok je na bodnoj povrsi ort normale na povrdinu (n) = ( cos o cosol . 0)

i iz graniénih uslova sledi da je:

i o~
Xn éx lyx Atz;(- cosd

\/n’ = Txy,, Zoy /Z;{ COSP,
7Y (T & b L O

n

' o~ ' o~
Z, = Tco5d+ 0y, eosp=0.(43)

Dakle u talkama i gornje i donje osnove je (ax= Gy= &, = O. Kakokovc vasi
za sve tadke koje pripadaju gornjoj odnosno donjoj osnovi to sledi da j‘é pro-
mena po koordinatama o i ':j ovih napona u tadkama tih kontura jednak

nuli. Znaéi da je:

dx:x a‘j ;

9lzy _ lzy ’

3x ~ 9y =0, za  z=x4, ()
962 98z ,

wa:x_ - -a—lﬁ- = O Py Zq' Zz;t‘yl'

Iz treée Navier-ove jednacine kr‘avnoteze za 2 ‘pravac,a za tadke na konturi

plofe z=t+ A ,sledi da je:

- Ozx Olzy 98- +ZJ =0,

ax Yy 3T (45)
te uzimajuéi prethodne uslove sledi da je:
f-'ggz'_" za X =+ . '
=0 R (46)

9Z

,
1
;
|
;
3
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Znadi da za X=tHh nije jednaka nuli samo komponenta 6 ,
rego i njen izvod po koordinati =z .Zato pri dovoljno maloj debljini plocCe
~normalni napon 6; ée biti veoma mali te mi moZemo smatrati da je jednak
suli u svim talkama plode. Ovakva pretpostavka je pribliZnija stvarnom stanju
papona ukoliko je debljina ploCe manja u poredjenju sa ostélim njenim dimenzi-
{jama. Na osnovu pretpostavljene simetrije opteredenja u odnosu na srednju po-

wrs plode oevidno je da je projekeija vektora pomeranja proizvoljne tacke
srednje povrSi na 0z osu jednaka nuii.
Kako smo pretpostévili da je debljina ploCe mala i s obzirom
da je UY(z=0) = O moZemo pretpostaviti da ¢ée pomeranja W xY,2) tadaka
" ploce van srednje ravni biti razlidita od nule i da ée njihova srednja vred-
rost biti jednaka nuli:

1y
fW(x,y,z) dz = 0. - (47)
=
'Takodje zbog male debljine ploée smatrademo da je promena komponentnih pomera-
nja a(xy,z) i V(xY,2) po debljini plode duZ iste normale na srednju povrs
pala,te umesto velidina ZLngpZ) i wixy,z) moZemo posmatrati njihove sre—d—~
nje vrednosti koje se odredjuju po formulama: o
1 : )
E(x,y)=2—% ,u(x,y,z)dz 3 ﬁ(x,y): Eg- vy dz . (48)
£ -k
Napisaéemo sada Navier-ove jednadine ravnoteZe i integrali-

ti ih duZ koordinate % ugranicama od donje do gornje osnove,tako da

dobi jamo: _ —
28x Cux )(L =0
3x 8%
s 3y T (49)
a;[—_\_;z agz - O
ax 24

gde smo uzeli u obzir da je:
I e J 1 N
o7 ) 2= de = gple] -0 (50)
- B
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. .
sy, = 4 _ (50%)
lej‘ /“2%[291]&-0;‘
i uveli oznake
| = A
<= é—-‘P:' géx CJ.Z. 3 .

3
N (51)

X
=y z& J
-f
za srednje vrednosti komponentnih napona b= 2;, , ‘Z’;:y A komponen-
tnih zapreminskih sila Xy .Y

Iz defiﬁicije ravnog naponskog stanja proizilazi da su kom-
ponentna pomeranja ,Q(x,g,z) ivey i komponenthi naponi b , Z>y_
i Txy parne funkeije koordinata,a ¥, 1 Ty neparne funkeije koordi-
néta,dok su njihove srednje vrednosti jednake nuli.

Iz formula veza izmedju napona i deformacija prema uopite-
nom Hooke-ovom zakonu,a.prelazeéi na srednje vrednosti i uzimajuéi u obzir da
Jje 52 = 0 dobijamo da je:

gmz;pa 2V 0 ,
‘g - XE 4 0y v (52)
y = ey
Y ’ala 2
de je: —
gae J _ odl ?_Tf
ax a/at ? : .
1* _ 2y Il (53)
T oAy ) _
Dobijeni odnosi medju srednjim vrednostima komponenata ten-
zora napona Zx , éy " T:x;y i izvodima srednjih vrednosti kompo-

nentnih pomeranja A¢ i . 77 - pri uopStenom ravnom naponskom stanju razliku-
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ju se od odgovarajuéih pri ravnoj deformaciji samo time 3to umesto Lamé-ove

konstante A udestvuje njena modifikovana vrednost A* .

Diferencijalne jednacdine, koje treba da zadovoljavaju sred-
njevrednosti komponentnih napona i komponentnih pomeranja za uopsteno ravno
stanje ,a to su jednaline raypoteée,hamé-oVe jednadine iiBeltrami—Michell—ove
jednadineza osrednjene vrednosti biée istog oblika kao i odgovarajuée pri rav-
noj deformaciji,samo $to ée umesto Lamé-ove konstante figurisati njena modi-

fikovana vrednost.lLamé-ove jednatine dobijaju oblik:

(o) B (BE+57) v ol + X =

Y
(54)
ol OV YV, =
(A +v) ag(ax aAj)+vA7}+ W

Ako su zadate srednje vrednosti poméranja tadaka sa cilin-
dri¢nog omotada - konturi popreénog preseké plode a to su zadate vrednosti
kemponentnih pomeranja A i fﬁ na konturi srednje ravni ploce,tada ti
graniéni uslovi zajedno sa modifikovanim Lamé-ovim jednadinama odredjuju kom-
ponentna pomeranja 4 i T za sve tadke srednje ravni ploce,a posred-

stvom modifikovanog Hooke-ovog zakona se mogu odrediti i komponentni naponi.

Kada su na konturi plode zadate povrSinske sile zadatak re-
Savamo preko napona vodeéi raduna o tome da koordinate tenzora napona ne budu
protivureéne sa uslovima kompatibilnosti deformacija za osrednjene vrednosti
komponentnih pomeranja.Ti uslovi su:

 — 2

*Ex 9 _ 9%xy '
8:32 toxr < gx’ag 7 (55)

Jjer se svode na jedan, koji je izraZen pomo¢u komponentnih napona dobija ob-
lik:
/s = ey o X aVv']
A(e+2) =25 [ 2 o (56)
Koordinate tenzora napona moraju da zadovoljavaju graniéne uslove,koji su na
omotadu oblika:

Yn' é“ ﬁﬁ o co‘c"d‘
yir= .'fxy 2. 04 sind
n

:I\u
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——

u kojima su - Szn i 72' usrednjéné vrednosti spoljasnjih povrSinskih
sila po konturi:
U s 5
1 A 1 VAR | ’d
Xh - 28 an d 2 - \/h ZKJX’ ¢ (58)
-k -%

; Ovim smo pokazali da su u suStini zadaci ravne teorijé'elas~
tidnosti —’favno stanje deformacija i uopSteno ravno stanje napona matemati-
ki identidni.Medjutim moramo voditi raduna da medju njima postoji i suStin-
ska razlika u tome da kod zadatka ravnog stanja deformacija se odredjuje eg-
zaktno resenJe postavl jenog graniénog zadatka,dok kod uopstenog ravnog stanja
napona odred3u3u01 srednJe vrednosti po debljini plode odgovarajuéih pomera-
nja i komponentnih napona,odredjujemo pribliZno reSenje graniénog zadatka za

tanku ploéug‘Znaéi da je sliénost ova dva problema formalne prirode.

VII.4. NAPONSKA AIRY-JEVA FUNKCIJA

ReSenje zadatka ravne teorije elasticnosti znatno se upros-
dava ako se zapreminske sile zanemare,bilo zbog njihove male vrednosti,bilo
zbog toga Sto zadatak pri postojanju zapreminskih sila moZemo da svedemo na
zadatak bez zapreminskih sila,ako nadjemo bilo kakvo partikularno resSenje od-
govarajuéih nehomogenih diferencijalnih jednadina ravnoteZe.Mi éemo u daljem
pretpostavljati da zapreminske sile otsustvuju. U ravnom zadatku teorije elas-
titnosti veliku ulogu igra uvodjenje Airy-jeve pomoéne funkeije.Treba istak-
nuti da je zahvaljujuéi uvodjenju te funkcije bila postavljena plodotvorna me-
toda refavanja zadataka ravne teorije elastiénosti.

U sluéaju odsustva zapreminskih sila Navier-ove jednadine
ravnoteZe dobijaju oblik:

géy 82\::57_ az\:xy _a_é'__ .
-é;- + -————-a:j =Q » = + ag = 0. (59)

Prva jednatina pokazuje da se izraz é:<13¢ - 2;34; Jjavlja kao potpuni dife-
rencijal neke funkecije CQCx;g ) pa sledi da je:
2Q _ 9@ |
By = - (60)

2

o aéf
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¥Ma isti nadin iz sistema (59) sledi da je

éy=55—C7 (’.1:3'-1“53‘7 (61)

gde je P(:c,'g) neka funkeija koordinata x i SL .Uporedjenjem ovih
funkeija vidimo da vaZi uslov - odnos:

aQ - 9P

W—— T

o Iy
xoji pokazuje da izraz P doc+ Qdy  predstavlja puni diferencijal neke
funkeije koju oznadimo sa Cp(x,g) tako da sledi da komponentne napone mozemo
da pretstavimo u obliku:

_ 39

g X
by=33i>  TytTamay o=

3
- Z;‘ga“‘ (62)

Gve formule prvi je izveo Airy te se ta funkcija napona, Cb(x,y) naziva
Alrg-jeva funkeija ili Airy-jeva naponska funkeija. A

Odigledno je da ako vaZi veza izmedju Airy-jeve funkeije.
qb(:r,y) i komponentnih napona ém , &3 i 'Z"::y da ée Navier-ove jed-
racine ravnoteze u otsustvu zapreminskih sila biti identicki zadovoljene.Osim
toga komponentni naponi moraju da zadovolje uslove kompatibilnosti da bi od-
govarale stavarnom naponskom stanju,te su one duZne da zadovoljavaju jednadi-

wus

A (Bx+2y) =0, (63)

a kako je & ¢ = Bt &y to se uslovi kompatibilnosti izraZeni pomodu Airy-
Jeve naponske funkcije svode na Maxwell-ovu diferencijalnu jednadinu:

AD Dey) =0 (64)
gde je AN diferencijalni operator
4 o
9’ + 2 2 + o >
DD = pyess 9ac20Y? 4834

i koja kao reSenje ima skup biharmonijskih funkeija.



282.

VII.5. ATRY-JEVA NAPONSKA FUNKCIJ /A 7RAZENA U
POLARNIM KOORDINATAMA ~ .

Jednaéine ravnoteZeravnog zadatka teorije elastifnosti u
polarnom koordinatnom sistemu koordinata na osnovu jednadina ravnoteZe za
slucaj otsustva zapreminskih sila glase:

96 4 3y + jit:;éf— =0,

3r ¥ av v 6 
(65)

43 Iy 2 - Q.

R TR T

ReSenje ovog sistema moZe biti zadato u obliku:

g, - 43 130

v oar i gy’ :
o~ Y ; -ang . (66) -

- — -

Crp= r2 oY r aray °
8,- 22

arz 7

gde je Qb(r,w) Airy~jeva naponska funkecija u polarnom koordinatnom siste-
mu koordinata r i ¥

-  Komponentni naponi moragu da zadovolgavaju uslove kompati-
bilnosti deforma013a koji se svode na:

A(ar*‘ %‘p) =O,

(67)
gde je A\ dvodimenzionalni Laplace-ov operator u polarnom sistemu koor-
dinata:
A= 418 43
3r:  r oer | p2 3y2 (68)

Unoseéi vrednosti za komponentne napone u uslov kompatibilnosti napona dobi-
jamo za odredjivanje Airy-jeve naponske funkeije sledeéu jednadinu:

13 "‘2)(¢ 439

(arﬂ-+F5F * e r-i v arr T ar T2 a\pz) O (69
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Za sludaj centralno simetriénog u ravni rasporeda napona u

odnosu na koordinatni podetak prethodna jednadina dobija oblik:

dé 2 dd 1 db 148,

dre r o dr “radrz 7 rs dr , (70)
¢ije je opSte reSenje:
(i)_(r) = A e +Brrdnr +Cp2 0D (71)
Sada su komponente tenzora napona:
3. = L LB 2mr) +20
re (72)

é\p =~% fB(S"’Z Qm\") -\»QC

z;? =0

Ako tatka r = O pripada oblasti to je za ogranidenje komponenata tenzora
napona potrebno da konstante A i B budu jednake nuli, A = B = O.
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VII.6. PRIMENA FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMENLJIVE
NA RESAVANJE PROBLEMA RAVNE TEORIJE
ELASTICNOSTI

U prethodnom delu smo de upoznali sa zadacima i problemima
ravne teorije elastinosti u ukazali na pristupe njihovom reSavanju i ukazali
na tri klase zadataka.Takodje smo pokazali da se naponsko stanje i odgovaraju-
éi komponentni naponi - normalni i smicudi mogu izraziti pomodu naponske funk-
cije qux,y) i u uslovima kada nema zapréminskih sila pokazali da ona zado-
voljava biharmonijsku jednadinu i da je biharmonijska funkeija koordinata.Pri-
likom razmatranja i konstrukcije biharmoriijske funkeije qbcr,yj ko jom moZe-
mo izraZavati komponentne napone ravno napreghute plo¢e sa razliditim krivoli-
nijskim konturama koje -ogranidavaju jedno- ili viSestrukopovezane oblasti sa
uspehom se mogu primenjivati analitidke funkecije kompleksﬁe promenl jive.

Prvi put primenu funkeije kompleksne promenljive pri reSava-
nju zadataka ravne teorije elasticnosti sreéemo u studioznim istrazivanjima
i radovima G.V.Kolasova. Medjutim za dalji sistematski razvoj i primenu ove
teorije funkeije kompleksne promenljive zasluzaj je N.I.MusheliSvili,koji je
dao znadajan doprinos razvoju matematike teorije elastidnosti.

Osnovna ideja ove metode je da se naponska funkeija izrazi
pomocu analitidkih funkecija kompleksne promenljive - analitickih kompleksnih
funkcija. Kada je to uradjeno za pravougll Descartes-~ov ili polarno-cilindri-
8ki koordinatni sisﬁem definisu se komponente vektora pomeranja i komponentni
naponi pomoéu odredjene naponske funkeije kompleksne promenljive.Ti izrazi
treba da budu izvedeni uz zadovoljenje graniénih ili konturnih uslova na kon-
turi plode kojima se obuhvataju spoljadnje povrSinske sile izraZene intenzi-
tetom po jedinici duZine konture.Zato analiticke funkeije kompleksne promen-
1jive kojima se konstruiBe naponska funkcija pretpostavlaju se u obliku stepe-
nih redova sa kompleksnim konstantnim koeficijentima, koje odredjujemo ekspli-
citno u funkciji spoljasnjih povrsinskih opteredenja.Za reSavanje konkretnih
zadataka umesto beskonadnih redova koristi se konadan broj élanova tako iza-
branih da se graniéni uslovi sa dovoljnom i zahtevanom tacnoséu aproksimira-
ju. Sa tako odredjenim brojém élanova konstruiSe se naponska funkcija i sas-
tévljaju izrazi za komponentne normalne i tangencijalne napone i dilatacije i
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lizanja. Za konkretne primere numeridki zadate neophodna je upotreba raduna-

ra da bi se izvrsila kompletna obrada stanja napona i stanja deformacija.

Zanmarivanjem zapreminskih sila, reSenja ravnog stanja na-
pona i ravnog stanja deformacija naponskom f‘unkcijom (i)(x y) koja zadovoljava
ulharmonljsku jednaéinu AACb(x 1:') =A( A(P) 0i moZemo je odrediti pomoéu metode
funkeije kompleksne promenljive.Naponska funkeija zadovoljava jednaéinu:

A (j)(gc,y) = /o(:c,y ) u kojoj je p(x,y) harmonijska funkeija koja za-
dovol java Laplace-ovu parcijalnu diferencijalnu jednalinu . Aﬁfx’,;/) = 0.
Uvedimo. analitidku funkeiju

jor- pegprigey C (1y

u kojoj je < =V-1 imaginarna jedinica, %= oc+,4,y kompleksna promenl jiva,a
2 (& %) harmoni jska f‘unkc13a konjugovana funkeiji 70@ y) i sa njom u
™. 11 o gg
para zadovolJava Cauchy-Reimann-ove uslove 523 s a ~_ aT
Kako je funkeija definisana izrazom (1) analiticka funkeija

to Je i integral te funkcije po % jo3 jedna analitiSka funkeija oblika:

Fe)=Pecgy)ei (Qxyy) = iffcz)dz , (2)

31ji realni P(::y) i imaginarni Q( y) deo su har‘monlgske funkcije i poje-
dinaéno zadovoljavaju Laplace-ovu diferencijalnu jednadinu.Diferenciranjem
po =z funkeije F(2) dobijamo da je:

1 - -9._%'___.,
F(z) = Zld—f(Z) = ;4-(/03%2) "'% + Gy ay ay ~ox

~dakle sledi da je:

Q P (4)
oW __9F 4 p(x y)
= 2 N ,
Jjer je: Jx Sy 4
) oF _aP _ .94 _&F sz _dF
ax " 3x dx "5z 3x “dz ° (5)
r.e, ;90 _oF oz _ dF -
3y - Y9y ez 8y Tdz
Kako su 'Pc:c,y) i Qe 'y)‘ harmoni jske funkeije i zadovo-
' ljavaju Laplace-ovu diferencijalnu 'jednaéinu: - ) - to
moZemo plsatl da Je : :
A xP(:: )+ Q(ﬂc (—-—-+—— +:tAP+ AQ :
[ ey Qey-2(5 5y I 6

(SP GQ) f)(xy)_Aci)(:cg)
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odakle sledi

A[d)(xly) "f” rp(x{y) --y@(:r,yy _ 0 ‘, o
odnosno: )

(;)(:r,y) = acch,Ca/‘)+yQ<ac,y) +Ray), (g

gde jJe R(x,y )1 harmoni jska funkcija koju smo dobili u rezultatu integral je-
nja iz (7). Uvedimo jos jednu harmonijsku funkeiju Sz, Y )y konjugovanu funk-
ciji Rex *g) tako da pomodu. njih formiramo. analltlcku funkei ju ’,}C(z) kompleks—

ne promenljive X = xmy u obliku:
H(2) = R(oc,y) + A S(oc,y) . (9

P Formirajmo sada funkeiju X F(2)+}}£(z) ,ede je X - konju-

govano 'z i iznosi: %= x =LY ,u obliku:
TFe)+H(z) = (x-u;y)'(PﬂLzQ) +R+4S=
= xP+yQ+R + 4 (- yP+x QR +9)

i v1d1mo da Jje njen realni deo jednak naponskoj. funkeiji gb(x,y) , te moZemo

(10)

da je definiSemo u obliku: R :
(Pcoc,y) = Re{ir F(Z)+X’(ZJ=’—4-[2"A F(Z)+ZF(Z)+ 3{(2)+9?(§z]’ (11)

gde smo sa  F(z) =P y) AQ(xy) i ?t‘_’(z) R(ac'y)% S(xy) ozna0111 kongugovane
funkei je f‘unkc:.gama Flz) 1 Z}f(z)

Isti rezultati vaze i ako se opr‘edellmo za izrazavanje na-
ponske funckije pomodu polamlh koordinata » i ¥ i naponsku funkeiju

CJ)CP,‘P) mozemo usvojiti u istom obliku:

¢(r,w) = Re{z Feo) + m'z)} (12)

pri demu je kompleksni argument izraZen kao 2 =re* £ rlcosPrisinP) i T = re”“’a_

VII.6.1. DEFINISANJE STANJA NAPONA I STANJA DEFORMACIJA
POMOCU FUNKCI}JA'KOMPLEKSNE PROMENLJIVE ‘

: Po3to smo def‘mlsall naponsku f'unk013u qSCx‘g odnosno .
gb(r v) pomodu analitidkih funkeija Fy 1 2@ kompleksne promenlji-
ve Z= ocu.y odnosno zZ=re Y’,potrebno Jje da pomocu nje izrazimo komponentne
rnormalne i smlcucl napon ,odnosno dilatacije i kllzanJa kao i koordinate vek-
tora pomeranja,bilo da se radi ovDesc,a,rtes-ovom,koordlnatnom sistemu bilo da
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s¢ radi o poarnocilindrilkom koordinatnom sistemu,pri Cemi éemo koristi_ti;
inraze koje smo izveli prethodnom delu ovog poglavlja: , '
a° Za Descartes-ov koordinatni sistem izraze VII.l (26) i

-

(28) -odnosno VII.H. (’66‘) oblika:

2,-30 , .38 o aqs a3

o™ 7 ¥ ax’ sxay

b° Za polarni koordinatni sistem izaze VIT.A. (62) i (66):

é,.-"ed’ 130 8,,:32(13

P ar T pt a’oz ? ar?

Z:- 4 305 q5 ) ‘(ll’r)v

pTr ar r' gra)”

J>

aovKo'mponente vektora pomeranja i komponentni na;
poni u Descartes-ovom koordinatnom sistemu izraZeni pomocu funk-
cija Fe) i 3f(z) kompleksne promenljive.

Veze dilatacija linijskih elemenata u praveima koordinatnih

gsa i klizanja izmedju njih i normalnih i smidudih napona za revni sa norma-?

lama u praveima koordlnatnlh osa u Descartes-ovom koordinatnom sistemu se mo-
. ga izraziti u obllku '

&g ﬁ(?’x ) %(35’ M aff)
v_ 40

G-BEpd)-HE -, E)
&Z“%+§§L’" 200 25 Q(EM 2

Tmajuéi u vidu da je f(xy):Ac;S(xJ) i da je % - %‘E i /OCacy) sledi da je:
= -#lp-3 Z%)-p aagsj Zlp - J") ]
! g‘; 5[” ('7./")9:»:2] (16)

ag E [9 i 'é‘g'FJ ’
odakle integraljenjem po x odnosno y ‘dobi jamo komponente ucac,y) i v'v‘(x;y,)
vektora pomeranja 3(1“3 ) u obliku:

Mesy) = 1 [4 Pes )~ (4+Ju) P, f cy)]
27@?,3) [l: Q& ) - 4+)«) + f (:n)] )

U poslednjim izrazima - j;(y) i ;fi(az) su promvol;;ne funkeije,koje se svo-

de na oblik: f(y):-C‘y +Ly i :)(; )= Cx+,6, Jer moraju da zadovolje uslov ~

3@ __23P i tredi uslov iz (15) koji se svodi na %fu 44 = 0.
3x - ay : : (7 dx
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Qve komponente f (y) i fcac_) predstavljaju komponente vektora pomeranja
krutog tela i mogu se izostaviti iz izraza (17) kojima- hocemo da obuhvatimo.
samo deo vektora pomeranja Gestica plode koji odgovara &istoj deformaciji
ploée koja se izvodi promenom oblika i promenom zapremine. Imajuéi u vidu pos-
lednje redeno, komponente A(C:r,y) i v'(ac,y) vektora pomeranja —S'(:r,'g) Cesti~
ca napregnute plode koji potidu od Ciste deformacije promenom oblika i zapre-
mine plode, uz éliininisanje dela koji se odnosi na éistu translaciju i rotaci-

Ju koje odgovaraju krutom telu, moZemo da naplsemo

"[[’ Peag - (410 aa:]
L14 Qe - 5]

Pomnoéimo;komponentno pome}"anje vcx,y) imaginarnom jedinicom 1 saberimo ga
sa  Mx,y) tako da dobi jamo:

| ‘,d(x,y)» +.L”lf’(ac,y) = %[4(?34-4: Q) -(4%)(58—:? +4 éa—?}]. (18)

(a7%)

1)

'I);(oc,y)

Imajuéi u vidu da je 2 -%—4 i da je --=-—--.¢ kao i F@)=P+L{{ sle-

3x 5
v g0z, . d¢ d¢

d d¢ az 2,99,

aqb 3; iffi df:i* dz 3yt dz 3y ~Td7
(}f)

2, ,,.f- Feo) +2F(2)+ X @) +[F )20+ Fe)| & ;

di da je:

odakle sledi da je:

_ﬂﬁn—g--F(:z),uzF(:zﬁ}E(Z) - (20)

Sada izraz (18) moiemo napisati u obliku:
ALl )) +4 v-(ac,g) F(z) +2 F(z) + ;)£ (z) (21)

zimo sada &, + 53 i 5:7 -t 2¢ (é\;y pomoéu naponske funkeije (P(x))j),
obijamo da je:
.3 d’ :
2

3* (22)
y g_:::él 3; - 24 aacgasy ’

steéi izraz (29) njegovim diferenciranje redom po x odnosno po y dobija--

éx+2>

% 3+2,c

+A gb Fcz)+zF<z)+F(z)+}£(z)

33‘." 30(‘33
(23%)




289.

qS -A[F(fz) ZF(Z)HC(z) 2}/3(2‘)] . (23%%) .

axay

Da bi smo dobili prethodne izraze {22) izraZene pomocéu funk-
cija kompleksne promenljive F(x¥) i 3{(¥) ,drugu jednadinu sistema (23) pomno-
7zimo imaginarnom jedinicom LrW?i oduzmemo -je ili saberemo sa prvom istog sis- )

P 9¢-2[F(z)+f—(z)] 472 F(%)}

tema dobidemo:

aac1
gb_ 5P, ;TP =1 =] (24)
Era 631 zl”azx:ay 2 Zr(z) * 2 (Z)] ?

fto nas zatim dovodi do sledeéin relacija:
_ .
I = 2urdy = 2] Flos Flo)] = 4R Fa)

&

. oo = SFT (24%)
j~Lx-2,céx3 = Z[zF(z) + 9{(2)] .

Poslednje relacije daju vezu izmedju normalnih komponentnih napona & i
éy i smuuéeg napona Z;g i analitidkih funkeija Fcz) i Ak xomplek-
sne promenljive % ,odnosnc njihovih konjugovanih vrednosti.
Poslednja jednadina sistema (24%*) se u literaturi nalazi i
1 obliku koji se dobija kada se u kojj umesto -& stavi Ly obe strane:
\ " "
é‘f%t +2i Z‘xa = 2[‘2’ Fy+ X (Z)J (24%%)

£j. ovo Je konjugovani oblik drugoj jednadini iz sistema (2u4¥).

b° Komponente vektora pomeranja i komponentni nor-
malni i smiduéi naponi u polarnom koordinatnom sistemu izraZeni
pomodu funkcija F(z) i M(Z) kompleksne promenljive.

Veze izmedju dilatacija. &e 1 & linijskih elemenata u
radijalnom i eirkularnom praveu i klizanja é’:.y, izmedju njih i komponenata
tenzora napona 6,, ) é,, i {yp za ravni sa ortovima normala u radijalnom
i cirkularnom praveu,su oblika:

& = 3“” ”[(4+ju)é -ndi )

éy r[”“‘ w’" 4[U+ﬂ)5 ‘j‘*JC} (25)
(a,u, ) 9?)‘ 2(4+ﬂ)

rp =
gde smo sa « LY 1 1}’(7‘\?) oznacn.l:. komponente vektora pomeranja S(r‘P) =4, Y‘+27“G»
u radijalnom i eirkularnom pravcu,dok je Jq = &. Z,,, = ot by dato izarazom
(24%) . Imajuéi u vidu vezu (14) izmedju komponenata tezora napona i naponske

ér}o ?




290.
funkeije ¢(ry) to jednadine (25) moZemo izraziti ﬁomoéu naponske funckije
Qb(nw) koju smo usvojili u ubliku (11) s tim Sto kompleksne promenlji-
ve izraZavamo pomo¢u polarnih koordinata radijusa ™ i polarnog ugla ¥
Sada naponska funkeija zadovol java uslov: '

4 29 3¢ , ‘
P45 LG ) (26)

A<}>(r‘P)~ 5

rl

. v s - O -,
Zatim slicnim postupkom kao 1 u a~ 'mozemo integraljenjem da dodjemoc do sle-
deée veze:

. i [ L s
UL+ (rp) = € {%F(Z)‘%u zF(z)Q}&Zﬂ}; (27)
odnosno:

b+ 2 = 4R] F2)] %Q[sz) +Fiz)

Bp-bp+20Trp=2[ 2 F(2)+%(>]e (28)

ili:

PV | N " 29
bo= L by = F)+ F(Z)-[ZHz)+95 C"d] e (29)
Pri izvodjenju izraza (27) i (28) imali smo u obzir da je
funkeija F@)=P@y)+i Qi) i da za njen realni-i imaginarni deo vaze Cauchy-

Reimann-ovi uslovi oblika ° P§E~ aa i@ 2P ,kao i da je izvod funkeije

F(z) oblika: I o o

3P, 2@) oiF_ 4 5y i
Fea)= (” " “/\ (’“‘ Rl (30
3P “av )
Do izraza (27) i (28) moZemo doéi i transformacijom koordi-
nata vektora pomeranja ’

Sty = AT YT = LT Veng]  (31)

iz Descartes~ovgu polarni koordinatni sistem.
o

Ortovi radijalnog i cirkularnog prav-

‘ca sul

T = cos? Z’+Sin‘f’g'

%
G =-sin¥YT +cos¥d (31%)
J

ta njihovim unoSenjem u izraz za vek-

tor pomeranja (31) . dobi jamo:

Slika br. 2
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's*(r,?) {’”rf“» ¥) cos Y- zfy(;,w)sin ﬁﬂ@,(n‘f’)sin‘ff V?{n Y).cos‘,f]j’ (31%%)

ili ako predjemo na pomeranje u kompleksnom obliku moZemo da piSemo:

‘ o | :
S(r,‘{’)u,((xﬁ)4{_2}(3()3)=[u () +4 v}(ﬁf)] o 2

ode je i-Y-1 imaginarna jedinica ,za razliku od ¥~ i 7 koji su ortovi koor-

dinatnih osa Descartes-ovog koordinatnog sistema.Pomodu izraza (32) i izraza
_(18) direktno dobijamo izraz (27) do koga smo dosli direktnim integral jenjem.

Prva relacija izraza (24%*) se moZe automatski u istom obli-
kU prevesti na polarni koordinatni sistem koristeéi €injenicu da taj izraz
predstavlja prvu invari jantu .N:, =8xi Zv_», =& + b posmatranog ravnog
stanja napona, tj. dn su &, i b, kao bx i by u istoj ravni i da se
mopu dobiti transformacijom matrice tenzora napona pri rotaciji koordinatnog
sistema Oxyz oko ose 0z do poklapanja osa Ox 1 Oy sa radijalnim i cirku-
larnim pr’aircem;pa se direktno ovim obrazloZen j:m sa te jednadine moZe predéi
na iijen oblik - prvu jednadinu datu sistemom (28).

Za dobijanje druge veze sistema (28) treba izvr3iti trans-
formaciju izraza 3y - &y - 24;2;3 preko br, by, Teyp za pbsmatr*ano
naponsko stanje.To éemo uraditi na slededi nadin: Pomodu formula transforma-

cije koordinata tenzora napona moZemo da napiSemo:

i é,'_ = (1) M{Yo} ) é)" =(c°)/\[]{co}} Z‘ry=(c°)/\ﬂ{y;}7(33)

..odakle sledi veza izmedju koordinata tenzora napona u Descartes-ovom 1 polar-

nom koordinatnom sistemu oblika:

o < ’Cy:x: cosy - - ‘
&, = (cos¥ siny) [’Czy ZJ Jgﬁn?j = bpcosif+ éjsih'LY+2'(,\;ysin\PcosY ;
bz Ty|[7SNY A (34)
. &?: (~sin¥ cos') = sin*P+ 8y c05?¥ ~ 28y Sinfcos? ;-
‘ ij by [ cosy

| [ (-sin‘P. cos¥) b G {wsyﬂ= (&y -Z,m)sin‘Fcos‘hZ'x,(coszP.;sin“f).

Eig?no‘éu’prethodnih izraza lako sastavljamo slededu vezu:
k » » ) . 2.
byt Biliy= (3 ttit)

2

pri demu smo uzeli u obzir da je: € <Y cos2Psisinlf,
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" Ovaj poslednji izraz drugu vezu iz sistema (24¥) prevodi na

oblik iz sistema (28).

VII.6.2. GRANICNI USLOVI

Da bi smo pri reSavanju zadataka mogli da
obuhvatimo dejstvo spoljasnjeg optereéenja
raspored jenog po konturnim povrSima ravno

napregnute ploce éije stanje napona i stanje

Slika br. 3°
T
Y

deformacija proucavamo, potrebno je odrediti
vezu izmedju unutradnjih napona 8. , &y i
u tadkama na kontunoj povrsi za istu

povrs i spoljasnjih povrSinskih sila koje de

mo izraziti pomodu specificénih vrednosti E:: XAZ?+)ﬁJ koje dejstvuju

po jedinici povr$ine konturnih povrSi ploCe.Ako uzmemo jediniénu debljinu plo-

de 1 vezemo specifiéne povrsinske sile za jedinicu duzine konture plode,onda

na osnovu Cauchy—gev1h graniénih uslova moZemo da piSemo sledece {F‘} AU'{H}

gde je

(n).= (c#sd sincl) ort normale na konturnu povrs ploce u tacki na

konturi,kao 8to je to prikazano na slici br. 3:

Ako sa

X,: = [Bx cosdl + Txy sfn&]“

| o~ (36)
Yo = [é,j sind + Cay CoSclJK

oznac¢imo element luka ko konturi srednje povrSi plode,i uzmemo u

obzir da je cosd.= -5% i sind= - El_f i imajuéi u vidu veze (13) uslovi

(36) se transformiSu na oblik:

. gde je

X" [a;f:t[/? a:c?yjA] [dA y]

wof gyl

izvod po luku A .

Ukupna sila koja destvuje po konturnoj povrsi odredjenoj

jediniénom debljinom ploce i lukom AA od tatke A do tadke B konture je:

A IX d4 fd/s agjl
fy"db“fd/s( ) :_895

(38)

Moment povr31nsk1h 51la kOJe degstvuju po-konturnoj povr31 jediniéne deblji-

ne i luka . AN konture od tadke A do tadke B za koordinatni podetak je:




293.
B
.

ut,” = 7R

, dA :j(:xyy,_' -.gX;'Jolb'~“ﬂ"‘d(a¢)*3d(ay)]
[yl o

Da bi smo reSili zadatke koristeéi opisanu metodu funkcije

(39)

kompleksne promenljive treba joS ukazati-na pristup kor‘iéc’enju graniénih uslo-
va.Zadatak se sasto]Ji u odredjivanju tri kompdnente tenzora napona 4. , éy
i ley ili 8. , by i T, i tenzora deformacije &= , & i a’;g ili
& v &y i 3ty' i vektora pomeranja g ,odnosno njegovih koordinata
A 1 v, 1l U, + V,, a koristedi se pri tome izvedenim izrazima (21)
i (24) za Descartes-ov i (27) i (28) za polarni koordinatni sistem.Koji éemo
od ‘koordinatnih sistema izabrati zavisi od samog oblika ploCe - njene konture
odnosno od njenih granicnih uslova koji obuhvataju i oblik konturne povrsi i
oblik i vrstu spoljaSnjeg povrSinskog opterefenja za koje smo izrazima (38)
i (39) pokazali da su za deo konture ekv1valentn1 3111 i spregu

U naznadenim izrazima -(21), (24), (27)~ i (28) figurisu
dve analitidke funkeije F(zy i @) kompleksne promenljlve ili njiho-
vi izvodi.Po ovoj metodi zadatak se sada sastoji u odredglvangu ili izboru
tih f‘unkéija.Ne postoji uputstvo kako bi smo te funkeije pouzdano izabrali
ili odredili unapred, tako da budu u konadnom obliku,pa je zato pouzdano ko-
ristiti LOrin-ov red po kompleksnoj promenljivoj' z:acug: r'e“p .Nepoznate
koeficijente takvih redova treba odrediti iz uslova zadovoljenja granicénih
uslova,a i ogranidavanje reda na odredjeni konaéni broj ¢lanova se definiSe
Zeljenom tadno3éu aproksimacije.To znadi da je definisana tadnost aproksima-
cije graniénih uslova kriterijum za odr'edglvanje broja clanova Teda kojim
definisSemo analltlcke funkcije F(z) i H(z) kompleksne promenljive.Zato te
t“unk013e pr-etpostavljamo u vidu njihovih izvoda .po kompleksnoj pI'O'IHEI’llJlVOJ,

Feey 1 28 '(z) u obliku: :

o
a’-

o4 -
Fy=2" A, 2™
n=0

na osnovu cega integral jenjem postaje:

, H@ =;an'“, o
e -~ ¢4

An 2

F(z)='ﬂoZ:+/q_4 ffnz+z -n +/C,,

-n+4 . ELH ¥

9@(2) BZ+B ‘Enz Z E”g,, + /s
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bO
Sl 1l s

Faor=2 Ax" . A@=2P.2", (12)
n=0 n=o

Sto mtegr‘ahengem daje: -

>
} k@)= ZQ” s 95‘1) :Z_B" ner TS w3y

c® e
Fz) =Zﬂnzn 5 }f‘clz) =Z :Bn‘zn

i e (4)

u kojima su An i Bn nepoznati koeficijenti koji se odredjuju iz granicnih
uslova uzimanjem u obzir rasporeda povrSinskih sila ili pomeranja tadaka kon-
ture. ‘ )

Kako se radi o zadacima sa jednostruko ili viSestruko pove-
zanim oblastima to postoji viSe konturnih linija ki koje pretpostavl jamo
da mogu biti otvorene ili zatvorene,i kako granicne uslove moZemo zadavati po
moéu povr3inskih sila 1 komponenata vektora pomeranja to granlcnl uslov1 se
mogu napisati u obliku:

o

P,(Cac 2{) +4 U(:r,y)] ZD "

) gu’ C%:ﬂl}( N )

[&x%v]m ) gl‘" Zn)h: 32"“@’2’)/»% ? (15)
[3,~2.+2:, Z:" /V,,Z"/k; = 35“527))&

v m] = ) M = g0, ,
J:gs« + éY]KL = ;\/n ZH)KLZ zi.(r Xe (46)
it - S o] -3,

u kojima su Dn’ Ln, Nn,Hn Vn, i Cn koeficijenti razvoja granicénih us

u Lorin-ov red i koji su nam u na¢elu poznati,a zatim pomoéu njih moZemo

raziti nepoznate koeficijente A, i B dime smo zadatak red$ili.
n .
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VIIT.OSNOVI METODE KONACNTH ELEMENATA

Metoda konaénih elemenata ,u daljem tekstu M K E , bazira
Se na uoptrebi matriéne algebre za diskretizaciju proizvol jnog deformabilnog
tela ( proizvoljne elastiéne konstrukeije) na odgovarajuée konalne elemente

za koje koristimo odgovarajude jednaCine elastomehanike.Metoda konaénih ele-

~menzta pripada metodama diskretne analize.Za razliku od numericékih metoda ko-

je &2 zasnivaju na matematiékoj diskretizaciji jednadina graniénih problema,
metoda konaénih elemenata se zasniva na fizidkoj diskretizaciji razmatnanog
deformabilnog tela.Umesto elemenata diferencijalno malih dimenzija u MKE os-
novu za razmatranjapredstavlja deo domena konaénih dimezija, poddomen ili ko-
nadni element.Zbog toga su osnovne jednadine pomoéu kojih se\opisuje stanje
napcna i deformacija u pojedinim elementima, a pomodu kojih se formulide i
pboblem u célini,umesto diferencijalni i inteégralnih obiéne algebarske.Sa
sténdviéta fiziCkog tumadenja MKE, proudavano deformabilno telo kao kohti--
nuum sa beskonadno mnogo stepeni slobode zamenjuje se diskretnim modelo'medju~

sobno povezanih konadnih elemenata, sa konadénim brojem stepeni slobode.

Argyris je 1954 - 55 godine prvi objavio opste osnove i
koncepte metode konadnih elemenata,mada je osnovna ideja o fizidkoj diskreti-
zaciji ‘kontinuuma,na kojoj se zasniva MKE veoma'stara,koliko 1 1judsko nas-
tojanje da se tesko reSivi problemi zamene jednostavnijim,Cija se reSenja
lakSe nalaze.Jo$ pre 2000 godine na ovom principu su reSavani neki zadaci iz
geometrije (napr. Arhimed je sracdunavao granice u kojima se nalazi broj 8-
Ipak razvoj MKE,iako baziran na poznatoj ideji,poteo je tek oko polovine ovog
veka.i razvijao se kroz dva pristupa pﬁvo inZenjerskim,a zatim i matematidkim.
Metodu fizidke diskretizacije kontinuuma prvo je primenio Hrenikoff 1941,me—
djutim tek radovi Argyris-a i'njegovihkuéenika predstavljaju polaznu osnovu
za opstu patriénu-formulaciju poznatih métoda statike 1linijskih koﬁstrukcija
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i podetak brzog napredka u proracunu konstrukeija koji je nastao primenom
radunara. '

MatematiCka teorija konaénih elemenata postavljena je se-
damdesetih godina kroz niz objavljenih ¢lanaka i nekoliko monografija,koje
su posveéene matematidkim osnovama MKE.

Metoda konadnih elemerata zasnovana Jje tako da je lako jed-
. nim op3tim postupkom re3imo razne probleme konstrukeija izvedenih kao linijs-
ke,ravne ili pak konsstrukeije u obliku deformabilnog tela.lLake konstrukeije
se mogu predstaviti modelom koji predstavlja kombinaciju elemenata u vidu li-
nijskih,povrsinskih(ploéastih) ili trodimenzionalnih tela.

Kako je broj diskretnih modela za jedno deformabilno nap-
regnuto telo neogranifeno veliki,osnovni je zadatak da se izabere onaj model
kojim‘néjpolje aproksimiramo stanje naponai stanje deformacija,kao i granic-
ne uslove na povrsi konture tela.Ilako nema egzaktnih kriterijuma koji obez-
‘bedjuju izbor najboljeg diskretnog modela,teorija konaénih elemenata omogudéa-
va da se dodje do reSenja koja odgovaraju stvarnom stanju napona i deforma-
cija napregnutog tela,Cemu svakako doprinosi inzenjerska intuicija i kvalita-
tivno poznavanje stanja napona i stanja deformacije (naprimer uz pomoé eks—
perimentalnih metoda ili posmatranja).

‘ Po metodi konaénih elemenata deformabilno telo (konstrukei-
ju) diskretizujemo na konaéne elemente jednog tipa ili pak razliéitih tipo-
va. Za linijske konstrukecije konadne elemente biramo u obliku linijskih ele-
menata ili stubova, kao $to je na slici br. 1 prikazano.Za povrdinske i rav-
ne konstrukeije konaéni elementi su oblika plodica i to: trouglastih,pravou-
gaonih ili opste Cetvorougaonih,kao Sto je na slici br. 2 prikazano.

PTITIIIZ T T P7,

Slika br.1 Slika br. 2 Slika br. 3
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A Za prostorne konstrukeije u obliku trodimezionih tela-ko~
nadne elemente uzimamo u obliku tetraedra i heksaedra,kao 5to je na sliei
br.3 prikazano. Svi ti konaéni elementi{bez obzira kakvog su tipa,pomodéu &vo-
rova konaénih elemenata povezani su medjusobom u. jednu celinu tako da éine
nrvobitnu konstrukeiju koju smo diskretizacijom razdelili na razne tipove ili
iste tipove konaénih elemenata.Konadni elementi na koje smo konstrukeiju ras-
tavill moraju da budu kompatibilni pre i posle dejstva spol jasnjih opterede-
njé tj.u prirodnoj i prinudnoj konfiguraciji,nenapregnutom i napregnutom sta-
nju,odnosno u nedeformisanom i deformisanom stanju konstrukeije.

Sustina aﬁroksimacije kontinuuma (deformabilnog tela,elas-
+iéne konstrukeije) po metodi konaénih elemenata sastoji se u sledeéem:

) 1° Izudavani domen kontinuuma,éije stanje napona i stanje
deformaéija treba da aproksimiramo, deli sé pomoéu fiktivnih (zamiSl jenin)
povrsi ili linija na odredjen broj poddomena - konadnih elemenata - konadnih
di@énzija.Skup konaénih elemenata za ceo domen kontinuuma - deformabilnog te-
ia naziva_se sistgm ili mreZa kdhaénih elemenata.

T

0 . e . . o

2" Pretpostavljamo da su konaéni elementi medjusobom pove-
zani u konaénom broju-tafaka,koje se usvajaju na konturi konadnih elemenata. o
Te tacke su &vorne tadke ili Svorovi.

3O Stanje napoda,stanje deformacija,polje pomeranja,polje
temperature itd., u svakom konadnom elemehtu opisuje se pomodéu interpolacio-
tih funkeija 1 konaénog broja parametara u évorovima.To su istovremeno i os-
novne nepoznate velidine u metodi konadnih elemenata.

4° Za analizu stanja napona,sténja deformaci je,polja vek-
tora pomeranja konadnih elemenata i konstrukeije vaZe teorija napona,teorija
deformacija,veza izmedju stanja napona i stanja deformacija,kao i svi prin-
cipi i postupei koji vaZe za klasidne diskretne sisteme.

Jos jednom treba naglasiti da su bazne karakteristike MKE
izbor mreZe konatnih elemenata,osnovnih nepoznafih, ¢évorova i interpolacio-
nih funkeija kao i analiza dobijenih rezultata od kojih zavisi saglasnost
aproksimacije resenja sa stvarnim reSenjem.

Posle izbora poA M K E odgovarajudih konadnih.elemenata,
upotrebom,jednaéina elastomehanike odredjujemo veze medju pomeranjima u po-
Lju elementa i pomeranjima u évoroviﬁa,koji odgovaraju posmatranom elementu.
Tako dobijamo osnovnu Jjednadc¢in u konaédno g ele-~
menta, ¢éija su dvorna pomeranja nepoznate. U dalﬁem postupku po MK E
grupisemo osnovne jednadine pojedinadnih konadnih elemenata u je d n a -
¢inu konstrukcije u matriénom obliku, koja daje sis-
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tem linearnih jednadina iz kojih, uz uzimanje u radun &vornih opteredenja

i granidnih uslova, moZemo da izradunamo traZene nepoznate.U ovom sludaju

nepoznate su Cvorna pomeranja,specifiéne deformacije i komponentni naponi.
U metodi koju smo opisali kao osnovne nepoznate smo izab-

rali deformacijske velidine, pa se ona naziva deformacijska metoda konaénih

elemenata. U metodi konadnih elemenata mogude je upotrebiti i metodu sila,

ali deformacijska metoda konaénih elemenata ima predriost nad njom. Takodje
postoji i meSovita ili hibridna metoda.ReSenja za pomeranja po metodi defor-
macije uvek su sa donje,a résenja po metodi sila su s gornje strane u odnosu
na taéno reSenje.Prema meSovitoj ili hibridnoj metori konadnog elementa za
pomeranja se dobijaju vrednosti koje su sa raznih strana od tac¢nog resenja.

Prema naéinu na koji se izvode i definisu osnovne jednaci-
ne metoda konaénih elemenata,odnosno osnovne jednadine konacnih elemenata
postoje éetori osnovna vida MKE : 1° Direktna metoda (Direct Finite Ele-
ment Method); 2° Varijaciona metoda (Varlatlonal Finite Element Method);
3° Metoda reziduuma (Residual Finite Element Method); i 4° Mateoda energet-
skog balansa (Energy Balance Finite Element Method). '

0d navedenih vidova metode konadnih elemenata u mehanici
deformabilnih tela od posebnog su znaéaja varijaciona metoda i metoda rezi-
duuma. ‘

VIII.2. OPSTE OSNOVE METODE KONACNIH ELEMENATA

J— Koristedi sve redeno u poglavljima Teorlja napona i Teo-
rija deforma013a i Elatomehanika potrebno je da Jedan broj tih jednadina da-
mo u matrlcnom obliku koji mnogo vise odgovara MKE i nudl ¢itav niz predno-
sti prl programiranju u poredjenju sa tenzorsklm na01nom njihovog zaplslva~
nJa 111 ved prikazanim matridnim.

Tenzor napona, tenzor deformacije i vektornpomeranja pisa-
‘éemo u obliku matrica vrsta,odnosno matrica kolona sa Sest ili sa tri elemen-
ta: '

(é) =(g‘f &g Z"z 8-’1'3 {Z“z Z;x)) (é) = (63 e‘a' Ex dx:‘:‘a ng (\%’.x')ﬁ

Ve N

bz &y
jz & RS
=46z : & '
{g} ﬁz'wé’ ? {£}=¥&Ja fsi=1v
- Tye % ol
y2
\ L tzx . \AﬂiacJ
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Navier-ove jednaline ravnoteZe pisademo u obliku:
hr. 17 -
D'{8j+{RJ=0
gde je D matrica diferencijalnih operatora oblika:
[a_ o o
X a 0
0 Em 3
=] © o 3%
D = 3 ) ()
. &~ O P,
9y EES
o° 2 2 2
EFA Ery
1-2 o 2=
W-E3 ox J ’
dok je ! transponovana matrica matrice diferencijalnih operatora:
] 3 8 B
32 0 O 3¢ 0 ==
3 o )
D=0 3 O 3 5z O (1)
3 5 3 |7
0 © 3 0 %=

i- {Fy} Jje matrica kolona ¢iji su elementi koordinate specifiéne zapremin-

sice sile: ’

Xv
{F\I'} = \/V' ‘ ()
' .
’ ’ Zv B .
Sksplicitni oblik zapisivanja Navier-ovih jednadina ravnoteze je: o
( b &, - ///
3 0o o x o X 'éxf y
ox : 3. . 37 2? X;
A 3 ' 9 ) z | I '“ (5)
© 5 © & 3 O g, (7 ;’V {0},
L ' J Z'IZ

Cauchy-jeve kinematidke jednadine deformabilnog tela ,koje
daju vezu izmedju speéifiénih deformacija i vektora pomeranja, odnosno ten-
Zora deformacije i. vektora pomaranje u matridnom obliku se mogu napisati kao:

fel= D{s} | (6)

ili u razvijenom obliku:
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Ex .g_“.: 0 (6]

: 9. o}

ES 0 Y 5 M

& \ ] 0 O 32

“1a ) W

Yoy 5 = g s (6%)
’ 3 2 o
‘ e g ET AT

b= (= © %

4Hooke¥ov zakon piSemo u obliku:
{é}=[H£S*“{Z’t} > N

E matrica elastiénih konstanti,ili matrica tenzora elastiéno-

gde je
sti,kvadratna oblika:
' 3
A+2Y A A o 0 o
A A+2Y A 0-0 O
2 A A+2Y O 0 e
E = 0O (6] o] v o 0 5 (8)

o o) o 0O ¥ o
6] 0 0 O O vJ

i {éﬁ} matrica kolona &iji su elementi komponentni naponi, rezultat tem-
peraturnih naprezanja.U eksplicitnom obliku Hooke-ov zakon elastidhosti mo-

Zemo napisati kao: v € 1
bx [M 2 a2 A 0 0 0] ; Y
by A A+ A O O ol |74
b=l 2 A A2y 0 0 o {El_Ed /A
Ty o 0 0 Y 0 Of |¥%&| "o
G2 o 0 o o VvV o A}yz 0 (9)
Taxe L o 0 0 OA, o v y:-m: 0

VIII.3. PRINCIP VIRTUALNIH POMERANJA

_Pod virtualnim pomeranjem podrazumevaju se moguda beskona-
éno mala pomeranja koja su neprekidne i diferencijalbilne funkeije koordina-
' ta taGaka tela i koja su jednaka nuli u svim tackama konturne povrsi tela
u kojima su zadata pomeranja jednaka nuli. Ako deformabilno telo dobije ma-
la viitualna pomeranja Su, &Y , SW koja veze dopuStaju mora zbir »
radova svilr sila i spoljaSnjih i unutraSnjih , na svim pomeranjima biti jed-
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ek nuli.To znadi da i virtualni rad spolja3njih sila mora biti jednak pri-
rastaju potencijalne energije. Veze koje omoguéavaju virtualna pomeranja mo-
raju zadovoljavati uslov neprekidnosti deformaci ja ngraniéne uslove za po-
meranja tadaka povréi omotada tela.Ako uvedemo pojavairtualne specifiéne de-
formacije: virtualne dilatacije 8635 i virtualnog klizanja & A‘gi.a onda spe-

mo napisati u obliku:

SAX'd_ = 8’\/«[]: é SEx-l- 53353 + Zzgéz +C&38&3*2§J¥§z+&xg&x, (10)
W = |

W g¢,:
Eiy
3ey
Koristeéi izvedene Castigliano—ve<9brasce iz (V.2.50) kao i izraze za vezu
rada spoljadnjih sila i elastidnog potencijala i kako spoljasnje sile ne pod-
leZu varijaciji,princip virtualnih' pomeranja moZemo izraziti ovako:

‘8[' | (B12)4S + ] ('Fv’gg)dv -szldv} =0,
S v v

§to0 Jje istovremeno i uslov ekstremuma potencijalne energije deformabilnog te-
la.Prema Lejeune-Difichlet¥ovom'kriterijumu stabilnosti u konfiguraciji sta-
bilne elastiéne ravnoteZe potencijalna energija ima stacionérnu vrednost i

.o minimﬁm; 0d svih moguéih pomeranja koje ?eze dopustaju stvarna pomeranja
deformabilnog'tela se odlikuju time 3to je za njih potencijalna energija de-
formabilnog tela ima ekstremnu vrednost i to minimum. Ovo je princip minimu-
ma potencijalne energije prl var13ac131 komponentnlh pomeranJa ili pr1n01p

virtualnog rada. : ‘

Oznadimo sada sa- {FJ vektor matricu kolonu 8iji su ele-
menti generalisane koordinate dvornih sila, a sa Su vektor - matricu
vrstu &iji su elementi generallsane koordinate vektora v1rtualn1h pomeranJa

napadnih tadaka odgovara3u01h cvornlh ‘sila:

(F)=(E,%,;...,.; F.,'Ma M2 *~Mn) )
" - (12)
(81) = (Sutj Satg ----oor gun 3}0 3P _.__‘gso“) el

Onda je za sisteme u ravnoteZi a sa tim i za jedan njegov konacni element
virtualni rad‘évqrnih-sila-jednak_yirtualnom_radu:unutraénjih sila kontinuu-:
wa, Sto za M K.E.je pogodno napisati u matriénom obliku i to: o

-

~ifiéni virtualni deformacioni rad - ili virtualni elastiéni potencijal moze-
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Gwfe -eofgd.

gde je dVv ‘elementarna zapremina tela.

VIII.4. OPSTI OPIS POSTUPKA M K E ZA PROBLEME
U OBLASTI ELASTOMEHANTIKE

VIII.4.1.MATRICA POLJA I INTERPOLACIONA MATRICA
KONACNOG ELEMENTA

Konstrukeiju ili deformabilno telo na koje hodemo da pri-

‘menimo M KX E podelimo na konane elemente zavisno od tipa konstrukei je
411 oblika deformabilnog tela.Ako se radi o linijskim konstrukeijama podeli-
demo ih na konadne elemente u obliku pravih deiova - 1linijskih elemenata,kao
na slici br. 4 pri demu demo &vorove da oznadimo sa i , j. Ako se radi o

a,)- 8)‘
X

I

£ &

Slika br. U

ravnim konstrukeijama ili plodastim telima, materijalnim povr3ima,podeliéemo
ih na ravne konaéne elemente,naprimer trouglove sa évorovima oznadenim sa i,
3,k 1ili pak detvorouglove sa dvorovima i » 3k, 1 , kao $to je-na sli-
eibr. b nazhaéeno. Ako se radi o prostornim kdﬁStrukcijama - trodimenzio-
nanim telima,bnda demo ih izdeliti na,konaéne elemente,naprimer u obliku tet-
raedra sa Svorovima i , j, k , , #1i u obliku kvadra sa évorovima i,
" j,k,1,m,n,r;t, 1ili oblika heksaedra 'sa cvorovnna  ',j,k 1,m, kao 3to je
na SllCl br. 4 ¢ prikazano.U: sluca:;u kanblmvaue enstrukeije istu demo pode-
11t1 na odgovaragacp konatne elemente koji mogu b&tl raznih tipova,koje smo .

ved pOJedlnacno nabrojali.

Svaki element konstrukc13e ili deformabilnog tela ima
polje i dvorov €. Konstrukeija je preko zajedniékih &vorova
elemenata povezana u celinu. Elementi na koje smo fiktivno podelili konstruk-
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ciju moraju biti kompatibilni i u prirodnej i u prinudnoj konfiguraciji de-
formabilnog tela - konstrukeije.Konadni elementi pomodu edgovarajuéih &vorova

se povezuju u konstrukeiju.

Izvadimo iz deformabilnog tela (konstrukecije) jedan konadni
clemet i posmatrajmo vektor pomeranja {5} uvpolju tog elementa.U opStem
sludaju za proizvoljni oblik 6ptereéenja vektor pomeranja jJe fﬁnkcija koordi-
‘nata tadaka u polju elementa i komponente vektora pomeranja {S} su nepoz-
nate funkeije koordinata:

) [FEy,z)

{s}: v =9 glxpyz)
g d

. (_:x)lg ,Z_)

(1)

-Jedino za linijske elemente koristedi rezultate iz otpornosti materijala mo-
zemo uzeti da su'zalpoznate,sluéajeve~nosaéa i opteredenja poznate komponen-
te vektora pomeranja. ‘

Za opStije primere 1linijskih elemenata moZemo da piSemo da

je komponenta vektora pomeranja u obliku polinoma:

m . ’
v o=y Cixt, (m=>) : (15)
) . =4
gde su Cl konstante,koje biramo tako da su zadovoljeni graniéni uslovi
zlementa ',odnosno uslovi u Cvorovima posmatranog linijskog elementa. Vektor

pomeranja {5} moZemo da napiSemo u obliku:
{sj=afcj, : (16)

ude je {5} vektor pomeranja u polju elementa, (@ pravougaona matrica
¥oju nazivamo matrica polija elementa, {C} vektor
kolona &iji su elementi konstante C; koje moramo izabrati tako da vektor
pomeranja {5} u &vorovima elementa ima samo odredjene vrednosti uslovljne
graniénim uslovima. '

, Matrica polgja elementa @ je
sa izuzetkomVlinijskih_elemenatahunépred nepoznata, te jé zato moramo izab-
rati.Da bi smo pokazali nadin i?bora matrice.polja @I  izabracemo koﬁﬁ%
ni element u obliku trougla sa &évorovima koje ¢emo da ognadimo sa i, j, k
kao 8to je na slici br. 5 pbikazano. Pretpostavimo, kao najjednostavniju
aproksimaciju, da je promena komponenata vektora éomeranja {5} u- polju
dovol jno malog trougaonog elementa linearna,te moZemo da piSemo:
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G,
G

s} ={4] :{C”C”“Cﬂf =[" x40 } S =10}
2 Cy+Cse+Cey) o 00 4 MG

Cs '

Ce
gde je u ovom izabranom primeru matrica
polja oblika:

_ 43(."3000 "
=508 oy 2 (17%)

1:\t g i matrica koeficijenata:

(C) :(C4 _Cz C'b Cq CS CGJ) (17**)

Slika br. 5

koje treba odrediti. Pri ovakvom izboru

matrice polja @ smo napravili vr-

lb grubu aproksimaciju. Umesto linearnog zakona za komponentna pomeranja bo-

lja aproksimacija bi bila oblika kvadratne ili kubne zavisnosti od koordina-
ta tacaka u polju konacnog elementa. Naprimer za sludaj aproksimacije polino-

ma drugog reda matrica polja L imala bi oblik:

2 2
,Q]L - 4 x %} x Cﬁy.gf 00 00O O 0 .
O 000 0 0 4x 'g gc"- xﬁ y’- 3 (18)

dok bi matrica kolona nepoznatih konstanti sada imala 12 .elemenata.
C,
Ca

fcy=1 ‘ ' (is*),

Cus

Cp A
Na ovakvom primeru aproksimacije veé Jje uoéljivo da opisivanje vektora pome~
ranja polinomima videg reda pored taénije aproksimacije sobom povladi i poja-
vu velikog broja nepoznatih konstanti, a sa tim se javljaju i teskode sa glo-
maznim radunskim operacijama. S druge strane da bi se dobila Jednastavna, a
istovremeno i dobha’aproksimacija,potrebno je uzeti vedi broj manjih konad-
nih elemenata. Zato se mofe govoriti o elementarnim i vidim vrstama konadhiih
elemenata. o ’ o . a
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Matrica polja @¢ konadnog elementa i matrica { C } koe~-
Ficijenata nisu sasvim nezavisne od izbor'a‘évor'nih elemenata. Njihov izbor
zavisi od izabranih évornih vektora konadnog elementa. Naglasili smo veé da
komponente vektora { C} moramo izabrati tako da su zadovoljeni uslovi
v ¢vorovima elemenata, tj. vektor pomeranja { 5} - tadaka u polju elemen-

ta mora da u ¢vorovima elementa uzima odredjene propisane vrednosti.

Oznadimo sa {S} ¢vorni vektor po-
meran]ja ,tj vektor pomeranja ¢vorova elementa, i on ima kao matrica
kolona broj elemenata koji je jednak proizvodu broja évorova konacénog ele-
menta i stepeni slobode kretanja &vora,odnosnc elementa. Naprimer za konaéni
=lement u obliku trougla Cvorni vektor pomeranja ima u matrici koloni 2.3 =
= 6-2lemenata: U%‘

{5’@} V.

- Al /U
& '{53 (0 I\l/: | (19)
{8 vl

Zlementi matrice kolone koja predstavlja &vorni vektor pomeranja su pomera~
aja u praircima X 1 y osa svakog od tri évora. Matrica kolona {C} ima
=2st elemenata, jer moZemo postaviti Sest granidnih uslova elementa, tj. Sest
uslova za vektor pomeranja u Cvorovima.

Kao elemente &vornog vektora,pored pomeranja u praveima
osa x 1 y . , moZemo uzeti i pravece tangenata na Komponente vektora pome-
ranja u(:r,«d) i ¥(xY) u odnosu na ose x iy, te bi za svaki gvor konad-
rog elementa imali po Sest komponenata Sto ukupno iznosi 3.6 = 18 elemenata
u matrici koloni: _{ S } »

U U U M

Vi Vy A {S}: {gﬁ} )
S, } alL/ax . {S}—‘- 9“},’133: , {g _ QHKISI ) : {Sx}
{ J ) R S ,1} . ,

Nifox 3'\6‘13& ) VeJax [
Sy Wfoy Ufy) {5]=48)] e
Vi \ 3Vlay) IVkfay wdvoru,

0d izabranog &vornog vektora { Sj zavisi i izbor matrice . {C} . |

matrice polja @ . Matrica konstanti { C} mora imati toliko kompone-
nata koliko ih ima i &vorni vektor { g } . Pri takvom izboru moramo zadovo-
1jiti sve &vorne uslove elementa. I matrica polja €Z  mora da bude odgo~
varajuée izabrana za évorhi vektor { S} Matrica polja aL mora da ima
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onoliko kolona koliko matrica {C} ima vrsta.(elemenata u koloni), a
onoliko vrsta koliko matrica {5} ima vrsta (elemenata u ‘koloni),jer

| {Sﬁ‘ @ZL{C} | |

@n

To znaéi da {S,’l i @ 4imaju isti broj vrsta. Eksplicitni oblik zapisa
graniénih uslova bi bio:

- u ¢voru i: x=x  4=U,
A TR
- u évoru j: .= :cé' A= aJ' . : (22)
=y, =y,
bt d
-~ u &voru k: o = Wie AL =a;<)

yetge =V

UopSteno za granicne uslove piSemo:
{5k3(={g} = {S}x 3 ' ' . (23)
 gde smo indeksom k naznalili da se radi o graniénim (konturnim) uslovima

u Cvorovima konaénog elementa. Vektor pomeranja u polju- elementa je:

{s7= @ iC} te je za granidne uslove (uslove u &vorovima):

{S} = wx {C} 9 ) : (2:1;)
ili u eksplicitnom oblikti: : ' B
W) (1 = e
Vil |o o

(z%)




307.
Matricu ‘dllk nazivamo ma tricon polJja
sranidénih vrednosti. Ona je sastavljena od matrice po-

1ja konalnog elementa za vrednosti koordinata u dvorovima konalnog elementa.
. Ona je konstantna za odredjene graniéne uslove Konadnog elementa, kvadratna
jc, nesingularna pa ju je moguée invertovati ( naéi joj inverznu). Zato iz

(°4) moZemo da osredimo matricu nepoznatih konstanti u obliku:
-4 ,
ﬂ:} = O, {33 : (2u*%)

pa da za vektor pomeranja {5} u polju elemnta dobijemo:

fs}= aufcj= e e {81 - 615} | (25)
| b-aa; S (26)

Jednadina

1= 6ig}- s} en

Jje veoma znadajna jednadina u teoriji M K E , jer daje vezu izmedju vektora
pomerna ja {5} u polju elementa i évornog vektora pomeranja {f;} ko-
naénog elementa. i ': o , o o
Matricu t% ﬁazivamo 'i n t'e rpola é ionom
matricom( Shape Function). Izbor ove matrice ».d% . je od fundamen-
~ talnog znadaja za ‘metodu konacnog elementa. Kada interpolacionu matricu

odredimo saglasno ranije navedenim zahtevimaj. dalJe opera01Je po MKE te-
ku po Jedlnstvenom postupku.’

Konacne elemente kOJl 1spun3ava3u sve zahteve po opisanom
”,'posﬁupku nazivamo kom pa tibilni konadni eleme n-
 t i (izoparametarski konadni elementi). Napred opisani postupak nije jedini
;’kmOgUéi nadin_da dobijemo jednadinu (27) koja daje vezu izmedju vektora pome-

ranja u polju elementa interpolacione matrice i évornog vektora po-

_Meranja.Mogudi su primeri kada su évorni parametri veéi ili pak manji (super
1 subparametarski elementi) mada éemo izudavati samo kompatibilne elemente.
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VIII.5. OSNOVNA JEDNACINA KONACNOG ELEMENTA

‘ Kada smo izabrali odredjenu vrstu konadnog elementa,interé
_polacionu matricu ,moguée je sastaviti osnovnu jednadinu konaénog
\elementa.‘Potrebno je da izradunamo i odredimo sledede matrice: {é} ten-
zora specifiéne deformacije i. {5} . tenzora napona u funkeciji évornog vek-
tora {ﬁ;} ‘ﬁosmatranog konaénog elementa. Matrica 'fé} - tenzora speci-
fidne deformacije je:

- D15 pbs]- pis), e
gde jei .
fp=Db-Daa;. (29)

Matrica {é} tenzora napona je:

{ej=[Fle}+{é - Eﬂ?)fg} +{8']. (30)

Jednadine:

{ei= piS} fﬁ#ﬂ]ﬂ%v‘{é*}:, Gy

omoguéavaju da lako izradunamo specifidne deformacije - dilatacije i kliza- -
nja - i napone - normalne i tangencijalne u proizvoljnoj tacki elementa
dim poznajemo évorni vektor pomeranja {é;} . Sa tim smo odredili parame-~
tre stanja napona i stanja deformacija konacnog elementa.

Da bi smo dobili &vorni vektor generalisanih pomeranja pri
poznétom spoljaénjem thereéenju potrebno je dé sastavimo o snocvnu
jedna 5 inu konad n og elem enta. Za odrédjivanje
osnovne jednadine konadnog elementa iskoristiéemq princip virtualncg rada
u obliku: k ' :

fsuy {P} = (ve){e} dV , e
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pfilagodjavajuéi ga na izabrani konadni element. Neka su dvorne sile koje na-
padaju konaéni element spoljasSnje sile i neka &vorni vektor sila {F?} ima
isti broj prostornih koordinata kao i Gvorni vektor pomeranja - ,{é?} .Za

sovrSinski element sa slike br.5 &vorni vektor sila je:

R | ‘
{F} ={{F}} = X; : (33)

R} ¥

Y
Ovim silama u &vorovima konacnog elementa moZemo da pridruZimo évorni vektor
virtualnih pomeranja {SES} tako da je virtualni rad spoljadnjih sila koje
dejstvuju na posmatrani konadéni element:

SW = (§){F}. (34)

virtualni deformacioni rad ili virtualni elastiéni potencijal unutradnjih

sila konacnog elementa je:

SW/ = ﬂgf){é} dv. (35)

, \
Ao sada unesemo vrednosti za (§€) i {8} :
Ee)-@Hp , 7 e
e} - lEﬁ:o{S} +{&%}, @)

w prethodni integral za rad unutradnjih sila pri varijaciji deformacionog
stanja elementa dobijamo:

S - [sg)p EpiSTaV - fsg)p! 189V,
v - v :

ili:

S\ ) [ EplS)ar [pissar]. o

Iz jednadavanjem virtualnog rada spoljasnjih sila i virtualnog deformacionog
rada unutrasnjih sila dobijamo:
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REGE f{p E{,@{S}dv fﬂzp {gifavj 0. ®

Kako Je upStem slucaJu varijacija cvornog vektora pomeranga proizvoljna,to

| . {F} _ EW/E%—D{S’} clfoﬂ@'{éng. ' _(lxo)

Ako sada uvedemo oznake:

B - Iﬁp’fﬂ@cﬂ/, (u1)
F-[pletay, w2

dobijamo jednadinu:

F-RE e,

koju nazivamo "jednac¢inom konaénog elementa. fko
promenu temperature deformabilnog tela (konstrukeije) ne uzmemo u radun do-
bijamo osnovnu jednadlin u kkonadnog elemen-
t a u sledeéem obliku:

- Bs -

Ova jednadina daje vezu izmedju vektora ¢vornih sila {F} i vektora.{f§§

Gévornih pomeranja kona¢nog elementa.

_ Matricu 4@ odredjenu izrazom (U41) nagzivamo m a t-
ricon "krutosti konaén 0.g element a,gde smo '
sa Zﬁp oznadili proizvod prema izrazu (29),a u kome su da se potsetimo

D matrica diferencijalnih operatora 1 &E' - matrica tenzora elasti-

dnosti, prema izrazima (3) i (8) ,dok je za konkretni proucavani trouglas-

ti konaéni element matrica polja GE,.i @, matrica polja graniénih vredno-

~Ax«d,ooo] ‘ ,
w"f[0004 x 4, (45)

sti:
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(1 % 4 00 0]
Y/ % 'yi 0O 0O0 -
- . 4
d}ZK‘- O O o 14 3b‘ﬁja
4 X Yo O O O P (U5%)
O O O 4 Xy My |
tako da matricu krutosti && konadnog elementa lako izradunavamo za

unapred izabrani konadni element.

Kada smo matricu E% izabrali moZemo iz jednadine ko-
nacnog elementa da izradunamo évorna pomeranja {fg} ,pri &emu je nophodno
da. uzmemo u obzir i uzajamno dejstvo susednih konalnih elemenata konstrukei-
je (deformabilnog tela) tj. da konstrukcija ima e elemenata,koji su pomo-
du-n &vorova povezani med jusobom. ' .

Kako za svaki konaéni element konstrukecije ili deformabil-~
nog. tela moZemo napisati po jednu jednaéinu,to tih jednadina, za posmatranu
konstrukeiju ima e .Odgovarajuéim grupisanjem svih e jednadina konacnih ele-
menata konstrukeije dobijamo tako zvanu jednacdinu kon -
strukeci je. Kada se uzmu u obzir graniéni uslovi cele konstrukeije
(uslovi u osloncima i povrSinske sile na konturi) i poznata évorna optere-
denja iz postavljenog sistema jednadina konadnih elemenata konstrukcije mo-
guée je izradunati (odrediti) nepoznate komponente vektora pomeranja za &vo-
rove elemenata konstrukcije. Vektor {Ff} Jje poznat,ako je poznata raspo-
dela temperature po polju konstrukeije,ili je moZemo odrediti iz jednadina

orenosa toplote.Zato moZemo da napiSemo da je:
=[F} -{rt |
{a} ={Fj ~{FY, (16)

te je jednaéina kona¢nog elementa oblika:

{6} = R 187 | )

Ova jednaCina ima isti oblik kao i kad ne uzmemo u obzir termoelasticne uti-
caje. Sada su sve komponente vektora {CS} poznate sa izuzetkom reakci-
. . i

Matrica krutosti &é konaCnog elementa izraépnava se’
jedanput za odredjeni tip . konadnog
elementa i vaZi za sve konaéne elemente konstrukeije koji su istog
tipa. To je rezultat toga Sto je matrica krutosti konaénogyelementa rezﬁlﬁat
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geometri jsk i h karaktéristika konalnog elementa i fizi-
dkih . karakteristika materijala od koga je konaéni element - konstanti

elastidnosti materijala.

Matricu ZKD . moZemo da napiSemo u obliku:
- -1
-Daw - a; (20%)
i 7

gde je

ID=-Da, (148)
dok njenu transponovanu zZD’ piSemo u obliku:
! -1y! !
P'= () D, (49)

Matricu krutosti konacnog elementa ﬂ% moZemo sada da napiSemo u obli-

b - Mn' Eqpdi - (@@;“)’J@’/E@@dl/a,;ﬂ (50)

Ako pak uvedeno matricu ﬂéf u obliku:

ky=[9EDAV; e

to matricu krutosti 4i konadnog elementa moZemo da napisSemo i u obliku:
<! -4
(i
’ﬁ"(mx) z@/z- ' _ (52)

Ovakav oblik matrice krutosti konacnog elementa daje niz prednosti pri kon-
kretnom radu po M K E . Matricu 4&, nazivamo uopStena ili
generalisana matrica krutosti konaénog
elementa i ima svoj smisao.Kako su %QT i [E nezavisne od polozaja ele-
menta u prostoru, to znadi da za iste tipove konalnih elemenata imamo iden-
tidnu uopStenu matricu krutostiﬁ Tako je naprimer ta matrica zajednidka za
bilo koji trougaoni element, a za istu matricu - interpolacionu matri-
cu. Uticaj polozaja pojedinog elementa sa gvorovima i, j, k na konstruk-
eiji (ili u deformabilnom telu) Je zadat matricom @,;! . Prednost upo-
trebe uopStene matrice krutosti konalnog elementa Jje onda kada se koriste
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elementi viSeg reda,jer tada matrica ¢2;4 Jje glomazna,te se Cesto ne mo-
%~ izradunati u opStim brojevima,veé je potrebno radunati sa konkretnim broj-
nim vrednostima,te bi bilo potrebno radunati integralne Jedna01ne za svaki

konaéni element pojedinaéno.

VIIT.6. MATRICE TRANSFORMACIJE

Konaéni elementi konstrukeije su razlidito postavljeni u
prostoru zavisno od same konfiguracije konstrukcije,pa je pre sastavljanja
iednacine kostrukcije potrebno sve osnovne jednaline
Kona¢ailt elemenata izraziti u jednom opStem - zajedniékom - globalnom koordi-

ratnom sistemu vezanom za neku repernu tadku konstrukeije (tela).Taj zajednid
ki koordinatni sistem se najéeSGe bira tako da najveéi broj lokalnih koordi-
nacnih sistema konaénih elemenata ima ose paralelne sa njim. Transformaéija
osnovnih jednadina pojedinih konaénih elemenata iz lokalnih koordinatnih sis-

‘tema (x,y,2) u zajednidki (opSti) - ( ¥ »7.,%5 ) sistem izvodimo pomoéu

matrica transformacije ili transformacijskih matrica.

Neka je osnovni vektor V  u koordina-
“'ﬁ§ . tnom sistemu vezanom za konadni element

sa koordinatama sredjenim u matrici vr-

sti:

L W)= e vy L), (53)

> . e £ - -
Potpebno je osnovni vektor V izrazi-

Slika br. 6 ti pomoéu koordinata u opStem - zajedni-

¢kom koordinatnom sistemu: -

V] = (Vig Vy V) . (54)

To éemo izvesti pomodu matrice transformacije A\, oblika:

df oly o
Ao=(In3ind (nd) = (3 j39) = [mr pa pos|
L& &

¢iji su elementi kosinusi smerova ortova osa lokalnog koordinatnog sistema
u odnosu na op3ti koordinatni sistem.
Transformacija koordinata osnovnog vektora iz lokalnog u
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opSti koordinatni sistem se izvodi po formuli transformacije:

AV} = A#o{\’} f (s6)

koja u razvijenom obliku izgleda:

- (56%)
V')Z - A o v.g / )
Y (Ve )

Transformaciona matrica A\, Jje nesingularna i simetridna i za nju vaZi

da je inverzna jednaka transponovanoj:

APSAL detAL=4  en

U MKE pored osnovnih vektora koristimo i vektore sa vise komponenata’ri/é-
go Sto ih imaju osnovni vektori, tj sa uopStenim vektorima koje predstavlja-
mo kao matrice kolone ili matrice vrste. Transformacija koordinata tih vek-
tora iz jednog koordinatnog sistema u drugi opsti izvodiiné pomqéu uopsSte-

ne matrice transformacije A\ ,koja ima slededi oblik:
/ N .
Ason
&02
. Ay .
A = diagAz CL | (58).
y Puon

UopStena matrica transformacije A  sadrZi na glavnoj dijagoné- ,
1i toliko osnovnih transformacijskih podmatrica koliko osnovnih vektora sadr-
Zi generalisani vektor é‘ijer koordinate transformiSemo. _

, Na primeru uopStenog vektora { F} koji predstavljamo u
vidu matrice kolone od'éest elemenata, koji su koordinate tog vektora;a nji-
hovo fizidko znadenje je sila ili moment sa po tri komponente:

F
| 3 | .
{Ff = E’;c ) (59)
My
M,
prikazademo izgled uopStene transformacijske matrice A . . Zakon trans-
formacije matrica kolona kojima predstavljamo uopSteni vektor je:

{f}:&{[\:}‘ o N2
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i1i u razvijenom obliku:

Fe oy 3 0 0 0) (R
EQ Py Py 0 0 Ok
R &% ¥, 0 0 o]k
Mg_ “lo o o oy dy oy Mx
,P@ O 0 O M PaDsy||My
M§ LO o O X: & Xéj Mz

7z poslednje matricne jednadine se vi i oblik uopStene transformacijske mat-

(60%)-

. .rice koja je kvadratna saAéest vrsta i Sest kolona. Ova transformacija je

takva da se pri transformaciji oduva fizidko znadenje koordinata,odnosno

eila ili moment moraju pri transformaciji zadrZati svoja fizidka znadenja.
Jednadinu transformacije (60%) moZemo zapisati i U obliku:

FI_ (A fFy
{M} NI (60%%)

cdakle razdvajanjem sile i momenta dobi jamo:

(F}= AL, {if= A, e

8to odgovara jednadinama transformacije osnovnog vektora.

Ubuduée vektore i matrice koje su date u opStem (zajedni-
ckom,globalnom ) koordinatnom sistemu demo oznadavati istim oznakama kao i

v lokalnom samo sa crtom nadvucéenom nad oznakom.
Na osnovu prikazanog pravila za transformaciju uopStenih

vektora moZemo da napiSemo transformaciju osnovne jednadine konaénog elemen-
ta iz lokalnog u uopSteni koordinatni sistem (zajednidki za sve elemente

konstrukei je). ,
Za &vornu silu i &vorni vektor pomeranja konaénog elementa

koji su uopSteni vektor; va¥e sledeée jednadine transformacije:
{Fi- A, (62)
{:S"} = A{S} 2 | (62*)
{3} = A8} = A8} | (62%%)
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) Kada osnovnu jednadinu konaénog elementa pomnoZimo sa leve
strane uopStenom transformacijskom matricom A\ dobi jamo:

A{F} = A kis], | (63)

odnosno

{F]- AR A{S) - a3y, (63%)
gde smo uveliypznaku

AN . ‘ (o

Poslednje definisana matrica ﬁ%a pretstavlja transformisanu matricu kru-
tosti konaénog elementa u opStem (zaJdenlckom) koordinatnom sistemu. Poslednja
jednaina (64) pretstavlja zakon transformacije matrice krutosti ﬂé kona-
¢nog elementa i lokalnog u opSti koordinatni sistema.Vidimo da ima isti oblik
kao i formule transformacije matrice tenzora napona N i matrice tenzora spe-
.cifiéne deformacije <if pri rotaciji koordinatnog sistema koje smo izveli
u poglavljima I. i II..

Transformisana osnovna jednadina konadnog elementa iz lokal-
nog u op3ti koordinatni sistem je:

{F} - R {8} | (65)

Jednadina transformacije (64) matrice krutosti konadnog elemnta je veoma zna-
¢ajna, jer pretstavlja istovremeno i p avilo o transformaciji kvadratnih mat-
rica. Operacija transformacije zahteva pri praktidnom proradunu dugo radunsko
vreme te zato u praksi-pokuSavamo uvek kada je to mogude da osnovne jednadine

konaénih elemenata od podetka piSemo u opStem zajedniénom koordinatnom siste-

. mu.

VIII.6¥ JEDNACINA KONSTRUKCIJE

Jednadinu konstrukeije dobijamo tako 3to zdruZimo (e) os-
novnih jednadina konadnih elemenata oblika (65) kdje smo transformacijom pre-
veli na oblik u zajednicénom koordinatnom sistemu u skupnu jednadinu koju sim-
bolidki piSemo u sledeéem obliku:
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—

F=KS3. (66)
ZdruZivanje jednadina izvodimo tako da zdruZimo sve elemente matrica, koji pri-
padaju jédnom za jednidkom &voru,tako da se oni u jednadini konstrukecije javlja-
ju samo Jjedanput. Tako dobijamo sledeCe vektore: matricu kolonu &iji su ele-
F, i matricu kolonu &iji su

ilenti komponente generalisanih &vornih sila
vlementi komponente évornih vektora pomeranja ‘Eg

'{ Eu)}
{ F (7.3}

F:':J ¢

{7
LF

29
{39
5=y
|12

{ S(n)} ’

(67)

Pri.sasﬁavljanju.prethodnih matrica koldna uzeli smo u obzir da konstrukeija
- deformabilno telo ima (n) &vorova u koje smo uradunali i njegove oslonce.
Svaka podmatrica {f_—:“"} ‘odnosno {gm} koja je data u opStem - zajedni-
&kom koordinatnom sistemu ima toliko elemenata koliko prbstornih stepeni slo-
bode kretanja ima svaki pojedini évor konstrukeije, tako da matrice [F  od-
5 Su sa po p.n elemenata ili ako ih posmatramo kao uopStene

vektore to oni imaju p.n komponenata.

10sSno

.. Matrica krutosti konstrukcije K Jje sastavljena od n.n

podmatrica rgisr koje su sloZene na sledeéi nadin:

B

. 0 (68)
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——

Da bi smo dobili pbdmatrice ﬂ&sr_ krutosti,moramo mat-
rice krutosti pojedinih elemenata razbiti na podmatrice koje pripadaju poje-
dinim &vorovima.Naprimer za linijski element koji ima dva &vora 1i,j ¢ija je
osnovna jednadina oblika:

fe= n eOfae]
{Fer- R[S, | (69
to razdeljivanje vriimo na slededi nadin:
{Fa} &LL ﬁu& {§4}
- e e a1
{5} L@zaL &JJ {SJJ

(70)

Naprimer za trougaoni konadni element sa évorovima 1i,j,k

to razdeljivanje matrice krutosti izvodimo na sledeéi nadin:
{ "} &a

B - |8

[Kf) U’&m’v

Na taj nadin smo dobili podmatrice gérs koje su transformacijom date u

zajgdniékom koordinatnom sistemu,bilo da se radi o dijagonalnim podmatricama
Héwr‘ili ° onima van glavne dijagonale '&érs . '

N R

nEEEs
1 {,S;} (71)
o (3]

@“I @l
S S| F

né |

Dijagonalne podmatrice . ﬁérr pripadaju svaka ¢évoru (r)
i sastavljene su iz onoliko dijagonalnih podmatrica &éi; 5 ugj , &éKn ’

2 s eeees , koliko se elemenata stide u posmatranom &voru:

£, -5 (B.E°EY..)

‘ Kada se u évoru (r) stide _(s) elemenata u ovoj jednadi-
ni se javljaju podmatrice o i Ry i1i B ceeeen. Sto
pak zavisi od toga da 1i je posmatrani element &vora (r) &vor i,j ili k.
_Na sliei br. 7 prikazan Jje primer ravne konstrukeije.U ¢voru (7) stide se pet
konaénih elemenata oblika trougla i zavisno od posmatranja &vora kao pripada-




- Ako se radi o elementu na konturi onda imamo samo jednu podmatricu. Naprimer
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juceg Jjednom od elemenata konstrukcije on nosi oznaku po dva puta (i) =za
eicmente (g)- 1 (h) dva puta oznaku (k) =za elemente (e) i (f) i je-
dan put oznaku (j) za elemenr (m) . Podmatrica ﬁé7; se formira od slede-
é1n podmatrica:

@?? _ @rr _ (fi (55) ﬁ@) (m) @(ﬁ) (72%)

Da ne bi bilo potrebno za svaki pojedini element oznacavati "unutraénje" tad-
ke elementa,najbolji je dogovor da je
taéka (1) uvek &vor sa najmanjom broj-
Canom ogznakom, a preostale “unutrasnje®
tacke da slede u smeru suprotnom kreta-

nju kazaljke na satu.

-Izvan dijagonalne podmatrice #é,rs gde
je &vor (s) susedan dvoru (r) su sastav-
ljene od podmatricaielemenata koji se
stidu na vezi (s) - (r) . Na primeru sa
slike br. 7 za elemente koji se sticu
navezi s=7_1 r =9 izvandijagonal-
~ Slika br. 7 _ nd matrica @rs Je:

) n 9 -
[’@/rs 1@@). &/(g) = @((wp * T@’lij') = %qz . {72**)

zz element na vezi (6) - (9) .Opet je izbor podmatrica &ééj , &éuk ,

%éjk Sy eeeeee zavistan od toga da 1i su ¢évorovi (r) - (s) d&vora i,
3 ili‘ k posmatranih elemenata.Oznafavanje ¢vorova na konstrukeiji pocev
}}) dalje je u nadelu proizvoljno, mada iz praktidnih razloga oznadavanje bi-
ramo tako da dobijamo $to uzi obim matrice krutosti ﬂﬂf‘ ,8to pretstavlja
i sam zahtev za Sto racionalnijim koriSéenjem radunskog sata racunara.

Na primeru meSovite konstrukeije pokaZimo ﬁostupak sastav-

ljanja matrice krutosti konstrukecije i JjednaCine konstrukeije. Konstrukeija
neka je prikazana na slici br. 8 a.Konstrukeiju moZemo izdeliti na sledede

konaéne elemente: tri 1inijskélelementa i dva povrSinska u obliku trougla i
Cetvorougla, kao 3to je prikazano sa odgovarajuéim oznakama na slici br.8 b.
Cvorovi &ije smo oznake sasvim<proizvoljno izabrali su od (1) .do (7). Pod-
matrice matrice krutosti na gléﬁnoj dijagonali imaju slededée vrednosti:
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Slika br.8 a i b

T pe g% pe (73)
%qq =0y a’a*@“ ’ |
il oy st

55 kn}‘l%itﬂ v

¥
Elementi konstrukeije,koja je kombinacija povrsinskih i linijskih elemenata,

imaju po dva, po tri i po getiri évora. Elementi (1) , (2) i (3) imaju
dvorove i,j ;- element (4) ima &vorove i,j,k , dok element (5) ima
¢vorove 1i,j,k 1. Oznake su izabrane tako da je ¢vor (i) sa najniZom brojnom
oznakom,a ostale slede u smeru suprothom,od krétanja kazal jke na satu.

‘Izvan dijagonalne matrice su:

Y ra A
S O 0
. R® g
b.o8. k&7
&Qi{ = .éj s &SG - &6(5) N . (74)
P oK — _ ,
@35 = &iu > &e; - B

- g
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Kako'  j& matrica krutostl konstruk013e 51metrlcna to n13e potrebno posebno

rafunati podmatrlce 1spod glavne leagonale

—_— —

: Sema Jedna01ne posmatrane konstruk013e Je sada -i é} _f;”
{53f¥ fw;z e

. { u?‘;;

1157
{Sm}
1[5 re
[5;5]
5

=) (7

& ;@é]

B..
k.

4

&
fa

|

|
) &)

&
=

: iggbl‘éEE311 

£

I
:‘§§$5I(

Th

=1
il
S S
Sl

., -
isad :".j

i

Vektore” {E} 1 {5 } \unosino u'Sefu jednadinie konstruk-
cije direktno.Kada su sile date u lokalnim koordinatnim sistemimaunjih,jeV
potrabno pre unoSenja u jednacinu konstrukcije odgovara juée transformisati

. na zajednidki koordinatni Sistem.

VIIL.7. GRANICNI USLOVI, |
Svaka konstruk013a koju izudavamo u statlcl mora biti sta-
bilno oslonjena,te zato deo &vornih pomeranja i1t obrtanga mora™ bltl propi-
' san i unapred poznat.Poznata évorna pomeranja (qbrtqnga tangenti) predstav-

\ P %, 1ljaju granidne uslove konstrukeije.Zbog
é} /' oo - v kongugovane veze 1zmed3u sila i pomeranja
‘ et *{/ " (odnosno, momenata 1 obrtanga) na oslonci-
NS *i ' ""'o ma kada su jedne ypednostl poznate druge .i
CAR 6L ' Sae ;‘ su népoznateyi obfhuto. Zato' je potreb-
ol 1 :; =0 S 2 no da nadgemo prlkladnu transform3013u

. . jednadine konstruk013e,pomocu razdelgl—
Slika br. 9
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yanja (deljenja - parcioniranja) da bi smo mogli da_izraéunamo prvo sve ne-
poznate komponente vekfobé pomeranja g , a zatim reakecije, odnosno ne-
poznate komponente vektora [F
Da bi smo postavljeni zadatak ostvarjili potrebno Jje da raz-
delimo jednadinu konstrukeije (66) tako da zdruZimo sve poznate komponente

| vektora 8 u podmatricu 3,. ,a preostale komponente pak u matricu
I & .Za odgovarajude razdeljivanje matrice [F , zbog navedene konju-
{

govanosti pomeranja i sila, dobijamo podmatrice U:,' ,8iji su elementi kom-

ponente reakcija;dok su elementi pedmatrice [F‘m poznata opteredenja,tako
da moZemo dobiti razdeljenu jednadinu konstrukeije u obliku:

[E'-,, - Mmm Mmr gmv’ )
'[R_ Km M,.,. Sr e . rn

L]

~ili posle izvrdenog mnoZenja podmatrica i razdvajanja u dve matridne jednadi-

[Pm = Mmm gm * Mmr Sr > | - (78)
E. ’ M{-m'gm"' [Kw gr . . (79)

Kada su sve komponente vektora %,.‘ 'poznate {obiéno su nule - nepokretni

ne dobi jamo:

i

oslonei) dobijamo:
L ) . g e T ) »
Mmm Sm: [E'n - Mmr gr / Mmm P
Kom Kom=t (@)
, =4 .

%m = Mmm ([Fm - [Kmh gr) >
ili akb vek‘t_:or"_ fp,, 1ma vrednoét nglé yonda sledi: '

% - Kmm® @

Pomodu izvedenih jednadina moZemo da izradunamo sve kompo-

nente év_ofhih vektora pomeranja {S} .Kada smo izracunali sve kompohente
vekt.or‘é f’:pm izradunavamo reakeije konstrukeije. Sa ovim Jje ustvari stati?
¢ki problem reSen. Napone i specifidne déf‘or'macije za pojedine elemente kon- -
strukeije dobijamo iz jednadina (31) . |




323.

Kada su komponente vektora EB 1zracunate u opstem koor—
dinatnom 81stemu moramo te vrednosti pre unoSenja u prethodne Jednac1ne za

odredjivanje {&} i {&] da transformiSemo na lokalni koordinatni

sistem. Tako sada za proizvoljni konaéni element konstrukeije piéemc:
L .
{é}e = /[Pg Ae {Sje L] ) (81) :
{ey, = [Ee{}g/\\e{%}e‘ +{2%, . (82)

VIII.8. CVORNA OPTERECENJA

Pri primeni M K E. u radun unosimo sile koje optereéuju
konstrukeiju,a medju njima i- {f:t} od temperaturnih naprezanja, -posredstvom
évorova,u Jednaclnu konstrukeije.Pri-tome su sile zadate u zaJednlckom koor-
dinatnom sistemu.Kada je konstrukei ja opterecena koncentrlsanlm opteredenjem
(w tadki), dvorove konadnih elemenata biramo u tadkama u kojima dejstvuju ta

opteredenja.Spoljasnje opteredenje razloZimo na komponente u smeru koordinata -

op>teg koordinatnog sistema, pa ih zato moZemo direktno da unosimo na odgova-
rajuéa mesta vektora [ .Cvorovi koji su neoptereéeni imaju sve komponen-
te odgovarajudeg vektora Jednake nuli.Ti évorovi su uglavnom unutrasn31 évo-

rovi kada te21nu konstrukc13e ne uzimamo u obzir. i

, U slucaJu kontlnualno raspodelgenog opterecenga moramo‘lz- o
vr3iti zamenu polja opteredenja sa ekvivalentnim Svornim opteredenjem.Ponekad

Jjé to mogude nadiniti direktno,ako naprlmer pozna jemo momente i popreéne sile
u-cvorovima i,j linijskog elementa koji je u obema tackama uévrséen i slo-
* bodno optereéen. Za opstlae primere tu ekv1va1entnost dostlzemo upotrebom prii
cipa virtualnih pomeranja.

Kao $to smo rekli ,izmedju &vornih sila i sila u polju ko-
nacnog elementa kada su u ravote21, vaZi prineip v1rtualnog rada.

5' . CVOY‘Q. S,Wpol)q ~:~:'1. - ’: (83)

8to znadi da virtuslni rad cvornlh ekV1valentn1h sila mora bltl Jednak v1r-; -

tualnom radu unutrasnjih sila (s1la u polju elementa):

S.Wé’vova.:‘ (S’S){Fe,} “ ’1 | ’.' : (84)

St
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i Oznaéimo sa {z} vektor raspodeljenog optereéenja na jed-
noj povr31 elementa a sa {8%& tlm opterecenJlma prldruzena v1rtualna pome-

ranja, nelfevrad raspodelgenog opterecenja

SWT f cagm}cm B ¢
Uzmimo u obzir Jedna01ne. A - g | |
(5s) =) B, 7 (s6)

transponovane jednacini(27) i napisane za virtualna pomeranja,i unesimo u jed-

nadinu (85) tako da dobijamo:

MHVUQ (SS J%g {2 | V  | (87)

IZJednacavanJem dOleenlh izraza za v1rtualne radove doleamo

N

(&s’){f:“j <ss f )6 {z}dﬂ
oda#ié sleallda Je: R . R IR S S B :
{f “ - f 6 {z} dA e (8”

Pomocu ove Jedna01ne odredgen Je vektor ekv1valentn1h s1la u lokalnom kOOFdl—,

natnom 31stemu Kako te 51le unosimo u Jedna01nu konstruk013e u opstem koordl-

natnom 31stemu to moramo 1zvr51t1 transform3013u na sledec1 na01n

Fpafgma e

| VIII.9. REDUKOVANA MATRICA KRUTOSTI

_ Matrica krutosti>kdnaénog elemenéa Aé ili konstrukei-
_Je ﬂ(', povezuje sve sile i bomefahja\obradjivépé konstrukcije.U nakim
primerima-od braktiénég interesa Felimo da odredimo neke siie, odnosno momen-
te.U tim primerima éesto je potrebno da‘izradunamo’novu matricu krutosti,koja -
~:bi obuhvatila odgovarajuée parametre évornih vektora i- njima pridruzenih vek-
x;tora pomeranJa..Takvu matricu krutostl bi smo’ nazvall redukovana
'Cfm a t riea- krutosti.:. j:".*s_ - Hf{l;y
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Praktlcnl primer takve reduk013e bi blO u primeru koji ima
povrsinske elemente (W) i (5) , u ¢vorovima samo dva stepena slobode
(povr31na).Element1 L, @ i (3) koji su linijski u ravni i imaju po
tri stepena slobode kretanja ( dva pomeranja i jedno obrtanje;odnosnofOSnu ,
poprednu silu i moment) Da bi smo obradili meSovitu koﬁstrukciju ‘sa slike
br. 8, potrebno je da oba ¢vora gde se stlcu povrSinski i linijski elementi
predstav1t1 &vornim vektorom 1stog ranga, a sa tim i tu matrlcu krutosti prid-
ruzenih elemenata. ‘ ,

Naznadimo sa (a) znadajne stepene alobode kretanja (oni
kojii nas interesuju),a-sa (b) one manje vaZne (koje Zelimo iz raduna da iz-

bazimo), a zatlm Jedna01nu konstruk013e radelimo u obliku:

Fa}' | &u,q. ‘&aa {5}

= : : (91)

) | e &0y

Pretpostav1mo sada da su sile {Fé} = 0,to sledi da je:

GBI kdSIO e

-7 Iz poslednje jednadine moZemo da pisemo:

A{;3£}7;;3—:. ;2 £§€4 {Eij ' ,.‘ : : Av .“%iEQ%%;1 

Kada je ﬂébé $ O prethodna jednadina je uvek moguéa,pa prvu jednadinu iz
(91) dobijamo u obllku

{FS @aa{g} @asige} (94)

S N
PEPROIEE 5 S5 RN AP RO

¢
'~
P
o
3
~
D
[+23
~

......

f:fgde_sm"uvell oznaku ‘Qk ¢',:za S

& @aq éas ;: éﬁa. v | ' (97)




326,

aslednJu matrlcu nazivamo redukovana matrica kru-
"""" o s t i ili kondenzovana mtrica krutosti.
’ Jednadina (96) sadrZi samo te elemente vektora {F} i

{;é} kdji nas u daljem radunanju interesuju.

VIIT.10. RESAVANJE LINIJSKIH KONSTRUKCIJA PO METODI KONACNIH
ELEMENATA

oo o Metoda konadnih elemenata Je posebno primenljiva za reSava-
nje llnlJSklh konstrukeija. Kod linijskih konstruk013a deformaciono stanje
linijskog elementa je poznato.Odgovarajude jednadine slede otpornosti materi-
jala te je zato interpolaciona matrica - funkeija unapred poznata.

- - Za linijske elemente konacni elementi su Stapovi.Kada su is-
ti konstantnog poprednog preseka, moZemo da uzmemo za linijske konacne elemen~
te duZinu koja polazi od évora do &vora konstrukeije.Zato su llnlgske kons-~
trukeije sastavlijene iz relativno malog broja elemenata,te je obim rac¢unan ja
manji, tako da za tu vrstu konstrukeija zadovoljavaju radunari srednjih kapa-
citeta.Manje primere je moguée re$iti i bez ralunara.Zbog jednostavnog i veo-
ma preglednog koncepta metoda konaénog elementa ima odredjenu praktidnu pred-
nost nad klasiénim metodama (metoda sila, deformacijska metoda) ,a posebno ka-
da obradjujemo prostorne 1linijske konstrukeije.Naglasavamo da su rézulpati
dobijeni po MK E veoma taéni;posebno u okviru uzetih jednadina iz Otpor-

nosti materijala.

VIIT.1O0.1. OZNACAVANJE LINIJSKIH ELEMENATA

Proizvoljno opteredeni linijski element 1i,j d&ija je duZi-

na 2 ,or jentisemo tako da se pozitivan smer x-ose poklapa sa smerom od
Svora (i) ka dveru (j) . Ostale ose Z i 5 -postavimo tako da se pokla-
paju -sa pravcima glavnlh centralnih osa 1nerclJe popreénog preseka nosaca,a
da pri tome dobijano desn; koordinatni sistem.
_ Tako postavljeni numeridki model elementa ima u svakom &vo-
ru, 1,3 po Sest komponentnlh generalisanih sila (tri komponentne sile i tri
komponentna momenta) i po Sest komponentnih generalisanih pomeranja (deforma-
cija) - tri komponentna pomeranja i tri komponentna uvijanja,obrtanja.

Cvorni vektori  {F] i {5} su definisani jednadinama:
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Fd(, = NL
Fa= Yu ,
{F} Fsi. = Zn (98)
= , .
¢ F‘ﬂ. = Mx‘
R = My
FGi,: MZ»
Na analogan nadin vektore pomeranja predstavljamo kao:
fzi= i
521': ?}-4.
gs = ?l" U
= | UL (99)

Komponente vektora
br.10.

Slika br. 10

Iz navedenih oznaka &vornih sila i pomeranja,vidi se da kom-
ponente &vornih vektora oznadavamo sa po dva indeksa od kojih prvi oznadava
komponentﬁ,a drugi pripadnost évomi,dolg same &vorne vektore oznadavamo jednim
indeksom.Zbirni dvorni vektor sile,odnosno pomeranja posmatranog konadnog li-

-
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nijskog elementa je:

{F} ={5} ’ {S’} {S} - (100)

Pozitivno definisani smerovi: komponenata u cvorov1ma" i,3 vuzimaju se uve
sa p021t1vno izabranim smerovima desnog koordlnatnog 51stema. u dalgem izla
ganju éemo se ograniditi na llnlJSke elemente c1ge opterecenge prola21 kroz
tezlsnu osu nosada,tako da u21mamo u ob21r pri obradi deforma013a samo Sain
Venant-ovo savijanje i prostu torz13u Uopste, opste pr01zvoljno opteredéen j
linijskih gosaca Jje ;nace‘mggucgl; obradjivati po .M K E  ,iako je potrebno
u tim sluéajevima ovde izvedene jednaéine dopuniti. Napohsko i deformacioﬁb
stanje. tako opterecenog nosaca ja zadato tenzorom. ‘napona deflnlsanlm pomoé
matrice kolone {é} i tenzorom specificéne deformac13e deflnlsanlm matri

com kolonom {é} i vektorom pomeranga {S} . .
B L ’{2’}= é M-‘ f531 “(100)
R Zv : quy )
A — ?;,Na SllCl br 11 prlkazan Jje linij

ski element sa- presekom u kome su

naznaégni komponentni naponi i

- komponerithe ‘deformacije (BY.
[~ U ovom sluddju matrica diferenci-

Jalnlh operatora se, moze uzeti u

(103)
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gde je “E"A modulelastlcnostl G modul klizanja.Cauchy-jeve kinemtidke

Jedna01ne se sada mogu naplsatl u obllku

=0 o)fx
2 2
{e}- Dis}s g = O 1Y (105)
| > o 2w

VIIT.10.2. ODREDJIVANJE INTERPOEACIQNEVMATRICQi?

" ,Défobmépija prizmatiéne gredenastaje zbog unutrasnjih sila
Xy s Y i Z+ i momenata Ma. My , M= i poznajemo
je.iz elementarne teorije:. Usled dejstva aksijalne sile X, =N i dva momenta
Mz javljaju se deformacije, pa je veza izmedju deformacija i op-

My i
teredenja data siedeéim<j§dnaéinama:
P@; ) . N =E L D
R ik P
by <7 = dv Mo,
Xap Mo: MZa XAé aadt g, T (106)
’ 2
Eé@f + -D@ =0 .
dx? (b

. Slika br. 12

Uzev51 u ob21r veze 1zmed3u momenta sav13an3a i spoljasnjeg opterecenJa u ob~

llku o 2 - ~ df"}‘ '
‘ d _ , ‘ . o
dxt VA T |

prethodne Jednaclne doblgaJu Obllk;V;

du N p=EA,

) _:"-;. 0(0('_ oﬂf ';’ ) .
e iy R o mEL, - (108)
B P T2
4. S :
A /Pz‘f'"dby_:Ez;'

EEZY
Poslednje dve jednadine opisuju deformaciono stanje liniﬁSkog elementa‘(nosa—

ca) na tezidnoj liniji. Van te21sne llnlge s zbog Bernoulll—Jeve hlpoteze o]
A kOJl Jje za ravan Xy

ravnim presecima tacke preseka dobljagu pomeraJ
Jednak: : b

S . - i w .
- -2 Gok je za ravan xz M E-Z o (109)
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Sile smicanja YT i Zr prouzrokuju poineranja ¥ i
W  za preseke za koje va¥i Graskof-ova hipoteza (simetricni preseci) pa
Je veza izmedju pomeranja i sila data slededim jednadinama:

de \/r . dys Zr ) (110)

d= GA ! dxz = GA®
Zr M
Yr /,Af} gde je
& . - 0 ' Y A
(" &é A —-’:5(;"9

redukovani presek smicanja.Torzioni
moment Ms uzrokuje pri prostoj to
ziji (Salnt Venat—ova tor213a) uv1Ja—
nJe Stapa oko. x-ose:

Slika br.13 d¥%e _ M= )
‘ ‘ dx GSIe
odnosno u poprecénom presekum pomeranja tadaka su:
% - .
= o . . 6" . il M{:
v gxE oy We gy o "I, (112)

ade je ]ft polarni (torzioni) moment inercije,obradjivanog preseka.

Jednadine za odredjivanje komponentnih pomeranja opisuju
. . . . . v. .
deformaciono stanje ravnog nosaca.Gore navedene jednacine su medjusobom neza

visne te pri traZenju interpolacione matrice mofemo da iskoristimo moguéF
. nost supérpozicije , pa ¢emo zato'obradjivati svaki sludaj opteredenja poseb-
no i vrednosti superponirati.U praksi se obiéno-uticaji deformacija smicanja.
zanemaruju pri reSavanju linijskih konstrukeija.To éemb}i mi uraditi, pa emo
u naknadnim razmatranjima dobijene rezultate popraviti.

Kako posmatramo deformaciono stanje elemeta u M K E samo
na elemetu koji je optereden u cvorovima (kada ti zahtevi nisu ispunjeni

traZimo ekvivalentno évorno opteredenje) i kada smicanje zanemarimo doblcemo
sledede etiri grupe diferencijalnih Jednaclna;

Io d%

EF/CZ,
o dbs . _dv (114)
II’ d=e o |, A = ZI-:E?’ i | |

oy
111° 2w _, | u:—ggz,
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Po integraljenju prethodnih jednadina dobijamo:
1° A(x) = ‘,C, T
11° W(X) = L3+ L0,x+Lsx Coox>® ,
ALy = = (L +2£5T + 3.0, ) 4,
: : (116)
111° U(X) = L5 + Ly% + LX* + Lo X2,
(D)=~ (g + 20K +3C,x*) 2,
T° P(x) = Ly + O s
odnosno _ S .
W(x,2) = - PEOX = = CuXL-LpZ,
wH(xy) = Prex) M o= Lu Ty + G (117)
Jednainu - (118)
{s} =@ {c}, .
napisademo za svako od razmatranih vrsta opter-eéenja:
a° za normalnu silu:
M)+ x)(e)
. 4 .
{s} =quv¢=lo @ - @, {C], > (118%) -
N -
| w o o) G '
% v° za moment Mgz :
' C4 .
M 0O ~4 =-2xy -dx* 1
= = g - 2‘.‘ 35 Cl =@ {C} *%
| {5361; 4V L= A x x x G, M, M;(l:la )
| W o o 0 o .
| . : ' Cy
E c® za moment 'M§ : :
.M 0 -z -2xz -dx g-‘ }
. AN ’
{S}M" Br=/0 O O 0 C | @My{c m) (118%%%)
J can2 3 ’
W 4 x ) X x Coo
° : )
~d” za moment . My @
. Jlu ERRH
RN O D LR G S
‘ M ) Cn_ ) . ‘

w Y

Skupni zapis tih jednadina je pomodu matrice QL polja 1li-
nijskog elementa je u obliku (118) u kome su matrica & i {CZ[ oblika:
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Posto évorni vektor pomeranjé
5, | |
{23}' : (120)

kao Sto je oéigledno sadrzi ukupno 12 stepeni slobode,pa je tako izabrani ko-

naéni linijski element kompatibilan, i pri tome imamo na raspolaganju 12 gra-
nic¢nih uslova koji bmoguéavaju izradunavanje 12 komponenti matrice {C}
S Granidni uslovi su sada za pojedine vrste optereéenja:
7a tadke na neutralnoj liniji: y = 0, z = O :
1° Za aksijalnu (normalnu) silv - N

X =0 u:‘g‘ll‘. >
oox=t ”AL=Sﬂ:J
2° Za moment savijanja- M. je: . J
. . v
x =0 Ve By gz e, 21
| L omEe UeSy dBlgy
3° Za moment:savijanja r4y Je: T h ’du} T
. Lt . : . x;:o . 19,: sbb HE = ?SSL?‘
Cx=q s Sy dw o
o 33 Z‘Tﬂ? = gsd.
4° 7a torzioni moment M= Je: o,
A ‘J: O . x = SQL
x= e B Egd

Ako navedene granlcne uslove redom unosimo u odgovarajuce matrlce polJa R,
dobidemo matricu polja EEK grani¢nih vrednosti,a zatim prema Jedna01n1
(26) odrediti interpolacionu matricu @% .UnoSenjem redom graniénih :uslova
dobi jamo: .

1° Za aksijalno opteredenje 1
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0
_ |1 O} -1} = [1 4]
@yl 9 @l ¢ o
pa-Jje interpclaciona matrica:
x =
X o o) |1¢ ¢
(@) @ o' 4 4]0 O (122%)
ojLt ¢ o 0]
27 7a opteredenje M, matrica polja je:
[0y Ty (123)
@ =4 x x*.ox
(0] O (@] o
te je za graniéne vrednosti: _
4 .0 O ®)
A 0 OO0 0] A 0 O
o 4 O O LS 3 2 3 4
/ N -2 X P .
‘m B 2 3 |2 (wk-_) - 2 2 ¢ .
0o 1 28 38 _2 4 ___2_, 1
g2 er e g
Iﬁfer‘polacn.oné matrl-cak Je sada O ’,O 0 ‘
_y -2:zy bxﬁﬁ 470 ,.O |
- - 3’ 2 0y 4
([5) h 4 x 3(’-'— x R4 A g -
z lo oo o 4 2 4
. ¢ e ©(123%%)
[yt = Uyl ey - Gxyln) exy(@l-3)
Eb £ -—bac"£+2x3 ch(e “2xl+ :x_) ‘ lbac’(‘fl%x) . —."QA:JF‘Q(Z—DC)
o 0 | o )
3 Na sllcan nadin demo dobiti i ma{:ricu. @ za>o<p>tef;e‘é<;an;]‘§ ‘ My i nJenm:
Oblik je: . . - e Doe . 5
6xz(8-x) 2004l 33y “exz(8-x) Lxz(-20+3%)
: 1 R Wil e
(&)My = F,’ O .,\‘, L O " S o) 0
acﬂ(-£2+2'x€ -x?) 3 Bxﬁ(é’-x) Lac?(2-1) (124)

e'.’! dx 24—2,36

l

! Y

5
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4° za torzijsko opteredenje

oblik:

@i (s 2

te je interpolaciona matrica:
) 0 0
(%)Mx = l-xZ -2

matr-ica'po-lja za graniéne vrednosti ima]

A(cca;‘)

‘ O
€ = —'{- Z(x-e)
] ’(\1(?*1_

4
e
4

ei)
[l

O

~XZL

ay

{125)

(125%)

Superponiranjem pojednih podmatrica dobijumo interpolacionu matricu @ kona~

- ¢nog linijskog elementa za slutaj opStep opterecenja koje je superpozicija

pojedinacénih koje smo rasmatrali:

B,

b,

z

6,

Y

6

M=

(126)

Kada unesemo 1zracunate vrednosti za lnterpolacmne mat,r-:_t
: @ u poslednju matricu i sredimo kolone i vrste po redosledu vrsta oz

ka vektora

{33

( e~
Exy(@-x)
6 xz(f-x)

0 :
20(0% 4l +33?)

=
"
i~

x4
G:ng(ac 2)
—G:cz.(? x)

0]
-xzf(20-3x)
grﬁ(%-ax)

O
L-n2+2x>
(0]
—2,22(£fx)
o

ye (-0%+40x -3x*) - xe(€*-28x +x?)

o
x*(30-2x)
R

-xz@?

0O

_x2f(e-x)"

0
0

23 5832%2(’.3
Jdt:’(:z -8)

'ace(-ehzace- 9)

0
o -
0
x20(3-2%)
xuy £*
S x¥e-x)
0

odnosno { F} dobicéemo sledem potpuni zapis za 1nte1

polacionu matricu (data u transponovanom obliku):

(127)
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VIII.10.3. ODREDJIVANJE MATRIZE KRUTOSTI

Da bi smo odredili matricu krutosti konaénog linijskog ele-
" menta moéemo da postupimo na dva nalina: 1° da updtr’ebimo direktni obrazac za
sradunavanje (U41); i 2° &to je pogodnije, da upotrebimo jednaéinu za odredji-
vanje uopStene matrice krutosti linijskog konacnog elementa u obliku (51),pa
zatim odredimo matricu krutosti [& konaénog linijskog elementa pomodu
izraza (52) u kome je - ‘b@ dato izrazom (U48).

Ako se odludimo za drugi nadin potrebno je da odredimo uops-
tenu matricu krutosti & 2 ,a zatim matricu krutosti konaénog li-
nijskog konénog elementa. ’

Radi preglednijeg pisanja,ovde demo uzeti u obzir uticaj
avakog opteredenja posebno, pa éemo posle toga dobijene rezultate superponira-
ti. Matrice @ - za pojedinatne vrste opteredenja imaju sledede . oblike:

0 . .
17 7a aksijalnu silu:

8 1 470
K Fy o
. =12 8_ - .
N—IDMN- 3y axo © 0=10 O A (123)
o0 %o oo
2° 7a moment M. Jje:
O 0O —23 —Gxg
- = (@] O C . :
Q) =D, =0 EE (128%)
3 O 00 O o |
2° Za. moment My je:
A O O -22 -6xz
- Do, =|© 0 © ©° ;
‘@r’l, "™ s 0 o o
(128%%)
4° Za torzioni moment Max je:
O O
= = (-2 O L (128%*%4)
Q@Mx D@‘Mx

0
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Pojedine uopStene matrice krutosti su:

1° Za slucaj aksijalne sile:

é@ j;@ [Ea@a’\/ J )M JAC&’ | (129)

EOVZa mémént savijanja yrﬁz :
o i M g © 0 E OO0 O -2y -Gy
Ma [@% Eé@] V=112 § Jllocolloo o o |dedhy
&f = S ~Glﬁ‘o o) Wo oo O o o
oy - °A )

o o o (129%)

Y. o e
1o o eI, 6L
o © 60, nRECIL.

&
™
o

2

Pojedine matrice krutosti konacnog linijskog elementa su:

lo’zasnormalnu silu V:
‘ ’N - |4 ‘Q] ' o ST
&4 = Agb[{) (@] ‘ ’ (130)

2° 7a moment savijanja M, e:

® o 3 2? ooo o) [0 2‘3. 0 6}
- R 3 1o Sy o 4o Coe
b (@ )& Qe flo o 2 SJEI o } 38 2R

40 68 |p5
00 - ¢ ooceﬁzzé 2 e~2e

| 1w oee -k A (130%) -
(@“{ EL (et 4 -6 28| |

RRVER I R R R

6 20" 68 40%)

i
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Na slidan naéin se dolazi do matrice krutosti konadnog elementa kadz =2 razma-

tra naprezanje na savijanje momentom,kadaona ima oblik:

42 ~6€ -2 _gp ‘ ‘ .
ﬁéﬁ? FI, |6t ‘€ 6 2t (131)
=T | 6 2. 6L |5 : '
ce  20° 60 42

dok za sludaj opteredenja na torziju momentom . M, matrica krutosti konac-
nog elementa ima oblik: )

.*::Mtt_ ~4 e — 40:]_'/’ "J_@:y_ 4~
"4 Janelo el -

»»»»» (131%)

da bi smo dobili zajednidku matricu krutosti konacnog linij-
skog ‘2lementa grupiSemo dobijene podmatrice u-zajednicku matricu krutosti )
konaénog elementa,s tim dd uredimo kolone i vrste,opet po redu vrsta oznaka

évornih vektora. Tako je matrica krutosti 1inijskog elementa:

" o -~
a -a

CxJ _"%y ) | Cfi
6. - -6, G
£ -t
o Cz d.Z, CL el
Cy - o Cy . eg
&é =l o ‘ a a
—-éy , Cy %3 K
, "61 Cz éz. CZ'
-t ot
-Cy e, Ca dz
gde su i
20, 1205 60 . ©
A= 5 gj:,?) g = TR /63539’) CZ:hé@y)
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R=EA, O£l @,-El, (130%%)

Matricu krutosti ﬁé Vprostorho optereéenog linijskog ko-
naénog elementa je simetridna matrica reda 12.12. Ako razdelimo gornju mat-
ricu na podmatrice po évorovima i,j dobidemo: '

&LL &L o R
& é o as
| &44, &31 ' o

Posto pOJedlne podmatrlce predstavlJaJu matrice reda 6.6 to
im prlpadaJu elementi u pojedinim "kvadratima" matrice krutosti kao Sto
Jje to prikazano na samoj matrici.. .

-Za ravansku konstrukeiju matrlca krutosti éé ‘kona&nog
llnljskog elementa se odgovarajude pojednostavljuje .i dobija oblik: '

CL;;,' o o __a‘
| d ¢ b -c
c -£
{EE = a c a € (134)
b C b -c|,
c e - aj
gde je
40 . da
ok, 852, oo, AP cof,

i évorniAvektdri {fg} i {F} dobi jaju Jednostavnlgl Obllk

S"A » (ru,

SZL . FZL
. /Dei {Fp=<Fe

{S}—_ S N ? 5 ’ T Fi‘ ’

Y Fa (135)
Slé ' ) 2‘J o
- =\ Seg’ J R F 6(1' N
o " Kod étapova u prostoru kada je M= My = M,= 0 dobija-
mo matricu krutosti konadnog elementa reda 6.6 u obliku: ' :
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. . (136)
@ ° e L4 © oj
Cvorni vektofi pomeranja 1 sile u lokalnom koordinatnom sistemu su:
b7 I
N O S
JO' cof e . - <
=<9, m Cwm
, : Eié . Fia > .
1 0
e . . () |

1 ta dva vektira u opstem zaJednlckom koordlnatnom sistemu imaju sv1h '

WOdJL
sest koordlnata razllcltlh od nule ako se ne radl o nekom spe013alnom sluca—'

Jll

“Prilikom odredjlvanga matrlce krutosti llnlekog konacnog
¢iementa nismo uzimali u obzir deforma01Je smlcanJa,Jer su uglavnom male sem
u Qpe013a1n1m slucaJev1ma kada i nth treba uzet1 u ob21r -

‘ 'v Dalgl postupak rada u slucaJu llnljsklh konstruk013a kada
smo vec odredlll matrlce krutostl konacnlh elemenata Je prema vec u pocetnom
delu oplsanom opstem postupku Jednaclnu konstruk01je demo dobltl na taj na01n
Sto podmatrlce krutosti svih elemenata transformlsemo iz.lokalnog u zagednlc-
ki koordinatni sistem, a prema Jedn301nama transforma013e koje smo ranije na-
veli. Oblik i rang transforma01oon1h matrlca zav151 od konkretnog tlpa kon-
struk013e Osnovni koncept formlranja transforma01on1h matrlca smo vec oplsa~":
1i u 1st01menom poglavlju. ) " '

‘ Kada naplsemo Jedna01nu cele konstruk013e ﬂj ﬂ(’fﬂ

1zvescemo na osnovu granlcnlh uslova razdelglvanje u matrlcl Za. cvorna pomera~
nJa na elemente kOJl se odnose na. poznate. 111 unapred odred;ene i one koje tra-
Zimo. Spolgaane opterecenje u21mamo u obzir kroz elemente matrice kolone ko-
Ji su poznatl Kada su llnlJSkl elementl optereeenl u polju elementa onda upo-
trebljavamo princip ekvivalencije da bi smo odredili odgovarajuca &vorna op-
teredenja,a po postupku koji je ranije opisan. '

. Primeri primene M K E na linijske i povr31nske konstrukei-

je nisu dati zbog ogranidenja obima udZbenika,a mogu se naéi u navedenoj lite-
raturi.




" IX. OSNOVI TERMOELASTLICNOSTI

U razradi novih konstrukcija parnih i gasnih turbina,reakti-
vnih i raketnih motora,visqkobrzinskih motora i nukleérnih reaktora doslo se
dozakl jucka da su elementi tih konstrukeija izloienivneravnomernom nestacio-
narnom zagrevanju,pri kome se menjaju fizidko-mehanidka svojstva materijala,
javijaju se padovi temperature praéeni nejednakim toplotnim Sirenjem delova
elemenata konstrukeije.

Neravnomerno toplotno Sirenje,u opStem sludaju ne moZe se
odvijati slobodno u elastidnom telu, usled Cega se javlja toplotno naprezanje,
c13e odgovaraJuce naponsko stanje Je deflnlsano toplotnlm (termlcklm, tempe-,
raturnlm) naponima. Poznavanje velidina i karaktera dertva termickih napona
neophodno je za svestranu anallzu otpornostl konstrukc13a Toplotnl naponi
odvoaeno i1i zagedno sa naponlma usled dertva spolJasnglh mehanlcklh sila mo-

Agu izazvati pOJave pukotina i razaranja u konstrukcijama. Neki materijali pri,
bhzoj pojavi napona usled jako iiraiene nestacionarnoéti temperaturnog polja
postaju krti i ne 1zdrzava3u toplotne udare. Ponovljeno dejstvo termlcklh na-
pona dovodi do termozamornog rusenja elemenata konstruk013e Dertvo termlc- -
kih napona moze izazvati znatnu plastlcnu deforma013u kOJa VOdl ka potpunom
i1i- progre31vnom razaranJu konstrukclje ' ‘ '

Duhamel (1838) i Neumann(l8ul) su razradlll osnove teorlge
termoelastlcnostl baz1rane na pretpostavkama da. ukupna deforma013a rezultlra
iz elastlcne deformaci je- povezane sa pogavom napona i deformac13a 01stog top-
lotnog 51renJa kOJe se odredJuge na osnovu klasicne teorlje toplotno provod-
nog temperaturnog polja. MedJutlm ta teorlja za nesta01onarna toplotna i meha-
nidka degstva se pokazala ogranlcenom. o o

* ' Rij Opstem slucaju promena temperature tela pr0121la21 ne sa~
mo Kao posledice provod jenja toplote od spoljasnjlh izvora toplote,nego iuw -
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rezultatu samog procesa deformisanja. Pri deformisanju tela od mehanidkih ili
toplotnih dejstava,koja se realizﬁju velikim brzinama Javlja se efekat spreg-
nutosti ostva:en’uzajamhim dejstvom polja deformacije i temperature. On se
javija pri obrazovanju i kretanju toplotnih tokova (struja) unutar tela poja-
vom spregnutih elastiénih i toplotnih talasn, termoelastiénom rasturanju (gu~
bitku) energije itd. Zato je studiozno izucavanje mehanizma formiranja na-
ponskog i deformacionog stanja usled termidiin dejstava mogude samo na osnovu
termodinamic¢kih zakona,pomoéu kojih se dobijaju spregnute jednaéine termoelas-
tiénosti. U okvirima klasiéne termodinamike stroga analiza je moguda samo za
izotermiéke i adijabatske povratne procese deformisanja.

U teoriji termoelastidnosti obidno se postavljaju ogranide-
nja na veli¢inu termickog poremedaja: pretpostavlja se da je priraStaj tempe-
rature veoma. maliu poredjenju sa podetnom temperaturom. Odbacivanje ove pret-
postavke kao ogranicenja ne naruSava pretpostavke o malim deformacijama,ali
dovodi do pojave nelinearnih &lanova povezanih sa jednadinama termgelastiénos-
ti- ; _ , _ o

) Specifiénqspi zadataka;termoelastiénosti u ravni u odnosu
na zadatke izotermidke teorije elastiénosti u ravni povezani su sa karakterom
temperaturnog polja.,Ravno”deforméciono.stanje u zadacima termoeléstiénosti‘
je rezultat pojave dvodimenzionalnog (ravnog) temperaturnog polja. Ravno na-
ponSkoystanje u granicama prostorne teohije elastiCnosti moZe da se javi pri
prostornom temperaturnom polju koje zadovolJava odredgene uslove.

Postavka ravnog naponskog stanJa u zadacima termoelastlcno-
Stl mora da uz1ma u obzir uslove Jednoznacnostl pomeranja.

V : TeorlJa termoelastlcnostl tankih ploca, kao i odgovarajuéa
1zotermlcka teorlJa zasnovana Je na hlpotez1 o nepromenlglvostl normalnog
elementa ina pretpostav01 o] avod1menz1onom naponskom stanju analogno ravnom
naponskom stanjp. , .
Pri jako izraZenom néstacionarnom polju'temperature zakon
promene &isto toplotnih déformacija po debljini tanke ploce ili 1juske bitno
se razlikuje od linearnog i zato hipoteza o0 nepromenl jivosti normalnog'ngpona
u opStem slucaju ne odgovaré linearnom zakonu promene toplotnih napona po deb-

1jini tela.
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TX.1. TERMODINAMICKE OSNOVE TERMOELASTICNOSTI

U teoriji termoelastidnosti proucava se ravnoteZza elastic-
nog évpstog,tela,kao termodinamicki sistem &ije uzajamno dejstvo sa okolnom.
- sredinom se: javlja samo.u mehanidkom radu spoljaSnjih sila-i toplotnoj razme-
ni. Kao i u klasidnoj teoriji pretpostaviﬁa se da je telo idealno elastilno;
poéetno homogeno i izotropno i da trpi male deformacije u odnosu na neko po-
cetno ~"prirodno" stanje tela,a koriste se pojmovi i postavke klasiéne teo-
rije elastiénosti povezane sa,definisanjem,naponskog i deformacionog stanja.

Termodinamidki sistem definisan je konaénim brojem nezavis-
no proménljivih - makroskopskih velilina - termodinamidkih parametara. Tempe-
ratura je jedan od nezavisnih makroskopskih parametara dinamickog sistema i
predstavlja meru intenziteta njegovog toplotnog kretanja. Temperatura se moZe
menjati kao posledica toplotne promene sa okolnom sredinom dejstva izvora to-
plote, kao i u rezultatu samog procesa deformisanja. Odredjivanje veze izmedju
deformacionog stanja tela i temperatUre_moguéa Jje neposrednom primenom- zako-

_navklasiéne'termodinamike samo u sluéajeVima~povratnih procesa

7 Radn1 proces termoelastlonog deformlsanga tela strogo uzev—
81 je nepovratan. Termodlnamlckl 51stem kada se ne menJaJu SpOlJaSnJl uslov1
dolazi u stangev termodlnamlcke ravnoteze,koge se karakter;se postoganoscu
svih termodinamidkih parametara i otsustvom makroskopSkih'kretanja. Dva ter-
modinamidki ravnoteZna sistema dovedena u”toplotni kontakt neée Se nalaziti
u terOdlnamleOJ ravnot621 dok se - kroz neko vreme kroz rezultat razmene ener-
gije obatela dovedu u stange nove termodlnamlcke ravnoteze Stange termodlna—

midke ravnoteZe deflnlsano Je i temperaturom;'kao unutraanlm parametrom kOJl
karakterlse unutraane kretange SLStema '

Ravnoteznl proces se JavlJa kao povratnl (rever21b11n1) i
moze se odv1Jat1 u suprotnom smeru kroz Lsta stanja,kao. i u direktnom procesu
ne 1za21va3u01 nlkakve promene u okolnog sredlnl ySaglasno pretpostavkama ko—
je smo uéinili u termoelastidnosti.
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IX.2.POSTAVKE ZADATAKA TERMOELASTICNOSTI

Zadatak termoelastiéhosti'treba da. u uslovima zadatih meha-
nidkih i toplotnih dejstava odredi 16 funkecija koordinata x , y , 2 i vre-
‘mena t: ‘

1° Zest komponenata tenzora napona 'éz';

20 Sest komponenata tenzora deformacije dig H

3o tri  komponente vektora pomeranja A{; ; '

4° polje temperature T .
koje zadovoljavaju: ; . L

1° tri jednadine kretanja ili ravnoteZe;

50
3
y° jednadinu provodjenja toplote;

Sest odnosa izmedju napona i deformacija i temperature;

o v : s s s s .
Sest odnosa izmedju deformacija i pomeranja;

5° podetne i granidne termomehanidke uslove.

Poceni uslovi se obi¢no zadaju u obliku raspodeljenih kom-
ponenata vektora pomeranja i njihovih brzina i temperature u celoj oblasti
elastidnog tela. Granidni usloﬁi na pofréi konture elastidnog tela ili sla-.
ganje ili kombinacija mehaniékih i toplotnih uslova. Mehanicki graniéni uslo-
vifZadaju se bilo pomoéu pomeranja bilo pomoéu napona - povrsinskih sila na
povrsi konture tela.Kao toplotni graniéni uslov primenjuje se jedan od grani-
2nih-uslova teorije provodjenja toplote.Naprimer toplotmi granidni uslovi na
jednom delu povrSi tela zadaju se rasporedom temperature,a na ostalom delu-
wonturne povrsi zakonom'konvektivne_razmene’toplote sa okolnom sredinom.

.. .Za (T - T /T, K 1 vrednosti elastic¢nih i termidkih
koeficijenata pretpostavljamo konstantnim- . To je potetna temperatura, (T -
- T,). Je promena temperature tela u izudavanom naponskom i deformecionom
stanju tela. RS ; . '
L Termoelastic¢na deformacija tela,koja nastaje kao rezultat
nestacionarnih mehaniékih i toplotnih dejstava pradena je suprotnim efektom -
izmenom njegovog temperaturnog pelja, tako da odgovarajuéi sistem jednadina
sadrzi - jednadinu provodjenja - toplote,pa je to spregnuti zadatak termoelasti-
¢nosti.

Za (T - TO)/TO<K 1 jednaéina provodjenja toplote se line-
arizuje i linearno je povezana sa ostalim jednadinama zadataka termoelasti-
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énosti.

_ Deformacija elastiénog tela od mehanidkih i toplotnih dej-
stava izaziva male promene tempefature tako da je uticaj efekata spregnutosti
u obilnim uslovima izmene toplote od manjeg uticaja za zadatke sa termickim
naponima u odnosu na zadatke thermoelastiénOm‘raSejavanju energije. U sluda~
ju adijabatskog procesa deformisanja definisSemo reSenje problema reSavanjem
jednaéina sistema nezavisno od jednaéine provodjenja toplote. Pri stacionar-

nom temperaturnom polju zadatak termoelastifnosti se javija kao staticki.

IX.3. OSNOVNE JEDNACINE STATICKOG ZADATKA
TERMOELASTICNOSTI

Kod statidkog zadatka termoelasticdnosti za rdzliku od kvazi-

statifkog polja temperature se javlja kao stacionarno.:

© IX.3:1. POLJE TEMPERATURE

prvi korak u reéévanjukstatiékog,zadatka termoelastiénosti
sastoji se u odredjivanju temperaturnog polja,koje se svodi na redavanje jed-

nadine prostiranja toplote:

AT + —= = = .
B 8.c. ét,ﬁ? - P » 1)
gde je aﬁ:.ﬁ% - koeficijent temperaturnog provodjenja, . k  koeficijent pro-

vodjenja toplote, § gustina materijala, . specifiéna toplota, _62 ko-
li¢ina toplotre energije koju proizvede zapreminski izvor po “jedinici zapre-
mine tela u jedinici vremena. . .~. . -~ B
Integral parcijalne diferencijalne jednadine provodjenja
toplote zavisi od toplotnih podetnih i granicénih uslova.: Podetnim uslovima
se definiSe raspodela temperature u telu u poletnom trenutku vremena.Podet--
na temperatura je najéeSce konstantna,ako se radi o telu u termodinamidkoj
ravnotezi i kako nas interesuje promena temperature u odnosu na temperatu-
ru u “prirodnom" stanju tela to moZemo'uzeti u tom sluéaju da je ona jed-
naka nuli. ‘ S
Toplotni graniéni uslovi mogu biri zadati: ... e

1° raspodelom temperature na graniénoj povr3i tela u obli-*

,T(xK;#k)zK'){:,} = f(i:) . . . _ - P (2)
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o - .
2~ zakonom ekvivalentne razmene toplote sa okolnom sredinom

koji za izotropni materijal glasi:

QT(xK:yK;zK; 'é')

= , (3)

9 @R,Yus 2y ) = K
gle Je 0 (TuterZist) toplotni fluks u nekoj tadki P( &, Yu, ) kontur-
ne povr51 tela u pravcu orta 7 ‘

Specijalni sluca3ev1 toplotnih granlcnlh uslova su:

1° Idealno izolovana povrs tela preko koje se ne vrsi top-

lotni fluks, pa je toplotni granidéni uslov u tom slucaju:

aT(mKJ /yxpzuoé) -
2

o (3%)

2° Povrs tela temperature  T( a;dAyK,‘zk,-t ) se nalazi
u okolnoj sredini éija je temperatura To pa se moZe usvojiti da je toplot-
ni fluks kroz tu konturnu povr$ tela prprorcionalan razlici temperature na
konturi tela iokolne temperature Té koju poznejeﬁo,te graniéni uslov dobija
oblik:

: k aT(aCK;gume) %’[T T(:x;”’yx.)zk)‘[:)] (3%%)

gde je %} KOEflCljent prelaza toplote

) 3 Granlcnl uslovz na konatktu - dodirnim povrSima dva &v-
sta tela 1zmed3u kojih, pretpostavl jamo da post031 idealni toplotni kontakt i
pretpostavlja se da su temperature oba tela iste na dodirnim povrsima,kao i
toplotni fluks u tadkama dodira suprotnosmeran u odnosu na ortove normala spo-
1jasnjih strana dodirnih povrsi tela. Ako sa (1) i (2) oznaéimo ‘indekse ter-
mickih velidina koja se odnose na tela u toplotnom kontaktu,toplotni granié-
ni uslovi na dodirnim povriima su:

T, 20t) = To (e s 2rt)
(3%%%)

aTl, (ﬂt‘«,"jn;zx,f)‘ - k QT (T-x,'yx:zx:f)

s :
A Tan, T an.

- Resenge Jednac1ne (l) provodJenJa toplote sa odgovaraJuC1m
pocetnlm i granlenlm uslov1ma odredJUJe Jedlnstveno polae temperature u telu
Kada polJe temperature u telu ne zavisi od vremena zapremlnskl toplotnl izvo-
ri ‘'su-stacionarni pa je prostiranje toplote: ’
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Q
%AT(OC:ya'Z) +§k— =0 » ()
i njoj treba pridruziti stacionarne graniéne uslove (koji ne zavise od vreme-
na). ) , . S
U otsustvu toplotnih izvora prethodna jednaCina postaje La-

place-ova parcijalna diferencijalna jednadina stacionarnog polja temperature:
/-\T(ac,g,z) =0, . (5)

Integral Laplace-ove diferencijalne jednaéine’za odgovara juée stacionarne to-

plotne graniéne uslove pretpostavlja postojanje stacionarnog polja temperatu-

re. Kada smo odredlll zakon raspodele temperature prela21mo na odredjivanje

termoelastlcnog naponskog stanga.
IX.3.2. TERMICKI NAPONI

Posmatramo elastino termomehanidki izotropno telo sa istom
-\mperaturom T u svim talkama u "prlrodnom" stangu tela - nedeformisanom
i nenapregnutom i pretpostavlgamo da se to elastidno termomehanlckl izotrop-
no telo u pojedinim tackama zagrejalo za neki prlrastag temperature T = T(x,
y, z) koji zavisi od koordinata tadaka i promenljlv je u opstem sludaju od
tacke do tacke tela. Sa . o - oznalimo koeficijent llnearne temperaturne de-
formacije .Pretpostavimo da je prira3taj temperature T(x,y,z) - dovoljno ma-
1li da se termomehanidke konstante materlgala mogu posmatratl nezavisnim od
promene temperature.

- Elementi termomehanlckl 1zotropnog tela u polgu temperatu—

re dob13a3u linearnu dilataciju:
= d.T.Co:ay)z); . | (6)

linijSkih elemenata u svimﬁprevcima,ako se;oni,mogu slobodno Siriti,te se de-
formacije klizanja ne bi javile.Kako se uﬂepétem éluéaju linijski elementi

termomehanlckl 1zotropnog tela ne mogu Siriti slobodno pogav1ce Se naprezanje
tela a sa t1m i termlckl napon1 te ce ukupna deform301ga bltl zblr deformac1—

Ja usled promene temperature tela 1 deformac13a usled nastallh napona.

Ako bi smo termomehanlckl 1zotropno telo. 1zde1111 na- male
delide i svaki od njih izloZili dejstvu odgovarajuée njima temperature iz po-
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ija homogene raspodele temperature oni bi se deformisali Siredi se i iste de-
fdrmisane ne bi smo mogli da sastavimo u neprekidno telo. Kako se eksperimen-
Lom uveravamofda,aefbrmisano termqmehgniéki izotropno telo pod uticajem istog
nolja nehomogene raspodele temperatUre ostaje nephékidhb to znadi da se u te-
iu javljaju dopunske elastiéne deformacije kao rezultat pojava unutrasnjih
napona u funkeiji oduvanja neprekidnosti unutar deformabilnog tela (kontinuuma).
Ova druga deformacija je elastilna.Koordinate tenzora rezultujuée specifilne
deformacije tela moraju zadovoljavati uslove kompatibilnosti deformaci ja.Koor-
dinate tenzora specificne defoﬁmacije koji bi odgovarao samo termicdkim ne za-
dovoljavaju uslove kompatibilnosti deformacija u opStem sludaju,$to znadéi da

vl te deformacije bile inkompatibilne.

> Neka Je naponskb stanje koje je rezultat deformacija usled
‘oremene polja temperature i elastidnih deformacija usled nastalih napona, jer
se elementi termomehanidki izotropnog tela ne mogu slobodno $iriti,odredjeno
matricom tenzora napona: /YL “1 matricom tenzora deformacije dz odgova-
rajuée deformaciono stanje: V - e ’

%Agx

® Ov
8
LR
H‘

o9
8
(23}
8

-l
0, |

8
o
o~
af
&
A% ]
S
"
Lt .
Ch
R
BVl Jofe

B

Z‘xz Z;z' éz’ 4 %%z é:z,

) Veza izmedju matrice tenzora deformacije af; ,tenzora na-
rona A i temperature T ,za odgovarajuée naponsko i deformaciono stanje

1 temperaturu je:
| ‘ Q‘i = -E'L[(JW)NL —/anT[] ‘+’e¢T’][ | (8)

Ako uvedemo zappeminski_koeficijent termidkog Sirenja € =3o veza izmedju
naponskog i deformacionog stanja i temperature moZe se napisati kao:

&, = £l -p0T] 5 4eTT,  (on
ili u razvijenom obliku:

&

u

"E'L[gx M (ég*gzy»"’ 31-’67- o
.é.[gy _y'(émfzzj + B‘L/CT;

(8**)

i

<y
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& =-—[& /4(& + y)]

o Yo 2(4+Ju) P i 2(4+J‘4)
Ly- "—?(Z-ﬂ‘r R '3;# £ »"i,‘,.’ X;E ?“8**)

Kako se u linearnoj teoriji termoelastidénosti ogranidavamo:

na termomehaniéki'izotropna\teléisaekompatibilnim deformacijama,to smo u pret-
hodnim izrazima iskoristili Hooke-ov zakon za vezu izmedju deformacionog i
naponskog stanja. - ‘ - ‘ ' '

Veze izmedju napona i defoﬁmacija eksplicitno izraZene pomo-
éu napona sobijamo reSavanjem prethodne matriéne jednatine (8%) ili sistema
(8%%*), Zato je_potrebno4da,odredimo vezu izmedju prvih invarijanti: éi, mat-
rice tenzora deformacije Gi;;,'i Qﬁﬂ matrice tenzora napona‘ fll usled -

/’
elastiénih deformacija i temperature:

o« L

gde je (f = &, zapreminska dilatacija. Matrica tenzora napona 1zrazena po-

(6 /CT)¢ K:b(c‘f —,c7—1, N ; (9’)

modu matrice tenzora deforma013e 1 temperature je:

_Zg[f +j¢)c£l-—~—-)€€Tﬂ] (10)

111 ako uvedemo Lame-ove konstante

ME _Ee

prethodna matriéna jednadina dobija oblik:
& =,§'2V£+ XEVJZ ”ﬁTI oot i (10%%)
Zapremlnska dllata013a Je:

év-f £~42ﬂc/f’+,cT (11)

Matriéna Jedna01na (10%%*) predstavlJa fizicki zakon izra-
Zen pomoéu matrica tenzora deforma013e é;', ,matrice tenzora napona A[l i
temperatuye T i termiékih s i méhanicklh Q;)ju . konstanti materi-

Jala i u litefaturi je poznat pbd nazivom Duhamel-Neumann -
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-y 2z akon ,koji u razvijenom obliku izgleda ovako:

8, = 26(earprg, - Lre T)
V &y 26G(&y+ i, - —"i‘ W/CT) ,
b 2$(£Lff4wéy 4;3;QCT),

z’zy‘ GA};_Y ’ ?-\;cz_“ GK“-I > (&JL"" Q"X;l‘

[ Z u

(12)

'1X.3.3. MODIFIKOVANE LAME-OVE JEDNACINE.

Koordlnate tenzora napona treba da zadovolJe uslove tavno-
mze u sta01onarnom temperaturnom polJu Zato komponente tenzora napona (lO)
zamenimo u Nav1er—ove Jednac1ne ravnoteZe zanemarujudéi utlcaj%apremlnsklh si-
ia i izraZavajuéi komponente tenzora deformacije pomodu rezultujuéih kompo-
nentnih pomeranja -« , ¥ 1 W tako da dobijemo slededu vektorsku jed-
radinus o ' 1 - S

@[A-§"+»c2radd:v'§— —g—(/tyw) ’C/Cf}md?j . |  ’(13.) 

— . - . v .
gde su: S vektor pomeranja Gestica (tadaka) tela:.

‘S’Cac,y,z) =4 (oc,y’l)z’ + v(x,g ,fz)j + "M)"(x,y,z) r 3 ;

ple

(14%)
. M Y U
divS =&y =€= 35 foy TR

pa

T aT %;

3v'ac(. T.. - 4 T : —aézz . ‘ (14%%)

al-«

Vektor‘ska Jednac:ma (13) pr'edstavlja u vektor'skom obllku modifikovane Lame—
-ove Jednacme 111 Navn.er‘-ove Jednacme dr'uge vrste za pm.menu u ter'moelastl—
cnostl na elastlcna tela u stac1onar'nom polJu temper‘ature Ista Jednacma se .
prlmenJUJe i za slucaJ kvaz:Lstatlckog zadatka ter'moelastlcnostl 1 za slucaJ
spore sa vr‘emenom pr'omene temper'atur’e.
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IX.3.4. MODIFTIKOVANT CAUCHY—JEVI GRANICNI USLOVI

Cauchy-jevi graniéni uslovi u sludaju termoelastiénih napo-

{Fn’}’N]{”};’ | D

ili u razvijenom obliku:

(] = 26[€ + peaI - doyporeXT] [} - o)

na dobijaju oblik:

U uslov1ma termoelastlcnog naprezanJa na ‘onim delovima povr—
3i konture gde granlcnl uslov1 nlsu zadati pomeranJlma veé su povr31ne slobo-
dne,povr51nske 51le 1scezavaJu nema 1h,pa suu tom slucaJu granlcnl uslov1
oblika: '

2@;[@‘5 +fucev17][n}= G 3”A:T1I{n}- an
Za ostale delove povrsi konture tela graniéni uslovi se zadaju pomocu (16)
ili pomoéu pomeranja tacaka konturne povr51

S (:xk)y“)zk)'z SK el T - (18)

U opStem sludaju moguéi su meSoviti graniéni uslovi.

1X.3.5. UPOREDJENJA JEDNACINA RAVNOTEZE I GRANICNIH
USLOVA IZOTERMICKE TEORIJE ELASTICNOSTI I
TERMOELASTICNOSTI

UporedleanJem vektorske Lame-ove Jednac1ne termoelastlcno-
Stl i odgovaraJuce nJOJ Jednac1ne 1zotermlcke teorlje elastlcnostl termomeha-‘
nlel homogenog i 1zotropnog tela zaklaucu3emo da se u Jednaelnl (13) umesto V
zapremlnsklh 511a F; kod termoelastlcnlh naprezanJa JavljaJu vellclne

{FJ}“ %Gutﬂ) R/Cigrad T} - (19)
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Upored jenjem graniénih uslova kod elastidnog izotermidkog i
termoelastidnog naprezan3av1d1mo da se kod termoelastiénog naprezanja pojav-
I
1juju umesto povrsinskih sila - F;’ sledece velidine:

{F} Emc T{n} ' . (20)

Na osnovu prethodniﬁ‘zakljuéaka iz izraza (19) i (20) kao
i iz jednadina (13) i (17) zakljudujemo da su komponentna pomeranja 4L ,
v i W usled promene temperaturnog polja za T(x,y,z) ista sa pome-
ranjima koja 1za21va3u zapremlnske sile koje su deflnlsane izrazom (19) i
DOV"SlnSke sile na’ povr51 konture tela kOJe ‘dejstvuju zatezuce a definisane

su izrazom (20).

IX.3.6. JEDNACINE TERMOELASTICNOSTI U POLARNQ-CILINDRICKOM
I SFERNOM KOORDINATNOM*SISTEMU

o Do sada smo . prlkazall osnovne Jedna01ne termoelastidnosti
9 Descartes-ovom pravouglom koordinatnom s1stemu te ¢emo sada ovde dati nji-
hov odgovarajuéi oblik u polarno-cilindridkom odnosno sfernom koordinatnom
sistemu, jer su u tom obliku pogednije za primenu pri resavanju problema ter-
moelastiénosti za obrtna?teia;ogbaniéena”ciliﬁdhiénim'ili'sfernim povrsima.

- IX.3.6%.: POLARNO-CILINDRICKI KOORDINATNI  SISTEM:: .. -

~,~Cauéhy—jeve kinematicke jednadine su identicne: sa odgovara-
juéim. izotermidke teorije elasticénosti.Isto vazi i za Navier-ove jednaline
ravnoteZe izraZene pomocu komponenata tenzora napona u polarno-cilindriékom
koordinatnom sistemu. Veze izmedju tenzora napona, tenzora specificne deforma-
cije i temperature u polarno-01llndrlckom koordlnatnom sistemu si istog ma-
triénog zaplsa kao (8) i (lO) iz ovog poglavlJa ali u razv13encm obliku izg-
ledagu ovako )

; ‘- 2@[ +Ju)c£,, -‘~. “}' »c/cT]

43y T w«
~za;[',w, AL LR Ey rc,cT]

’,,- 2‘13[ +jnc£ ’“ﬂ )c/c] n
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By 6] £[22 v) s o]

= Kidated _____ *
) rz, G[ * K ) @)
A ew‘ rys '
T G/ ray 3%

Modifikovane Lamé-ove jednadine u polarno-cilindridkom

koordinatnom sistemu su:

2 A A a7
G[}C +A')( ..._5.5_._._? __(Jfﬂk,{:a, 0,
' 3& 2 U v
G{"T*’“”"’F—g_" _..m_-.(da,ﬂ)n,c SYJ} 0, (22)

G{mat + AU ~ Q(Ay«);c,c —g—g—}=0 ’

gde je Laplace-ov operator:

2
R Q"F LQ
T 12

43 "
+ r 3 + 52 " (23)

| IX.3.6%*. SFERNI KOORDINATNI SISTEM

Cauchy-~jeve kinematidke jednadine imaju idealni oblik kao i

: u izotermikoj teoriji elastidnosti. Isto vaZi. i za Navier-ove jednadine rav-

& noteZe izraZene pomodéu komponenata tenzora napona u sfernom koordinatnom sis- -

& temu.Veza izmedju matrice tenzora napona /W , matrice tenzora specifiéne
deformaci je q‘f i temperature T ' u sfernom koordinatnom sistemu matriéno
izraZena je oblika. (8) ili (10) Sto u razvijenom obliku daje: - :

| 63,’

.ll

c 26 +ﬂn £y Jtii :c,dj

% - zm[gww & - Y N o M]
Sy [3—’. ¥ ”‘)*f“c‘fv - 4K “/CT] (21)

Ty ‘B[scoﬁ? % - 2}}"-3’2'-]’
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‘ 1 M 2y _ v
,Thfzﬁ[gmmv 52 * 38 S

Cop = ‘B[s "‘WJY) 5’c05‘f ¥

Modifikovane Lame—ove jednaéine u termoelastlcnostl u sfer-

(24%)

nom koordinatnom sistemu su:

(q {Kf‘?‘ + AU+ ?“(w‘égyl—é_c{;‘? -aTP——-é—;i; —AL ) ———'(47“7‘4))(',6 } 0

-7 28 2 Q4L awr)_ _ v 2M 0

:(I. *' §1?%F‘5“+M7+ m(‘a‘r ‘éﬂ,é"\p‘) $2cos*¥  dpeosY 'CaY’ (25)
| ke 9 2(au . tg¥ o w

iz o7 +aw+ 'g‘(W + s S " Y 5»"3’”*7‘)" } 0

gde je A Laplace-ov operator u sfernom koordinatnom sistemu:
- i A S i A __'f:QY e (26)
8ToF g T PR T ap gt oy

IX.7. DEFORMACIONI RAD TERMOMEHANICKI IZOTROPNOG TELA
SA KOMPATIBILNIM DEFORMACIJAMA I CASTIGLIANO-
VE TEOREME

Specifidni deformacioni rad termomehanidki izotropnog tela
sa kompatibilnim deformacijama u linearnoj termoelastifnosti definiSemo pomo-

éu istog izraza kao i u teoriji izotermne teorije elastidnosti izrazom obli-
ka: ‘ '

Ad_:—%{fzgx'&-éyég_-ré"zéz Z;ybiy+ w2 z+ z u} (27
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vodedi radina pri tome o vezi (8) odnosno (10) izmedju napona i deformacija,
pomoéu kojih ga moZemo izraziti samo u funkeiji komponenata tenzora specifi-.
¢ne deformacije i temperature pri éemu dobija oblik:

A'd_z‘r(g.{g; +E] + €L R € + 24—(3“%1»3}; 3’; MM x:,cTé:} (28)

ili
B = Age ——“—*ﬁ-mTe (28%)

Kada se specifiéni deformacioni rad izrazi samo u funkeiji komponenata tenzo-
ra napona i temperature izraz-dobija oblik:

Ad,‘ o fopfaiea; ez 2t =+z;§+cyz]ﬂw“j LeTdy> @9
| "}f\:g::"'zgf&z s
ili

; :
Ag = A + —é’-,cTJ/: y (@M

N P T .Y . . A ! ! .
pri Cemu je u termoelastiénosti  Adde #+ A\gs gde smo sa IZQSdE, oznadi-
1i izraz: ’

L 2 02 .02
Ad-f, = d;{é;"‘gyz*f; +j"n£3 "‘é’f'(&_y* xz+3y;:)} D) (30)

oo ! , ,
dok smo sa  A\4, oznadili izraz:

AdéQ {(M:)x)[é b +2(Z’ s + &) ﬁ(&#&,f-&)}
(31

koji u izotemilkoj teoriji elastilnosti odgovaraju specifiénom deformacionom
radu izraZenom samo u funkeiji komponenata tenzora deformacije,odnosno napona.
Ova dva izraza u termoelastiénosti n i s u medjusobom jednaka,ved se razli-
kuju za deo koji odgovara &lanu:

Aie-Ady - - E5e] -7 [e - e o
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za T = O ta razlika se anulira.Castigliano-vi obrasci se mogu izvesti i za

def‘or'macioni rad pri termidkim napr'ezanjima te moZemo da napiSemo:

LN {Ag EreTed- 2.,

£ )
A\ _E
s zey{ Bee) by
. d_ ‘Kﬁ
otz {A e T} e (33)
2AL 3 ~'_h_ ’
3/{@:’ aa&y'{%'e g £Ter = Z:;cyv
2o o, e - ° “Tef= G
anld:..a ' “’QTE:(ZZJ
aXyz é‘?};{&ds_ e } g
i1li w1 obliku -
AL 3 IAL 4+ AaTh e
%“aax{m%*j JQ} ’
M8 N LeTHi=¢
3dy a?o,{A&'dé*s m} y
3-SR - -5
b s L] 5
o v : (34)
A ? DS o A :
a‘tm'éﬁz{ a5t g~ -
4

IX.3.8. TERMOELASTICNI POTENCIJAL

J.N.Goodier je uveo pojam termoelastidnog potencijala /8 ,
pomodu koga moZémo koordinate vektora pomeranja da izrazimo u obliku:

Sy aT) = grad U(x,'gg,)’r) . o (35)

Kada prethodni izraz za vektor pomeranja = 52 ;T) unesemo u modlf‘lkovane La~
mé-ove jednaline termoelastiénosti dobi jamo:

q grad{(dm)AH—-;-(Aﬂu) K:,cT} =0 ,: (36)

Jjer je div grad ™ = all . odavde zakl juéujemo da &é prethodna jednadina
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biti zadovoljena ako je termoelastidni potencijal Ul  partikularno reenje

- integral - parcijalne diferencijalne jednadine:
u+n>atl=§@uyompTl (37)

Izrazimo sada koordinate tenzora napona pomodu termoelastiénog' potencijala
koristeéi jednadinu (10) i imajuéi u vidu da je: &y=€=divsS = all

u razvijenom obliku dobi jemo:

8= za;{amz - alj,

6)’ = {Ei - AL{ ’
3: = 26]%7 - Au}' (38)
*U
Ty - 2G 2 5%y
T, =263U
2x32
~ *U
ng = 2@ 5507
Jednaéina
Au(x,ﬂ,z) = z’-g-T(:c,"g 2, - (39)

se moZe posmatrati kao jednaldina za odredjivanje termoelastiénog potencijala
i u sludaju kvazistatidkog tretmana nestacionarne termoelastilne deformacije,
samo u tom sludaju temperatura je funkcija vremena kao i termoelastiéni poten-
cijal. Kako se mi ogranicavamo na odr‘edjivanje termoelasticnog potencijala pri
statickom tretmanu stacinarne termoelastiéne deformacije to je temperatura T
f‘unkcija pr'ostomih koordinata, a i termoelastiéni potencijal. To znadi da

je funkeija Ut *y,7) termoelasticnog potencijala funkeija samo polozaja tacke:

AU = £#) ,

wla

(39%)

gde je T{r) integral diferencijalne jednaline prostiranja toplote.dok je
prethodna ’par'cijalna diferencijalna jednadina Poisson-ova diferencijalna

jednadina €iji je partikularni integral oblika:

. 4£fnm ]
H(Y‘) =TT 3 o TP dV (40)
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gade je‘ V  zapremina termomehanidki izotropnog tela &¢iju termoelasticénu de-

formaciju izudavamo.

IX.4. NAPREZANJE TANKOG KRUZNOG DISKA U STACTONARNOM
TEMPERATURNOM POLJU

Posmatramo tanak kruéhi disk u temperaturnom polju,kod ko~
g je temperatura T(r) funkeija samo radijusa r, a tempereturno polje jé
cono simetridno u odnosu na osu kroz srediste diska,upravno na disk. Disk ne-
ka je poluprefnika R. Pretpostavljamo da se temperatura po debljini diska ne
menja;ﬁj; da su geometrijska mesta tadaka konstantnih temperatura koaksijal-
n: omotadi valjaka (koaksijalne cilindrike povrSi). S obzirom na pretpostav-
1ione karakteristike stacionarnog temeperaturnog polja pretpostavljamo da se
ni naponi, ni deformacije po debljini diska ne menjaju.S obzirom na oblik dis-
ka pogodno je koristiti Duhamel-ov (modifikovan Hooke-ov ) zakon termoelasti-
Guosti i Navier-ove jednadine ravnotefe za polarno-cilindric¢ki koordinatni
sistem. Uslov ravnoteZe u radijalnom pravcu je:

[l

da. =8 .o, S )

|

Jer je zbog simetrije naponskog i deformacionog stanja tangencijalni napon

ﬁ}p jednak nuli. Kako se ovde radi o generalisanom ravnom stanju nap-

retanja to moZemo uvesti naponsku funkeiju qb(P) koja je funkeija radiju-
sa’ 'r i normalne napone u radijalnom i cirkularnom praveu izraziti u obli-
ey o

. (r)
8= d’rf”;. By = %9-5% (2)

te ée za takokpretpostévljenu _naponsku funkeiju uslov ravnoteZe biti identi-
éki zadovoljen:

(43)

Zbog osne simetrije naponskog i deformacionog stanja i osnosimetridnog tempe-

taturnog polja vektor termoelastidéne deformacije je samo u pravcu radijusa:
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S=unv ' ' (44)
pa su komponentne deformacije: ‘

U AL '
<5.r=%—’:7 éf=?'~ i (45)

Eliminisanjem komponentnog pomer'anja AL{yr) iz poslednja dva izraza ili uprod-
davanjem uslova kompat1b11nost1 def‘ormac:LJa u polamo-mlmdmckom koordinat-
‘nom sistemu imajuéi u v1du da se klizanja Jednaka nuli dobl,]amo za nas sludaj

de,a - '
6,,. + P OA. . (16)

Veze izmedju napona i dilataéija su sada:

4
& = Efou-pdfraT, |
4 " (47)
€p = ”{310“/“&} to T ‘
Uzimajuéi u obzu' uvedenu izrazom (42) naponsku - funkei ju gb(v‘) i unose- '

njem u pr-ethodne izraze (U7) za dllatacme linijskih elemenata u ralealnom o
i cirkularriom praveu dobijamo sledede izraze:

_ArS _ d9),
6*“E{r J*d } ‘*T -
4 [dP ¢ (7>
S =Elar N 7«‘} . o :

UnoBenjem izraza za dilatacije linijskih elemenata koje smo odredili izrazi-
ma (47%) u jednadinu kompatibilnosti deformacija (46) dobijamo sledeéu jed-
naéinu:

d (P, d¢ dT.
ELF(T) *ogre = TeEgEs (46%)

koju moZemo da napiSemo u slededem obliku:

i [Y. dr(”@]" -oLE ' | (u6**)

koju moZemo direktno da integralimo u rezultatu dega dobijamo:

gb(n)- - --fT(r)rdr + é-,c,r + ’—Cf . (48)
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U reSenju (48) sa o oznadili
smo donju granicu integrala, za sada.
proizvoljnu. Kada se proudava disk sa
,votvorom,'tada je a jednako unu-
trasnjem preéniku, a kada se radi o

punom disku @  je jednako nuli.Ka-

da smo odredili naponsku funkei ju

qb(r) moZemo odrediti’komponen;
tne normalne napone u ralealnom ‘i

Slika br. 1 v cirkularnom pravcu, u sledecem ObllkU‘

2. . -af ST(P)Y'dP + —/c; , ’C’“ » (49)

,8P=g-g3= E[ T(r) + — T(r)i"dr A'—“’(“9*)

u kcjima se integracione konstante £, i €, - odredjuju iz uslova na kon-
turi diska. Ako posmatramo sluéaj punog diska onda su graniéni uslovi slede-
éi:

1° U srediStu diska komponentni naponi moraju imati konad-
ne vrednosti, te.iz tog uslova sledi da je AL,= 0

2° Ako nema spoljasnjih sila na konturi r = R normalni
napon u radijalnom praveu mora biti jednak nuli, 8,: 0 , odakle sledi
virednost konstante &, ‘

R
£, = _21;5 f Trdr, (50)
2 o

Sada izraze za komponentne - normalne napone u radijalnom
i cirkularnom pravcu za zadate graniéne uslove moZemo napisati u sledeéem

obliku: | ) - dE[p} chr)rdr - jT(P)rdPJ

%p &E[ T(r)+R2fTCr)rdr+”chr)rdr] (51)

Raspored temperature T(r) odredjujemo iz jednacine prosti-
ranja toplote,koja za sludaj kada nema izvora toplote glasi: ’

A TCV‘,\P) =0, . (52) .
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Sto za osnosimetriéno temperaturnc polje daje:

AT 4dTl g 5 4d .QI.I)

Gritrdr 7 T dr (" (53)
OpSti integral ove jednadine je:

T = A +B dnn N GV

gde su A 1 B integracione konstante,koje se odredjuju iz termidkih
granicénih uslova. Kada je disk prstenasti na svakoj od kontura treba da je
zadat raspored température ili po jedan od uslova koje smo ranije analizira-
‘li ,da bi polje temperature bilo jednoznacéno odredjeno. Kada se posmatra
temperaturno polje punog diskaonda je pretpostavka da je u sredi$tu diska
temperatura konacdna, te sledi da je integraciona konstanta B = 0. Kada bi

B bilo razlidito od nule u sredisStu bi temperatura bila beskonaéno velika
Sto je fizidki nemoguée. Ako je na konturi punog diska zadata temperatura

T, = const. onda je reSenje jednadine provodjenja toplote u obliku T = T_ =
const, pa-je polje konstantne temperature.

IX.5. NAPREZANJE DUGACKOG PUNOG KRUZNOG CILINDRA
U STACIONARNOM OSNOSIMETRICNOM TEMPERATURNOM
POLJU

Posmatramo dugacak pun kruzni eilindar u stacionarnom tem-
peraturnom polju. Polje temperature je stacionarno, osnosimetric¢no u odnosu
na poduznu osu cilindra i temperatura
2 reonst _ - .
T(r) je funkcija samo radijusa r .

Pretpostavl jamo da se temperatura po

duZini cilindra ne menja. ReSenje ovog
problema je dao J.M.Duhamel 1838.
Uvodimo pretpostavku da je dilatacija

linijskih elemenata u praveu 2z ose,
dilatacija &, u aksijalnom prav-
cu ose cilindra jednaka nuli, kao i
da je aksijalno pomeranje UV u’

svim taCkama cilindra jednako nuli.
U takvom cilindru pri ravnom osnosi-

metridnom temperaturnom polju T(r) se
Slika br. 2 P potJ (
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javlja ravna osnosimetricéna deformacija.Pretpostavljamo da je temperaturno
solje T{(r) poznato kao reéenje»odgovarajuée jednaéine provddjenja toplote,
Lcje zadovolJjava odgovarajuée graniéne uslove. Zbog simetrije stacionarnog
temperaturnog polja i osne simetriénosti cilindra, tenzor napona u nekoj
posmatranoj tadki imade sva tri komponentna normalna napona &, 5?

1 6, ,dok su sva tri tangencijalna napona jednaka nuli,Sto povlaci za
‘sobom i jednakost nuli sve tri deformacije klizanja.

Tz Duhamel-ovog zakona termoelastiCnosti dilatacije su:

& = Ao p (3] 44T . &0,
€y = —zg[éy, —f{(z,ﬁg,z)] +dT > (55)
5\* = ‘%[ér "f(. (é\"fzzﬂ +°LT-,

ooakle eliminisanjem napond éz dobi jamo:

&, = -'gﬂ[(dy) &r~/u&,,+ol’ET/,

; (56)
é?z %[("ﬂ)a?*ﬂzr'}'d!—:ﬁ“ o

Jer je:

22 = f(3n+dp) = AET | (57)

kako se ovde radi o stanju naprezanja analognom generalisanom ravnom stanju
naprezanja,to moZemo da uvedemo naponsku funkeiju Qb(r) koje Jje funkeci-
ja radijusa i normalne komponentne napone Zr s a? i &, moZemo da

napiSemo u obliku:

bobs 3,-98 0 g (@B ueT, o

T P dr

jer e za tako pretpostavljenu naponsku funkeiju uslovi ravnoteZe biti zado-

d (lil) +Ad- ﬁ.fﬂfg'z 0

drir/ et r dr .

voljeni:

(58)
Koristedi izraze za komponentne normalne napone izraZene u funkciji naponske
funkei je (P(P) dobijamo komponentne dilatacije u obliku:

% d
&= Af&[(d KL % '/‘J% *‘*ET] )
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_ i [ i ]
(4 ﬂ) jl. = + oLET V (59%) ‘
Zamenom izraza (59) za komponentne def‘or-macn_,]e u jednaline kompatlbllnostl
deformaci ja :
%:_?Z,,.g‘;_gh:O, A : (60)
dobi jamo: o - , - L :
d [4.d - WE dT
ar [+ ar ") =~ x ar 2 61

odakle se integr'al.jenjem dobija izraz za funkeiju napona Ci)(r) u obliku:

= - ._.°£_E_ ’ Ly A
QS(r) = o jT(r)l”dr* + .-EL + L2 (62)

gde smo sa o oznadili donju gr'anlcu integrala za sada pr01zvolgnu Kada
se proucava cilindar sa otvorom o je jednako unutraanem polupreéniku,
a kada se radi o punom cilindru « je jednako nuli.

Po odredjivanju naponske funkeije q5(rr) komponentne
" normalne napone dobijamo u slededem obliku:

. Ls
5" = r (4 J‘T(\') Y'dr + Q + —3 Pq_ %

7A 6¥,=_ [ jrcr)r'dv' T(r%———%-:

(63)

u kojima se .integracione konstante‘Vodr'edjuju iz uslova na Konturi cilindra.
Za‘_ sludaj punog cilindr-a ,c'; ' mora, biti jednako nuli,da bi izrazi za nor-
malne népone bili konaéni, jer su naponi u tadkama ose cilindra konatni. Ako
spoljasnjih sila na konturi cilindra ondz normalni napon u radljalnom prav-
cu mora biti Jednak nuli, Z = 0 ,odakle sledi da je:

R .
_ 24 E f ) (64)
L, = —==_|T dr
! 732(4"1‘) s ‘(r‘)r

Sada izraze za komponentne nor'malne napone mozZemo naplsatl u obliku:

S, = “q szm')rd%m- T(r)rdr}

3 V(65*)
{ T + szT(r)rdr + il-fT(r)rd}
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R )
ak thjﬂ
éz = 4—"./'7 YFO TCI") rdr. - T(“ﬁ (65%%)

Raspored temperature T(r) odredjujemo iz jednaéina provo-
ajenja toplote,koja je ista kao i za osnosimetridno polje u sludaju tankog
ciska. Da bi svuda bilo . WY = O potrebno je da na krajevima cilindra dejs-
tyruju ﬁormalne aksijalne sile,raspodeljene po osnovi cilindfa po zakonu ras-
vodele normalnog ‘napona 8 . Ako Je 0111ndar sa koncentriénim kruznim ot-
vorom L= Ro , 1ntegra01one konstante L, i A, odredjujemo iz uslova na
unutradnjoj i spoljasnjoj konturi, a u tadkama u kojima su normalni naponi
¢ radijalnom praveu jednaki nuli.

Iz uslova na unutrasngog i spolJaanog konturi dobijamo:

£ £ _ oAE J’
-2—'+—7€—:--4ﬂ 72* T rdr,

A.
L2220
2 - R

odaiie reSavanjem po nepoznatim konstantama «, i £, dobijamo:

(66)

2

L1 _ . '
—Z* ( A-j{) ('RQ‘- ,R.z_) I‘T(Y')T dY‘ N
(67)
__ _dER J. dr |
La== oy | TOTdr.

somponentni normalni naponi u tadkama c111ndra za povr3i sa normalama u ra-
di jalnom,cirkularnom i aksijalnom pravcu,kada cilindar ima spoljasnji polu-

tveénik R i unutrasnji R 5 U temperaturnom osnosimetriénom polju su:

3= r*c«—w [ v ifT(r)\rc\r f Tor dv]

r)

2 - _oF + R ) . ]
&? = Y‘Q(4~J4) [RQ RE fT(r)rdr fT(r)rdr-r T

8, = [R fm)rdr —-TCr]

Iz Jedna01ne prostlranaa toplote (32) dobijamo raspored
temperature (54) kao i u sludaju tankog diska:

(68)

TeyeAsBr @

Ako je Ii temperatura na unutraénjoj povrsi cilindra,a
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temperatura na spoljasnjoj povr3i cilindra jednaka nuli,temperatura na proi-
zvoljnom rastojanju r od ose cilindra bide odredjena izrazom:

T 5 R
T = —2 I & (69%)
oy "

Kada ovaj izraz unesemo u izraze za komponentne napone dobidemo:

s WEn [_ 2 Ry 7y 73]
ér 2 Ptk n P Rﬂ?&:(""'ﬁj’”ﬁ ?
_ «ET e R R g, ] (70)
éY - 2(4:}‘)%,723 [4 877. r ’ Rz 'R’"<l 7 Ro ?
ca 2(4}‘)(/11 20 B Y‘ R2 Rz

Ako je T, pozitivno,radijalni napon je u svim tadkama na-

pon pritiska, dok je u tadkama na unutrasnjoj i spoljasnjoj povrsi cilindra
jednak nuli. Komponentni naponi Zk i 3r uzimaju svoje najveée vred-

nosti u tadkama unutrasnje i spoljasSnje povrSine cilindra.

Za r = Ro naponi u tackama unutrasnje povrs$i cilindra su

) CWET
(é‘f’)r=‘ku— (éz>¥‘=’Ro= 2‘(4..}4)«?/" :B.' ]:4 ) ,R»f"ki‘pl ‘@n ’ZZ’] (71)
Ro -

Za r = R naponi u tadkama spoljaénje povrsi cilindra su:

. . NET 2, R] o
(éso)r:n: (‘%z)ma" 2(4;) ,gﬂp, [4 RQ Pl%p] (72)

Ako je T, pozitivno u tackama na unutraénjoj povrsini su naponi’ pritiska,

dok su u tadkama na spoljaSnjoj povrSini naponi zatezanja. (Ako se radi o
;materijalima koji slabo podnose istezanje na spoljasnjoj strani bi se poja-
vile naprsline.) ,
; Ako se radi o cevima onda je debljina zida u poredjenju
sa spoljasSnjim poluprefnikom mala te se mogu izvrS3iti uproSéenja izraza za
komponentne napone pomoéu izraza: .

R /14--8—::/[-}-?72.
Re . (73)
/ﬁnno-‘m~—”}+%ﬂ~* T

te se za komponentne normalne napone dobijaju slededi uproSéeni izrazi:
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- (B @)= = g (145

@e),p=(62),n = . 2(?4[;) (A ) - (74)

IX.6. NAPREZANJE LOPTE U STACIONARNOM POLJU TEMPERATURE

Posmatramo punu ili Suplju sfernu loptu u stacionarnom,
centralno simetridnom temperaturncm polju u cdnosu na srediste lopte.Znadi
da je raspored temperature zavistan od radijusa ¢ tj. T(g). ReSenje
oveg zadatka se.nalazi u radovima Duhamel-a.S obzirom na simetriju tela i
polja temperature u odnosu na srediS-
te sfere, naponsko stanje u nekoj tac-
ki biée odredjeno pomodéu tri komponen-
tna normalna napona &g , 8P i
éyr koji zadovoljavaju uslove

ravnoteZe u radijalnom pravcu:

9% + ?,“(gf - ép“z’v)‘ 0. (15

Zavisnost izmedju komponenata tenzo-

ra deformacija i tenzora napona u
) sfernom koordinatnom sistemu data je
Slika br. 3 u obliku:

&g = E”-[(MJA)ZE —j((é;a- 6>o+ y,)]J—cLT
Ep = £[aprdy - pu(8g +2,+2,)] + <L T (76)

67.= %[(Hj«) 81,, —ﬂ(gf+3,, +Zq,)] +d T

~ odnosno zavisnost izmedju deformacija i pomeranja,koje je u radijalnom prav-
cu zbog centralne simetrije problema:

du A
S

65:57573 Ep = 3 e?zf— 7D
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Veza izmedju komponenata tenzora napona i vektora pomeranja je sada:

QG{[dg -+ MK g{? - ﬂ,_uﬂ - itj_“;c,cT} > |
évz&y=26{[3 +W“‘“L Q%ﬂ @”bd} - (78)

Zamenjujuéi prethodne izraze u jednadinu (75) ravnoteZe
dobi jamo:

( )] - A+M ar _
dg gi § 4 j‘ ae ‘ , (79)
ReSenje prethodne diferencijalne jednadine je pomeranje u radijalnom praveu

M

u kome su i inregracione konstante, koje treba odrediti iz kon-

Ay = A g —é;f”?)fzdf HAS (0
. a

turnih uslova,a je donja granica integrala i odgovara unutraénjem po-
lupredniku Suplje lopte. Zamenom odredjenog komponentnég pomeranja u izraze
za normalne napone dobijamo sledede izraze:

E Ex 2E £
G - - s [rosas v s - 2

U=
L. 2 E,c Er, «ET
br=br = gy f TOSE * Tk TSt A

Prvi clan u izrazu za komponentno pomeran je _4160 pret-

(81)

stavlja partikularni integral,koji zavisi od oblika funkcije T(§ ). drugi i
treéi &lan pretstavljaju op3ti integral homogene jednadine.

Specijalni 'sludajevi
1° Puna lopta, Za sluéaj pune lopte donja

granica. @& jednaka je nuli, pa da bi smo za pomeranje AL(g) tadke u.sre-
distu lopte dobili vrednost nula,potrebno Je da je: £,= 0 Jer je: .

«Eum. fT(g’)g“df 0 (82)
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_Komponentni naponi &, , &, i 2;7,_ bide u sredistu
konaéni jer je:
' <
1 2, 1o : .
/&/m&? T®S d§—5 > . (83)
>0 g .
(o] .
gde je Té temperatura u sredistu. Konstantu o odr'édjujemo iz uslova da
~na spoljaénjoj povr3ini kugle nema povrS3inskih sila: €= R , %S = 0 ,oda-
kle sledi da je: . A
2L (A-2p) j‘ 2y .
€4 = REU-pM) 3)3 3 ‘ (84)

Izraz1 za komponentne napone sada doblaagu slede01 oblik:
y -‘ZoLE 2 ____f 2 ]
b = i wﬁ( )5 dg 5. T9)§"dg

by = éf 7= ﬂ 2 fT(g>gdf+5,3 f 7(¢)§d¢ - Tcg)]

(85)

2° Lopta sa. otvoromn u sredis-
t ﬁ..'Ako‘ sa- Ré oznadimo polupreCnik otvora, a sa R poluprecnik spoljas-
nje konture lopte onda inteégracione konstante ¢, i ., odredjujemo iz us-
lova na spoljasnjoj i unutrasnjoj konturi,a to su da je normalni napon u ra-
dijalnom praveu u ,taékama unutrasnje i spoljaépje konture jednaki nuli:

g =120‘ gsz
g=R  &=0 . (86)
odakle sledi da -Je: |
| Ess - _REL 4 =0
4-2p CAtM R2

24E 1 (86%)

T @JTCSWQCIS T T A R g

- . ReSavanjem prethodnog sistema po A, i &, i unuSenjem dobijenih izraza
u jednadine (81) =za normalne napone dobijamo:

' 3"‘ 3 2 2
éj = ffjf [gag(.ksj%?) ﬁ-@)ﬁ’ dg - “fT(f)f C{f] (87)

s
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o g*+R2 8
o= b= 5] :(R’J+1z*>gb fTCS’)W?* ET@S’C‘? “T(S)]( ™

Iz izvedenih jednadina moZemo OdPedltl komponentne normalne napone ako je

data raspodela tempefature. U stacionarnom sludaju kada odsustvuju zapremin-
sku toplotni izvori diferencijalna jednadina prostiranja toplote je_Lapla-
ce-ova jednadina te zbog centralne simetrije temperaturnog polja moZemo da

napisemo:
AT 2 dl | 4 d ”’T 0. (88)
AT g* d§ (g d€> |

Opiti integral ove jednadine je:
T = A+ -%B-, o (89)

gde su A i ‘B proizvoljne integracione konstante koje trebd odrediti iz
graniénih uslova za polje temperature.

, Posmatramp;§luéaj stalnog toka toplote. Temperatufu»na
unutrasnjoj povr3ini oznadimo sa T; , a temperaturu na spoljnjoj povrsi us-
vajamo da je jednaka nuli. Tada je zakon raspodele temperature u polju funk-
cija radijusa ¢

Teoy = R /1) . f (90)

Ako poslednji izraz unesemo u izraze za komponentne napone (87) za 3uplju
loptu dobijamo:

LET; R R*RZ
b= Sk AR 2., --(1ai+7a7e.,+nz)+ & 15

z - 2ET. _R.R )
by=6y e m[mm 2

X (o)
L ReRRARY- 22 R"].

Normalni napon u radijalnom praveu jednak je nuli za =
=R 1 ¢= Ro , na spoljaSnjoj i unutrasnjoj konturi. Normalni napon
u radijalnom praveu ima maksimum ili minimum za:

2R, R

T e, (92)
s R*+ 'RJR'P"R:“»
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Kada je Ti)>0 normalni naponi za ravni sa normalama u
me~idijalnom i cirkularnom praveu rastu sa porastom < " i njihove vred-

rosti u tackama unutrasSnje i spoljaSnje konture su:

2 ) .2 } _ SLET: RR-RA(R+2R)

o=, ~tlg=Ro  20(-p) (R>-R3)

2 -2 } - LET RoR-DY (R4 2R (93)
\"Jg:fa YR 20-m(R*-R

Kada Suplja lopta ima malu debljinu u odnosu na spoljasnji

pciuprecnik posmatramo je kao sfernu 1jusku male debljine i stavljamo da je:

R=R._(1+m gde je m= X/Ro , mala velidina u odnosuna 1, pa sa

dovoljnom taénoSéu zanemarujuéi viSe stepene m , moZemo da napiSemo:

é‘f"g;sz: é“{‘lng: - 353} (" J’%"’) ’
2
3

(94)
_ dET; _
&‘f’lgzg,z g’ﬂg:k T T2U-M) (4

IX{7.*STACIONARNO POLJE TEMPERATURE U PRAVOUGAONOJ PLOCI

o " U otsustvu toplotnih izvora jednadina stacionarnog polja
temperature je:

A TCy) = aoz; 921 +ZT.0. (95)

Vidimo da funkcija temperature zadovoljava Laplace-ovu diferencijalnu jedna-
¢inu i odgovarajuée temperaturne konturne uslove. Znadi da je potrebno odre-
diti re3enje prethodne'Laplace—ove jednadine koje definiSe temperaturu u po-
jedinim tadkama tela,a istovremeno na konturi zadovoljava zadate graniéne
uslove. Posmatramo pravougaonu tanku plocu stranica A a i 4 kao 3to je
na slici br. 4 prikazanb. DuZ iviea == 0, x=a i y=0 neka je nulta

temperatura:

T(x =0 Tix =0 T(:r } =0 6
: 33)}:‘:“ 2 ’y)/x:_o s y)y - > (96)
i neka je duZ detvrte ivice y = b raspodela ﬁemperature definisana pomoéu
funkei je f(x):
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94

Tee,b) = To fed. (97)

- R
[ LT
° o

Problem se sastoji u reSavanju Laplace-

ORI SN ' ove diferencijalne jednadine oblika:

. 2 T .
Slika br. 4 2_&2 + %“A-i =0, (98)

pri ¢emu moraju biti zadovoljeni temperaturni graniéni uslovi (96) i (97).
Partikularno reSenje prethodne jednadine trazimo u vidu

proizvoda dveju funkecija koje zavise od po jedne koordinate:

choc,y) = XY Q) | (99)

UnoSenjem pretpostavljenog resSenja u Laplace-ovu parcijalnu diferencijalnu

jednaéinu dobijamo:

X"cx) Yy o+ Y"(Aa) A=) =0, ~ (100)
i1i

Xeo _ Y& e

X () Yoy o7 (100%)

te se Laplace~ova diferencijalna jednaéina raspada na dve obicéne diferencif
jalne jednadine drugog reda sa konstantnim koeficijentima:

X"(:,:) * ez X () =0,
\/"(g) 7 &2 Yy = 0.

Ako se usvoji prvi znak, X(x) ée zadovoljiti prva dva granicna uslova (96).

(100%%*)

Kako su poslednje dve diferencijalne jednaéine‘linearne,to Je i linearna
kombinacija reSenja reSenje.ReSenje prve od jednadina je:

X=x)= C4 cospox + Czisimsﬁc, ' - (101)

i treba da zadovolji granidne uslove:

x=0 X(O) =‘ C4 =0 Py ’ N
K= X@= Csinka=0, (102)
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odakle sledi da je:

e .
)Ch = %QZ)L ) f’ﬂ.‘—‘ A,?.’f)J ettt (102%)
= je za funkeiju X(x) jednaka:
' nd

X, @ = A sin e @, . (103)

gde je n = 1,2,3,4,..... ReSenje druge jednaline je:

| ou

Yop = €y Shwy + G Chy (104)

i'treba da zadovolji uslov da jeza y =0, Y(0) = O, odakle sledi da je:
n§
Y(g) = Bo ShZY- (105)
Premz tome bilo koje partikularno resenje oblika:
L nd ndv 106
Taceap = an sin B SRETY (108

za n = 1,2,3,4,.... zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadinu i tri
toplotna granidna uslova.Iste uslove zadovoljava i redenje - linearna kom-
rinacija prethodnih partikularnih resenja:

T(x'y)_ >v A, Sl’TLnd' 0652\. Dg’é o (107)

Zako resenje koje odgovara stvarnoa raspodell temperature mora da zadov0131
i detvrti graniéni uslov, -2 u nadjenom reSenju oy koef1013ent1 su nepo-
znati, to éemo ih odrediti iz uslova da red koji aproksimira reSenje zadovo-

ljava taj graniéni uslov te sledl da Je

dx Ny -
T(oc 6) To (:x:) = ZOL 5%. n % n%x (108)
~: he=ds o<x a '
Pomnozimo celu Jedna01nu (108) sa . sin sSTx/a dx i 1ntegrallmo i levu
i desnu stranu od O do a i 1maJucl u v1du da Je: ‘

S+n

(\.
fSLn :Jc sin e)‘acdﬂt: =
s=n (109)

S ol

dobijamo sledeée:

a ndt g _+ . & B 110
An g Sh 2 -T:r Jea sin e dee 5 (110)
A : |
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odakle odredjujemo koeflcl,]ente a‘

af;- f()smnlocc[oc :
n OLS?LWT{, f a | (111D

Ovb reSenje odredjuje. raspored temperature po povr3i plode i prestavlja po-
lje temperature sa definisanim temperaturama na granicama ploce.

1X.8. NAPREZANJE TANKE PO KONTURI UKLESTENE PLOCE U
STACIONARNOM TEMPERATURNOM POLJU ' '

Proudiéemo naprezanje tanke pravougaone ploce termomehani-
éki 1zotropne sa ukleStenim ivicama.Neka se temperatura 11nearno menja po
deblalnl i neka ima istu vrednost u odgovarajuéim ravnima paralelnim srednjoj
ravni plode. Kada su ivice plode potpuno slobodne, a termidka deformacija
srazmerna fastojanju tadaka od srednje povrsi,ploda ée se saviti u obliku
" sferne povrSi i nede se pojaviti nikakvi naponi.Da bi smo ovb'tvrdjenjé‘do—
kazali posmatraéemo savijanje plode u specijalnom sludaju kada je M My:
= M, odnosno kada su momenti sav1JanJa oko ose x , odnosno oko ose y Jed-
naki 3to znaéi u uslovima kada Je moment savijanja ravnomerno raspodel jen po
konturi plode, u kom sludaju nema momenata uvijanja: mfxg~'m@£0111.ﬁﬂgﬁf0.

Ovo dokazu jemo koristeéi izraze za komponentne napone kod tanke ploce:

E : , ¥
, &x-'-m(eaf‘j"ey): - _,qu (3:2’- ﬂag
B *us
&g = T-ax Jl" (£3 4:]‘(81) - = ﬂﬁ. ( JLL 9:22) ? , (112)\
oL £ __Ex . '
* ,zwf«) *y 1Rf sqcag 2
_u . Fw
jer je: S = 3x < gxz
.8y oW
Ey= y = 2 ayz
59—‘ — 2’2 8"’149' ' T (113)
X .
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Naponi za ravni sa normalama u pravcima osa i su:

85-2, cos)oﬁ»agsmswz qsinsocosﬂf,
. (11w)
*%,2-: .. sin*P + &ycos2y —‘2.’6“1,3 simPcos?,

Komponentne momente savijanja i moment uvijanja tanke plote odrejujemo pre-
ma obrascima:

o= Ptz o3 o 82,

(Yo

&
2 Py
M. = 2y = - ( Jur #u})
4 6adxr = -D 5oz TN oyt) " (115)
-5 h
2
2
W=\ 7z xdy=—_Du-
Xy - e Datp) aac oy
&
2 . -
Odredjujemo momente savijanja za proizvoljne uzajamno up-
ravne ose g i /Z , kao i moment uvijanja koristeéi naﬁred navedene
formule:
4

=
)4
]
,\ﬂ
O ol
o3

zdz = Mgcasﬂ" + Mosim??,

1

e ple

=
Nﬁ! 1

gldzt MQCOSOA)O + Ng %im-z?? (116)

"_"?ax? Ml

WMy = | “&n

) Cory X d2= (J"Ig ~Mx). sim¥ 0S¥,

B

154}

=0

odakle zakljudujemo da jes 2 Mx 43 5 -ng"?,

Kr'lvma srednge povrsi ploce Je

o A . .
1° u ravni par'aleanJ Xz ravni:

._Pw . (117)
o>

£I=




374.

O . . .
27 u ravni paralelnoj yz ravni:

P twr '
TR" = - aﬁz 2 (117%)
y .
3° dok je torzija povr$i:
{ T
Y . (117%%)
R, o

Obelezimo sa T  razliku temperatura
sornje i donje povrsi plo¢e,pa bi raz-
lika temperatura pornje odnosno donje
povrsi plode u odnosu na temperaturu
srednje povrsi bila T/2. Na slici br.

Y  prikazan je presek elementa ploce

i izduzenje linijskog elementa na gor-

njoj odnosno donjoj povrsi, pa iz slié-

nosti krivolinijskih trouglova A Omn
i ARAAB sledi da je dilatacija 1li-

Clika br. 5

nijskoss elementa duZine  dx jednaka:

_i

(-é:—-——~:

dax

'

=y (118)

¢ Adx ﬁjg
)

Jer Je dilatacija proporcion::aa temperaturskoj razlici,te sledi da je kri-

vina plode:

.i,__ - O{,l
R 4 (118%)
gde je h debljina plod¢e. imajudi u vidu da je M, = My =M, to zaklju-
dujemo da su krivine konstantne i Jjednake u ravnima yz i xz, tj. da je:
4 A !
L4 M (118%)

R. B DU

pa zakljuéujemo da u ovom zluéaju nema uvijanja ploée i da se plota savija
u obliku sferne povrii, jer je njena krivina u proizvoljnoj ravni konstantna,
Sto je i trebalo dokazati.

‘ Pretpostavimo da se ploda mozZe slobodno pomerati u svojoj
srednjoj ravniali da su ivice ploce pri tome uklestene,tj. da se ne mogu obr-
tati,te ée se duz ivica pojaviti ravnomerno rasporedjeni momenti savijanja

i to usmereni tako da ponistavaju deformaciju savijanja ploée na konturi ko-
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|
|
|

j= bi se javilo pri zagrevanju kroz obrtanje stranica plofe po konturi,kada
xontura ne bi bila ukleStena.
Koristeéi vezu izmedju krivine i temperature,kac i momen-

ta,dobijamo moment savijanja u posmatranom slucaju:

M = D;_‘L;_“_*;P_‘l (119)
pa je najveéi normalni napon:
6M _ GDATU)  ATE
é/max = 9z - PE - Q(z}{J,() ? (120)

3 2
Jer je cilindriéna krutost plo¢e: D = Eh 112(1- W)

IX.9. NAPREZANJE TANKE SLOBODNO OSLONJENE PLOCE
U STACTONARNOM TEMPERATURNOM POLJU

Pretpostavljamo da je temperatura na gornjoj povrsi ploce
za T vela od temperature na donjoj povr3i plode. Ploda ée se saviti i duz

konture plofe ¢e se javiti izvesne reakcije,a u samoj plodi naponi usled de-

lfgj formacije savijanja plofe. Zamislimo da
4.0 Ml ~ Jje ploca ukleStena po konturi,pa bi se
Re g za zadati raspored temperature javili

ravnomerno raspodel jeni momenti savija-

DT
an/’:).;:.:.: {\M‘z * nja:

D'... ..-.-.._.....- - :
e I ' M= DT (121)
B R TIE F-alhd= = ———53“““"‘ '
Mé =a Medjutim ako je ploCa slobodna po kon-
i g, : turi to treba dodati momente:
Slika br.6 M - ‘%D_';L(" W (122)

ravnomerno raspodeljene duz ivica konture éime dobijamo slobodno oslonjenu
plodu po konturi, ali optereéenu momentima M . Diferencijalna jednadina sa-
vijene povrsi plode je:

2 L 2y (123)
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gde je q(x,y) popretno opteredenje ploce,a u?(xyn) ugib plode. Sabiranjem

jednadina (115) za M i M, dobijamo:
M+ My = - DUrp 2W = MU, (124)

acdine (123) 1 (124) se sada mogu napisati .u obliku:

Ove dve jednadine su analogne i oblika jednaCine ugiba membrane izloZene no
i

malnom pritisku. Oznacdimo sa Pﬂé i 1»17 momente savijanj%?o konturi pl

¢e, kao &to je na slici br.6 prikazano i posto je krivina u tackama ivice

ploCe jednaka nuli to sledi da je:

jé +ﬂ T) : ( J:?ku)
° P D '

4, = i
?Dggi?ﬁﬁ‘Rg

|
]\( M«Z
A4 M (126%) -
g) Re R, Dlum
Sada na konturi vazi:
Mo+M, Mg+ My o DTl ,
el . m
M 1M 3 (127)

Druga jednadina sistema (125) je zadovoijena Jjer je:
Dot TER) , - o
M = —7 (127%)
i konstantno po povrSini plode. Prva jednalina sistema (125) daje:

: ™ ol T(A+pu)
A_ = e = 2 %%
‘ w D 7 | (L27%%)

1z poslednje jednadine zakljudujemo da je oblik deformisane srednje povrsi
plole jednak sa ppvrsi membrane deformisane konstantnom silom.
ReSenje jednadine (127**) odredidemo pomocdu reSenja homo-

genog dela jednaéine i partikularnog reSenja. ReSenje homogenog dela jedna-
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éine traZimo u obliku:

. &
ACIHE =) VYo ) sin 2= o | :
. . m=A3 S m=2p-15 p=1,2 _(128)
UnoSenjem pretpostavljenog reSenja u homogeni deo parcijalne dlferencijalﬁe

jednadine ( 127) dobijamo:

2p -~ | (129)

oy
T - ’;: 4,

N
o*

1%

éije je resenje oblika:

\/m(g)=ﬂm5%1"a@g~+3m@tr%‘lﬁ' 30

Pretpostavljeno reSenje homogenog dela jednadine treba da bude simetriéno
u odriosu na x-osu, zbog tako izabranog koordinatnog sistema,te sledi da je

fqm_ 0. Sada je resSenje homogenog dela:
(2 ~4)J
uﬂfxy 7}32 4Sm(zp :1)e)\occgL p-DRY | (131)

Partlkularno resenge traZidemo u obliku:

Q2p- -

o) g A |
IR (2p-1)° >
koji zadovoljava jednadinu (127). ReSenje za ugib plode ée biti oblika:
>
_? @p 4>¢nx @-n¥y _ 4dLTUw] 4
Wesp= ) sm=g== 2P4CFL a @p-0°9> % (13
p=1,2,- .

u kome su koeficijenti B nepoznati i treba ih odrediti iz granicnih

2p-1
uslova oslanjanja ploCe, da je ugib plode po konturi jednak nuli.Za ivice

plode odredjehe sa x=0 1 x=a tajuslov je zadovoljen,dok iz uslo~

va za jednakost nuli ugiba na iviecama y = b/2 sledi:
BP%CPL D) (QP 4)5&5% O ”
odakle je:
. 4ol T(4+M)
Bap 1 (QP-/{)BQT'BJ\_C}LM (134%)
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Ugib pravougaone ,slobodno oslonjene po konturi ploce,sa
konstantnom temperaturom u presecima paralelnim srednjoj povrsi plode i raz~

likom temperature na gornjoj i dOﬂJOJ povrsi od T je:

» o ' @p-1)Sra
Weey) = — 4T (M) A_gn@eDT /- C& —
4 S P ch ._Jizﬂ% (139

fg-

A Momenti savijanja MX i My Slobodno oslonjene pravou-
gaone plode sa konstantnom temperaturom u presecima paralelnim srednjoj povr-
51 plode i razlikom temperature na gornjoj i donjoj povr$i plode od T su
odredjeni izrazima: '

!

oATDUM *uF
Mﬁ ST r ( oz T o4z

M _ .o TDUH) ( u szu})
x - £ 2y BT
W . Pw
axct glgi‘-
" Gunavanjem izvoda reSenja (135).

(136)

pri ¢emu izraze u ovim formulama treba uzimati izra-




X. OPTICKA ANALIZA NAPONSKOG STANJA
FOTORLASTICNA ANALIZA NAPONSKOG STANJA

X.1l. TEOREMA MORIS-LEVY-JA

Pri reSavanju zadataka teorije elasticénosti za opsti slu-
raj trodimenzionalnih tela sredemo se sa velikim matematickim tesSkodama 3to
nas primorava da predjemo na resavanje Sire ili uze klase posebnih zadataka.
Jedan od takvihzadataka je ravan zadatak tedrije elasticnosti,koji je poseb-
no znacajan za tehniéku_praksd i koji smo veé obradjivali krdz poglavl je VII.
Da se potsetimo da ravan problem teorije elastiénosti razmatra tri slucaja
ravnoteze elastiénih tela,koji su od velikog znaCaja za tehniku primenu:slu-
Zaj ravne deformacije,sludaj ravnog stanja napona i sludaj generalisanog rav-
nog naponskog stanja.

Ravan problem teodije elastidnosti se ogranicava na dvodi-
menzionalni prostor samo da bi se izbegle matematicke teSkode na koje)se nai-
iazi pri reSavanju problema teorije elastidnosti.ReSenje ovako uoStenog pro-
Llema desto baca.svetlost ina sloiene probleme.Ima takodje mnogo problema
u teoriji elastidnosti iz tehnicke prakse gde sama priroda postavljenog pro-
blema namede takvo uprosdéenje.

U poglavlju VII. pokazali smo,a ovde da ponovimo: U sluda-
Ju ravnog stanja defdrmaeija u otsustvu zapreminskih sila naponsko stanje
tela u proizvoljnim tackama,a za ravni jednostruko povezanih poprecnih pre-
seka paralelnim ravni deformacije odredjuje ée zadatim na njegovo] konturi
silama,njegovim oblikom i ne zavisi od svojstava materijala.Ako presek pred-
stavlja viSestruko-povezanu oblast to nezavisnost stanja napona od svojsta-
va materijala ostvaruje se dopunskim uslovima koji se sastoje u uravnoteza-
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vanju spoljasnjih povrSinskih sila priloZenih na svako]j od granica,Sto. ovde
nec¢emo dokazivati.Prethodni zakljudak predstavlja teoremu Mo r i s - L e-
vy - ja koja lezi u osnovi definicije tenzora napona na modelima od materi

jala sa drugim elastiénim svojstvima, naprimer prozracnim materijalima.

Ova teorema se moZe primeniti i za slucaj uopsStenog ravnog naponskog stanja,

X.2. PRVA ISTRAZIVANJA EFEKTA FOTOELASTICNOSTI

Opticka analiza naponskog stanja napregnutih proﬁidnih te-
la bazira se na osobini fotoelastiénost i. Fotoelasticnost
se Javlja kao efekat kada se u nekim providnim materijalima svetlost polari-
zuje u dvema upravnim ravnima u kojima se svetlosni zraci $ire razliditim
brzinama.Neki providni materijali u "prirodnom stanju" su homogeni i izo-
tropni i ne vrse polarizaciju svetlosnih zraka (ne vr3e dvojno prelamanje).
Medjutim ti isti materijali pod dejstvom optereéenja prelaze u napregnuto
stanje i sa pojavom napona u njima postaju optidki anizotropni i vrse dvojn s
preiamanje svetlosnih zraka,polarizujuéi svetlosne zrake u dvema upravnimf‘

ravnima u kojima se zraci 3ire razliditim brzinama i kao posledica toga se

javlja fazna razlika izmedju tih zraka. Ti zraci propusSteni kroz polaroid
daju sliku krivih linija nastalih usled interferencije —_fotoelastiénu sli~-
ku. Id:é; od tadke do tafke napregnutog tela materijal se ponasa kao skup
kristala sa razlicdito brjentisanim optidkim osama.

Ova metoda se zasniva ﬁa otkriéu Davida Brewster-a (1811) da se pri posma-
tranju napregnUtog stakia kroz koje jé propusteno polarizovano svetlo,zbog
naprezanja Jjavljaju "sjajne" slike u-boji i koji je predloZio da se te sli{
ke koriste za merenja napona u inienjerskim konstrukei jama  posredstvom stak-

lenih modela,a prema zakonimaVmodelske‘tehnike.'Iako je dvojno prelamanje

otkriveno u 17 veku (Erasimo Bartholin 1669); a spoznaje D.Brewster-a dati
- raju iz 1811 godine optidki efekti se nisu praktidno koristili sve do kraja

19 veka; k 7
- J.Clerk Maxwell je 1853 godine udinio je uporedjenje izme-
dju fotoelastiénih slika u boji i analitiékih reSenja.Mnogo kasnije (1891)
taj predlbg Je prihvatio C.Wilson priVispitivanju*napohskog stanja u gredi
iiloiéﬁoj dejstVu koncentrisane sile.A.Mesnager je ovu metodu 1901 godine
dpptrebio pri ispitivaniu ludnih mostova. Fotoelastidnu metodu je razvio i
mﬁégo phimehjivao E.G.Coker (1620) koji je &veo celuioid kao materijal za

modele. ,
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U tumacenju optickih pojava vezanih za fotoelastiéni efe-
kat fundamentalni doprinos u svojim radovimi su dali Neumaﬁ (1841}, J.C.Max-
well (1853) i  Wartheim (1854). ; , , ~ -

‘ Bilo je razlicitih teorija i pokuSaja da se pojave vezane
za fotoelastidni efekat obijasne,kao 5to su korpuskularna teorija,talasna i
elektromagnetna teorija svetlosti.Tridesetih podina ovog veka rezultati vrilo
opseznih istraZivanja Coker-a i Filon-a doveli su do zakljucka da je S$ira pri-
mena fotoelastidnog efekta na inZenjerske probleme ograniena zbog slozenos-
ti fotoelastidnih uredjaja i ogranidene moguénosti tog postupka.Posle 1940go-
~dine sa pojavom polarizacijskih filtara vedih povr$ina postupci opticke ana-
lize naponskog stanja putem fotoelastidnos efekta postaju sastavni deo pra-
tedih eksperimenata  teorije elasticnosti. PostUpci‘optiéke analize napohskog
i deformacionog stanja tela putem fotoelaétiénog'efekta prvo su pﬁimenjivahi
pri eksperimentalnom resavanju ravnih zadataka teorije elastinosti,3to je
pilo uslovljeno relativno prostim izradama modela ravnih konstrukeija od plo-
¢a od- fotoelastiénog materijala, a pomoéu optickih slika utvrditi stanje na-
pona u modelu odnosno u konstrukeiji. U novije vreme ti postupci su\prbéire-
ni i na prostorne zadatke teorije elastidnosti. Eksperimentalni rezultati su
posebno dragoceni kada se radi o zadacima teorije elastiénosti sa veoma slo-
Zenim grahiénim uslovima,posebno kada su konture nepravilne,a granicéni uslo-

- zadati delimiéno pomoéu povréinskih sila,a delimilno pomocu pomeran ja,ko-

e

je poredlmo sa prlbllznlm na jceSde numerlcklm revultatlma doblgenlm numerlc—
leain anallzom. , . . ,

Kako je opticdka analiza'napOnskog stanjé modelé fotoelas-~
tiénim efektom uz posedovanje aparature srazmerno jeftino, sa aspekta utros-
ko fotoelastic¢nih materijala (bakelit,fosterit,poliesﬁerske i aralditne smo-
le7epoksidne smole) i obavlja se u laboratorijama gde se tokom ispitivanja
mcdela'konsfrukcije mqguvmeﬁjati graniéni uslovi preko Qbiika kbnstfukcije,,-
vrste i intenziteta opterecenja (Easpodela povréinskihlsila) kao 1 uslova
oslanjanja i fotoelasticénom analizom naponskog stanja mddela konstrukei je

izvr$iti optimizacije.

X.3. OSOBINE SVETLOSTI KOJA SE- KORISTI U OPTICKOJ ANALIZI
‘NAPONSKOG STANJA

Huygens je krajem 17 veka postavio novu talasnu teoriju
Drostlranja svetlosti,po kojoj se od svetlosnog izvora svetlost Siri sferno,

S o;edec; talasni. front se dobija iz sekundarnih svetlosnih izvora svetlosti,
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kojom je uspeo da obijani dobar deo pojava u optici,té se ta teorija obiéno
primenjuje u tumadenju pojava u fotoelastiénim uredjajima i merenjima.U dru-
goj polovini 19 veka Maxwell prosiruje Huygens-ovu teoriju'trasverzalnih
talasa tﬁmaéenjem da je svetlost oscilovanje elektromagnetnih talasa u dve-
ma uzajamnim ravnima, $iji elektridni talas osciluje u jednoj ravni,a magnet-
ni talas u upravnoj ravni jednakim frekvencijama.

Da bi se javio fotoelastidni efekat,potrebna je opticki
anizotropna sredina, kao posledica napregnutog stanja fotoelasticnog provid-
nog materijala,kroz:koju prolazi elektromagnetni talas,koji je izvor induko-
vanih elektromagnetnih oscilacija u fotoelastiénom materijalu posredstvom
komponenata tenzora dielektriéne propustljivosti,uspostavlja se veza izmedju
elektromagnetnih talasa 1 redukovanih elektromagnetnin talasa. Za fotoelasti-
¢ne materijale promena reciproénih vrednosti komponenata tenzora dielektriéne
propustljivosti i komponenata &, , & i &  tenzora napona napregnutog
stanja modela, koje izaziva anizotropiju fotoelastilnog materijala je linearna
i izraZena pomoéu naponsko-optickih koeficijenata a;, = 8y - Tenzori dielek-

tricke propustljivosti i tenzor napona su simetriéni:
1 i-i . |
% TH T L TG, 1 o1,2,3, (1)

Veza izmedju koeficijenata dielektridne propustljivosti ¢ ,brzine R
prostiranja svetlosnog talasa u vakumu ,brzine \Z prostiranja talasa u odgo-

varajudem praveu i indeksa prelamanja n; Jje:

L 4 ,
1}2 = T,_)?z -—r‘L—‘ 5 i= 1,2,3. (2)

Za svaki elasticéni materijal moZemo odrediti "naponsko-opticki" koeficijent
pomodu koga moZemo odrediti vezu izmedju indeksa prelamanja u dva pravea i

odgovarajuéih glavni napona:
My-My =C(34‘Z~z>. ' o (3)

Apsolutna brzina svetlosti u vakumu je o = 299,793 . lO6 [m/sec] (pribli-
Zno 300 000 [km/sec]).Brzina svetlosti' v, u nekoj sredini u odgovarajuéem
praveu zavisi od talasne dufine svetlosti - Ay - udestanosti ;i (frekven-
cije : ’

S ;Za jednobojnu monohromatsku svetlost odredjene: bo;e talas— o
na duZina je odredjena uCestanoSéu i brzinom prostiranja koja je najveda u
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wakumu, a u svakoj drugoj sredini manja.Talasne duzine svetlosti odredjene bo-
Je i odgovarajude frekvencije u vakumu su date u tablici (za brzinu e, =
= 300000 [km/sec]) .

Vrste svetlasti Talasna duZina Ulestanost u Hz

Boja 1 vakumu

. Tamno crvena , 0,77 . 100 m 3,9 Hz
Crvena : 0,67 . 100 mm 4, U6 Hz
Sjajno crvena 0,65 . lO3 mm 4,6 Uz
NarandZasta : 0,62 . 100 m 4,85 Hz
Zuta Na  0,6893.10° mm 5,09 Hz
Svetlo zelena (Hg) : o,5u61,103 mm 5,49 Hz
Zelena : ' 0,53 . 100 mm 5,6 Hz
Plavozelena 0,5 . lO3 mm 6,0 Hz
Plava 0,45 . 100 mm 6,65 Hz
mdigo (Hg) : 0,4358.10° mn 6,88 Hz
Ljubidasta 0,39 . 10 mm 7,7 Hz

Dokazano je da se frekvencija oscilovanja svetlosti u Jjednoj
odredjenoj prozirnoj sredini ne menja i ostaje konstantna,a da se talasna du-
Zina menja zavisno od brzine prostiranja talasa u toj sredini.Vrlo dobra mono-
hromatsa svetla dob13a3u se 21V1n1m lampama (elektriéni luk u Zivinim parama).
Watrijumovom lampom dobija se Zuta svetlost.Takva monohromatska svetla odre-
djenih talasnih duZina sastoje se od svetlosnlh zraka k031 0301lu3u u raznim
ravnima, ali uvek upravno na smer- 31ren3a tog zraka.

Bela svetlost sastoji se od sv1h spektralnih boja i talasi
su sa svim talasnlm duz1nama ali je i ovde vektor koglm se predstavlja elonga-

cija talasa upravna na pravac Sirenja zraka.

=

IS, T.F

/- 7

Slika br.l Talasni front i svetlosni zrak
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Usijani izvor emituje radijalno energiju kbja se prenosi u
svim smerovima i sadrZi ceo ."spektar" vibracija razlid¢itih ucestanosti i
talasnih duZina.Odredjeni deo ovog spektra se koristi unutar 1judskih percep-
cija (talasne dubine izmedju %000 8 i 80008 ,18=10%cm ). Uvo-

‘djenjem polarizacionog filtra samd Jjednakomponenta ovih vibracijaée se pre-
rietli i to ona paralelna sa opticdkom osom filtra.Tako organizovan mlaz se nazi-
v= polarizovano svetlo i ako se na njegovom putu postavi jo$ jedan polarizuju-
¢i filter onda se potpuno-gaéenje mlaza svetlosti moZe da dobije kada su ose
oba filtra upravne jedna na drugu.

Kada se polarizovani zrak (mlaz) P prostre kroz providnu
plastiénu plodicu debljine d gde su (1) i (2) smerovi glavnih normalnih
naporia &, i &, ,odnosno pravei glavnih dilatacija €, i &, u posmat-
ranoj taCki, svetlosni zrak (mlaz) se cepa na dva polarizované zraka (mlaza)
F. i P, koji se prostiru u ravnima (1) i (2) kao sto je brikazano.na sli-
ci br. 2. Ako su intenziteti glavnih napona 51 i &, ,odnosno glavnih dila-
tacijia &, 1 '€, ,a brzine prostiranja svetlosnih zraka (svetlosti koja se

&iri oscilovanje) u ovim smerovima je v, i v, redom,vreme koje je potre-

tno da se predje plocica je d[v1 odnos;o d/v, i relativno kaSnjenje zra-
Ka' (mlaza) svetlosti jednog u odnosu na drugi je razlika tih vremena.

O§novni zakon fotoelastic¢nog efekta pokazuju da je: relati-
vna promena indeksa prelamanja (relaksacije) proporcionalna razlici glavnih

dilatacija (odnosno razlici glavnih napona):
h’i -n, = K(&-&) = C (234 “zz>' (5)

Konstanta K se naziva "koeficijent opticke dilatacije"
adnosno  "dilatacijsko opticki koeficijent“ , a konstanta C Jje "naponsko-
opticki koeficijent" i ta dva analogna koeficijenta karakteriSu fizicko opti-
Cke karakteristike materijala. Konstanta K je bezdimenziona konstanta, koja
se obiéno ustanovljava podeSavanjem (calibration),‘dok naponsko-opticka kons-

tanta ima demenzije reciproéne dimenzi jama napona.

pedovnt‘

/Verea’avni




386.

OptidHa osa
polaripatora - lasni front

Ravan oscilovanja
po izlasku iz
polarizators

Opticka osa
analizatora

Ravan oscilova
po izlask
amalizato

1.6.
T.F

Talashi front

Ravan oscildva Jja
redQvnog talasa
~- ~

~
‘ ~

~

NN
\ . .
Ravan pscilovanj
Reredpvngg ta
N ~

n
~

.Slika br. 3a.




387.

X.4. POLARTZOVANA SVETLOST

Talasnu prirodu svetlosti moZemo predstaviti pomoéu svetlos-

nog vektora - hamonijskog_ talasanja po zakonu:
V=asin(wt+?y) (6)

“gde je Q@ amplituda, Y poletna faza, © [sec"tl krifna frekvencija i
jednaka je: @W= 2%/T = 2&%f ‘:F [Hz] udestanost - broj oscilacija u se-
lundi, T[see] period oscilacije (vreme za koje se izvr-é_i‘ jedna oscilacija),
7, ‘talasna duZina svetlosti u vakumu A, =GT = ,C/ fr , A stvarna
~ralasna duzina: '

‘ P
L (7)
fako je A = ©T = v%gi\ sledi da je q;:%div te je:
a8 AT,
Vo= OLsm(TV‘I:-T\P)zaSmT(Z 'R-): (6%)

gde Je R= 2%‘{’ fazna razlika izra¥ena dufinom,a z= ¥¢ predjeni put za
vreme t. Ako je za t=0,2=0 12za-t=T, z= z, = A. ,fazni ugao je

Y= QQT-'AE'— =28, gde Je &= % zaosta janje izraZeno u talasnoj duZini,
pa Je talasanja:

V = a sin(wt- 2&79). O (6%%)
Energija oscilovanja svetlosti je:.

E, = .’71'2_21: f.nz.@_lai cos*(wt-PY=AT=-%I, (1)

gde je T intenzitet svetlosti:
I = a* s (wt =), A (7%)

. 2
Maksimalni intenzitet svetlosti je: Imax = a , jednak kvadratu amplitude

svetlosnih oscilacija.

Veza izmedju fazne razlike Y i zakasnjenja R je:

za V=3¢ 8 =48 R=2/8
za \P:SY/z ' S =1y R=2A/4 (8)
za Y= S =12 R=2/2

za  P=2% 8= 4 R=2



Dve su osnovne karakteristike svetlosti pri prolasku kroz

opticki anizotropni kristal (ili po prirodi optidki izotropan providan mate-

rijal, koji se nalazi pod optereéenjem) polarizacija i dvojno prelamanje.

Postoje tri osnovna stanja polarizovane svetlosti:

1° Linearno polarizovana'svetlost je ona éije se oscilacije-
izvode u jednoj ravni; o ' '

2° KruZno polarizovana svetlost koja'moée biti predstavljena
dvema ortogonalno linearnc polarizovanim komponentama.ZavrSetci vektora ove
svetlosti svetlosti leZe na povrSi koja predstavlja omotal cilindra;

3° Elipti¢éno polarizovana svetlost moZe se predstaviti dve-
ma ortogonalno linearnc polarizovanim komponentama ( i sobom obuhvata kao
specijalan sluéaj kruéno—polarizovanu.svetlost) sa razliéitim proizvoljnim
fazama i amplitudama. Vrhovi svetlosnih vektora leZe na povrSima ¢ije su vodi-
lje elipse. :

Eliptiéki polarizovana svetlost se moze pretstaviti sa:

Vi

"

aac.’ Cos((.o‘f:— Sﬁx) s (9)
a,y COS.((Q{:—'\@)’D

S
1

iza O=ay 1 0.~ =1 90° svetlost ima krufnu polarizaciju.

William Nicoll (1828) je pomodu svoje,nazvane. Nicoll-sove
prizme dobio polarizovanu svetlost. William Bird Herapath (1851) otkrio je
sulfat kinina ( MQ&,3HasOu, 2HI, I, 6H,0) nazvan Herapathit. Edwin H.Land
(1927) godine je dobio listove celuloze kao nosaCe orjentisanih kristala Hera-
pathita i nazvao th po-laroidima, éija je propustijivost 35 do
uo procenata,dok se teorijski uzima da je intenzitet polarizovane svetlosti
12 = 0,5 Io . Procenat polarizovane svetlosti je 98 za talasne duzine 5500
do 6000 8 . '

X.5. OSNOVI TEORIJE DVOJNOG PRELAMANJA KOD OPTICKI
~ IZOTROPNTH MATERTJALA PODVRGNUTIH OPTERECENJU

Neka upadni zrak ima brzinu svetlosti Vi 1 indeks pre-
lamanja n, - Posle prolaska kroz optidki anizotropnu sredinu (izazvanu napre—‘

zanjem homogenog 1 izotropnog providndg materijala) dobija se:

'1° "Redovni" svetlosni zrak (mlaz) brzine Ve =Vyu sa indek-

som prelamanja n_ = n_
om p J u r?
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o} . : : .
2° "Neredovni" svetlosni zrak (mlaz) sa brzinom svetlosti

S Z v, 1 indeksom prelamanja n.Sn, - To je prikazano na slici br. 2..
odnosno na slici br. 3.Na osnovu razlike optickih puteva dobijamo da je:
R d ‘
:T=~A~(Y)r-nn3. (10)
Kristal kvarca,araldit, VP1527 su optic¢ki pozitivne sredine
jer je Ve > v i n, < N, dok su islandski kalecit - spath, pleksiglas
opticki negativne sredine Jer je vr<< V- i n£> n, -

Optic¢ka osa je osa koja se poklapa sa pravcem u kome su br-

zine redovnog i neredovnog zraka Jjednake v, =V, odnosno n,=n, ..

Pri prolasku svetlosnog zraka kroz optidlki izotropna materi-

jal za polarizaciju i dvojno prelamanje vaZe dva zakona:

1°Kvalitativni:U nekoj tadki opteredenog opti.
aki-izotropnog materijala u "prirodnom stanju", pravei glavnih normalnih na-
por:a se poklapaju sa trasama ravni- oscilovanja redovnog i neredovnog svetlos-

nog talasnog kretanja usled prelamanja u toj tadki;

°Kvantitativni: U posmatranoj tadki opterede-
nog optidki izotropnog materijala u "prirodnom stanju",‘razlika indeksa pre-
lamanja. redovnog i nerédovnog svetlosnog talasa je srazmerna razlici glavnih
normalnih napona u toj tacki:

N,-N,=C(3-2.), &= 1?%-— = %(nq—nz\{!(fi‘@(lo*)

Neka polarizovani svetlosni zrak dolazi na anizotropnu plo-
¢u i osciluje po zakonu Vp =0, Sﬂkat u ravni koja zaklapa uglove p, 90-/>
sa optiéki@?sama u posmatranoj tadki ploce, onda su komponente vektora polari-
zovane svetlosti:

Vi = Ve sinfs - o, sinpsinwt
\

. (11)

V, = Vb s> = Qo cosf> sin Gt . Co

Po prolasku kroz opticki anizotropnu ploéu debljine d ,dobijamo sledeée kom-
ponente:

Vv

i

;= O, sin sin (wt -¥) = o sin(wt-4Y),

V, = ce s > sin wt = A, simwt (12)

u kojima je fazno kaSnjenje:

P=2m R < oF

gde je §  zakaSnjenje po talasnoj duzini.

8“‘ & %(nq"ni)a a
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A Ako se ravan polarizacije poklopi sa jednom od ravni oscilo-
vanja redovnog ili neredovnog zraka jedan od-njih se gubi:

za =0 V, =0 V, =Q, sinwt

z2a  p=dz . V= a.sin(wt-f) v,=0. (13)
Ako iz \/1 i V, eliminiSemo vreme t dobijamo:

(\E/i“c%% cos 233)" {a ) sintofrd= sin?2dd ()

2

1° ako je kasnjenje 5“: 0,1, 2, ....k ceo broj,fazno kas-
njenje je Y =0, 2, 4F, 6%, ..... 2k , za jedan ili vi3e celih talasa,
te slgdi da je Vz V erj{B .Trajektorija vrha svetlosnog vektora je prava li-
nija’te je to pravolinijski polarizovana svetlost,te takva ploda daje celota-

lasno zakasSnjenje R= Ny S ,te se ploca naziva celotalasna.

2° Ako je kadnjenje & = k + 1/2 , fazno kadnjenje je
Y= (2k + 1)d  ,te opet dobijamo pravolinijski (ravno) polarizovanu svet-
lost, jer je \/2_= V4 c{g(‘o , ali ploca daje polutalasno zakasnjenje te se nazi-
va polutalasna.

3% ako je &= (2k +1)/4 , naparan broj éetvrtina talasa
fazno kadnjenje je Y= (2 + 1)35/2, te se pri prolasku svetlosti kroz plo-
¢u dobija elipticéno polarizovana svetlost,jer je putanja vrha vektora elipsa:

\Z A y
— + —Y—=
Sm/b ) a:' CO‘SQ‘[I) (15)

pa ploda daJe kasSnjenje za éetvrtinu talasa te se plota naziva <&et vor t-

2

talasna. Specijalan sludaj Je ako je ﬂ) G“/H onda dobijamo kruzno
(cirkularno) polarizovanu svetlost.

Ako je ugao /> pozitivan, onda imamo desno orjentisanu
eliptino polarizovanu svetlost,a za /> negativno levo orjentisanu elip-
tidno polarizovanu svetlost. )

Na slikama br.7 su prikazane celotalasna,polutalasna i Cet-
vrttalasne plode.

vZa kruZno polarizovanu svetlost - cirkularno polarizovanu

svetlost je: 5 y 5
1) ™
Pz > C=p@r),  f=(2ke4) 5

Y 4

2 2
Vi A .
(g_al + (QO)z -4 ) (16)
Z z

Vi =2 singot -8 - L a2 Z st |V, = @ sincok
a 2 2

Imax = 5

2
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X6.POLARISKOPI

Polarizator je telo (materijal) koji prevodi

obi¢nu svetlost u polarizovanu. Za posmatranje efekta polarizgcije svetlosti,
odnosno polarizovane svetlosti koristi se isto takvo telo kao Sto je polariza-
tor i naziva se analizator.

Ako je Jo intenzitet izvora svetlosti onda je intenzitet
svetlosti Jl Vkoja prodje polarizator Jl = 0,5 JO ,8to se u stvarnosti
tesSko postiZe, te se uvodi koefieijent k, koji je za polaroide 0,7 do
0,8.

Intenzitet J2 svetlosti koju propusta analizator zavisi od
ugla ol oni zaklapaju optifke ose polarizatora i analizatora i iznosi J2 =
= k2 chos o, ,gde Je k2 koeficijent redukcije. (Vidi slike br.4 i 5).

Ako su optilke ose ana;izatora i polarizatora paralelne on-
da je o = O,pa je J2 =k, Jl , a ako su pod uglom od ¢ = 90° (ortogonalne)
J2 = 0, 8to je poznata osobina polarizovane sveflosti da se svetlo moze"ugasi-
ti"progzradénim telom. (Vidi sliku br. 6.).

Pod polariskopom podrazumevamo sistem uredjaja koji sadrie'.
izvor svetlostl, polarizator P, analizator A, dve detvrttalasne plocice sa
uredjajima za okretanje, soliva za upravljanje paraielnog snopa zraka ravno
na model . i fokusiranje, uredjaje za pomeranje duZ ose aparature, fotografskog
aparata sa vedom ZiZinom daljinom ( da bi se smanjio uticaj aberacije na re-

zultate) ili naprave za registraciju 1ili projekeiju fotoelastilnog efekta.

Prema vrsti polarizatora imamo dve vrste polariskopa:

1° Prolazni polarlskop kod koga Jje ‘model prozracen Jednom
polarlzovanom svetlo$éu i nalazi se uvek izmedju polarizatora i analizatora;

29 Refleksioni polariskopi kod kojih polarizovana svetlost '
se odbija od ogledala koja se stavljaju iza'quela tako da polarizovana svet-
lost dva puta prolazi kroz model. '

Osetljivost refleksionih polariskopa je veda od prolaznih
polariskopa, ali se kod njih gubi intenzitet svetlosti prilikom refleksi je.
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%.6.1. LINEARNI POLARISKOP

Na slici br. 8 prikazan je linearni polariskop.Sastoji se
od izvora svetlosti, mutne staklene ploée-da bi se. dobio paralelan snop zrako-
va, polarizatora, modela, analizatora,sa kombinacijom dveju Getvrttalasnih
plodica kojima se odredJUJe dlSpOZlClJa za kruZno ili linearno polarlzovanu

svetlost.

Svetlosni talas po izlasku iz polarlzatora Je \/ = d, Slnwt
a po prolasku kroz materlgal modela:

V, = dosinp sin (wt-¥)

Vo = Lo cosps sin(wt) an

gle je faza:

V.28 - 28?‘%-(274’ 2,) (17%)

Jje ugao koji_polarizovani vektor svetlosnih oscilacija zaklapa sa pravcima
glavnih normalnih napona u odgovarajuéoj tadki modela. Po izlasku iz polari-
zatora svetlost je linearno polarlzovana dok Je posle prolaska kroz model svet-

lost eliptiéno polarizovana. )

Po prolasku kroz mddel komponente \4 i \é. nailaze na ana-
lizator éija optilka osa zaklapa ugao (90 -d) sa optidkom osom polarizator
i analizator propuéta samo kompbnente svetlosti \& i Ve koje se poklapa-
Ju sa pravcem polarizacije analizatoré:

:V cos((-d) =V, sin( -d) :k
VA 4 C0 ((b 2 ({5 (18)

=g [smfs cos( —ot)coszé)‘rg cospy sin(p-a)] sinwt +
+dosin [}, cos(fb-d) sin 2&(‘, cos ot -,

Intenzitet tako dobljene svetlosti je:

Tonax :(ﬁ[sinp cos(p-d)cos 2% -cosfs .sin(/r;—c:t)_]?;~
o aFoe . . 2 (19)
+a? [sm(b cos(p-ol) sin 28 |

7 (19%)
) Kako su optidke ose polarizatora i analizatora ukrstene to
je o=0, pa je maksimalni intenzitet svetlosti: Iy = a5 sin*2 sin* e

' Tomax = O [sih%l +5in2(s sin (ap-a) sin*&S ] .

- Ako se pravel polarizacije (optidke ose) polarizatora i analizatora poklo-
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‘pe sa glavnim pravcima naprezanja u posmatrano] tadki modela ( A = 0); onda

Jje intenzitet svetlosti jednak nuli: %ﬂ 4=0 * 0.

p=0

) U svim taCkama modela u kojima sekpravci glavnih napona
i poklapaju sa- optidkim osama polarizatora i analizatora imamo da je in~
tenzitet svetlosti jednak nuli, Jpax = O odnosno pojavljuju se tamne linije
i polja bez obzira na velidinu zakasnjenja & . Snopove ovih linija nazivamo
izok1line. Izokline su geometrijsko mesto tacaka modela u kojima glav-

ni pravei napona imaju iste pravce sa osama polarizatora i analizatora. Pola-

rizator i analizator su medjusobno spojeni mehanidkim vezamatako da se mogu
zajedno okretati ne menjajuéi medjusobni poloZaj.Kod paralelnog poloZaja opti-
"ékih osa polarizatora i analizatora, intenzitet svetlosti kada se ukloni mo-
del se'smanjﬁje‘samo zbog apsorbeije polaroida. Kod ukrStenih optickih osa '
polariiatora i analizatora za 90O apsorpeija svetlosti jé potpuna i polje je
tamho,éko nema napregnutog modela.

Obrtanjem zajedno polarizatofa i analizatdfa sa ortogonalnim

optlcklm osama, nastaju nove linije i zatamlgenja sa novim poljima odnosno izo-

kline koje se ""pomera ju".

Intenzitet svetlosti moZe biti jednak nuli: u tackama kada -
/5, nije jednako nuli ( $ 0 ) kada je  sindid’= 0 (pri demu je & ce-
lobrojno) te se na polju analizatora javljaju- zata@ljenJa u svim tacdkama. Pri
-okretanju utvrdjene relativne dispozicije analizatora i polarizatora ove taé-
ke ili skup tadaka ostaju uvek tamna, ne pomera ju se i time se razlikuju od
izoklina. | | | |
Na slikama br. 9 i 10 prikazani su modeli sa snopom izoklina.
Familije (snopovi) izoklina dine mapu izoklina. Iz mape izokli-
na moZemo dobiti dve familije ortogonalnih krivih. Te dve familije krivih do-
bijamo kao trajektorije glavnih napona u'svakoj tacki opteredenog modela. Fa-

milija trajektorija glavnih napona je pogodnija za koriséenje od izoklina.Jed-
na familija krivih s1 daje tok glavnih napona 84 ,a druga S, daje tok
glavhih normalnih napona 32 . U svakoj tadki trajektorije napona S; élav—
ni normalini napon 8i pada ‘u pravac tangente na istu. Dobijanje trajektori-
Ja napona pomocu izoklina prikazano Je na slici br. 11.

V Na neopterecenOJ iviei modela jedan glavni normalni napon
Je paralelan ivici,dok je drugi upravan na istu jednak nuli.Kada je kontura
plodastog modela sastavljena od pravih ivica, koje nisu opteredene one su is-
tovremeno i izokline. Kada je kontura plolastog modela krivolinijska, glavni
normalni naponi padaju u pravce tangente i normale na konturu u svakoj taéki
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xonture, te za izokline koje u tim tadkama izlaze na konturu znamo pravee glav-
nih napona, a sa tim i za sve tadke modela koje se nalaze na toj izoklini.(Vi-
di sliku br. 12).U0 unutraénjosti modela ose simetrije modela i opteredenja su
istovremeno i izokline. U tadkama gde izoklina sede pod pravim uglom konturu
modela ili osu simetrije konture i optereéenja jedan od glavnih normalnih na-
pona ima ekstremnu vrednost. L

Ako je kontura modela krug: neopterecen onda su glavni prav-
ci napona u tadkama izokline koja izlazi na konturu odredgenl pravcem radiju-
sa i tangente na krug u tadki konture u kojoj izoklina izlazi na konturu.

Kroz izotropne i singularne,taéke.prolazi vedi broj izokli~
na, jer su:glavni pravei naprezanja neodredjeni. Singularne tadke su one u
Kojima glavni normalni naponi 34 .i‘ 51 - jednaki nuli, i u polju izoklina
se moZe prepoznati po tome 3to obrtanje@ kruto spojenih analizatora i polari-
<atora sa ortogonalnim optidkim osama izoklina sebpomera,ali uvek prolazi kroz
singularnu tacku. Singularne tacke su retko u'unuﬁraénjbsti modela i obicno su
na konturi hodela. ’

Tzotropne tacke su one u kojima se glavni normalni naponi
med jusobom jednaki i one su obiéno u unut;aénjosti modela.

Oblik izokline kroz datu. tadku ne zavisi od intenziteta op-
teretenja,ve¢ od vrste opteredenja i oblika modela (konture ploce).Okretanjem
sklopa analizator - pdlarizator sa ukr3tenim pod pravim uglom optickim osama
wenja se slika - mapa izoklina, jer se gube jedne,a pojavljuju nove izokline i
tacke u kojima su pravei glavnih normalnih napona u pravcimé optickih osa ana-
lizatora i polarizatora.

Osobine trajektor’ija nafponaf Ako trajektorija napona
lma veliku krivinu (mali polupreénik) glavni normalni napon upravan na tu
trajektoriju u tacdki koja se krede po njoj se brzo menja. Ako je na nekom de-
ilu trajektorija napona pravé linija nopmalni'napon u tim tackama upravan na
nju je konstantan , minimalan ili maksimalan.Ose simetrije optereéenja i mo-
" dela su istovremeno i trajektorije napona.Prvim trajektorijama odgovaraju pra-
ve izokline. |

X.6.2. CIRKULARNI‘ POLARISKOP

Cirkularni polariskop kao sloZeniji od linearnog,po-
red polarizatora i analizatora ima i dve ploce od dvolomnog materijala,tj.dve
Cetvrttalasne plode. Na slici br 13 prlkazana je Sema cirkularnog polari-
skopa.
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Svetlost po prolasku kroz polarizator je linearno polarizo-

vana i svetlosni vektor se moZe pretstaviti talasnim kretanjem:
Vo = a.sin wt, (20)

-Po dolasku na Cetvrttalasnu ploéu - filter (A/4), on se
razzlaze u dve komponente: ‘ )

-
) = oI 2 Sinwt

vpe,‘VPCO i = Qe St .

VA \/ sma\" a Es\nﬁo{i. (21)
Ps ) °,2

Fazna razlika izmedju ovih 0301lovanja je Y=08Y2 ,dok je izraZeno u tala-
gnim duZinama R = A/b ,odnosno S = 1/4. Po izlasku iz prve Cetvrttalasne
ploder ( K/M)p komponente svetlosti su: '

o .
L, = ao—\g sinaﬂc-qa“_.z. sinat
Pe & 2 (22)
\/PS = ao'{ Sln((ﬂt \P)"”ao——CoﬁfO/-t

te imamo kruzno polarizovanu svetlost:

\/ \/5 =
J%‘) *(—‘%)“f o (23)

aoz QOI

koja pada ha Jednu od tacdaka optereéenog modela u kojoj su pracvi glavnih na-
pona 84 i 6, oznadeni sa (1) i (2). ’

‘Svetlosni vektor na ulasku u model se razlaZze na dve kompo-
Vi = Vos 05 (L= f3) = Voq sin(&

i = Vos c05 (- ) = Vo sin(i -3,
C . ; ,
Vom = ~13)+ Vg cos (%~ ),

koje su na izlasku iz modela: komponente eliptidki polarizovane svetlosti:

(24)

]
=~
'

1%
=
—~

|

Viy = ~ Q% COS( -/s)cos(cut ~239)-a. Zsin{& ) Sm(quc—ZFJTcY)»;
(25)
Vyy = c(,g sin ~/z)coscoJc + A, «E cos(‘J’ )smaﬂ:
gde je Yo 258 = 23-—5- (84 ~%z) fazno kaanenJe neredovnog zraka pri

izlasku iz modela debljine d, S = A/cO , optidko naponska konstanta.Po izla-
sku iz modela ova svetlost nailazi na drugu detvrttalasnu plodu ( A/4) y 1 raz-
laZe se u. pravece osa s i b te ploce:

Vis = =Var sin(§-) + Vam cos (¥ -3), (26)
fovd N o~ 2
VA’gZ Vi cos(%—n{s)fr Vamsin (% -),




ho2.
a po prolasku kroz (2/14) éetvrttalasnu ploéu dolazi do faznop zakadnjenja
za VY= Q‘)T/Q, ,1zmed3u r‘edovnog i neredovnog zraka izraZeno u talasnOJ duzini

za A/ll ,te dobivamo za Vas i Vg
Vis = @72 [cos (@ -p)sin( -eos(ot -p-5) o5 -p)sin(et-F) v
+5‘"*<% -y sin(ot-¥-T)-snE-pos@BHeoset- D> ()

VAg = Q..,[ [cosi(% ) cos(wt- ‘P) + sint(T-p) cosot +
~ + sin(@-p) sl -pysin(wt -9) - sin(I-p)os(F- ) smco't]

. Opticka osa analizatora zaklapa ugao (90 - ) sa optickom
osom polarizatora. Nailaskom na analizator prolaze samo komponente - u pravcu

‘polarizacije analizatora:

V, = Vas sin(%wlj +V1\€, cos(F -a) , (28)

Vy =~ qo[cos(zp—é\‘c?) sindrd cosd + 4 (4+c.os wa)smoﬂ cos(wt - 2%“2;8*)

+ Go[sin(Q[h—éSYS) sindd cosd — E sin 289 sing sin (wt-238) .

Maksimalni intenzitet svetlosti jJe:

Ir.nqx - af[sin‘é)‘@ cosld + cos25iS sind +2¢052/5 05290 smdd sin Qd:l . (29)

Ako su optilke ose polarizatora i anaiiiator‘a ukrstene pod
pravim uglom (ol= 0) ( tamno polje analizatora) maksimalni intenzitet svetlo-

sti je:

wee a o (30)

U svim tadkama modela gde je kasSnjenje &= 0,1,2,3,4 ,5..
., m Je:

8* 3 2;) m, / . o {31)‘

d
Eh
maksimalni intenzitet svetlosti jednak je nuli:

IW =0. (32)

8 o, 1,2,3,.

Ako su optiéke ose polarizatora i analizator'a par*alelne ol = 8172 (svetlo po-
lije analizatora) masimalni intenzitet svetlosti po ‘izlasku iz analizatora Je:

- IL,.| _ = a*cosdd. | (33)

d=

12
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U svim taékama modela u kojima je zakaSnjenje S= 1/2, 3/2, 5/2, ...(2m+1)/2

Je:

_d 1
8 = g(&:*aa):z@m*ﬂ? . ' - (34)
biée maksimalni intenzitet svetlosti jednak nuli:
][mc(x = 0. B (35)
) S= 2m+4 . i
75> 0% ' - *

Dobivene tamne linije za celobrojno zaka$njenje &= 0,1,2,
3,4,....'m ili za neparan broj polovina & =1/2, 3/2, ... (2m + 1)/2 na~
zivaju se izohrome. , o
"Izohrome su geometrijsko mesto talaka istih razli-

¥a glavnih napona, é,-48, reda m ili (2m + 1)/2:

5 €=0 ms
am N €'
'%1"'82 = - 5 . 4. ) ({R’ .
Zmz) 4%

Ove linije jednakih razlika glavnih napona su dobile naziv
i1zohrome zbog pojave da se pri propuStanju sloZene bele svetlosti
na opteredenom modelu pojavljuju linije iste.boje za -razlidite talasne duZine
osnovnih svetlosnih vektora. o
Ako su u nekoj tadki optereéenog modela - 4,=0 i 6=0"
glavni naponi jednaki nuli m = O tu tadku nazivamo s ingularnon.
. Ako su u nekoj tacki optereéenog.modela ,ar:,gz $#  0,-on-
da je &,~3, =0, m =0 glavni normalni naponi su jednaki i tu tadku nazi-
vamo i zotropnonmn. .
: Singularne i izotropne tacke su u cirkularnom polariskopu
uvek tamne,bilo da se ispitivanje obavlja sa monohromatskom ili sloZenom: belom
svetloSdu pfi ukrStenim polaroidima.

 X.6.3. ODREDJIAVNJE REDA IZOHROMA I.
POSTUPCI KOMPEZACIJE
 Razlika glavnih normalnih napona se odredjuje izrazima;

4 1 )
| £ (ms PNem+g) +-%
dok je razlika glavnih dilatacija:




“hok. -

S 14
eyge{ dE e |
4 8)
LB mef)=pmd) e

gde je /\é = SUg)LE odnosno N= ‘S/d‘ "yrednost" jedne izohrome u odnosu na
dilatacije, odnosno napone ili konstanta ploce od koje je izradjen model,a m
i m+ 1/2 red izohrome. ) ,

Kada se Za démonstraciju koristi bela svetlost nulta izohro-
m m=0 ,odﬁosno &, - 4, =0, odnosno &&= 0 predstavljena . je tam-
" nom linijom,a sve ostale su spektralnih boja. Kada se radi sa jednobojnom svet-
lo3éu sve su izohrome tamne - crne. Kako se prema jednadinama odbrojavanjem .od
nulte moZe odrediti red izohrome startujemo sa nulom - crna izohroma ka zutoj,
efvenoj, zelenoj itd.Odrediv8i red izohrome moZemo izradunati razliku glavnih
napona i razliku glavnih dllatac13a, za 5to je potrebno poznavati konstantu
plote N odnosno N .

N ‘ Izohrome . dobijene od izvora monohromatske svetlosti su
o3tro razgraniéene tamne linije. V

Kada se koristi bela svetlost izohrome - linije jednakih -
razlika glavnih napona é4-éz su razliéitih boja. Taj raspohed'bojauzavi-
si od vrste i intenziteta optereéenja,osetljivosti i debljine materijala mode-
la,a ne zavisi od orjentacije para udvriéenih ortogonalnih optidkih osa pola-
rizatora i énalizatora u 6dnosu~na model. Bela svetlost je pogodna za odredji-
vanje nulte izohrome. Izotropne i singularne tacke su takodje tamne i ne pome-
raju se sa pokretanjem polarizacionih filtara.

Izohrome na neoptereéenoj ivici: Normalni napon 48, je pa-
ralelan tangenti na konturu modela,a - 82= 0 , ako je kontura modela neoptere-
éena te iz reda izohrome koja izlazi na konturu u toj tadki moZemo odrediti
vrednost nor'mainog napona = agrm .

U sledeéo tablici su sastavl jeni podaci o faznom zaostajanju
boje i red izohrome'u odnosu na talasnu duZinu Zute hatrijumove svetlosti:

Boja pri ukrdtenim optidkim fézno;pomeranje " red izohrome
osama polarizatora i analizatora . = 5893
crna o ' 0

gvozdeno siva oo 0,068

plavo siva 1580 0,268

siva 2180 0,37

éisto belo 2590 0,4
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slama Zuto 2810 0,48
Zivo Zuto 3300 0,564
" braon uto 4300 0,73
crveno narandZasto . 5050 k ) ’0,857
crveno , 5360 ' 0,911
purpur 5610 . 0,96
indigo 5830 0,99
nebesno plaVo ' 6640 1,125
zeleno THT70 1,27
zuto zeleno 8430 - 1,43
&isto zuto 9100 1,545
rarandZasto 9480 1,610
rarandzasto crveno 9980 1,695
tamnol jibidasto crveno 11010 1,875
indigo . 11510 1,955

Naponsko opti¢ku konstantu plode od koje je napravljen mo-
del odredidemo pomoéu ispitne epruvete koju éemo izrezati iz ploce od koje je
napravljen model prema slici br. 14. Epruvetu opteretimo na kidanje. U neopte-
redenom (prirodnom) stanju u polju ukrStenih polaroida slika je tamna,ali pri
postepenom optereéenju poveéanjem aksijal-
ne sile F, kada se koristi bela svetlost
Stap jednoliéno dobija redom sve spektral-
ne boje. Sa daljim povedanjem sile F

spektralne boje'se dalje ciklicki smenju-

ju,odnosno ponavl jaju: crno,Zuto,crveno,

plavo,Zuto, crveno, zeleno, Zuto,crveno,

zeleno itd. U tadkama popreédnog preseka

Stapa normalni napon je EL ,a u tacka-
ma uzdudnih preseka 8, = 0, pa optidko-

_ naponska konstanta ploce je:
Slika br. 14 '

Z~O ..64—52_
Ne 2o it o= e

. (39)

gde je m broj ponavljahja jedne spektralne boje,a 5@ = F/A normalni na-

pon. Kod najdefdée upotrebljavanih ploda debljine 6 do 10 mm,konstanta plote
. 2

se kreée N = 1,5 do 5[N/mn | .
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Znak 1 velidina glavnog napona 54 na slobodnim ivicamé kod
istezanja Stapa silom moZe da se odredi na sledeéi nac¢in: Dovedemo izohromu
u posmatranu tadku 1 oznadimo je sa m+r 1 identifikujemo izohrome m i m+1
reda sa obe strane posmatrane talke,zatim rotiramo analizator u smeru kazalj-
ke na satu,onda ako se izohroma niZeg reda m krede prema posmatranoj tad-
ki, znak napona je pozitivan i ukupna vrednost izohrome je m + r ; Ako se
izbhroma reda m+1 Krede prema posmatranoj tacki,znak normalnog napona je ne-
gativan - napon pritiska i ukupna vrednost izohrome je m + 1 -r , te je na-
pon : A

(m+s-rIN

A (merdN (407

Za bolje odredjivanje reda izohroma nije potrebno mnogo op-
teretiti model. Povoljnije je da konstanta ploce bude Sto manja. Prateéi cik-
liéko ponavljanje spektralnih boja moZe se odmah odrediti najveéi red izoh-
rome, ako  se model ispituje izmedju paralelnih polaroida (polarizatora i
analizatora). , k

Tamne linije koJje pokazuju geometrljsko mesto tadaka sa is-
tom razlikom glavnih napona ( 51-.3a , kod paralelno postavlgenlh optickih
osa polaroida (polarizatora i analizatora) imaju veéi red za 1/2 od reda
tamnih linija kada su polarizatori (polarizator i analizator) sa ukrstenim
optidkim osama. Prema tome zaokrétanjem analizatora mogude je snimiti izo-
hrome red m + 1/2 i povedati taéﬁost procene  %,- &2 .S obzirom da je
potrebno éesto u merenjima i istraZivanjima povecati tacnost koriste se kom-
penzatori i razne metode kompenzaci je. .

Postupak odhédjivanja reda izohroma moZe se sprovesti i po-
modu naprezanga na 8isto savijanje. Na slici br. 14 b prikazana je greda op-
teredena silama 1ntenz1teta F na rastogangu a od oslonaca tako da je deo
grede izmedju sila opterecen na ¢isto savijanje pa je najveéi normalni napon

é4 = F a/ Wx = mg N. Pri povedanju opterecenja pojavljuju se u gornjem
i donjem delu Stapa nove izohrome.Opteredenje se moZe povedavati tako da se

moZe odredjivanjem ¢évrstode odrediti i najveéi red izohrome.

X.6.4. TARDY-SENARMONT-OVA METODA KOMPONEZACIJE

Ova metoda komponezacije spada u metode sa kruZnom inter-
polacijom. Pretpostavka primene ove metode kompenzacije je poznavanje prava-
ca glavnih mormalnih napona i red onih izohroma izmedju kojih se izudavana
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tadka nalazi.

Dispozicija analizatora i polarizatoﬁa je takva da su im
optitke ose ukr3tene i poklapaju se sa praveima glavnih napona u izabranoj
pesmatranoj tacki u kojoj se hode da izvr3i kompenzacija.Cetvrttalasni filtri

plode se postave-tako da im se opticke ose okrenu za MSo-prema optiékim
osama polarizatora i analizatora. Iz te dispozicije sistema okrede se sémo
anzlizator za neki ugao 6 sve dotle dok dizohroma (crna pruga) ne dbdje u
izabranu tacéku. Red izohrome se odredjuje sa m + r gde je r = ® 7180°.
Pri rotiranju analizatora u smeru kazal jke na ¢asovniku jedna od pruga - izo-
hroma dolazi u posmétranu tadku, kada na skali olitamo razlomak r = & 7180°.
Ako je izohroma niZeg reda doSla u tacku reda m oditademo m + r, a ako

je izohroma viSeg reda m + 1 doSla u tadku oditademo m+ 1 ~ r .

X.6.5. BABINET - SOLEIL KOMPENZATOR
NULTOBALANSNA KOMPENZACIJA

Najvide su u upotrebi kompenzatori koji rade na principu Ba-
binet -Soleil-a.Taj kompenzator se sastoji od dve plotice - tanka klina sa
malim nagibom od 2 do 3O od kamenog kristala (kvarca) koje su tako nap-

ravljene da su im opticke ose ukrstene pod pravim uglom kad Sto je na slici

br. 15 prikazano. .

E_éff:fatééiiigLL;l Koristedi kose povrsine klina,kliZe-
x d njem jednog po drugom moZe se menja-

e o,,,. ti debljina pomodu mikrometarskog

LN Lo u;'vt.n
% vul":""""_- s
L)

vijka. Kada su debljine ploCa dl:

NN TN
.
(-]

Va1 <
2 Ik
P
a

e = dd Jednake stavljanjem kompenzato-
nx 7{3&:" ra iza analizatora da se opticke ose

n: (X pompenzatora poklope sa glavnim prav-
ﬁ?' T Ty . cima naprezanja u datoj tacki te ne-

ma promene na izohromama, jer prolas-

Slika br. 15. kom svetlosnog zraka kroz plo¢icu je-

TR
1‘__7

dan klin izaziva usporavange a drugi ubrzavanje zraka. Okretangem mikrometar-
skog zavrtnja, moZemo menjati debljine klinova iznad posmatrane tacke i izazi-

vati efekat relatlvnog kasnjenja svetlosti.
Kadd pomeranjem klinastih ploca, ti. menJanJem debljine jed-

ne od njih iznad posmatrane tacke kroz koju prolazi tamna izohroma u jednoboj-
nom svetlu postignemo~efekat da tamna linija u toj tadki nestane,tj. na izo-
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hromi se uz pomoé kompenzatora dobije svetli deo, kompenzacija jé potpuna,te
se na mikrometarskom ili digitalnom brojéaniku odredjuje red izohrome sa dve
decimale, ili posredstvom kalibracionog dijagrama (red izohrome ili odmah raz-
lika glavnih napona). Nezgodha karakteristika ovog postupka je u upotrebi po;
navlJanJa postupka kompenza013e u svakoj tackl optereéenog modela.

Promenom opterecenga menja se broj izohroma i one se pOJaV—
ljuju na "izvor;ma" izohroma,a to su geometr13ska mesta tadaka na konturi

modela u kéjima dejstvuju spoljadnje povrsinske sile.

X.6.6. ODREDJIVANJE ZNAKA IVICNOG NAPONA

Ako znak iviénog napona nije poznat moZe se izvrditi proba
noZem (3iljkom) i izazvati lokalno naprezanje, te se iz pomeranja izohroma u

tom lokalnom podruéju u blizini ivice zakljuduje:

O .V . - . - >
17 Ivicni normalni napon je napon zatezanja, ako se izohro-
me pomeraju od ivice modela prema unutradnjosti kada i red izohroma raste pre-

ma konturi u okolini tadke pritiska, odnosno izohrome se pomeraju od unutras-

nJOStl modela prema konturi,ako red 1zohroma opada prema konturl u okolini tadé-
ke pritiska; _ , .

2° Iviéni normalni'napon Jje napon pritiska ,ako se izdhromé ;
pomebaju od ivice modela prema unutraéhjosti kada red izohroma opada prema kon-
turi u okolini tadke prltlska odnosno, ako se izohrome pomeraju iz unutrasngo—
sti ka ivici modela,kada red izohroma raste prema konturl u okollnl tacke pri-

tiska $iljkom.

X.6.7. ANALIZA NAPONSKOG STANJA MODELA.. .

Fotoelasticnim efektom opticke analize naponskog stanja do-
bijamo dva podatka u svakoj tacki opteretenog modela: pravece glavnih normalnih
napona (glavne pravece naprezanja) posrédstvom izoklina i polozZaja optiékih osa
polarizatora i anallzatora i-razliku glavnlh normalnlh napona - ( posredstvom-
reda 1zohroma koja prolaz1 kroz odredaenu tacku i opticke konstante plode mo-
dela). U ravnim problemima teorije elastidnosti javljaju se tri nepoznata kom-
ponentna napona 8x' , 8y i 2;, ili tri specifiéne deformacije £x ,

§j i X;y koje treba odrediti,ili pak treba odrediti dva glavna normalna
napona i pravac jednog od njih. Za utvrdglvanje stanga napona ili stanja defor«
macija modela pored podataka dobijenih optickom analizom pomocu izoklina i izo-
hroma potreban je jod§ jedan podatak. Moguéa je integracija jednadina ravnote-

-
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2¢ po odredjenim pravamayu datoj oblasti uz-poznavanje naponskog stanja u kon-

zurnim tadkama. Medjutim do sada na odgovarajuéi nadin to pitanje nije jo3 raz-

reSeno, ali postoje mnogi dodatni uslovi prethodnim analitidkim, numeridki ili
eksperimentalni da se to utvrdi sa viSe ili manje tacnosti.
Dilatacija u pravcu debljine plode modela vezana je sa glav-

7ilm normalnim naponima vezom:

£ .
64“"22_‘;")‘4“ Ez 2 (}41)
Sto zajedno sa:
g m
%4"21 = g y
a‘ ("mfz) Y : . (42)

‘reSsva problem,ali ostavlja otvorenim pitanje odredjivanja dilatacije &, za

svaki linijski element u tackama optereéenog modela upravan na ravan ploce mo-

dela u neoptereéenom stanju.

Drugi;moguéi naéin je odredjivanje invarijante naponskog

ctanja pomoéu zapreminske dilatacije.

X.6.8. MATERIJALI ZA MODELE I IZRADA MODELA ZA OPTICKU
ANALTZU NAPONSKOG STANJA KONSTRUKCIJA

Da bi se uspedno izvela optidka analiza naponskog stanja

"konstrukeije upotrebom modela treba izabrati odgovarajuéi materijal za model

koji treba da zadovolji sledede uslove: da Jje providan bez obojenosti; da je

"“homogen i izotropan u neopteredenom stanju; da je u "prirodnom stanju" bez

sopstvenih napona; da je idealno elastidan sa linearnom vezom napon dilata-
cija; daije visoko optidki osetljiv, da bi se za tanke modele dobio dovoljan
broj izohroma pri malim opteredenjima; da ima nizak optidki koeficijent:
da ima visok modul elastiCnosti, kako bi se izbegle velike deformacije; da je
malo osetljiv na male promene temperaturnog polja; da je lako obradiv i da ni-
Jje skup.

Danas jo3 nisu nadjeni materijali koji ée istovremeno i pot-
punc da zadovolje sve prethodne zahteve. DanaSnji materijali, narocito polies-
?erske i aralditne smole imaju visok naponsko optidki efekat uz zadovoljavaju-

ée ostale karakteristike. Kao nedostaci pojedinih materijala smatraju se sop-

stveni naponi usled starenja,odstupanje od linearnosti pri viSim naponima.
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Materijali se na trziStu nalaze obiéno u obliku ploda,tedne
plastike za izlivanje modela ili unapred livenih blokova raznih velilina i ot
lika, koji se masSinski obradjuju.

4 Kao materijali za modele se upotrebljavaju: mineralno stak-
lo,poliesterska metakrilna smola (pleksiglas), nitrat celuloze i kamfor (celu
loid),preradjeni kauduk,Zelatin (15 procenata Zelatina, 25 procenata gliceri-
na i 60 procenata vode), dekorit (fenolformaldehidna smola), trilon VP 1527,
epoksidna smola (araldit B, D , F), stirolalkidna smola (MIHM IMAS -SSSR),epol
sidna smola (ED - 6 SSSR) i druge. o ‘

Za dvodimenzionalnu opticku analizu naponskog stanja koris-
te se ploce koje se obradjuju visokobrzinskim glodanjem.

Za uspesnu obradu modela alat mora da je o tar,.brzina umere

na i da se skudaju tanki slojevi,a da se nozevi ne koriste za obradu metala.

X.T7. POVRSINSKA FOTOELASTICNOST

U postupku opticke analize napona na povr3i konture tela
efektom povrSinske fotoelasticnosti kao '"modelski" materijal upotrebljava
se relativno tanka obloga debljine 1 do 2,5 mm, koja je nalepljena na povrs
izvedenih konstrukcija,éihe je omoguéena direktna opticCka analiza stanja napé
na povrs$i realne konstrukeije. Jedan od nadina postavljanja tih obloga je da
se od fotoelastiénog‘materijalay izliju tanke plode ili 1juske oblika povrsi
konture konstrukeije i u zagrejanom stanju te ploCe ili 1ljuske su méke i mog
se prilagoditi obliku konstrukeije,koji po hladjenju i lepljenju se zadrie na
konstrukeiji. Kao lepak se koristi dvokomponentni‘lepak uAkoji Jje umeéan alu-.
mini jumski pbah, koji po oévriéavanju ima funkeiju reflektujudeg sloja.U ovom
sludaju koriste se refleksioni polariskopi. Kako je obloga relativno tanka i
pri deformisanju konstrukeije se deformiSe i fotoelastiéna obloga to'se moze
zanemariti itpor obloge,jer je mali i pretpostaviti da ona.ne menJja naponsko

i deformacioné stanje konstrukecije u odnosu na konstrukeiju bez obloge.
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X.8. PROSTORNA FOTOELASTICNOST

Fotoelastiéha analiza naponskog i deformacionog stanja se
danas koristi i za optiéku analizu prostornog stanja naprezanja elastiénih
konstrukeija. Jedan od najrasprostranjenijih postupaka je postupak "zamrzava-
nja naponskog stanja'. Model konstrukeije se pravi po zakonima modelske teh-
nike od fotoelastidnog materijalé. Zatim se takav model na poviSeno]j tempera-
turi optereéuje odgovarajudim povrdinskim silama i dovodi u naponsko stanje
toje odgovara naponskom stanju opteredene konstrukcije,té se zatim napregnut
model trajno ‘“"zamrzava" hladjenjem vrlo sporo do sobne temperature,éime nisu
promen jene opticke karakteristike i oblik napregnutog modela. Zatim se model
reze na tanke plode u kojima se mogu odrediti dve komponente - dva glavna
napcna, karakteristiéna za posmatranu iseCenu plocu, ali to nisu stvarni glav-
i, napdni,veé su to tzv. sekundarni glavni naponi.Postupak se ponavlja i za
druge dve ili bar jedrnu ravan,paralelno kojoj se ispituje trec¢i skundarni nor-
malni napon. '

Polimerni materijali su sastavljeni od lancano vezanih mak-
romolekula i njihovo ponaSanje se tumadi time da postoje dve strukture vezanih
" molekula: primarna koja ¢ini prostornu resetku unutar koje se nalaze molekuli
sekundarne mreZe.Pri poviéenju temperature 1 optereéenju modela primarna mre-
%a se deformiSe da bi u procesu hladjenja zadrZala taj oblik,dok sekundarna
ur'eZa ukleStena u reSetki primarne,daje opticdke efekte.

Naponsko stanje i struktura i oblik reéeﬁki se ne menjaju
ako se model izreZe na plode pri demu se mora voditi racuna da se pri rezanju
ue-zagreje i promeni stanje napona i stanje deformacija plolice.

Optidka analiza naponskog stanja u ovom sludaju je nesto
sloégnija(jer komponentni naponi u svakoj tacki modela ne moraju da budu upra-
vni ili péralelni sa ravnima rezanja plotica, niti su glavni naponi izrezane
plodice u svakoj tadki plodice u ravni plodice. ‘

Odigledno je da je problem teZi ako se radi o heterogenom
naponskom stanju gde dva glavna pravea nisu uvek u paralelnim ravnima.
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¥9.P RILOG
Na priloZfenim slikama prikazano je sledece:

) Na slici br. 16 prikazan je difuzni polariskop marke Tiede-
man sa fotoaparatom za snimanje optidke slike naponskog stanja modela i ra-
mom za optereéivanje modela. ‘

Na slici br. 17 prikazana je Sprava za baZdarenje fotoelas-
tidnog materijala koriS3denjem naprezanja na ¢isto savijanje grede. '

Na slikama br.17 i 18 prikazana su opticke slike naponskog
stanja grede opteredene na savijanja u funkeiji baZdarenja saﬁijaﬁjem,avsli—
ke su napravljene u tamnom i svetlom polju respektivno.

Na slikama br.20 i 21 prikazane su optilke slike naponskog
stanja opteredenog diska u tamnom i svetlom polju u funkeiji baZdarenja dis-
kom. '

Na-slikama br.22 i 23 prikazane su opticke slike naponskog
stanja u tamnom i svetlom polju polariskopa za sludaj plodice u obliku elip-
tikog prstena opterecenog spoljaSnjim koncentrisanim silama na spoljasnjoj
konturi.

Na slikama br. 24 i 25 prikazane su opticke slike napons-
kog stanja u tamnom i svetlom polju polariskopaza slucaj plodice u obliku
eliptiénog prstena opteredéenog koncentrisanim silama na unutrasnjoj konturi
plolice. ;

, Na slikama br.26 i 27 prikazane su opticke slike naponskog
stanja u tamnom i svetlom polju polariskopa za sludaj plodice u obliku elip-

-tifkog prstena opteredenog koncentrisanim silama na spoljasSnjoj i unutras-
njoj konturi kao superpozicija stanja napona iz prethodna dva sludaja.

PriloZene fotografije su rezultat eksperimenta asistenta
Dragana Jovanoviéa,studenta postdiplomskih St&dija Tehnidke mehanike na Ma-
Sinskom fakultetu Univerziteta u NiSu.Eksperiment je obavljen u Laboratoriji
Fakulteta strojarstva i brodogradnje Univerziteta u Zagrebu uz struénu pomoé
profesora dr Stjepana Jecida,koji rukovodi radem ove laboratorije i njegovih

saradnika.




113.
L Slika br.16 . s |

" Difuzni polariskop Tiedeman sa foto-aparatom i ramom.za opterecivanje

Slika br. 17
Sprava za baZdarenje foto-elastilnog materijala

korisdenjem savijanja grede
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Slika br. 26

~ Slika br. 27
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