MF 3639

ELEMENTI VISE MATEMATIKE I /' |

ANTON BILIMOVIC

o
!

{' .DIF,'ERENCIJALNI’ '.R‘A‘CUN‘_ _.
] NIEGOVE PRIMENE

. BEOSIA O3UAMOAUNIA YAPYIEROF PAGA - |
A RATERATKAY, MEXARSHY W ACTPOHOMALY
 LUBJIHEOTEKA

Bpop_ 2H952
Ravyw 2404 {986

oo % NOVINSKO-IZDAVACKO PREDUZECE - -
: TEHNICKA KNJIGA : VL
. BEOGRAD 1961 o




Nacrt za korice:
JOVAN VIDIC 3

1.1.

1.2,
1.21.
1.22.
1.23.

1.3.
1.4,

1.41.
1.42.
“1.5.

1.6.

1.61.
1.62.
1.7.

2.1.
2.2,
23,
231.

T 24,
28,

R A r:?'aﬁ.ajaw;: A YERPYRENOT PARA
AR H”*lT 1KY, MERRELY i ACTPOHOMHIY

¥ LE \o}-’-ﬂ‘-' -‘l.l;-'];‘A_‘

R

B pol: e
dayy : —- o
SADRZAJ
‘Predgovor ............ D S D . 7
Glava prva

FUNKCUJA VISE PROMENLJIVIH : ,
Funkcija dveju promenljmh ............... . A S 9

¥z Analiticke geometme u prostoru .... ...... ; 10
Ravan i prava . v.oveivvriniannnrenninninnnnns i S eal 18y
Povriine drugogareda ............... PR | TN PP SRR -
Opita jednadina drugog reda od tri promenljxve e o . 2 [ 27
Funkcija vi§e promenljivih. Funkcija tatke ........ , 29
Delimi¥ni izvodi i difefencijali. Totalni dlferencual ...... y 30
Implicitna funkcija i njeno dxferencxrame e A 35
Diferenciranje funkcija 1zra2en1h u parametarskom obhku .o 1139
Homogena funkcija. Ajlerova jednadina ............ By 41
Uopitavanje pojma funkcije v....eveeevensvnernneannan.. 43
Uopftavanje pojma izvoda i diferencijala ................ .. 52
Izvod u datom pravcu. Gradijent ...........ccevieiinnnn 56
Funkcija kompleksne promenljive. Preslikavanje ........ 57

"Glava druga
ANALITICKE PRIMENE IZVODA I DIFERENCIJALA

Neprekidnost funkcija vide promenljivih .................. 60
Raséenje i opadanie funkgije ... .. e E TS SEL I IR oW L
Ekstremum funkcije .... cocieevarcerscecriarrasensens. 63
Uslovni ekstremum ... Sarevarnsnvnase cunwed pmdbbn =y 74
Obilne i singularne tatkes ....... e 77
Prevojne tatke. Konkavifost i konveksnost ".............. 81



2.6

"2.7. Rolova, Lagrénicva 1 Ko§iieva téoreme. Teorema o sred- -
njoj vrednosti ............, U e en s .
2.71. Tejflorov i Maklorenov obrazac ............... e veres - 93
2.8. Necodredeni izrazi ............. i, 96
Glava treéa
REDOVI o !

"31. Pojamreda ..........- ... J TN S 103
311 Konvergentnost redOVA  ...e..vennvrirenrrreeesrsnnnnonn 107
. 3.12. Uslovi konvergentnosti ........... ey 108
" : 3.2. Tejlorov i Maklorenov red. Njthova primena ......... SIS § £ 1

| 3.3, Prira¥taj funkcije i njeni diferencijali ....... T 120

i 3.4 Uopstavanje eksponencijalnih i trigonometrijskih funkcija -

i kad je argument kompleksni .........ccoviiiiiiiiieiannn 122
| \ . o . . Glava Zetvrta
IR i L 1
LI ] . 1Z DIFERENCIJALNE GEOMETRUE -

i |r I- | ) . . ’ . ) . a
L “l‘l !i!‘l 4.1.  Kriva linija u ravni. Primeri ........ .. ... 126
[ i i 4.11. Kriva kao hodograf vektor-funkeije ...........0....0 .. 129

I [ 4.2) : Tangenta i normala . ........0eunn.... e ‘130

2.0 4.21. Trvod vektor-funkcije. Metritka forma .;.........c...... 131

4.3. Krivina krive linije u-ravni. Poluprehik i centar krivine . .. . 134

4.4. Prava i kriva u prostoru. Zavojnica. Loksodromd .......... 139

-4.41. Prirodni trijedar krive. Diferencijalni elementi drugoga reda 141

4.5. ' PovrSina. Tangentna ravan i normala. Krivina povr§ine .... 144

Glava peta
) 1Z KINEMATIKE

5.1. Podela Mehanike. Kinematika ..................cc.uu... 149

52, Kinematika talke ..........ceiieiitiniieeiiiiiiaaaaa 150

5.3, Kinematika &vrstog tela . ...... ...ttt it 154

5.31. Translatorno kretanje &vrstog tela..............couvnennn. 155

5.32. Rotacija ¢vrstog tela. 0ko nepomidne 0S€ ............ veee 156

5.33. Ravno kretanje &vrstog tela ................ P b1

5.34. Op#ti slutaj kretanja &vrstog tela _............. Cenieaee 159

5.341, Helikoidalna osa .............. e eireienevereerans vee,. 161

Index rerum ........ e ieeaenn e S 1.2

Asimptotski proces

i

o

I
i
3

=

3

‘:‘Bﬁf -

PREDGOVOR

Prvi deo mojé knjige ,,Elementi vise matematike® - bio

je posveten Uvodu, u kojem sam izloZio prethodni, neophodan

materijal iz Elementarne matematike, zatim prouavanju pojma
funkcije, jedne nezavisno promenljive, i uvodenju pojma izvoda,

. osnovnog pojma Matematitke analize. U vezi sa prougavanjem,
. pojma funkcije uveo sam elemente Teorije vektora i izloZio
““osnove Analititke geometrije u ravni.. Pri proutavanju poymova

1

izvoda i diferencijala u prvoj knjizi imao. sam za cilj dal
objasnim te pojmove u najprostijem obliku, i da dam pravila!
za diferenciranje. Bitno ~usvajanje tih pravila, 1. ne- samo
njikovo poznavanje, veé i moguénost operisati njima od samog
po&etka izudavanja Diferencijalnog rafuna, znatno olaksava

" kako refavanje zadataka iz te oblasti Infinitezimalnog ratuna,

tako i razumevanje daljeg produbljavanja teorije funkcija i
diferencijalnih izraza vezanih za njih. U Predgovoru prve
knjige okarakterisao sam i nafin izlaganja VisSe .matematike
za nestruénjake matematiare. Tog natina i istog metoda
izlaganja pridrZavao sam se i u 0voj, drugoj knjizi.

U prvoj njenoj glavi progiren je pojam funkcije, i to

kako za veéi broj promenljivih, tako i prema formama funk-

cionalnih veza izmedu tih promenljivih. ProSirenje pojma
funkcije odnosi se ne samo na realne veli¢ine skalarne prirode,
veé i na velitine komplikovanije prirode — na imaginarne
i vektorske velitine. To su prvi koraci u postupnom uop-
$tavanju tog pojma. U vezi sa pro§ire1}_jem poj_ma funkcije
prosireni su i pojmovi izvoda i diferengljala. Pri tome: sam
pokugao da prikaZem funkcije i operacije sa njima kao odraz

" konkretnih prirodnih procesa. :

s




U drugoj glavi su navedene analititke primene izvoda
i diferencijala- kod proudavanja -osnovnih osobina funkcija:

Na izloZenom materijalu jasno se vidi u kolikoj meri ved -
Elementi diferencijalnog ratuna omoguéuju dublja proudavanja

osobina funkcionalnih veza.

Treéa glava je posveéena osnovnoj predstavi funkcije
redom, sli¢nim polinomu, konafnim ili beskonalnim. To je

glavni matematiZki aparat za izradunavanje vrednosti funkcije

za -odredenu vrednost argumenta. Taj aparat obilato se
primenjuje i pri programiranju rada savremenih raunskih
masina. . L
Cetvrta i peta glava posvedene su osnovnim primenama
Diferencijalnog .raduna, u Geometriji i Mehanici, i to samo
u Kinematici, tatke i &vrstog tela; primena u Dinamici zah-

teva i drugu oblast Infinitezimalnog raduna — Integralni.

radun. I ovde sam se pridrZavao nadina izlaganja jednostavnih

prirodnih . predstava, koliko je to okvir knjige dozvoljavao. -

U izlaganju ‘i ovih glava obilato je primenjivana vektorska

" metoda i to u §to jednostavrijoj formi, ali-sa jasnim geo-

metrijskim tpmaSenjem. | % .
Er’i ~ redakciji rukopisaii ove kijige pomogao mi- je
prof.

V. Mi§kovié, kome dugujem dubolku srda¢nu zahvalnost.

QCHOBHA OPFANASALMJA YIPYINEROT PAZA
A MATEMATHKY, MEXAHRKY W ACTPOHOMHIY
BliBﬂMOTEKﬁ..
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Glava prva
_FUNKCIJA‘ VISE 'PROME_NLJIVIH
1.1. Funkcija dveju promenljivih ‘

Veé u -prethodnoj knjizi*), pri proulavanju funkcije

jedne nezavisno promenljive, bili smo, .ponek_qd,_prinudeni_
da govorimo o matematitkim izrazima koji zavise od‘.
dve promenljive. -Tako smo, mnapr., radili sa Jednac‘.mox.nI '
krive linije drugoga reda u obliku F(x, »)=0, gde jel

izraz na levoj strani zavisio od promenljivih x 1 ». Ali
ove promenljive, kao koordinate tatke te kri.ve, nisu bile
nezavisne, a sim matematitki izraz imao je konstantnu
vrednost. :
Sad ¢éemo, medutim, navesti primere matcmatiéki'h
izraza sa dve promenljive, u kojima se te promenljive menjaju
nezavisno; a menja se i sim izraz. :

- Uzmimo - pravougaonik sa dimenzija_ma x 1y Njegova
povrsina, . O, jednaka je proizvodu xy, tj. Q=xy._Svaka se
od ovih dimenzija moZe menjati na proizvoljan nacin; prema

_tome, x i y se mogu smatrati kao nezavisno promenljive.

Veli¢ina @ je zavisna promenljiva,_ili funkcija dveju nezavisno
promenljivih, dvaju argumenata, X 1 y.

Uzmimo drugi primer. Neka odredena kolifina tzv.
idealnog gasa ima zapreminu v litara; neka se nalazi pod
pritiskom p atmosfera i ima temperaturu 6° (teta) stepena

*) Elementi viSe m.atematikc I. Funkcija. Izvod. Diferencijal.
,, Tehnitka knjiga*. Beograd. 1961. - .
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. veli¢ina, x, y, z. Zato ¢emo uvesti- Dekartov koordinatni
- na ravni odredenoj osama Ox i Oy (sl. 1) podignimo iz

10

Celzijusovih. Ako sa T=6°+273° 16. oznatimo apsolutnu
temperaturu tog gasa, prema Bojl-—Mariot—Gejlisakovu za-
. konu moZemo postaviti ovu vezu izmedu navedenih veli¢ina:
pv/T =const.=R, gde je R imenovana konstanta sa vrednoséu

R=0,082054 lit. x atm./grad. Ako stavimo p=z, T=x, v=yp,

‘iz prethodne jednadine imamo z=Rx/y. Ako temperaturu, X,
1 zapreminu, y, smatramo kao nezavisno promenljive,. priti-
sak gasa, z, je funkcija tih promenljivih. Desna strana pret-

hodne jednadine pokazuje operacije koje treba izvriiti sa x.

i y da bi se dobila vrednost funkcije, z.

U elektrotehnici nailazimo na sli¢nu_funkciju. AkQ sa

z=i oznafimo ja&inu struje, $a- x=F,—V; napon struje

(razliku elektri€nog potencijala) i sa y = R otpor provednika,

kroz koji prolazi struja, onda, pod izvesnim uslovima, moZemo

primeniti Omov zakon, koji daje i=(V,—V,): R ili z=x/y.

- 1z Geometrije, - Mehanike, Fizike i drugih nauka se
mozZe navesti viSe konkrétnih primera funkcije koja zavisi od
dva argumenta (navesti takve primere!).

Ako hotemo da napiSemo u op§fcm obliku da pro-

menljiva veliina z zavisi od nezavisno promenljivih x, y,

tj. da je z funkcija od x i ¥, moZemo staviti’

. z=f(x, 7).

U svakom konkretnom sludaju, na desnoj strani treba

da bude pokazan postupak za odredivanje vrednosti funkcije z,
kad su date vrednosti x i y iz njihovog podrudja. '

Za geometrijsko’ tumatenje jednagine ) iskoristi¢emo . .

neke pojmove iz Geometrije u- prostoru.

1.2.'Iz Analititke geometrije u prostoru
Nag je cilj da objasnimo vezu izmedu triju promenljivih

sistem sa tri ose, tj. Dekartov pravougli koordinatni trijedar,
o kojem je ve¢ blo reéi u prvoj knjizi (I, 1.7). Kao i ranije,

tatke O normalu i oznaéimo na njoj -pozitivni smer; dobice-

v
;

mo ésu Oz. Taj smer biramo i ovde tako da smerovi osa

Ox," Oy, Oz odgovaraju’ redom paicu, kaZiprstu i srednjem -

prstu leve ruke u njibovu poloZaju (levi ili terestrig"{ci trije‘}dgr)._'
Uzimajuéi od ovoga suprotni smer ose Oz, dobiemo vs‘rizz
trijedar, koji je pogodniji za proutavanje stvarnog (ne privi
nog .sa -nepokretne Zemlje) kretanja .
* pebeskih tela. Znamo kako se mo-
gu za svaku proizvoljnu taéku,__’M ,
prostora konstruisati tri vektora OM,,
'«0?12, 'O—A—}x, sa ‘mernim brojevima
“x, y, z, koji se zovu Dekartove koor-
dinate tatke M u prostoru, i koji .
~ odreduju poloZaj ove tatke u tom
prostoru. o
' Za istu tatku M se moZe kon-,
‘struisati i pravougli paralf:leplpedvsa
jvicama x, y, z. Rastojanje d tgcke
-~ M od pobetka koordinatnog - siste-
-ma, kao dijagonala pravouglog para- -
Jelepipeda, iznosi: d= +, X"+ y2 4 z8.

' tem u prostoru

Ose Ox, Oy,.O;z su koordinatne ose. Ravni Oyz, 0zXx,

. Oxy su koordinatne ravni. Ove ravni dele prostor na osam.

delova, osam oktanata: 1na slici etiri nad Oxy ravni i Ce-
tiri ‘pod tom ravni. Odredite znak svake koordinate u sva-
kom - oktantu. S E e .

Resimo nekoliko zadataka. 1. Odred}tl rasto_]an]e-vlzr_nexdlu
dve tatke u prostoru, — Koordinate datih ‘tabaka My i M,

oznaliemo sa My (X1, Vis zy), My (X3, Yo zp). Uzimajuci w-

i ivicama — ,—2z, 1 dija-
ir paralelep1 sa ivicama Xp— X1, Y2 Y1 Z2 z,
gglelarlorr)n Mlllzzeg, neposredno sa slike (st. 2) imamo

e
cd= 4 Y G X + Gy (22 —21)"

i j § lazi kroz
' iti koordinate tatke M na pravoj §to_pro
tzz;él(c)tedﬁl; M, i deli datu duZ u datoj razmeri, i to tako da

j jajuéi iie izvodenje sludaja podele
M : MM, =2. Ponavljajuci rapije 1zvoaenjs
.licué‘il 1u ravni, ! lako dolazimo (sl. 2) do ovog rezultz?,ta

e G ) (1490, y=0n + (L), 2= (a2l +.

'SI. 1 — Koordinatni sis- -



— . - '
3. Vektor OM (sl. 1) obrazuje uglove «, B8, v sa koordinat-

nim osama. Naéi vezu izmedu tih uglova.

Po$to su koordinate tog vektora oznalene sa x, y, 2, a
OM sa d, neposredno sa slike imamo x=dcosa, y=dcosB,

z=dcosy a odavde, posle dizanja na kvadrat, sabiranja i’

deljenja sa d?=x2%+32+ 22, imamo cos?a+ cos?P +cosly=1.
' 1z ove jednaCine neposredno sleduje da za odredivanje pravca
bilo vektora -bilo prave u prostoru treba da znamo samo dve

: ' veli¢ine, napr. dva -kosinusa,

odnosno dva ugla; tre¢i kosinus, -

odnosno ugao, se odreduje’ iz
‘navedene jednadine. U opstem
sludaju ovakvo odredivanje nije
jednozna&no; treba da bude poz-
nat jo$ i dopunski uslov o znaku
kvadratnog korena, odnosno o
oblasti odgovarajuéeg ugla. NiZe

jednozna&no odredivanjé poloZas
ja ‘pravca pomocu samo dv
.veli&ine. '

- 1
~ Predimo sad na iskoris-
éavanje Dekartovih koordinata
tatke u prostoru za geometrijsko

: ll- .
Sl. 2 — Rastojanje izmedu dve
tatke. Podela dufi

visno promenljivih. :

: toru &ije koordinate x, y, z za-
. dovoljavaju jedna&inu (1) z=f(x,y). Za svaki par koordinata
x, y ova jednadina daje jednu, viSe ili nijednu vrednost z.
Zaustavimo se na slufaju kad daje jednu vrednost (sl. 3). Tada
za svaki poloZaj tatke M’ (x,y,0) u odredenoj oblasti, koja
odgovara prirodi funkeije f(x,y), u ravni Oxy, recimo, sa
granicama a; < x<<ay, b; <y < by, dobijamo odredznu talku
M (x,y, z) u prostoru. Ako tatka M’ menja neprekidno svoj
poloZaj u. toj oblasti,. tatka M opisuje u prostoru, u opstem
slutaju, povr§inu. Primetimo da oblast promene x i y, podruéje
tih promenljivih, moZe bifi ne samo pravougaonik, recimo
ABCD, veé i povrina omedena krivolinijskom konturom, pa

12 EMELNC | =

.. éemo pokazati drugu metodu z4 -

tumadenje funkcije dveju neza-

Potra¥imo talke u pros-

e e
e T T

¥ak i cela ravan Oxy. 'I’rcma tome, jednaina’ (1) ima geome- -
trijsko tumadenje u obliku povriine.

© Kao prvi- primer uzeéemo jedna&inu, %’dc, je fé:,ég
funkcija prvog stepena po Xx 1), (2) z—_—jc.zxd—% g%-'c(’)dgovara
a b,c-'_.koﬁstan"te, i ppkazg(’:.emo ,_da toj je nz?Z ini oc 'x%ld ara
u’ ‘prostoru ravan. Na ?ovréml )sa' 'J;fnz(islgimz()) ul?(l)](l)rdinate
cojzvoline tatke: Mj (x1, y1,21) 1 Mz (Xg, Ve, Z2)- t
gl\‘:i)lllz‘;gg:lia tnforaju ;adovoljavati jcdnaému (2); pr_emz t{;mce
moramo imati dva identiteta: z, =ax, +'by1 +¢, Zp =qu2 :_aé}l;zu M.' _
Na pravoj §to spaja tatke My1 M, uzmimo proizvoljnu o + |
Koordinate ove tatke moZemo predstavitt 1zrazm_1a)\ ‘= +1 +
X)) (1 A4A)y e eesees videli smo da pri pronlleln. ot
do — oo tatka M prolazi kroz sve moguce poloZaje na pr.

le 3 — Povriina ' §1. 4 — Sferna povrina

5 i e M, i M, Pokazatemo da sve ove tatke
;;) lggglalf; 1:;;)vzrgf'xfik(2).1Zaist21, uvrsti{no ){c;%rdn'gtgaov? niﬁ(g
cednadinn (2) 1 pomnoZimo sa 1+ AV,

1211 iegza(xlgug\xz)+b(y1 +ayg) +e (1+2), ili 51—(ax;+lz)};;;l—_
+c) A |z,— (a%y + byz + ©)] =0, a ova ]edqg _mgt, tn by
vu ré.hijih identiteta, sama S€ p_retvara_u 1 Cl:ltl et. ¥ zlvol' fllc
dokazano da sve tatke prave, koja prolazl kro%( ve pr e gku
tatke date povriine, pripadaju toj povrsini. Takvu gcomo x_]i
osobinu ima samo ravan.. Funkciji z prvog stepena p .y

odgovara prema tome ravan.

13



Sli¢no slugaju’ funkcue )edne ‘nezavisno promenljive,, gdc
smo imali dva oblika za izraZavanje funkcmnalne zavisnosti

izmedu dve  promenljive x i y, naime: eksplicitni> oblik
y=f (x) i implicitni F.(x,»)=0, —1 u sluéaju funkcije, dveju
nezavisno promenljivih, funkcmnalna veza izmedu tri promen-

Jjive x, y, z moZe se izraziti u eksplicitnom obliku,: naime

z=f (x, ), 1 u implicitnom @ (x,y,z)=0, pri Semu -ostaje
.mogucénost izbora koja ¢ée se od promenljlvxh smatrati kao
funkcija ostalih dveju

Kao primer uzeéemo _]cdnaému 3) x2+ y2+22 R gde
je R konstantna duZina. Iz ove _;ednaéme, smatrajuéi z' Kao

- funkciju x i y, imamo (4) z=+  RE=x%—y2, Posto leva stra-

na jednaline (3) ima vrednost kvadrata rastojanja talke sa

koordinatama x, y, z od poletka koordinata, vidimo da prema .

toj jednalini ovo rastojanje ima stalnu vrednost R. Takvu
osobinu ima povrSina lopte (sferna povr§ina) polupretnika R

- sa sredi§tem ‘u  potetku koordinata (sl. 4). Na taj nadin mo-

Zemo tvrditi da funkcun (4) odgovara povr§1na sfere polupre-
tnika R. Jasno je da je podruéje nezavisno promenl_uvxh xiy
krug polupreémka R 1 ravni Oxy Samo za ovo! podrutje’
funkcija z ima realne vrednostl; Dvostruki znak kod korena

pokazuje da talki sa koordinatama'x i y u ravni Oxy odgo-| -

vara_]u dve vrednosti z i prema tome dve talke sferne po—
vrdine: jedna iznad ravni Oxy, druga ispod nje.

Na osnovu obrasca za rastojanje izmedu dve p'roizvol_]ne

taCke prostora moZemo kazati da jedna&ini (x —x)2+(y—y)2+

+(z—z)*=R® odgovara sferna povrsina poluprcénika R sa

sredi§tem u ta&ki C (x., y,, z.). Za ovu povrsinu- funkcua z
ima’' vrednost

Z=Z‘._.:t VRZ—(x—xc)z—(y—y¢\2' ‘

Treba da uinimo jednu primedbu o postavljanju funk-
cionalne veze izmedu veli€ina, koje se odnose na isti predmet,
odnosno na istu pojavu. Uzmimo, primera radi, za predmet
pravu kupu i posmatrajmo, u vezi sa njom, ovih pet velifina:
polupreénik osnove r, visinu h, proizvodilju /, botnu povriinu

S 1 zapreminu V. Jasno Je da sc te velidine nalaze u medu-

sobnoj funkcionalnoj vezi, jedne zavise. od drugih. Za mate-
matitko formuhsanje tih veza treba, pre svega, prouém prxrodu

~tog predmeta (to Jc glavm 1strainvaék1 posao!) i ustanovm

14 . N

| natin, da se odredi dati objekt.

du n]lh

" kretno dolazi do pred-

¢
léma i koji je na_)prostux mogu
kolxkl o R broj ot U najem sludaju, po§to se .
la oko jedne njegove

dobiva obrtanjem prav_quglog troug
]];gfeaie, oza potrebne najprostuc velitine  moZemo uzeti katete

‘tog trougla.- Za kupu ée to biti polupreémk osnove r i visina

nkciji tih dveju. Odre-
ostale veli¢ine se odreduju u fu

gw;sa‘r,x?e tih funkcua, njihove prirode, odnosno matemanék]c;g_
izraza ponekad nije tako jednostavan posao. U naSem s

gaju imamo ove funkcue 1= Vrre ke, S== rl=mnr)ri+ h2

;V=-1—:rr2h
3

Slxém je postupak i pri postavl_)anju funkcxonalmh é\;:eza
1zmedu velitina koje stoje u vezi sa nekim, nplx; , fxzxa tﬁg
pOJavama Rad velikih umova i%ao je, u toku vekova, z

-da se pronadu takve’
" yelitine 1 da se postave

funkcxonalnc veze 1zme-

“Poto povréma
vrlo zgodno prlkazuje ,
ponasan]e funkcije dve-
ju promenljivih, poka-
zacemo kako se kon-

stave neke povrsine.

1. Prvo, za to
slu¥i modeliranje povr-
Sine. Globus — to je _
svima poznati model S). 5 — Horizontale povrSine Avale

celokupne Zemljine po-
Vf51n62 Drugi nafin za predstavu povrsme upotrebljuje se u
kartografiji, pri predstavljanju dela Zemljine povrsine.

Ako povrsinu sa jednatinom z = f(x, ¥ preseée;xg ;:izl?n’i
ravni, paralelnih sa Oxy ravii, na Jedne;zkom ;; 1t‘:1 ]do- .
jedne od druge, onda - ¢emo. za z=0, z z 2};, do-
biti piz jednatina f(x, »)=0, f(x,y)="h, f();', y)= Zh .
Svaku od ovih jednatina oblika f (x, y) = const. nd (g G i ed
mozemo zaszlm refenom po y 1 tada ¢emo dobitl. jed-.
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nadina y=9¢ (x, nh), (n=0, 1,...). Za svaku vrednost n do-
bijamo, u op$tem slu®aju, krivu liniju; oblik te krive zavisi od
vrednosti parametra nk i prirode povr¥ine. Ove se krive zovu
horizontale. Ako h'nije suvife veliko, u odnosu prema. ve-
li¢ini povrine, ove horizontale daju u dovoljnoj meri jasnu
predstavu povriine. Na slici (s] 5) su nacrtane horizontale
povriine Avale. E

.1.21.' Ravan i prava .

Videli smo da jednalini.z=ax +by+ ¢ odgovara ravan. h

- Napifimo sad jednalinu prvog stepena po X, y, z u opitem
obliku ovako: a;x+a,y+azz+a,=0 i pokaZimo da ovoj jed-
nacini odgovara ravan. Zaista, ako je ag#0, prethodnu jed-

naéinu moZemo resiti po z i dobi¢emo jednadinu.z=ax+by+c-

sa oznakama a= —a,fa;, b= —a,/a;, ¢=—a,la;. Podto do-
- bivenoj jednalini odgovara ravan, jednalini u opStem obliku

~ takode odgovara ravan. Ako je a;=0, op$ta jednadina uzima

oblik ayx +a,y+a,=0. Pos§to ova jednalina, tumafena sama
po sebi u ravni Oxp, predstavlja pravu u toj ravni, a ne sadrZi
promenljivu z, koja, prema tome, moZe uzimati proizvoljne
‘vrednosti, — to jednadini ayx + a,y +a,=0, shvaéenoj u pros-
toru, ‘odgovara ravan upravna na ravni Oxp, koja tu ravan

see duZ prave (u toj ravni) sa jednadinom ‘@ X+ay+a,=0..

Prema tome, moZemo tvrditi da jednafini u opStem obllku
a;x+ayy+azz +a,=0 uvek odgovara ravan.

ReSimo nekoliko zadataka.

1. Odrediti odseke koje ravan ¢&ini na koordinatnim
osama. Ozpadimo te odsetke sa p,q,r. Onda tatke preseka
" A, B, C ravni sa koordinatnim osama imaju za koordinatne
vrednosti: 4 (p,0,0), B(0, ¢,0), C(0,0,r). Kako ove koor-
dinate moraju zadovoljavati jednadinu ravni, za odredivanje
P, g, r imamo ove jedqaéine ap+a,=0, a,q+a,=0, agr+a,=0.
Odavde za a;+#0, imamo '

P=—ayay, 9= —as/as, r=—a,/a,
pri Cemu pretpostavlijamo da su zadovoljeni i uslovi a;%0,
a;50, a,50. Jednatina sa odseécima p, g, r tada izgleda ovako

X
d_f_:y__*._z_: 1. v

P .q T
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‘poklapa sa tatkom O u posebnom
‘sluaju kad ravan prolazi kroz po- -

" gde su a, B,y uglovi $to obrazuje

& | Ako je a,=0, op$ta jednadina ima oblik a;x-+asy-+asz=0.

| Ravan §to odgovara ovoj }ednaélm prolazi kroz poéetak koor-
dinatnog sistema; svi njeni odsefci.-na osama jednaki su nuli.
Oblik sa odsefcima gubi smisao. Ako je 4,70, a, recimo, @, =0,
jednadini @,y +azz +a,=0 odgovara ravan para]elna sa x osom
(p— ) koja sefe ravan Oyz duZ prave sa jednalinom agy—i-
+a,2+a,=0 u toj ravni. Najzad, ako su a; =01 g,=0, je-
dnadini ayz+a,=0 odgovara ravan paralelna sa Ox i Oy, tj.
sa ravni Oxy, na rastojanju z= —ay/az od poéetka koordinata. -

- Jednalini z=0 odgovara sama ravan’ Oxy Na slidan naéin

se prouéavaju i ostali sluéajew

2. IzveSéemo jos tzv. normalni oblik _]ednai‘me ravni. Po-

« vucimo iz poletka koordinata normalu na daty ravan (sl )

Oznadimo sa N tatku preseka te
normale sa datom ravni ABC. DuZi-
nu ON oznadimo sa n. Talka N se

Zetak, Ako ravan 4BC ne prolazi kroz
po&etak, iz jednadine te ravni sa od-
sedcima x/p+ylq+z/r—1=0 posle
mnoZenja sa n i uzimanja u obzir da
je nfp=cosa, n/g=cosB, nfr=cosv,

normala sa koordinatnim osama, do-
biemo jednalinu ravmi xcosg+ SL 6 — Ravan

+ ycosP +zcosy—n=0 u normalnom '

obliku. Kao parametri ravni u ovoj

Jednaéml sluZe: rastojanje n podletka koordmata od te ravni
i tri ugla, o, B, v, izmedu kojih posto_u veza cos?a+ Cos2B +
+cos?y=1; prema tome, imamo tri nezavisna parametra po-
loZaja ravni. Ako ravan prolazi kroz poletak koordinata
(p=g=r=n=0), jedna¥ina ravni uzima oblik xcose.+ycosp +

4+ zcosy =0 i izraZava normalnost vektora poloZaja Oﬁ} (x,¥,2)
proizvoljne tatke M ravni i jedinitnog vektora normale sa
koordinatama cosx, cosp, cosy. Skalarni proizvod tih dvaju
vektora jednak je nuli. \

Transformacija na normalni oblik opite jednaéme ray-
ni a,X+a,y+asz+a,=0 vr§i se na isti nafin kao i transfor-

2 Difermcijalni'rac‘.un.i njegove p;—im,:ﬁe - ) 17



macija jednatine! prave u ravni (I, 2.31). Normirajuéi mnoZi-
lac ovde ima vrednost A=1:+} 2+ 42+ ,%. Znak pred kore-
nom treba da bude suprotan znaku- velidine a,.

3. Rastojanje tatke od ravni. Sli¥nim rasudivanjem, kao -

i u sluCaju odredivanja rastojanja d tatke od prave u (I, 2.31),
dolazi se do obrasca za rastojanje talke M, (xy,¥y,2;) od ray-
ni sa jednalinom u normalnom obliku &= x; cosx - y; Cosp +.
+Zz; CoOSy—n. " oo

]

4.-Ugao izmedu dveju ravni. Ako -su date jednaline

dve ravni, svaku od njih moZ¢émo svesti na normalni. oblik

sa koordinatama jediniénih vektora normala cosx;, cosB;, cosy;;
- COSay, COSPB,, COSYy. PoSto je ugao 0 izmedudveju ravni jednak uglu

izmedu normala na tim ravnima, a taj se ugao moZe -odrediti

iz skalarnog proizvoda, moZemo napisati cosd = cosa, cosa,+

Ako treba, moZemo tu vred-.
nost dopuniti i vredno$¢éu sin6 iz vrednosti vektorskog pro-
izvoda tih dvaju vektora. Iz vrednosti kosinusa moZemo na- -
pisati uslovza normalnost dveju ravni cose, cosa, -+ cosB; cosfy +

+cosf; cosPy + cosy; cosYs.

+ €08y, Cosya =0, koji se moZe zameniti uslovom izraZenim

neposredno pomoéu koeficijenata op$tih jednalina ravni, na-

ime u obliku a,b; + a.b, + a3bs=0, gde su oznake otigledne.

-Nije te$ko. proveriti da se uslov paralelnosti dveju’ ravni iz-

raZava proporcionalno$éu koeficijenata pored x, y, z, tj.

Cayiby=ay:by=ay: by

5. Napisati jednatinu ravni §to prolazi kroz tri date

tatke: M,y (x1, y1,71), My (X3, Y2, 25), M3 (X3, Vs, 25). Za reSava- .

nje ovog zadatka posluZi¢emo se determinantama. Pri refava-
nju sli‘nog zadatka u ravni (I, 2.31), naime pri odrediva-
nju jednadine prave kroz dve date tacke u ravni, dobili smo

jednadinu: (y—y,)/(¥z—y1) = (x—x1)/(x5— x;), koja [se moZe
napisati u obliku determinante

X=X, Y~
Xo— X1 Y3~ N1

Ovu determinantu drugog reda moZemo zameniti, jed-
nostavnijom po formi, determinantom tre€ega reda (proveri

ovo!):_ o -

r
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x; y, 1
x‘b Y1 1 =0,
Xy, Yo 1

Da dobijena jednatina zaista odgov%r'a pravoj.kroz_ <'i.vc
date tatke, vidi se neposredno po tome 5to: 1. pri: ra_zgja-
pju determinante po elementjma prve vrste, ona daje Jg na-
ginu prvog stepena po X i'y; 1 2. ako uvrstimo u tu ete_;—
minantu, mesto promenljivih x 1 ¥, bilo koordinate prve tac-

i ' iCemo ; inantu sa dve
ke, bilo druge — dobifemo u rezultgtu' dete'rm'ln_an >
i jednake vrste, a takva determinanta’ je identitki jednaka nuli

i ju . alogno
roveri to!). Navedena dva razloga pokazuju . da, an s
_%)dnaéinu rzzvni §to prolazi kroz tri -date tatke u - prostoru

‘mo¥emo napisati u ovom jednostavnom obliku

x y z 1

Xyl 0.

X Yo 2z 1

X3 ¥ 23 1 - ‘
Sad lpredimo na proutavanje prave u prostoru. Kako

svaku pravu u prostoru moZemo smatrati kao presek dveju

ravni, tatka M sa koordipatama X, y, z koje zadovoljavaju

“sistem od dve jednafine (1) @)X+ ayy+asz +a,=0, byx+ byy+

+byz+by=0 od kojih svaka predstavlja ravan, pripadaju pra-
voj preseka tih ravni, tj. jednoj pravoj u prostoru. Znamo, s

_ druge strane, da se sistem jednaina prvog stepena po X, ¥, Z

moZ¥e zameniti ekvivalentnim sistemom od dve jednagine prvog
stepena i u drugim oblicima razlititim od navedenog. Prema
tome, dve jedna&ine prave u prostoru mogu_bm pret.istavl_].enc
takode u raznim formama., NaveSCemo nekoliko .t.akvxh obhka,
slu¥eéi se meposrednim geometrijskim posmatranjima.

Pre svega refimo ovaj zadatak. Napisa:_ti _jed'naéine prave
u prostoru pomocu jednatina ravni koje projiciraju datg pravu
pa koordinatne ravni. ‘ _ o

Neka je prava u prostoru data sa dve ta_t‘?kg: Jk'll .(xl, Y1 Z1,)s
M, (x5, V2, 25). Uzmimo ravan Oyz. Projekcije M, 1l.Mz datih
tafaka na tu ravan imaju koordinate My’ (0, y1, 71), My (0, y, 25)-

) Jednatinu prave, u ravni Oyz, ¥to spaja tatke M, 1 M, mof h
¥emo izraziti determinantom - S N E -

’
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" dveju ravni

y z 1|
n 5l ,=0,
l.}’z zg 1

A=

§n_xatrana u prostoru ova jednatina predstavlja ravan koja pro-
jicira datu pravu na ravan Oyz. Projekcije date prave -na
druge dve koordinatne ravni Ozx i Oxy daju jednadine drugih

z x 1 x y 1|
z; x 1 |=9, x yi 1 |=o.
Zy Xp 1 L Xy yp 1 :

Svaki par jednalina napisanih u obliku dctex:miﬁanata 6dg6-

vara datoj pravoj. Radi veZbanja moZe se potvrditi da eli-

minisapje zajednitke promenljive ma iz kog para . jednalina
dovodi do treée jednaline. . - oo

Posto jednaéiﬁi'ptoizvbl'rine ravni ¥to prolazi kroz. pre-

- sek. dve ‘date ravni uvek rToiemo dati oblik |

(2) {91x+-a2'y+aaz+a4+7\(b1x+b2?y+b3z+l:;4)=0’

gde je A (lambda) proizvoljan broj (dokai to!), uvek moZemo,
odred;van;cq broja A, odrediti takvu ravan koja prolazi kroz .
datu pravu i zadovoljava neki dopunski uslov. Tako, napr.,

za ravan koja prola’zi kroz datu pravu i datu tatku, van te
prave, sa koordinatama x;, y;, z; broj A s¢ odreduje iz uslova

aix1+agy1+aszl+a4+K(b1x2+b2y2+_b322+b4)=0,

-y ! 4 . - .
te, prema tome, traZena ravan ima jednalinu-

alx"i'azy"l‘asz'*;a‘._ b1x+b2y+b32'+-b4v
alx1+02y1+0321+a4 ‘blx1+b2y1+b321+b4-'

. Za pravu datu jednacinama (1) moZe se odrediti pomocu
X i ravan koja projicira datu pravu na neku. koordinatnu
ravan, Napr., za ravan Oxy traZena jednalina ne sme ' sa-
drZati- koordinatu z i, prema tome, iz uslova (2), imamo
a3 +rb; =0, a odatle A= —ay/b;. Ako stavimo tu vrednost A
u (2), odaberemo koeficijente kod x.i y, i slobodni &lan
onda ¢emo dobiti jednadinu tra¥ene ravmi, . e

-

-

Najzad, izve$éemo jednaline. prave jo¥ u jednom vrlo
va¥nom obliku. Uzmimo na pravoj (sl. 7) jednu stalnu talku
P, sa koordinatama p, q, r i drugu promenljiva, M (x, y; 2).
Projekcija duZi PM =g na osu x ima, |
s jedne strane, vrednost x—p, a, S
druge, scosz gde je o ugao na-
f¢ prave sa- osom Xx. Prema tome
mo¥emo napisati x—p=scosa, ili ..
(x—p):scosa=1. Shine jednaline
imamo i za dve druge projekcije. Na
taj nadin jednadinu prave u prostoru
moZemo napisati u obliku

! m n )
gde su p, g, r koordinate odredene
‘tatke te prave, a I, m, n su veliline
proporcionalne kosinusima uglova «,

Sk 77— Pravau prostdm

-+ B,y izmedu ove prave 1 koordinatnih osai_. O tom obliku-

- jedna&ina prave u prostoru govoriéemo i na drugom mestu.

VeZbanja:

1. Dat je levi Dekartov koordinatni sistem sa vertikalnom Oz
osom i sa osom Oy prema posmatraiu. Koji su oktanti gornji i donji,
prednji i zadnji, levi i desni? U svaki oktant staviti kocku sa ivicom
jedini®ne duZine, tako da na svakoj koordinatnoj osi budu po dva koc-
kina temepa i odrediti koordinate svih temena svih osam kocaka. Yzra-
Zunati rastojanje izmedu dva temena tih kocaka, od kojih jedno teme
ima poloaj: O (0, 0, 0), 41,00, B(1,1,0, €C(3,1,1),a druga

temena za svako od navedenih treba birati tako da njihova rastojanja od L

izabranog budu sva razli¢ita.

2. Za tafku A (a, b, ¢) odrediti koordinate tataka: M, — simetri¢nu
sa tatkom A, u odnosu na Oxy ravan; M, — simetri¢nu u odnosu na
Oy osu; M, — simetriénu u odnosu na potetak koordinata i M, —
simetri¢nu u odnosu na tatku N (I, m, n).

3. Nadi ugao izmedu dijagonale kocke i njene ivice. .

4. Prava $to spaja potetak koordinata sa tatkom (1, 1, 2) &ini
ugao 60° sa Oz osom. Odrediti koordinatu z i uglove prave sa osama
Ox 1 Oy. i

5 Odrediti rastojanje izmedu dve tatke: a). A4, (3,1,—-3)
B, (1,-2,1); b). A4, (~3,2,—2), By (3,4,1); ©). 4y 0,2,5), B; 3,2, 1)

6. U ravmi Oyz
A (310:.'1)v B ('"'4’1:0)1 Cc (5:—27— !)'

. 17. Napisati jedna¢inu prave, kao preseka dveju ravni, sa jedna-
dinama x+y+2z=1, y=z, u obliku (x—p)il=(y—q):im=(z—r):n.

21
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8 Napisati _]ednaému ravni koje projiciraju pravu sa jednadinama
(x ~p)il=(y—~g)im=(z—r):n na koordinatne ravni Oxy 1 Oxz."

9. Odrediti koordinate prescka prave sa koordinatnim ravnima'

Oxy, Oyz, Ozx, ako je prava data jednalinama (x—p):l=(y—gq):m=
=(z—r):n.

10. Odrediti 4 i B tako da tatke A, (2 3,-5)i B, (7,-2,0) pri-
padaju ravni sa jednadinom AxX+By+z—3=0 i odrediti rasto_yame po-
etka: koordinata od te ravai.

3 11. Naéi povriinu trougla sa tememma u tatkama: A4 (1,1,0),

B (2,0,3), C (0,2,5), izraunavanjem polovine intenziteta vcktorskog ‘
—  —>

proxzvoda [4B, AC] i neposredno prema pravilima Elcmentarne geomc-
trije, posle konstrukcije prostorne slike.

- 12, Izvesti obrazac za odredivanje ugla izmedu ravni sa chnaémom

Ax+By+Cz+D=0 i prave sa Jednaﬁxpo_m x=pP)il=(—-g):m=(z-r):n

1.22. Povrsine dfugoga reda

Predimo sad na proiléavanje povriina koje odgovaraju

jednainama drugoga reda po X, ¥y, 2. ZaustaviCemo se samo

‘na vaZnijim sluajevima i u vezi s'.tim pokazacemo kako
‘se ti sluajevi mogu uopstiti.

' 1. Sferna povrSina. Elipsoidi. chnéxému sferne povrSine
pavodili smo veé kao primef za funkcionalnu vezu izmedu

tri promenlpve x, y, z. Napi$imo je sad u obliku x2+y2+ 2% = c2,
gde je ¢ polupretnik sfere. S

, Istegnimo sad ovu sfernu povrsmu u praveu Ox ose tako
da -svaka tatka M (x, > z) sfcre prede u tatku M’ sa ‘koordi-

natama M (x y, z) gde ]e x=x-Zi a>c Svaki kxnzm pre-
C

sek sfere sa ravni upravnom na Ox osi ostaje i dalje kruZmi

presek, samo pomeren u pravcu X ose za rastojanje propor-

2~C. Dobijena po-

cionalno koordinati x, naime x —x=x-
: (4

vr¥ina se zove izduZeni obrmi elipsoid (sl. 8,a). Poto je

x=cx'[a, koordinate nove tatke M’ zadovoljavaju jednainu

Jex'\2 . - o
(cx) +y2+28=c?, ili x%ad+pPlc?+2%c?=]1, gde je apscisa -

a
proizvoljne tatke nove povrSine oznalena pomovo sa x.

22 . . :

kvog 1zd_uien'og obrtnog elip-

fa
Ako 'sad uzmemo presek 22+ zz/cz_ , 1 po¥nemo

" soida sa ravoi Oxz (y=0), elipsu

Sl 8 —-Ellpsmdl a. obrtni mluzen b, obﬂm
' spljodten; c. troosnl )

o~
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_E:B/;bit;nt/iagofoq/gz ?sec,) dobiéemo po?r.%inﬁ sa jcdnaémgm
" z%/c2=1. Ovz : :
elipsoid (sl. 8, b). va povidina se zove spljosten obrmmi
Najzad, ako svaka tatka M (x - o
. : x, ¥, Z) spljoStenog obr
clipsoida prede u tatku M" sa koordinatama (x,y% Z)r“;?ig

jeylrzy__b_ ‘é . . . ‘. - .
7 pri ¢emu je c<b<Ca, iz jednaline spljoStenog

: lczlgjratngg.'clipsoida dobiéemo jednadinu x2/a?+ y''2/b2 + z8/c2 =1

ri promeni oznake za ) je j i ;.

o A ;v: .11).onovo‘ daje jednadinu sa x, y,z
Ova povriina se. zove troosni eli 3,

~ Ova pov _se zove troosni elipsoid (sl. 8, ¢). Prou-

davanje elipsoida u pojedinostima ne ulazi u(okvir ov)é kn;i(:gl; '

Uporedo sa prethodnom jednalinom napi§imo jo¥ i

jednadinu x2/a® + y2[b% +22[c?= — 1, koja odgovara tzv. imagi- .- ’

narnom elipsoidu. Njemu ne pripada nijedna realna tacka.

Sl. 9 — Jednograni hiperboloid: a. obrtni; b. troosni

2. Hiperboloidi. e, nd-u S5 i
- _ _ 3 ad- Zir povrs koj -
{; :avpzc; sa_hiperbolom. Neka je data u ragni on;ez hc;JI_?ersl:g#
je naémom.&z/ﬂfzﬁ/c?: 1, gde je & (ksi) apscisa tatke

AY
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_rat rastojanja tatke od Ox .

na toj hiperboli. Pretpostavimo, prvo, da se ta hiperbola obr-
& oko imaginarnge OSe (sl. 9, a). Svaka tatka M (x,y,2) te

' povrine nalazi sena rastojanju r=|x2+y* od ose Oz jedna- '

kom '|€], Jer su obe velifine jednake polupretniku istog kru-
ga. Prema tome £2 u jednadini hiperbole moZemo zameniti
sa r®=x2+y?%, posle fega cemo dobiti jednatinu x2/a? + y*/a®—
z2jc?=1. Dobijena povriina se zove jednograni obrini hiperbo- -

loid (s1. 9, a). Ako sve dimenzije tog hiperboloida u praven

Oy ose skratimo tako da nova koordinata ¥ ima sad vred-

nost y' =y bla, stavimo u gornju jednadinu y= y'alb i pono-

vo se vratimo na oznaku y, dobicemo jednatinu x2/a? + y2/b%—
—z2/c? = 1, koja odgovara jednogranom (troosnom ) hiperboloidu
(s1. 9, b) sa proizvoljnim osama. Povriine elipsoida i jedno-
granog hiperboloida imaju zajedni¢ku tu topologku: osobinu,
da se dve proizvoljue tatke na svakoj od njih mogu spojiti
neprekidnom linijom na toj povrsini. ' -

Sad uzmimo drugi slugaj, slugaj obrtanja hiperbole oko

" stvarne ose. Uzmimo istu hiperbolu u ravni Oxz, samo njenu
* jedna&inu napis$imo ovako ho=

x?/a2—(2[c?=1, gde je &

[}

* (dzeta) koordinata tatke i -

te hiperbole u.pravcu Oz
ose. Pri‘obrtanju te hiper-
bole sad oko Ox ose imamo
r2=02=y%+2z% kao kvad-

ose. Podto izvriimo sli¥ne
operacije, kao i'u pretho-
dnom slu€aju,” imacemo

jédnatinu. dvogranog obrt- _ . .
nog hiperbo.loz‘da u obliku S1. 10 — Dvograni troosni hiperboloid

xz/az_yz/cz_zzlcz e
a posle promene dimenzija u praveu Oy ose jednz&inu x?/a®—
—p2[b2 —2z2[c? = 1,koja odgovara dvogranom hiperboloidu (sl. 10)
sa proizvoljnim osama. Tatka na jednoj grani tog hiperboloida ne
moZe biti spojena neprekidnom linijom sa tatkom na drugoj grani.

. Jednagine elipsoida i oba hiperboloida imaju slitan for=
malan karakter i razlikuju se samo brojem minusa: kod elip-
soida nema nijednog minusa (tri’ ose su realne), jednograni
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hi . . . - - i 3 -’ 4
nilirggi.mxiiuﬁa jedan minus (jedna. imaginarna osa) i dvbgra'—
nusa (dve imaginarne ose). Te povriine, narodito

elipsoid, imaj i :
p » lmaju vazne primene u Mehanici, Fizici, a i u dru-

gim naukama. :

Dodaéemo jo§ nekolj i i i .
drugop o j | koliko redi i o drugim povriinama
Paraboloidi. Uzmimo d izvolj; i '
| ) X Ve proizvol ]

stavi _ jne parabole.
mo u ravan Oxz, ka}(o Je to pokazano na slici (sl.Jle’i-hzla.l)1
. . 1 neka ona ostane nepokretna. Dyg.
. 8u parabolu uzmimo u raynj Oyz
opet sa osom u praveu O ose, sa

prvpj paraboli, osa paralelna sa Oz

favpa na ravni Oxp. Kao rezultat
tak}fg kretanja, druga parabola ob-
Tazuje u prostoru povrfinu koja se

zove elipticki paraboloid, jer su njeni
lelnimm Oxy ravnj elipse.
PO prvoj, ali neka je smer
njene ose suprotan smeru
nju ta druga parabola ob-

razuje povrSinu (sl 11,b)
koja se zove hiperbolitki

Sk ll—Pampoloidi: 2. elipticki.
b. hiperbolicki 7

ko qua;ati da je jednagi-
| ;lza/ ehpt;;‘&kog paraboloida
1 g pozitivne veligine pri izabra olotaitna oy Bde su ;
1 ! Cine p nom poloZaj ici

Sine. Za hiperbolitki paraboloid imamlc)) jednglléligs Jstlzl/(;—tig/c;vf

je obrini paraboly id, ;
parabolojd, | i, a druga — Jednakostiani hiperbolick;
- Treba jo navesti i slyda; . S
e sludajeve $i - -
¢ ) povrsina dry
generativnih tipova. To sy: konusi, cilindri i skupoffi?,e;ﬁ‘iz;?
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kree tako, da njeno teme ostaje na .

osogn, 2 njena ravan da ostaje up- -

preseci sa ravnima para-’
U drugom slu¥aju, neka-
opet druga parabola klizj -

Oz ose. Pri ovom kreta-'

paraboloid. Ne bi bilo tes- .

=2z i '
1 ovde su P>0, ¢>0. Ako je p=gq, prva’ povrsina -

B Navediing i najprostije jednacine tih povrfina. Realni Konus

moZemo da predstavimo: jednaé'u;om

. x%/a? 4 y2[b% — z%[c?=0.

O_g'aj konus ima vrh u pofetku koordinata; .njegova osa je

0z osa, a preseci sa ravnima paralelnim Oxy ravni su elipse.
- Imaginarnom konusu sa jednalinom x2%/a? + y2/b% + z%/c? =0

pripada samo jedna realna taZka — poletak koordinata.

Za cilindre imamo: realni elipiicki cilindar, sa jednaCinom
x%a®+y2[b% =1 i imaginarni elipticki cilindar sa jednalinom
x2fa? -+ y2[b%= — 1. Zatim hiperbolicki . cilindar sa jednatinom
x2/a?—y2fbt =1 i paraboli¢ki sa jedna¥inom y2=2px.

Najprostiju jedna€inu skupa dveju ravni koje se seku
moZemo napisati ovako: xy=0— to je jednatina skupa koor-
dinatnih ravni Opz i Oxz. Jedna¥ina drugog reda moZe pred-
stavljati i skup dveju imaginarnih rdvni, npr. jednadina
x%2+y2=0 rastavlja se na jednaline dve imaginarne ravni

« y+xi=0, y—xi=0, za koje.realna osa 0z (x=0, y=0) shui

kao realna prava njihova preseka. Za skup dveju paralelnih
- ravni moZemo napisati ovu jednalinu: z%2=42 Ona daje z=a
i z= —a. Najzad, jednalina z2=0 moZe biti smatrana kao'.

jednadina dvostruke Oxy ravni. '

1.23. Opéta jednatina drugog reda od tri promentjive

Koeficijenti opste jednaline drugog Stepena po X, y, Z
se mogu izraziti ovom kvadratnom matricom d&etvrtog reda
@y Gip Az dig
Qg1 Qyp Gyz oy
a3 Qg G3g Q34
Q1 Qg Gy3 A

Ako je ova matrica simetri®na, tj. ako je ay;=ay, ona
sadrZi u sebi deset nezavisnih koeficijenata. Kvadratna jednadina
sastavljena od simetri€ne matrice ima oblik ,

- F(x,3,2)=a; X2+ é_zg Y2+ agy 22+ 2ay yz + 2a‘3"1‘zx‘+
 F2ayxy+2ay, X+ 2034 Y + 203, 2+ a4 =0.
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Potpuna anal; g ' . R :
2 naliza uslova koje treba da zadovoljavaju . e 1 x%+yt428=0, - 16. x*/4+31[9=1, .
S 2 x84 320, 17. 24— 329 =1, '

drugog « TS £ :
crugoga reda; ne spada u zadatak ove knjige, ali éemo se - gl
Ya+229=1,

Ipak zaustaviti na jed i - | |
jednom uslov, oy wavesis dikez! 55 taj e A (-1 + (-2 +(x—3)° =16, 18.

uslov, slidan dokazy '
> u sludaju analize kri inij
reda & ? ; : : rive linije drugqea
P iovdéazg:l-tafa usé(-)v se odnosi na centar povrSine, o égerrffu 4. (x—1)2 43yt 4220, 19, yz=4,
oje prolase krolz)Otvlf ing tacka ko_]_a polovi sve tetive povriine, 5. x2/4+ %422 =1, S 20, y2=2px, ,
povrsine koje imaju c;nl;“ ?Ovrsme drugoga reda se dele na 6. x2/4'+y2/9+z‘2/2'5="1- 21, x4y=13, E
vrsine), i koie i T, 110 samo jedan (centralne po- : _ B
jednoj ’prav0§ (pI Uopste nemaju centar ili ih imaju vide na 7. —x24+y2[9+2°[25=1, 22. x*—y*=0,
rava ce i 1 . . o : :
centara). Osa eliptiékogntgﬁ?r)ﬁiigl Gak u celoj ravai (ravan 8. —x*4—y%[9+2%25=1,; + 23 xB-yt-x4y=0,
rava n . 4 Je, napr., u isto vreme i ; : 5
J% uais?ge%g::s centara, a sredn‘Ja ravan dve. paralelne ravn;‘ / L O - XS - BRs= 1 2 at s 2let=2y,
e i ©A ‘ '
matrice sastavim(l) :12¥:§m9§mgat tih ravni. Ako od napisane .10 x/4 3 y[9+225~1, - 25. 2%[c? — y2|b = 2x,
. . , antu te matrice i od te determj ' ‘
. sastavimo minor elementa a4, tj. determinantu mmant.e.__. . 11. J. x/4—y/9 - ;/25_1, 26. x4yt =2z,
: Bt - 12, x® 4+ y% 4+ 22— 2x=3, C27. — 2[4+ %9 =2x,
. 11 412 4 ) :
| Ay= | ay 0122. ;8 13, x?+ 2 4+ 22— 4x—2y+ 824, 28. xyz=0,
| | Qg1 Qgy gy - 14f gk . \ 29'. C 1)0’_'2)‘(2_:3-)=0’
| . 15. x®4y% =9, . 30. (xp)* +(r2)*+ (ax)* = 0.

, | |
- moZe itil : et
se tvrditi da je data povrSina centralna povrSina, ako

je Ay, 0 Citalac lako mo# .
g X . e moze proverrti da, N %
glégsmq za;)ste; lénamo Ay=1:a2h2c2£0 Islt]c?prt'r; Z\?az“;r‘(;os;llzwl
hiperboloida — jednograni i dy Lt !
. . ograni eriti!
Za paraboloid, recimo eliptiki, sa m atriiom (proveritil). A

1.3. Funkcija viSe promenljivih. Funkcija tacke

. Pretpostavimo da funkcija « zavisi od tri nezavisno pro-

i 0 o0 0 ] : y N _ _ ; | menljive x, y, z, 4.
D | imamo , 1— 00 - | (1) ‘ u.——_—f(x, ¥, z),
0= o0 ol L p .- . i Primera i takvih funkcija ima vrio mnogo. Zapremina ¥V
q ' ' “u= g 1 0 =0 - pravouglog paralelepipeda sa dimenzijama x, y, z je V=xyz
0 0 0 -1 , q i i, prema tome, funkcija je tih triju dimenzija, koje su neza-
0 0-—-1 o 10 oo [ - visno promenljive. Isto tako je povrSina S tog tela, sa vred-
noséu S=2 (yz+zx+xy) funkcija istih argumenata.
Ol nema centra. Vidimo ' : . . / ~ Kao $to smo videli, .tri vligine x, y, z mogu biti smat-
da ga je vredelo Spomenuczia, se ta) PSIOV toliko prosto izrazava : rane kao koordinate tatke M u prostoru, ili koordinate vek-
Vi - ‘ ‘ tora poloZaja.ove tatke u odnosu na pcéetak koordinata.
Z : — . —
nbanj; " ‘ . . ' - _Ake taj vektor, OM, oznalimo sa r, moZemo mesto (1) na-
rediti vrstu i o . hgu! B Hiyny — e
slobodnom rukom sa %ﬁ?ﬁaﬁi’aﬁgﬁﬁvm datoj jednalini i nacrtati je pisati u=f (r) ili u=f(M). Poslednji izraz zamenjuj¢ pojam
e b B, funkeije triju promenljivih sa pojmom funkcije tacke: svakoj

~
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L

ta¥ki odredene oblasti prostora odgovara vrednost skalara u.

U prirodi nailazimo na mnogo primera takvih funkcija.
Ako imamo neku ‘materijalnu sredinu, koja ispunjuje

odredenu oblast, moZemo u toj oblasti uzeti talku M (sl. 12)

i odredenom zatvorenom povr§inom iseéi .

iz tog tela element zapremine Avw, 1 to
tako da se tatka M ne nalazi na toj
povrsini, veé u unutraSnjosti. Neka se
u toj zapremini nalazi masa (koliina
- materije) Am, tada se odnos Am: Av zove
srednja " gustina tela u zapremini Av.
Smanjujemo sad zapreminu Av, zadrZa-
vajuéi u njoj stalno tatku M. MoZe se

SI. 12 — Element ma-
terijalnog tela

. Cae A
graniénoj vrednosti lim —m, kada za-
Av—0 Ay '

premina Av tei nuli. Ova grani¥na vrednost zove se gustina
‘tela ili sredine u datoj tacki M. Oznatimo ovu gustinu sa o

(¢itaj: sigma). Ako gustina tela ima istu vrednost u svima-
talkama tela, telo je homogeno. Ali u opstem slu€aju gustina
je u raznim tadkama razlitita, ona zavisi od poloZaja tatke

M u telu, ona je funkcija tatke M u telu, tj. o=f(M)="
=f (_;) =f (xé ¥,2). Takvo je telo hetérogen_o ili nehombg_er'lo.. _

Uzeéemo i drugi primer. U svakoj tadki naSe atmosfere
pritisak vazduha (barometarski pritisak) ima odredenu vred-
nost; oznatiéemo je sa p. Taj pritisak, u opStem slu€aju, ima
razli€ite vrednosti u razli€itim tatkama prostora, tj. p=f(x,y,2).

- On se moZe menjati takode i sa vremenom ¢, stoga je p=

=f(x,y,2, 1) i, u tom slu€aju, imamo primer funkcije koja
zavisi od &etiri nezavisno promenljive.
1.4, Delimi¢ni izvodi i diferencijali. Totalni diferencijal

Neka je data funkcija z=5x%y2 od dvc}ju nezavisno prp-~
menljivih x i y. Pretpostavimo, prvo, da je y konstantna ve-

litina, tada se z javlja kao funkcija samo jedne mezavisno -
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“desiti da prethodni odnos teZi odredenoj

romenljive x. Pod tim uslovom moi’e bxgl govclyrasozl.z?;%ix
?unkcije po x; taj izvod ima vrednost z, = 5y2-(x%)x' = 5¥’ =
= 15x2y? gd’e‘ smo sa z, oznatili izvod funkcui z po pr<':ramo
f 1'—iv6j' X "smatraju'éi y kao konstantu. Obrnuto, ako Z sma amo
lJ(ao ko;lstantu; a y kao promenljiva veli¢inu, 1macemo .
z;=5x3(y2)yr=5x3-2y=10x3y. _ Y _
,‘ Izvod funkcije vise promgnljiwh po jednoj prlgmf;rtla _Ezn g, 7
kad pretpostavljamo da su sve ostale promenl;xvc;“on‘ Prem;
zove se delimiéni ili parcijalni izvod po toj promen ({;:oli. Prema
‘tome su z, iz, delimi¢ni izvodi, jedan po X, gl p ;.
funkcije z. ! . L
7a delimidne izvode funkcije z= f (x,y) upotrebljuju se N

Y Vaino je obratiti paznju

. ’ a ’— =
oznake z;' =fx % 2=y o

da u‘oznakama of i oS nemamo oznake koli€nika sa pogeb-
ox Oy C , _
- nim brojiooeni c)f"'i "imeniocem Ox, odnosno dy, vet samo

/ dy 5 T
1 kom iu =2, ne moZemo gornjl
simbol, u koxgc, suprotno slu¢aju e

"'.deb od\‘rojiti od donjeg. Za konkretne funkcije ova se ozn;tlka

- upotrebljuje i ovako:

a .
9 (5x3y?)=15x2y% . == (5x8 %) = 10x* y.
. ox ay
i iraStaj i enljivih x 1 y sa
Gemo priraStaje nezavisno promenl;n:'x i :
Ax=£czga§1yzzy ?deﬁnisaéemo dx i dy kao diferencijale ne

X

) . ) . - -« ro-

imi izvoda i diferencijala odgovargjuée Il.(?ZaVISHO pro

;i:inlmlj!ligofo:r? se delimitni ili parc_;jal;g’_ fdzferqzzclz]al.ogasl?:li }22
- . ima onoliko deliminih diferencija a, o i
o fu{ll;?a rlomenljivih zavisi. Tako funkcija u=f (x,¥,z) ima
nezavisno p » a u= ' .
&y, — dz. Zbir svi
oy 0z

oz 4
jivi i iz — dnosno — dy,
zavisno promenlpv:h x i y. Proizvod 5 dx, o o

: . ou
tri “delimiéna diferencuala ™ dx,

" delimicnih diferencijala zove ‘se totalni diferencijal. Totalni

diferencijal oznaluje se dz,du itd., kao 1 u sludaju funkcije jed-
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ne nezavisno promenljive. Prema tome za nase funkcij: zi
# imamo: ’ " '

dz = Edw—gidy, du:iu'dxdri“ aﬁf+—aid2-'
ox -y Ox oy 0z

Uzmimo neki primer., Povrsing Pravougaonika sa dimen-

Zijama x j Y ma vrednost O=xy: ova J& povrsina funkcija

dveju nezavisno Promenljivih, x i Y. Delimiéni izvodsj Imaju

" vrednosti -a—Q =y, 20 =X, a delimi&nj diferencijali gdx =
ox oy \ ’ ox

=ydx, —gg dy=xdy, Totalnj diferencijal . je dQ =y dx +"xa'y; B
. y , -

Na slici (sI. 13) vidimo i konkret..
N0 tumalenje delimiknih i totalnog .

2

Ay - diferencijala. Svakj dclimiéni dife-

pod Pretpostavkom dga Je porasla

_ e limi&nih prira¥taja..On nije jednak
SI 13 — Delimitni i totalnj totalnom prir adtaju povrsine pra-
diferencijali povigine prave. vougaonika kad jedna strapa po-
ugaonika raste za gy, g druga za dy, jer

ukupni Prirastaj, tj. razlika izmedu

‘ I povriine Pravougaonika sa strana-
ma x+dx i y+dy, dakle (x+dx)(y+dy), 1 povr¥ine Xy, sa-

drZi jos, sem totalnog diferencijala xdy + ydx, i povrSinu pra-

vougaonika dxdy. Ako veliine dx j dy smatramo kao bes-
krajno male prvoga reda, razlika izmedu totalnog prira$taja
naSe funkeije, 0, i njenog totalnog diferencijala predstavlja
Proizvod dve beskrajno maje veli€ine Prvoga reds.

Sli€no je i sa zapreminom V=xyz JPravouglog paralelepi-
peda. Svaki delimi&nj diferencijal yzdx, zxdy, xydz predstav]ja

Ugaoniku strane g priraStajem trede ivice, normalne na toj
Strani, kao tredom dimenzijom-{s[. 14). Totalni diferencijal,
kao zbir dy = yzdx + zxdy + xyd; razlikuje se i ovde od total-
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rencijal daje prira§taj povriine

$amo jedna strana pravougaonika.
Totalni diferencijal Je zbir tih de- |

i 3 : riradtaj iznosi Av=
g o ra’ﬁ'tajj dzaizgai??zn‘f ;ti%uztia)’rzc-l’i‘r + Exdy + xydz +‘xdyjz ;:
oF A (%’ ' } ﬁx‘dydz =dv + xdydz + y_dz,fix. + zdxdy +dx énr E-
ydzdx + zdxdﬁz—l'ik:i Av—dy, prvo, sadrZi tri zﬂg}"cmm?a 5
V(:}c;;mfedc;a ur'obliku Siplica, Cija je samo jedna dimenzij
goga . |

...........

-

dx

.................
-

dy

I, 14 ~— DelimiZni i totalni diferencijali zapremine -
e V pravouglog papalelepipeda z

. =
? g a

.cijala u proufavanju funkcija viSe promenljivih.

. 0z
. i, t). —
Svaki od delimitnih izvoda funkeije z=f(x.5), tj.—

22 m ju biti kao funkci-
i OF moZe 1 sam u opStem sludaju biti smatran k
’ .
i ije se mogu ponovo delimig-
j jivih x 1 y; ove funkcup. se m S
= pc;-i?er:?:r?éjilr‘;lti Na ytaj nacin dobijamo izvode sa lako
no !

ljivim oznakama
! 0%z 0%z 0%z 0%z

ax2’ dx dy ’ oy 0x "oyt

2z 0%z
: i i
To su delimiéni izvodi drugoga reda. Tzvodi oxdy 9yox

> 0 -
3 Diferencija Ini ralum § njegove primene 3



razlikuju se po redu diferenciranja. U ovim razmatranjima
demo se zadrZati samo na proulavanju funkcija kod kojih
red diferenciranja ne utide na rezultat diferenciranja, tj. kad je
0%z 0%z

ox0y Oy0lx

za sve vrednosti x i y iz njihovog podrudja.

Prema tome za funkciju z imamo -samo tri delimicna izvoda

0%z 0%z 0%z

ox?’ ox oy y?

2 A2 2

imamo: 22 ~30xy%, 27 _ 302y, 2~ 1053, Svaki od de-
ox? 0x 0y T oy?

drugoga reda i to:

. U naSem primeru z = 5x%y*

~

Himi¢nih diferencijala g—zdx, ;—z,dy moZe posluZiti za formira-. -
X

Y
nje novih delimi¢nih diferencijala; tada imamo
2 2 . - 02 2
P2 g, 22 gray, L7 ayax, S,
ox? 0x oy oyox 0y2

Zbir svih ovih delimiénih dif’erenéijala daje ponovo totalni

diferencijal i to drugoga reda, koji se pise sa .

0%z

2 2
d2z=?—zdx2+2 dxdy—l—iz-dyz. . \
Ox? ox dy oy? S

ProSirenje pojmova delimi¢nih i tot.aln'og diferencijala je to-

liko u sustini jednostavno, da se ovde necemo upustati u for-
malnu analizu tih pojmova za sludaj diferencijala reda videg
od drugog.

VeZbanja:

1. Data je funkcija z=ax?y (zapremina valjka); nadi: delimiéne
izvode, delimi&ne diferencijale i totalni diferencijal. Svim ovim veli¢inama
dati geometrijsko tumalenje. Sastaviti prirastaj funkcije i uporediti ga sa
totalnim diferencijalom.

2. Data je funkcija S=2(ypz+zx-+xy). Odgovoriti na pitanja
postavljena u prethodnom zadatku. .

3. Naéi delimitne izvode i totalni diferencijal funkcije:
1 — .
a). z= —3— x2y; b). z=Vxy; ) z=x¥ ; d). z=ax?+ 2bxy+ )%
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e

: . =si cos —
a). z=xmym b). Z=S XY+ y

ersin®(ri 0 su

. J ]
+ \ +' X, 0. z=arctg—; h) z=Ax+
e). z={(ax b):(my + 1), f). z=sin y’ g)- 2 y ;
F a3 +y. k). z=(x+y)"+ X
1+ 2Bxy+ +Ey+F i =" siny; §)- z=e""7; :
v+ Dx+Ey+ F, . z ; 3 e
2Bxy IJ:Iaél delimitne izvode i toalni diferencijal funkcije: a). u ;- %x yﬂzi:
b-) u ji.xI’+By‘1+Cz'; c). u=1:(x+y+2)% d). u=@y-z)@z-x) x=r)

P+~ 5. Nai delimitne izvode i totalni diferencijal drugog reda funkcije:

X o). z=(x+»™ 4 2=a*b; €). z=

hczaﬁsno promentjive). .
oz 0z s 2% — 3P+
iti j i — Z=4z, ako )¢ Z 'y
6. I_’otvrdm jednaginu x dx+ yOy z . . |
+ x84+ . e 0 . ex_ o
iti J i 9Z_ 4 ako je z=log(e* + € )
7. Potvrditi jednalinu — + " 1, ako j

0z _ 1 92 yoje z—Asin(ky)sin (ckx).

8. Potvrditi jednadinu Eﬁ ol

i jednatinn 7 = L(Z20n22), ko s
9. Potvrditi jednatinu 5; = r;’;(bx’+nc)x . |

1 : : FYR S 2-____,,2.
. g Ae— T3 ¥ $IN X COS by, gde je a*=m b A

wrdi w10y ey fx—cf), pri emu
10. Potvrditi jednalinu ;r:‘- = czat“’ ' ] . | .

| .f moZe biti proizvoljna fuchija.

ow sin ow N
. i i AR 11 —
11. Potvrditi jednatginu % 2z .

sin 2x ow. + sin 2y
ox
. 2i¢éﬁ=2 ako je w=log(tg x+tgy+tez+tgu)
0z : : '

1.41. Implicitna funkcija 1 njeqo.-‘difere.nciran]e“

‘ ili im pagini-

: kniizi (I, 2.21) govorill smo o razn 1T
Utgl?:rjxj;.( nfjunkc(ionalne veze izmedu dveju promeim.ljn_rég:
mai .};osU slluéaju eksplicitnog oblika ova wt."ezzla( se postlejia gmo
Hatin kao funkciju x. A _
i = , ako y smatramo Xao Smo
3?§;ﬁo?ayse fsxlpﬁem obliku, funkcionalna veza moZe pos

35

as



taviti i jednafinom (1) F(x,y)=0. Promenljiva y, odredena
ovomt jednadinom kao funkcija x, zove se implicitna funkcija te
promenljive. Jasno je da na osnovu jednadine (1) moZemo i x
smatrati kao funkciju y-a. : '

Cesto je teSko, a ponekad i nemoguée, refiti jedna¥inu
(1) po y i na taj nadin dati implicitnu funkciju, y, kao rege-
nu, u eksplicitnom obliku (2) y=s(x). Zato treba pokazati
kako se mogu prouditi osobine implicitne funkcije bez re¥a-
vanja jednaline (1). Kao primer postaviemo sebi za zadatak

da nademo izvod y'-——i}—’

bez reSavanja jednaine (1).
dx ;

U tom cilju uzeéemo funkciju z=f(x,y), smatrajuéi x

i y kao mezavisno promenljive. Tada se moZe napisati totalni

diferencijal te funkeije dz-—-Z—f- dx + ?—dy. Vratimo se sad us-
% y
lovu da je f(x,»)=0, tada je z=0 i dz=0. Iz prethodne

jednadine onda imamo gi dx+gf—‘dy= 0. Podelimo li ovu jed-
X Y

. . . . d "
nalinu sa dx i uzmemo pri tome u obzir oznaku e y', dobi-

¢emo jednadinu (3) éj—‘+0i

_ ox Oy

odrediti y* u obliku y' = I : f)i Pomoéu ove jednadine mo-
ox Oy

Zemo za svaku tatku M (x,y) krive, date jednainom (1), od-

rediti ugaoni koeficijent pravca tangente, bez re§avanja te jed-

nafine po y. Treba samo znati koordinate tatke te krive, za
koju se tra%i tangenta.

y' =0, iz koje moZemo, ako trebé.,

Tako, napr., iz jedna&ine x2 + 2 — R? = 0 kruZne linije ima-
mo 2x+2yy =0, odakle je y' = —x/y. Ako sa £ 1 v oznadimo
koordinate proizvoljne tadke tangente na krugu, u talki kru-
ga sa koordinatama x, y, jednaéinu tangente moZemo napisati

—y=y' (E—x)ili n—y= ——f—(ﬁ—x); primetimo da su u ovoj
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- - ’ . = - --7 c Za
jednaéini ¢ i y promenljive, 8 X 1V konstantne velilin

2 iedpadine te tangente sleduje
datu t.anigzcntuz. E:ﬂ é{(eothj?:dt;g +J32:R2, jedna&iﬂqa tan%cnte d?-
;E+ Toi:éntyo’tﬂ‘ik x'f,+yf;=RB.' Na slitan nacin zygiimlq :g-
63§ati za elipsu 1 hiperbolu: jec}niﬁlnc 'x”/ac;i'yJ:szx/aﬁy:
rezultat diferenciranja 2x[a® £ 2y ¥ /172 = (2), IZVg—;’) o et
a: jednatina tangente n—Jy= T (b x/a_ ¥) ( 2 =0,
1:{: ﬂ/b2= 1. Za parabolu y2—2px =0 1mamo 2 1‘? by
y' =ply i prema tome je p—y = (@M E=x), 1
ny =p E+%)- o o N
i izlo¥ent ¢ divanja izvoda impli-
sa izloZenim nacinom odre L 1z s
.tné'gn‘{fczilje uginiéemo jednu pnm_cc}bu. Ako er dl?;? ufu;x(licuyas
‘C:ll\’e'u promenljivih, f(x,y), iy zavisi od % li un‘s‘iré]m smislu
mo%emo smatrati kao sloZenu funkeiju _od (Ix, g 12 )u e funke
¥to je to bilo protumaleno ranije i, <=) fusk-
n.e.%loz:w?sijla samo od jednog argumenta, a tz;.._] irgum__a fe(x;c yj)
‘l;l'J vojim redom funkcija od.x. Sad slpZena unkcij re‘,{no,
sﬁoyi yJ (x), zavisi od x i neposredno i sem toga pos ;

" ukoliko x ulazi u drugi argument y funkcije f (xJ ). Dobijem

izraz o +0f y’, daje pravilo za totalno diferenc;’ranje- takve
1Z v = e A

ox Oy _ i 4 s
slogene funkcije. Ako Za takvo diferenciranjc 1 sloZene fun

.2 | -l- . 1 ] d -] 1.f 3 . .
:lJ" F: [ 1 0 1 . ( ? pta'1 O 1 stan:lra’n]a po X s¢ 1Z

..iava d_2 + —Q- y'. Prvi ¢lan desne strane pokazuje diferen-
ra —_— . ‘ ‘

dx o0x 0y

i ij isi dno od x, a dru-

iranj ukoliko funkcija zavisl neposrec X, 8 :
(gnira;‘,rll;; %?igﬁvarz pravilu nadovezivanja dpn diﬂgex;colg?:lgg lslc;e
ij x, y) ukoliko y zavisi od X. sti &
iiﬁ%if:;k‘imgaféluggj slojene funkcije, koja zavisi od nezavis

i o imamo
no promenljive i od vige sloZenih argumenata. Ak

i desuy,z,u,V
iju od x oblika w———f(_x,y, z, u, v), g ) !
:’gﬁg?e f;‘?al.(cglxllda kao rezultat diferenciranja po x imamo

of of

F ¥ Ty 2




P AR e

T e

,d;f=%+% .

, Sto znali da pravila i totalnog diferenciranja
dx dx dx o

moZemo primenjivati uzastopno na ¢lanove zbira. Ta mogué-
nost ponekad znatno olgkSava izradunavanja.

Predimo sad na odredivanje drugog izvoda y’ 1mpl:cxtne

funkcije. Uzmimo jednadinu za odredivanje prvog  izvoda

df_of, 0f
dx t)x dy

i jo§ jedamput' totalno dlferencuajmo élanove ove jednadine.
Uzastopno raXunamo

‘d__zf=i(0_f)+;(éfy')=f’_zf+_0ﬁ_ NE

=0

dx? dx\dx oy ox? ()xdy oy 0x
02
+— f )y + fy =0.
oy? 9y

Posle ureﬁivanja tlanova dobivamo jednacinu
o2 02 az '
O 5 Oy O OF
()x2 oxoy - o0y oy
koja daje traZeni drugi izvod
92 02 0%f ,\ 0
y”:.-(._‘f_i—z ._fy'+_.ly2):__'[.
ox2? oxdy oy? oy
Necemo ulaziti u odredivanje 1zvoda visega reda, jer
se ono vr8i po istom postupku.
Funkcija vie promenljivih isto tako moZe biti odredena
u implicitnom obliku. Tako jednadina F(x,y,z)=0 odre-
duje, recimo, z u funkciji x i y, drugim re¢ima moZemo sma-
trati da je z=9 (x,¥), a da stvarno izraZavanje funkcije ¢
moZe biti jo§ komplikovanije od sludaja jedne promenljive.

=0,

Za odredivanje delimi¢nih izvoda g_z i? moZemo primeniti
x 0dy

postupak sli¢an prethodnom, ali mesto totalnog diferenciranja

po x treba diferencirati delimi¢no po x odnosno po y, ali

uzimajuéi u obzir neposrednu i posrednu zavisnost od tih

argumenata. Takvo diferenciranje daje jedpaéine
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Navedena pravila pokazuju da, ako je f=f; +f; imamo

F (%, s z)+bF(x,y, Doz_g

OF (x, ¥, z) OF (x,9,2) az _o,

ox 0z ox .oy 0z .¢)y

iz kojih se odreduju traZeni delimi¢ni izvodi.

Primena istog postupka omogucuje da se odrcdc delum— _
&ni izvodi i viSeg reda.

Vezbhanja:
' 5x%4+3xy+
d funkcije y odredene Jednaémom a).
+ 4yt — }le‘ia;ﬁ%;mgo yO b). xy=at; c). (ax+b) (my+ n)=k?; @). sin (xp) +

Il I'— I)
Y, /._a/. T X843 - 3axy=0; g +y =a
}-;)x(); +:;);), ia x)y;-—y 0; D). f(x+ )= 0(1skorxst1t1zakljuc‘.ak x+}"=‘3°n5t %
j). €2 —x+y=0.

2. Napitati jedna&inu- tangente na kruZnoj li.l'.l‘iji (x—a)t+ (y-b-
—R” ‘0 za datu tatku M (x, ¥) na toj kruZnoj liniji. ,

3. Napisati jednalinu tangente na clipsi sa ]ednac‘.mom.xz+4y -
—25 0 u tatki M (3, 2)- N

. 4. Isto za hiperbolu sa Jednaémom xp—6=0 u tacki M2, 3.

5. Naéi prv1 i drugi izvod funkcije  » odredene Jednaémom:

| a). x*+y - R2=0; “b). B2 xt+a®y 2 g2 b2=0; C). xy =a?% dj. Vx+yy—’

ya-=0 e). Ax?+2Bxy + Cy* +Dx+Ey+F=0; ). »¥— 2px=0 g).

asin (x+y)+bcos x-»+ 1 =0; h). log (sm X+ cos y%) + ¢ = const.
| P

LW e
6. Iz jednatine pv:(l+a t)=const. odred—m. > 21 j
.ot ot L
, o & je i, naj —, —sako je =
p=r( t);—;p—, —()t_' ako je v=v(p, 0, L najzad, o O_V _

=1(p, V). '

7. Odrediti %z i % iz jednaline x"[a*+y’[bz+23[c2—l =0.
ox Oy

o ou, LS jednatine ae?Ti T be

ox oy oz
e TRTY L dF YT A

z+u+x +
8. Odrediti

1.42. Diferenciranje funkcija izraZenih u parametarskom obliku

Videli smo da se funkcionalna ‘gi(za;l 1zm§du piogen(ljli)vig
i ¥- izraziti na vide analiti€kih .nacCina, :
.:k;p}l'ic[irtlr(:om obliku u odnosu -na X, t_] y=f(x); (2) u ekspli
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citnom obliku u odnosu na y, to je prema prethodnom inver-
zni oblik x=0(y); (3) u implicitnom obliku F(x, y)=0; i,
najzad, u parametarskom obliku (4) x=/f; (v), y=,;(u), gde
je u promenljivi parametar. Polto glavnu ulogu, narolito u
primenama, igra eksplicitni oblik y=f(x) sa izvedima (5)
dy d¥

dx dxt _
jednog oblika na drugi, koje smo veé tretirali, veé i odredi-
vanje izvoda (5) kad je funkcionalna veza data u oblicima
(2), (3) i (4). Posto smo pitanje diferenciranja kako inverznih
tako i implicitnih funkcija ve¢. prouili, predimo na odredi-

- vanje izvoda (5) za slu€aj -kad je funkcionalna veza data u
parametarskom obliku (4). : :

, itd. prirodno s'e‘postavlja pitanje ne samo prelaza od

Posto su x i y funkcije nezavisno promenljive u, moZe se -

_ napisati dx = x'du, dy = y'du, gde crta oznadava izved po u. Posle

deljenja nepostedno dolazimo do rezultata: y = Z;= ¢ (u).'
" X

dx2

kazani postupak ne zadaje te§kode pri izraunavanju i nared-
nih izvoda. : '

‘ : ’ 2 E -
Za drugi izvod imamo Q=£—(q;).‘d—u-—-‘i O''x' —x"y"). Po-
d dx x3 .

Primer: Data je polukubiéna parabola jednaéin’éma:
x=apf, y=at?. U implicitnom obliku ovoj krivoj odgovara
jednalina y*=ax2 Proulite tu krivu. Za odredivanje prvog.

. d t 2 -2

izvoda 1mamo—y=l=— 1=
dx 3ar? 3 3 x

gucuje da se vrlo jednostavno konstruiSe tangenta polukubitne

parabole u proizvoljnoj tacki krive.

Vezbanja;

- A SPET I, . o ' '
Odrediti prvi Zr— i drugi izvod E; funkcije y odredene u para-

metarskom obliku: a), x=24 y=6/f; b), x=1=1, y=1%2; ). x=1:1,

y=tt—1; d). x=~rcos@, y=rsin@ (r=const.); ¢). x=acos® §, y=asin®@;
f) xme e, ymet -, . :
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<. Ovaj rezultat omo-

1.5. Homogena funkcija. Ajlerova jednacina

Matematitke formule i jednakosti dobijene iz pr?‘uéavap;_a ;
stvarnih odnosa medu konkretnim \feh_ﬁir}ama (u G\.::ufnctn_];:
M:hanici, Fizici, Hemiji i drugl.m.dlsc:}phnam.a), 1zrg.;une k% ¢
modu imenovanih veli¢ina, moraju imati naroé_xtu .osg t 11'1u_,t . Ijla
se zove homogenost. Prvo éemo ovu osobinu - 0 jasnl i
primerima.

Ako sa x, ¥, z oznatimo du¥ine ivica pravouglog para-

" lelepipeda, zbir / (linea) du¥ina svih ivica iznosi =4 (x+y+2);

povriina § (superficies) tog paralelepipeda 1ma vrednost

s=2(yz+zx-+xy), 4 zapremina v(v_olumen) y=Xyz. .
Svaki &lan prvog zbira je _'duiina3 .veliéina sa Jed_np.nf
dimenzijom; drugog zbira — povrsina, velifina sa dve d(;menz1_s|‘e’;
tre¢i izraz — zapremina, ima tri dl_t‘nenzu.c. Vidimo ha su sv;
&lanovi u jednom izrazu iste dimenzije, onl su, da.kle,f IS(m_o'ger(z)z(i
Kako bismo mogli ispitati neku funkciju, npr. funkcyu

. dve promenljive f(x,y), dali je ona homogena ili ne, i, v

sludaju’ homogenosti, kako-éemo odrediti broj dimenzija?
ivice paralelepipeda sa mernim brojevima xm, ym,
zm uﬁllzct,riina izrrx)lerimo Itairugom > jedipi.com, npr. centlfm:trog},_
gvaki ée se broj poveéati (ili smanjiti) za 1st1.fakto‘r,l,ozna”1;
mo ga sa k (u nasem primeru k=100). Novi broj ram.].l
duZine ! treba da bude tako(;!e k putu veéi, odnosno n(liin,]é
tj. da iznosi k. Ako je nal 1zraz homogen, ond(a,i i sab“'i::o
strane, koja sad postaje 4(ch.+_ky+kz_) treba ak o ;é]e 10
k — puta veéu, odnosno manju veli¢inu, Zalsta'-, A(kx +ky +kz) =
—k-4 (x +y+z). Imamo prema tome izraz I'=k-4(x+y+z)=
—k]. Sa desne strane se faktor k javlja pa prvom .stegen;.i
Velitina I je velitina prve dimenzije. Za izraz povrsine 1m
bismo s =k2s, pri &emu je faktor k na drugom stepenu.

Vidimo da funkciju f(x, ¥) treba zvati homogenom U
odnosu na veli€ine x iy, ako zadovoljava uslov

(1) £ (kx, ky) =k"f (%, ¥)»

j di ij i ij funkcije.
i broj dimenzija, kratko, dimenzija homogene
%\cll:gllzsigemojda prethodna jednafina mora vaZiti za svaku
vrednost broja_ k. '

at




Sli€na jednadina treb $H i -

funkcije vige _ treba da vaZi i za slu€aj. homo
promen] : gene
—kf (%, p,2,1,...). jivih, naime f(kx, ky, kz, ku,...)=

zultatpgift':r jednatina (1) vaZi za ‘svaku - vrednost k, kao
‘jednatina kC{lClranja te jednaline po k treba da se d br'e':—
jednagini (l(;Jak takodck vaZi za svaku vrednost k StavixﬁolJc
(1) kx=z, ky=u i diferenciraj ' u

tak . e encirajmo po k

deni'))n;i obijene jednatine f(z, u) =k"f (x, »). Preprna r(') b(?l i
u prethodnom ¢&lanu imamo jednadinu pravilu 1zve-.

of dz+t)fdu_ Jen—1
o oy dozdk  oudk S0
ili = oy = n— o 1 | »
()zx+du y=nk"-1f(x,y.). Stavimo sad u ovu jednadinu
: 2 .ax, (Ou . =6—y konaéno imamo
tzv. Ajlerovu jednadinu ' '-
of of
—Xx+t—=y=
o ayy nf (x, )

Za homogene funkcii .
. .. 2L ije. Z e ey s
pisati ovako 1] a vi§e promegpljivih je moZemo na-:

¥ o o
axx ayy+azz+....=nf(x,y,z,”‘).

On -. . . : ) ’
a glasi: 'za homogenu funkciju zbir svih proizvoda

delimi€nog izvoda i
: . a i odgovarajuce sva i L
izvodu broja dimenzija i sa Je fuﬂPkrg;J{:enljlve jednak je pro-

Napr., ij
of za funkciju f(x, y)=ax?+2bxy+cy® imamo

+ =2 o .
ox (ax+by), —=2(bx+cy) i prema tome je ?ix_,_‘)iy:

oy

=2 [x(a o %
[Izi r;:l zy). -!: y. (bx+cp)]=2 (ax®+2bxy+cy?)=2f (xy ¥)
ematitmn o Ii1:))5 chllln'u dopunu._u vezi sa ho'mogenoﬁéu’ma:
ikl Tenc vanih izraza, koji se iskoriséavaju u prifodnim
T aama. Tu se pojam homogenosti, u odnosu na velifine sa
ozamm 10vanjem, treba razumeti u smislu da: 1. 1 i
aga jednadine sa tim veli®inama, odnosxio -él:::lf;v}
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' “isto sloZeno jmenovanje;

" Drugim refima, ako neka, napr.,

u one izraZene zbirovima, treba ‘da imaju
i 2. svi &lanovi tih jednalina treba
' da budu u odnosu na svaku imenovanu velifinu homogeni.
mehanicka jednatina sadrZi
masu, duZinu i vreme, ona treba:; 1. da bude homogena u’
odnosu na svoje sloZeno imenovanje; i 2. ona treba da bude
homogena postbno i u odnosu na velitine koje zavise od mase
i posebno savise od duZine, i, najzad, koje sadrZe vreme.

‘tih strana, ako S

Veil_iania: _
1. Koje uslove treba da zado
z=3xMyr+ 2xP y? bude homogena

voljavaju brojevim, n, P, 4 da binom
funkcija k-te dimenzije po x i »?

2. Za homogene funkcije: a)v. z=(x? +£3%):(x—»); b). u= Li}_j‘z__.(,

. +L§' + y{;; ). we=(X+y+2Z+u)ixyzu potvrditi Ajlerovu teoremu.
z . ,

3. Jednaéinu%i x+%£ y=nk"“1 f (x, y) jo§ jedanput diferencirati
-~ ¢ " i J
po k, zatim staviti &=1. Napisati rezultat,: koji predstavlja Ajlerovu
jednatinu drugoga reda za homogenu funkciju. R

4. Ako je u _pravouglom paralelepipedu jedna od dimenzija,
npr. Z, uzela- . jedini¢nu vrednost, njegova povr$ina ima vrednost
S=2(y+x+xy)- Zasto je taj izraz izgubio svoju homogenost i kako je
moiemo ponove uspostaviti?

5. Navesti primere homogenih f
potvrditi na njima Ajlerovu teoremu za

unkcija jedne i nulte dimenzije i
homogenu funkciju.

1,6. Uopitavanje pojma funkcije

Videli smo.da s, pored Jkalarnih veli¢ina, u- matema-
tici prouéavaju i drugi objekti, za Gije odredivanje treba znati
vite skalarnih velitina. Tako, napr., 72 odredivanje vektora
u ravni treba znati dve njegove koordinate, 2 vektora W
prostoru — tri koordinate. Ima matematitkih objekata, kon-
kretnih 1 apstraktnih, koji su komplikovaniji od vektora, Za
njihovo odredivanje potrebno je u opStem sludaju i vise ska-
lara, u konatnom, pa %ak i u beskonalnom broju.. U -QVO)
knjizi se zaustavljamo samo na vektorima..\..ravai i u pros-
toru, pri Cemu ovde pod terminom vektora ravni razumemo




samo one vektore, koji stoje u vezi sa kompleksnim brojevi-
ma i koji se razlikuju po mnjihovoj matematiCkoj prirodi, tj.
po zakonima kojim se pokoravaju, od vektora u prostoru
¢ak 1 u specijalnom sluCaju kada se vektori u prostoru
nalaze u ravni. Vektorima u ravni odgovaraju kompleksni

" brojevi z=x+yi, a vektorima u. prostoru — vektorski brojevi-

V=xe;+ye,+zeg (I, 1.4, 1.7)*). Ako su koordinate x, y
kompleksnog broja z ili koordinate x, y, z vektorskog broja
V funkcije nekih nezavisno promenljivih ¢, ty, 25, .
leks z 1li vektor ¥ su funkcije tih promenljivib: z — kompleksna
Junkcija, a V — vektorska funkcija. 1 ovde se zaustavljamo
na najprostijim slufajevima, kad su to funkcije samo jedne
pezavisno promenljive, koju oznadavamo sa f. Prema tome

imamo: z=x+yi=z (=x (()+iy(f) 1 V=xe,+ye,+ze;=

=V()=x()ey+y(H)ey,+2z (1) e;.
- a. Kompleksna funkcija. Pre svega treba primetiti da
naziv kompleksna funkcija ima dvostruko znadenje. MoZe biti

govora o kompleksnoj funkeiji od realne promenljive z =z (f)

i o kompleksnoj funkciji kompleksne promenljive z=z (%), gde .
je C{=E-+ui. Ovde éemo govoriti samo o kompleksnoj funk: .

ciji realne promenljive.

‘Ako se u kompleksnoj funkciji z=2z(f) argument 7 menja |

u svom podrudju, recimo, od #, do #;, funkciji z, gotovo
uvek**), odgovara vektor, &iji kraj, afiks kompleksa, opisuje
u ravni' Oxy krivu kompleksne funkcije. PoSto jednadini z =z (¢)
odgovara sistem dveju realnih jedna¥ina: x=x(¢), y=y(9),
vidimo da kompleksnoj jednalini odgevaraju jednadine krive
linije u ravni u parametarskom obliku, gde ulogu parametra
igra realna nezavisno promenljiva ¢ (uporcdi I, 2.61). Kako
kompleks z moZemo odrediti i pomoéu njegovih drugih koor-
dinata, napr. pomoéu polarnih koordinata, vektor tog komp-
leksa moZe biti, uopste, odreden pomodéu dve skalarne veliéine
i bez Dekartovih koordinata. Najzad, vektor kompleksa moZe

. " Po§t9 ¢emo u daljem izlaganju o kompleksnim i vektorskim
brojevima govoriti odvojeno, neée smetati ako ovde upotrebimo iste oz-

nake z za: dva razlitita pojma — za kompleks i za treéu koordinatu vek- .

tora u prostoru. ‘

*#) Izrazi ,,gotovo uvek*, odnosno-,,gotovo svuda* u matematici
uslovno oznaéavaju: ,uvek‘* odnosno. ,svuda sa moguéim izuzecima*.
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LS ) komp- N

i vertikalnoj ravni krpiqi totak.
| padinu krive koju opisuje ©

- cu na gore jediniénog vektora v, 1 I'

-
i3

g " . ; . - o2
V ‘ﬁ- m Ddl..l-

i i 0j roj kotrlja se bez klizanja u

Po dato] honzontalno].?r?}l‘t[e]ba apikati vel-_:_torsku e

dredena tatka na periferyl tog totka.

& saja R qufctne. tacke

zmi za potetak vektora polozaja f : ‘

_ Uze‘nrliltt':gji krrl)lga, onu tatku O na horlzqntaanJ.praglrg{

Afl G pnélazila-taéka M totka; neka to v,b}lde po_«l‘,e'tmt gimo
gaje tscféka i tatke M, Za bilo koji poloZza) —ani rasta

vektbr. W—‘- R u ove kompénente (sl. 15): r;=0OPnu horizon-

‘ sa jedini¢nin e tikalnom prav-

talnom pravcu sa jediniénim viktox;?m h u vertikal

‘ —-CM u praveu polu-

pretnika tofka ka pokretnoj iaé—

ki M. Tada imamo: R=ry+rs+

+.;:,. Za nezavisno promenljivu .
je zgodno uzeti ugao 0 izmedu

vektora _\;, vertikalnog pravca na

= ' :
gore, 1 praveca polupreéni&CM 1 S "p
. suprotnog polupretniku CM. Ako SL 15——C1k_lolda
" sa p oznalimo duinu poluprecni-

ka totka, za vektore ri, T2 T3 %
o0 -7{, jer je u sludaju kotrljan,]a’\ bez

=
o imati izraze: r;= B
ity ka du¥ini luka PM sa

klizanja duZina OP po - pravoj iedna

centralnim uglom 9, tj. OP=0¢0 ;rs=pv, kao vektor stalnog

polupreénika i, najzad, rg= .
t za ugao 0 u smeru kretanja kazaljke n

R=eb-h+pv —o ().

——i; (), gde smo sa _;;(6) oznatili vek-

- a &a-
tor g v, obrnu
sovniku. Na taj nalin mo¥emo napisati: -h
yrednost vektora R za svaku
cimo, od 0 do 2m, to j¢ vek-
Ako zamislimo na jednom
lja po zuplasto] pravoj,

Poito ova jednatina ‘odre(:Iu]e.
vrednost ugla @ u podrudju, re
torska jednatina fraZeme krive.
zupcu zupastog totka, koji se kotr
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riévr§ . 3 i |
pricvi§éenu olovku, ova ¢e, pri kotrljanju totka, opisati tra-

;S‘;ubﬁ”‘m, koja se zove cikloida. Ako je olovka utvrdena
razvuc‘e;z)u uci}cl;l u_‘tira§nj(;) oaocka, sem centra, ona_ée opisivati
! ( 0lau, odnosno pravu za olovk
Je pri¢vrifena van to¥ka, opisivad ot ol ¢ ke
o s oo Yanl 10CKa, opisivale zbijenu cikloidy. i
?r;\;zkltri!ézju 1 zajedni¢ki naziy trq'hoide (sl. 16) lOl;e 'E;agﬁ
ICne primene, pri proutavanju kretania XKect: :
kod njenog talasnog kretanja. PR Aretanja Festicatetnosti
Iz yektorske jednadine

trohoide u obliku = pff +
+ov—ko(8), gde je k=1 za.

, Mo
S 17 — Epicikloida, hipocikio-,
ida i pericikioida

- SL 16 — Trohoide

pravu cikloidu, k<1 za razvuCenuik> 1 za zbijenu; uzimajuéi Ox

OsUu u pravcu jediniénog v i v
! ‘ .vektora % i Oy y
la}ko mozemo napisati parametarske j Sine e knive o Depiors

S’:.:i Ij)e(;fliléeii? g‘:ﬂ;:_ p;)); 9= PkC o; G+ )y Ce—y):e], $to odgo-
8 pomoéu datih jedn:éina, » Xad 1z ove jednadine eliminifemo

Na slitan na&in mo iti
o ) n! gu se dobiti
;crtlcv)'lllll plrlékgtrpanju bez klizanja Jjednog
] Sucajevima kotrljanja krugova: } i ja¥nj
lucaje . : 1. pri spel -
séglilm(eﬁgzc;c;dza,wf. 'k?r} d;;nu;rﬁnjem dodli)ru SZ éea;gfrl?tndigl'
k \ipocikiorda), 3. pri unutradnjem dod; I
pokretnim manjim krugom (periciklo; > Slikgan o e
. n krug periciklojda). Na slik
nepokretni toéak" je s_rafxran; sa M je oznz)téena_ ta(‘.lk: Itlz)%k(: Lké:i?

vektorske jednadine
kruga po drugom,
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. opisuje odgovarajuéu krivu. Svaka od tih krivih moZe se ras-
¢laniti u trohoidne forme kad se tacka nalazi u unutradnjosti
ili van pokretnog tocka. Izvodenje vektorskih jednadina svih
tih. linija ne predstavlja teSkoce i moZe posluZiti kao korisna
veZba za primenu vektorske metode. ‘

b. Vektorska funkcija. Vektor &ija se vektorska vrednost
menja sa promencm nezavisno promenljive ¢ zove se vektor-

Sfunkcija te promenljive. Oznalavaéemo je sa V=V (s). Akd
taj vektor ima stalan poletak, njegov kraj pri promeni 7 u
" njenom podrudju opisuje, gotovo uvek, krivu — hodograf vek-
tor-funkcije. To je u opStem slucaju prostorna kriva. Ako se
posluZimo Dekartovim koordinatama, parametarske jedna&ine
te krive izgledaju ovako: x=£f1 (), y=/(), z=1;(1), gde su
x, ¥, z Dekartove koordinate vektor-funkcije, 2 u isto vreme i
koordinate tatke M krive hodografa. A kako, posle elimini-
sanja parametra ¢ iz prethiodne tri jednadine moZemo dobiti
dve jednaline oblika F(x,y,2z)=0, F,(%,y,2z)=0, od kojih
b .svakoj odgovara, kako smo videli, neka _povriina, moZemo
(Faaa) zakljuditi da svakoj liniji u prostoru odgovara-sistem od dve
. - jednadine povrSina. Dacemo nekoliko primera. B

1. Pravoj liniji u prostoru odgovara vektorska jednadina:

o

- = - .

" r=ry+at, gde su:_;—vt,ktor poloZaja proizvoljne tatke M na
datoj pravoj, —;0 — vektor. poloZaja odredene tatke, M, te prave,
a—dati vektor koji odreduje pravac date praveé; ovaj moe
imati i vrednost jedini®nog vektora te prave; i f— nezavisno

.+ promenljiva. Vidimo da je 7 linearna vektorska funkcija pa-

rametra f. DokaZimo da takva funkcija zaista predstavlja pravu
u prostoru. Uzmimo dve talke M; i M, sa vektorima polo-

Zaja —:1 =

sa 7=;:)+at, gde je ¢ proizvoljan broj, zaista pripada pravoj
§to prolazi kroz tatke M, i M, Zato je dovoljno pokazati

- - e

ro+aty i ra=ro+at, DokaZimo da svaka takka M

—_— —_—
da su vektori My M, i M; M kolinearni. PoS§to se uslov ko-
linearnosti dvaju vektora sa istim poletkom izraZava vektorskim

|
L proizvodom tih vektora, treba dokazati da je [My M,, A?:M] =0.

-—_— - o

had 3
Ako stavimo M M,=r,—ry, MyM=r—r; sa vrednostima
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— b — - — — .
ro—ry=a(ty—1t), r—ry=a(t—1t,), zakljudujemo da je vrednost
naeg vektorskog proizvoda identi®no, za svaku. vrednost i,
‘nula, Time je na§ stav dokazan. :

U cilju primene vektor-funkcija izvedimo vektorsku jed-
nafinu jo§ jedne prostorne krive, koja se zove zavojnica. Vektor
poloZaja tatke te krive moZemo predstaviti ovim jednostavnim

—_— — o~ — .
vektorskim zbirom OM =kfv +p (8), gde je v jedinini vektor
vertikale na gore, ose zavgjnice, 6 —ugao koji ratupnamo u
horizontalnoj ravni od nekog stalnog pravca u smeru kretanja

kazaljke na &asovniku; k je stalna duZina i ;(6) r.je‘véktor

duZine p sa pravcem normalnim na pravcu jedini€nog vektora v

pod uglom 6 (sl. 18). Ako pravac jedini¥nog vektora v uzme--
mo za Oz osu, a u horizontal- -

o noj ravni smestimo ose Ox i Oy,
>, ' pri éemu od ose Ox radunamo

neposredno sleduju ove paraq’
metarske jednaline zavojnice u
Dekartovim koordinatama }

~| - . x=pcosh, y=psinb, z=£k0.
g Za svaku vrednost para-
, ' metra k zavojnica se nalazi

e p. Za priradtaj ugla 6 u vred-
M~ _ nosti 2n tafka zavojnice vrsi
7 > pomeranje u pravcu proizvodi-
> ‘ lje valjka, jednako rastojanju
! h izmedu dva uwzastopna zavoja

sa veliCinom h=2kw, koja se
y zove hod zavojnice.

SL 18 — Zavojnica U vezi sa vektor-funkci-
jom profiriéemo pojam koordi-
nata tatke u prostoru.

Neka je data.u prostoru (sl 19) orijentisana ravan,
tj. sa oznafenim licem i nalijem; oznadimo je sa =. U toj
ravni oznadimo polarnu osu (tafnije poluosu) OL i tatku O
biramo kao pol sistema. PoloZaj ma koje tatke M u prostoru moZe
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ugao 0, iz vektorske jednadine -

na povrdini valjka polupreénika -

. ge odrediti: 1. rastojanjem Zz tad

ke M od ravni 7, S&
prema prijentacij _rawm;"l réas-
tatke M u ravm W dd talke

: ose OL, Gledajuci

odgovarajuéim .zni\u}.{_omﬂ

ianiem r Projexcie d |
t({'}H i] 3, uglom 0 izmedu potega r 1

. lice ravmi ™, Ugao : m :
Illca.a.z}diljkc ‘na &asovniku. Tr1 velitine r, 0, z su po
koordinafe tacke u prostoru. ,
Velidipe 7 1 § su polarne
koordinate tatke N u ravnl.
Ako konstruidemo ortogonal-

vl tivni smeru kretanja
s ¥ynamo pozitivoim u bes i
9 garunE E larno-cilindricne

ni trijedar osa Oxyz, kako je

o1, 19 _ Polamo-cilindritne S1. 20 — Sferne koordinate
; koordinate : . , _ | l
' iti veze 1Z-
ici yemo postaviti ove Ve:
no na slici, lako mozemo t L
Ecdr:fl;fiaarné-cilindriéhih i Dekartovih lz)ogra‘.itlr,:gtaplolarno-ci-
u prdstoru: x=rcosb, y=rsinb, z=2. r .

j tu Dekartovih:
lindri¢ne koordinate jzrafavaju se ovako pomocu

y -
r=yx2+y?, G=arctg—, Z=%

' ' i SON i
Naznatimo u prostoru tatku O, centar sistema, osu

opoiaf-
ica j . 20). Shodno gcogia
' +i» oranica jé ta osa (sl 4
pl(c)'lura:lznmﬂgtifg: %sa SON se zove polarna _osa;ipgg;avtzé k%
;r:’?meridijan rz’wan E, upravna na polarnoj O

] . 2 e
O — ravan ekvatora. Poluravan 3to prolazi kroz proizvoljnu tac

j tom
M ‘prostora predstavlja meridijan te tatke. PoloZa) tatke u

i : = 49
4 Diferencijalni ralon i-njegove primene ' :



gradi ovaj poteg sa ravni ekvatora; on se raluna pozitivno

- prema N, a negativno prema S. Taj ugao odgovara geograf-

skoj Sirini. Mesto njega moZemo uzeti ugao 0 izmedu potega i ose

ON, koji se zove polarno rastojanje. Jasno je da je 0 =——g; 3.

uglom ¢ izmedu prvog [meridijana @ i meridijana tatke M.
On se rafuna u ravni ekvatora u smeru kretanja kazaljke na
Zasovniku, kad gledamo tu ravan iz N. Tri veliine p, ¢ (ili 0)
i ¢ zovu se sferne koordinate .tacke u prostoru. Pri odgovara-

juéoj komstrukciji Dekartovog: trijedra Oxyz (sl. 20) lako mo-

Zemo postaviti veze izmedu Dekartovih i sfernih koordinata.
Za odredivanje Dekartovih koordinata pomoéu sfernih imamo

" jednaine x =pcospcosy,y=pcosepsing, z=psing; a, obrat-

no, sferne koordinate se izraZavaju pomocéu Dekartovih ovako:
- p=1/x2+y +z%, e=arctg———=, 'J):arctg—-
‘ ‘ LR x
~ Ima jo§ i drugih na¥ina, drugih sistema koordinata za
odredivanje poloZaja“ tatke u prostoru. Postoji takode i op+

Sta teorija tzv. krivolinijskih koordinata tatke u prostoru, ali
na ovom mestu ne¢emo ulaziti u tu teoriju. Navedimo  samo

ono sto neposredno sleduje iz prethodnih primera p‘olarno-ci-_'

lindri¢nih'i sfernih- koordinata. Za te koordinate imali smo
tri jednadine koje izraZavaju veze izmedu Dekartovih koordi-
nata i novih koordinata. Ako u opStem slu¢aju nove koordi-
nate oznalimo sa ¢y, ¢; ¢s treba da imamo tri jednaline
x=f1(q1, 92 85)s ¥ =12 (1 92> 93), 2=F5(q1, 93, g3). Tri = velifine
g1, 42, g5, u opStem sluéaju zovu se opste ili generalisane koor-
dinate tatke u prostoru. U vektorskom obliku se te jednaline

izraZavaju jednom vektorskom jednadinom: r =7 (91> 920 93),
gde ef simbc 1 vektor-funkcije triju promenljivih g;, gz, g5- Ako u
toj vektorskoj jednaéini stavimo ¢, = const., g, = const., vektor r

biée vektor-funkcija samo jedne promenljive gy, tj. = f?‘h)-

‘U- opitem. slutaju ta vektor-funkcija, kako smo videli, odre-
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sistemu se odreduje: 1. duZinpm potega OM =p; 2. uglom @ Sto’

duje krivu liniju u P
" samo koordinata g1, ©
gs- Svakoj koordinat :
© “geometrijsko mesto tataka za lsgjm "
: .dnosti. PoSto u opste natne linije
ﬁac;l;: gf; krive linije, koordinate g1, g2, s zovu: se - krivoli

) nijske koordinate ‘
siétemu “kroz svaku tafku prostora prolaze

" Gausove oznake qy=1u, d3=7

0vako'7=7(ﬁ v). Toj jednadini odgovaraju tri skalarne jedna-

rostoru. Polto se dui.'t.e”linije menja
na se zove koordinatna linija I.cop_rdmate
i odgovara njena koordinatna .hmj_a? kao
ie dve ostale koordinate 1maju
taju koordinatne linije

. Potvrditi da u Dekartovom
taK T et tri pravolinijske
ilindri iy " iedna krivolinijska i dve

inij jarno-cilindri¢nom sistemu jecna | a1
lm:\?(’)lilxllijgl‘:e i u sfernom dve krivolinijske 1 -J_cdna‘ pravol;x-nizsrltc;.
Il’lre(’;i cemo jo$ nekoliko re€i o tzv. koordinatnim povrsin .

i3 ini F=f , ;) mesto samo
i u vektorskoj jednalini r f (41, 92 mesto ;
_isggzén;(r,omenljive velitine gy, konstantnu vrednost? tj. @1 = const »

tada Gemo dobiti jednalinu hr.~—— 1{ k(qz, ‘;I;I)r;:elgcj)a (:35‘35;;,};5;:;
~ Cemc ] . o ) .
tor-funkeiju d¥eju promenuiv: b yektor-funkcija ¢e izgledatn

SRET o
Eine: x=f; @, V), ¥=fa(t, 1), =S5l V). 1z ;ere;r‘h tﬁnﬁ;;o
mo¥eémo eliminisati Gausove paramelre u 1 v; o napisati
dobiti samo jednu jednalinu sa X, Y, z, lgqjudm e e tina.
ovako F (x,y,2)=0. Znamo da toj J‘edna§1m c.)' gokoordin'atu .
Ta povriina sc zove Loordinatma povriina za 1

ahet . . tu
‘Kako ta jednatina sadrZi x,y,2 1 konstantu ¢, MoZemo
jednalinu rediti po g1 1 tal‘cq ?:;1 tué.lggor
" za koordinate g 1 g3 dobltl jednatin

dinatu, a tako isto i

g1= 91 (%7, 2),. 92= P2 (x,9,2)> 95=93(%: 2 2)s.

kojé‘ ne predstavljaju nista drugo veé€ jednatine transformacije

od krivolinijskih koordinata ¢y, gz, gs B2 Dekartove §3033L?:;§
X Py Z " Stalpim vrednostima koordinata ql,qgi(q'3 rogstora-sa
tr’i ’krivoliniiske povriine .koje,pég:)asﬁmlgrciczr ixt;(l) - Iﬁjsll)c ostora
odgovaralut %Jogziiilgﬁlmkoordinafama to su tri ra(;;;;‘i1
mata qﬁ;qucggrdinatnim ravnima koje prolaze krcz datu t.ad
e f a. U polarno-cilindriénim koordinatama to S}i: d;le
Jr‘:vrl:; oizo; (;Aonst.v i @=const) -i povriina ‘kruZnog cilindra

(r =const.); u sfernom sistemu: ravan (§ = const.), sfera (p = const.)

i kruzni konus (p=const.). ... | | | '
. 4 T SR 51



- 1.61, Ugpstavanje pojma izvoda i diferencijala

Sliéno . postupku po kojem smo za promenljivu skalarnu
velitinu y, kao funkciju f(x) od x, obrazovali priraStaj te

funkcije Ay=f(x+Ax)—f(x), gde je Ax prirastaj nezavisno

promenljive, moZemo za svaki matematitki objekt, §, koji
zavisi od neke skalarne nezavisno promenljive ¢, kratko, za
S-funkciju, koja dopudta operaciju- sabiranja odnosno oduzi-
manja, -naliniti razliku .

S(t+A)=S(1)=AS,

gde je At'priré§taj, promenljive z. Pretpostavimo, dalje, da se
sa objektom S moZe izvr§iti 1 operacija mmnoZenja, odnosno

deljenja nekom vredno$¢u skalara 7. Obrazujmo onda kolinik ‘

AS S (t'+At)—S>(.t)
Ar At )

" Najzad, pod pretpostavkom da taj koli¥nik teZi odrede-
noj grani¥noj vrednosti, oznalimo je sa S’ i stavimo ‘

S = liméls_;lim S(t‘+A‘t)—S(t).'

a0 AL Ars0 At

Tz granina vrednost zove se izvod objekta S po pro-
menljivoj t, kratko, izvod S-funkcije. '

Kao: primere proudi¢emo izvodc kompleksa z(r) i vektor-

funkcije f;(t). Pretpostavimo, radi konkretnosti, da je ¢ vre-
me i prema tome kompleksna funkcija z () odreduje kretanje

tatke u ravni, a vektor-funkcija 7’(!) kretanje tatke u pros-
toru. Ako je kompleksna funkcija data izrazom z(f) = x (f) + iy(?),

B o . : SR PTG -7 - B -

njen je izvod po vremenu z'=x"+3#" ili E=—.+z—
: - _at ' _

ono podrufje promenljive 7, za koje .skalarne funkcije x(¢) i

Y (/) imaju -izvode. Izvod z’ ima i svoje geometrijsko. tumad&enije.

Neka afiks, kompleksa z (f), tatka M, opisuje krivu w ravni

ito za
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tora. Posto tatka M, ostaje na krivoj 1 teZi

_Smer tog koli¢nika uvek je naperen u

i vrednostima ¢ i Ar—=t, odgovaraju dve tatke
Dxy:i neka vrednostima £ 1 [+ g O¢ i i
M i M, na toj krivoj (sl 2_Q+ Razlici z (¢ +Ar)—z (1) odgo

—_—

vara razlika vektora OM;— OM=MM,. Ohrazujmo; kolitnik
l je - oVl lementima: 1. sa pravcem
MM, : Ar. To je vektor sa ovim € el 2
tetive. MM, 2. sa) smerom u sméru krctgnjaka e 3 -
intenzitetom duZi MM, podeljene sa_ Af. Ako _]é =3 |
kunde, duZinu MM, treba pomnoZiti sa 3. Dobic¢emo vektor

MN,=3MM,. Imenovanje tog vektora je duZina podeljena
yremenom, dakle imenovanje brzine. Za- : :

mislimo sad da Az teZi null. Treba odrediti
elemente grani&ne vrednosti prethodnog vek-

tatki M, tetiva ima gyan-jéni pravac —
pravac tangente na krivoj, u tatki M.

' j jzad, intenzitet * -
smeru kretanja tatke. Najzad, zitet
graniénog vektora jednak je granicnoj

i - taj odnos, -
yrednosti odnosa | MM, |: At a i ol
kako smo videli u slutaju izvoda skalar- S1. 21 — Geomet-
ne  funkcije, jednak je ~odnosu diferenci- rijsko * tumatenje
jala ds:dt ’gde smo sa ds oznatili dife- izvoda kompleksa

ncij i i linije, a sa dt
rencijal duZine luka krive i >

farenciial vremena. Drugim recima, odnos i L=
g;f/'j;e (izilod puta po vremenu) _).ednak je skalarnoj 13t1-z11_1;
kretanja tatke po krivoj u poloZaju M. Prema svemu 5t0 j

redeno O graniénoj vrednosti tretiranog kohénlka, moZemo

tvrditi da je z’ _—__‘ZE brzina u vektorskom obliku kretanja tatke
dt » . .

M odredena kompleksnom funkcijom z (7).

Doslovno isto ovo moZemo ponoviti za slutaj vektor-

funkcije Y;(t). Razlika je samo u tome §to se kriva u ravai
juj i toru. :

zamenjuje krivom u pros 1 _
’Jl‘reba da primetimo, da u sluajevima kad su kompleks

z ili vektor V predstavljeni kao funkcije duZina svojih lukova,

tj z=2z(s) i —I;=_j:(s), gde s oznacava du¥inu luka, izvodi
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po tim duZinama su vektori jedini¥ne- duZine tangenata sa
- smerom u-smeru kretanja tatke M kad se s uvelava.

ReSiéemo dva zadatka. - : :
1. Odrediti poloZaj tangente na cikloidi. Uzmimo jed-

nadinu cikloide u prirodnom ¥ektorskom obliku: R=gf-k+

— = 3 .
+pv—op (0), smatrajuéi ugao 6 kao nezavisno promenljivu. Ako -

diferenciramo taj izraz po 0, dobiemo 515———97;— dp_(@) Posto

Jje —(;(6) vektor poluprednika kruga, njegov izvod po central-
nom uglu jednak je proizvodu duZine polupreénika tog kruga

1 jediniénog vektora n normale na onom polupreéniku koji

diferenciramo. (DokaZi to neposredno slikom!). Prema tome je

ii_?;(_") .

=p-n. Na taj nafin ima-

do

razlike p (h— n). Nije te3ko po-
kazati (sl. 22) da se taj pravac
poklapa sa pravcemduZi ko-
ja spaja talku M sa drugim
krajem pre€nika kruga tadke
dodira. Time se odreduje po-
oZaj tangente na cikloidi u tadki M.

Kao drugi primer uzeéemo odredivanje pravca tangente
na zavojnici. Uzmimo jednacinu zavojnice u vektorskom obliku:

—_—

OM=

Sl. 22 — Tangenta na cikloidi

- > > . . :
R=kbBv +p(9), koju smo ve¢ tretirali. Diferencirajmo
. R — i~ 0 — = . -

je po 6: ‘7?:— =kv+ if# = kv +pn, gde Je opet pn vektor duZine

p u pravcu tangente na krug osnove cilindra posmatrane
zavojnice; Dobijeni rezultat pokazuje da tangenta na zavojnici
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- mo 20£=P(h—n)' Ovaj rezul-

tat pokazuje da tangenta u tatki -
. M cikloide ima pravac vektora -

T

e u tangencijahioj ravni’ cilindra zavojnice duZ prpizvodxl]e

o N _p_'
date tatke i obrazujg sa njom ugao arctg .

b 5 j j jzvoda. Kao §to

; iéemo sa uopitavanjem pojma izvoda. 3to

1‘? 2552:;‘: skalarne funkcije vise promcnlijl}.‘posdt?:élcl’

vsm.oam delimi&nih izvoda po odgovarajucim promepljmmz =

glijgiemo‘i u slukaju generalisane funl_{01]e_ S"ggojadeiz;;;Znom

vise promenljivh duc oy B o delimitai

izy vakoj od t1 . : .
izvodu po S ako] o

izvod' po pfomcnljivoj q sa E]_;
J ' _—__’ - : ve ’ . -
Tako napr.,'ako je vektor OM=r funkqua dveju ngza
.o promentiivi i i F=f taj vektor, kako
i enijivih « i'v, 8. T _f (_u, ), _
;ﬁ:;oprc;ﬁ'letdsgavljé'povréinu, koja 1gr? _ ?}}oglslk égr:;;algizr;ﬁ
, - jje dveju promenijivin. >
hodografa vektor funkcije _ . s
i ' orafa u parametarskom O 1
.\g‘f]’ tgug vl;Odzo—EZ (u, v)? Ako jedna od promenljivih, recimo ¥,
“J2\ 3 . *

' i jedn Einir=ﬂu,const.)
i ednost v = const., vektorskoj Jef_ina f(u, const.)
;Iﬁ:gf;lrl;u ;relimiéni hodograf sa Promenlpypm u. Tlsi,J (cileh::fl‘sélr;;
hodograf je u isto vreme i koordinatna linija naSe hodogral

i ii 7 t.) po promenlji-
$ine. torski izvod vektora f (u_, cons ji
gg}/rs‘tgﬁéiszu je delimiéni vektorski izvod vektor.-funkcue

-

MOR j e Y i delimigni izvod
r(y, V) po u. Njegova oznaka Jeéz. Za drpgl ’ .

. b d

—

imamo—bi . Lako je, podto formiramo - izvode, obrazovati 1
' ov . 7 .
odgovarajﬁée vektorske diferencijale. Za vektor-funkciju r (?)

d?(t) dr.
t

jedne promenljive imamo diferencijal dr =r(f)dt =

Za vektor-funkciju dveju promenljivih total_ni vektorski dife-
a9 4 icdnak j6 zbiru dvaju delimit-
rencijal dr (1, v)=3‘-‘du + avdv je na. j | } dvale "
nib diferencijala. Taj totalni vekto_rslu dlfel_'enpual igra fun
damentalnu ulogu U Teoriji»_po,.vr§ma.- .
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1.62, Iz{'od o datom praven. Gradijent

Da zavr§imo proudavanje raznih tipova izvoda, objasni-
éemo- jo§ i pojam izvoda skalarne funkeije viSe promenljivih

u datom pravcu. Zaustavimo se, prvo, na primeru funkcije -

dveju promenljivih f (x,y), koja je, prema torhe, vezana za
tatku M (x,y) u ravni Oxy. Neka to bude, mapr., tempera-
tura T u tatki M neke metalne ravne plode (sami crtajte
sliku), tj. T=f(x, y). Povucimo na toj plogi, kroz tatku M,
pravac pod uglom 9 sa pravcem paralelnim Ox osi. Na toj
pravoj izaberimo talku M’ na rastojanju / od tatke M. Koor-
dinate tatke M’ tada imaju vrednosti x'=x+Icosf, y =
=y +1Isin6. Temperaturu u tatki M’ moZemo izraziti ovako
IT=T(x',y)y=T(x+Icosf, y+Isin0) i smatrati, pri krctanju

talke M' od tatke M po datoj pravoj, kao funkciju samo
- promenljive I. MoZemo sad definisati nov pojam, naime: iz-
vod date funkcije take u datom pravcu; to jé grani€na vred- -
~ nost odnosa prira$taja te funkcije pri pomeranju po: datoj

pravoj prema velifini tog pomeranja, kad to pomeranje teZi
nuli. Poto je funkcija T (x, y), u takvom posmatranju, funk-
cija- samo jedne promenljive /, moZemo upotrebiti za taj izvod

obi¢nu oznaku g PoSto je, s druge strane, T sloZena

funkcija od I, naime ona zavisi od x i y, a ove veliine za-
vis¢ od /, to, prema pravilu za diferenciranje sloZene funkcije,
dT oTdx  oTdy

imamo —==222,20% posto je ﬁ =cos 0, d_y =sin 0, ko-
dl  oxdl oydl dl

naéno d'obivarﬁo ?z: a—Tcos ) +Esin 0.

ox oy

Sliénim rasudivanjem dolazimo do odgovarajufeg rezul-
tata 1 u sludaju funkcije triju nezavisno promenljivih, funkcije
tatke u prostoru. Neka to opet bude temperatura, 7'(x,y, z),
u nekoj talki odredene sredine. Ako sa «, B,y oznadimo
uglove izmedu datog pravca i osa trijedra Oxyz, za izvod u
datom praveu imamo obrazac

dT' oT

oT '
—=—cosa+-——cosPB+—cosvy,
ar ox o oz

56

".- tama cOS &, COS B, 2tho
datom pravcu moZemo napisatt u O

: % wpl . Ako za tatku M (x, z)
s i tumaci v-\_morsk_!; ] : e\
koji s Jedmo e y,7) konstruiemo vektor sa koor®
Rk ‘ L 2 i ijent date
oT 0T - 3T 4 piia se vektor, koji seZOVe gradijen
J 1‘13— _—d—) — 2 " [ .
tar 2 o’ oy oz

' Ako, s druge:
funkcije U datoj ‘tacki;

njegova oznaka je grad T |
. toj sa koordina-

x i :odini&ni vektor datog pravea sa
P A rethodni obrazac za izvod d_T/dldu.
oo na bliku skalarnog proizvoda.

ov — = Bl ad 1 -| i Fav teoremu: IZVGd
a.ko (g - 3/ ) ’ ]

. s oo diienta.
kcije u datom pravcu jednak je prole}ctcljgstgr?:(;]ree; 2
font fun tg.gke na dati pravac. Jasno je da setha; dlnog corema
v a slutaj funkcije tatke uravit. 1z pre hodnog obeeech
.odnc;cs;l;nim projzvodom nepOsrednlo( sl§dujeu . "t
poo \ i ij ¢ke 1ma

d funkeije tack |
§0ht1tnua vrii?rggxslgulz‘jlgdnaku nuli, u svakom pravcu normalnom
jenta, . L 0 A .

. pa gradijentu.

. ; ) ’ . 3 ’ .e
- 1,7. Funkcija kompleksne promenl]we. Preslikavanje .
. jizloZili elementarnu teoriju
: kniizi (I, 1.4) izloZili smo AR
kompllé]kspnri‘;lojbroj]eva u Vezi sa teorijom glzitim;o}l nf:v?:l o
j niu i prodirenju u ovol \ e
smlc;,vg;:nu‘gi?ﬁji na Iélm‘.‘,aj kad su nezavisno promen ji
v )

] i . funkciju
0 realne veliCine, pri éem_u smo 1 koypplek::g (t;emo Jto
Sieadn o kao funkciju realne promenljive, S& nezavisno
Frctlralg S?im uniti i proutavanjem slu€aja ké(_l su 1 R
izlaganj® OI; funkcija kompleksni brojevi. inimo Dl
promenljive d Teorija funkcija komplekspe promeny oo
g sablast savremene matematike sa suqkun 12;( e
ma, kako U 'prouéavanju.m'no.gxh prlrodl;ﬂl pojava,
na t’ arenju tehnickih zamisli ljudskog uma. o e
u os VUvedimo zato komple_ks z=x+yi 10 smaafi i]( .
ispo promenljivu veliginu. U ravm Oxy, e
it > pd ovara tatka M sa koordinatama X, yt 0= 0
leksa z, 0dg {1i u istoj, 1avni tatku N sa koordina ;msu woil
?cad if?}f;lgfé,mpleksa w=u+vi. 1 pretpc:jstzg:rrjx: ui S
b5 3 } ij iivih x 1y, U§. da —u (%, ¥
o ? l ;) fl’llrlalg:;]ingrigﬁ?lle;pisati wy= w(z) i smatrati kom-_
y=v(x, ¥)- , _

gtala vaZna O

-



pleks w kao' kompleksnu funkciju' kompleksnog arguimenta z.
-To zna&i da za svaki par realnih vrednosti x i y, u realnom
podruéju, moZemo odrediti par realnih vrednosti funkcija u
i v. Drugim refima, za svaku tatku ‘M moZemo pokazati
‘tatku N. KaZe se da se tatka M preslikava u tatku N na
osnovu date funkcije w(z) kompleksne promenljive.. Ako pro-
menljiva tatka M opisuje u ravni Oxyneku sliku, tacka N u
svojoj ravni daje, u opS$tem slufaju, novu, transformisanu
sliku. Pokazademo ovo na nekim primerima.:
1. Uzmimo linearnu Xkompleksnu funkciju w=az+¥,

‘gde su-a i b konstantni kompleksi i as£0. Ako stavimo a=

=p (cos 0 + i sin 0), funkciji w odgovara ovaj niz transformacija:

2z’ =pz — to je istezanje vektora z u njegovom pravcy, §to

odgovara . mnoZenju konstantnim brojem p, 2" = (cos 0 + isin0)z’

— to je ‘obrtamje vektora z' za ugao 6 u odgovarajuem

smeru, i z'"'=w=2z"'+b — sabiranje vektora z’’ sa kon-

stantnim vektorom b. Prema tome sve tatke ravni se podvr- .

gavaju: 1. povecanju (odnosno smanjenju) svih rastojanja od
tatke O proporcionalnom tim rastojanjima sa istim koefici-.
jentom proporcionalnosti, 2. obrtanju oko te tatke za isti

., ugao i 3. translatornom pomeranju ;stalne vektorske velidine,,

2. Neka je w=—1— Oznaéim6 z=x+yi=r (cos 8+

. V4
+isinf), a w=p(cos{ +isiny), tada imamo: r-p=1i¢=—0.
Na osnovu tih geometrijskih rezultata moZemo izvr§iti ovu

~ komnstrukciju. Nacrtajmo krug (neka €italac sam nacrtal!) jedi-

niénog polupre€nika, sa srediftem u O. Neka se, prvo, tatka
M nalazi van tog kruga. Iz tatke M povucimo dve tangente
MT, i MT, na krug. Tatku preseka prave T;T, sa potegom
OM tatke M oznalimo sa L. Tafka N, simetritna sa tatkom
L u odnosu na Ox osu, daje afiks kompleksa 1/z. Citalac
moZe bez teSkoée proveriti ta¢nost navedene konstrukcije.

Ako se data tatka nalazi u krugu, napr. u poloZaju N, .

konstrukcija se vr§i obrnutim redom. Najzad, ako se tatka
M, afiks kompleksa z, nalazi na periferiji kruga, recimo u

‘tatki P, afiks kompleksa 1/z je tatka Q, na periferiji istog

kruga, simetrina sa P u odnosu na Ox osu; u ovom sludaju

-imamo w=x—yi, jer je x2+y2=1. Pokazali smo kako se u

ovom specijalnom sludaju vrsi- preslikavanje tatke M u tatku
N, 1 obrnuto. _ T :
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“edenu oblast ravil,
1;: posle preslikavanja d
?metrij_ska figura. Za tak

'y drugu.
Lo znatajnu ulogy 1 PTUE
; lirigr:h:;xikul promenljlvxh sredina.

: ‘ . ) . ku od- N
e vanj 5. Witi ogranifeno samo Na ne‘.
g moéz_?e tigékzg"pripadaju nekoj figuri; te:i)a:
3 obiva, u opstem slucaju, druga n%o‘éu
VO pré’slikaVanje se kaZe da se PO

. slike,
. ~ciia jedne figure, odnosno.
% transformacija. §¢ h izraza
brasca Vrsi : sformacija pomocu kom?leksbm ova na
Teorija tran jmenama kompleksnib  broj

avanje Sitalaca tak ni
lan ove knjige ne ulaz_i upoznavai(nje. sltt?&iiiijia, o
! Up ?;; clementima Teorije 1vcomp1e sni im0
i kpo}atzi?xi funkcijama tteba da kazemo ovo. Al )
]pa o . ‘. . B

" za kompleksnu funkciju

ow@=u NI E)

ma opitem pravilu

fim P+
. Az0 AZ

mo videti da vrednost prethodnog

izvod, sastavijen Pre

o Ay = Ax+iAy, lako em i da_vre
?(az)lﬁ‘,znika zavisi od kolitnika Ay:Ax, 4. 0

i po
se odreduje jzvod za datu vrednost Z. Ali p

jovima, koje _tr.elzx_1 b .

j¢nik ne zavisi vca - diferenci! on
Eiéjgﬂ;anizvodom u datoj tatki koji me 22

renciranja Zovu s¢ anauic keie, O
od vrednosti z, veC10 v lim

d izvesnim us-

zavisi ne samq o
“cije se zovu neanalititke funkcijeseko;np eksne p

iep vremena, uglavnom, § a
t%?cliels Iﬁtengkcija. Tek je u dapagnje vreme D
i

matickih prouéavanja Pos

pravca u kome

e eile u i v, taj koo o
liavaju funkcije # 1V, o
a da zado‘é?firenf:iranjaf Kompleksne fure .

d
Jiticke funkcije- Obrnuto, ako 1zv0
omenljive. Do
routavala Teorija anali-

tala i Teorija neanalitickih funkcija.

R
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Glava druga

ANALITICKE PRIMENE 1ZVODA
I DIFERENCIJALA

2.1, Neprekidnost funkcije viSe promenljivih

U prvom delu ovih Elemenata, u vezi sa proudavanjem’

. funkcije jedne promenljive, tumadili smo pojmove grani&ne
vrednosti,- b:skrajno malih i b:skrajno velikih veliina, nepre-

kidnost funkcije i prekida (skokova), konaénih i bsskrajno

velikih. Navodili smo te pojmove onako kako nam je dozvo-
ljavao osnovni cilj ove knjige, koja triba da bude 5to pristu-
pa¥nija za &itaoca — po&etnika. Ti isti pojmovi, naravno, sa
prirodnim dopunama, mogu se prodiriti i na sludaj funkcije
dveju odnosno vi§e promenljivih. Prema tome ne moramo

ponavljati odgovarajuéi. materijal. Ali ¢emo u&initi nekoliko
primedaba. ' -

Za funkciju z=2z(x,y) se kaZe da teZi odredenoj gra-
ni¢noj vrednosti z(M,) za tatku M,(x,, ¥,), ako zadovoljava
ve¢ poznati e-uslov |z (x,»)—z(x,, ¥y) |<e pri (x—xp)?+
+(y—y,)?<9, gde je e pozitivna konstanta, koju moZemo

 proizvoljno birati, a & drugi pozitivni broj, odreduje- se ‘kao

funkcija e-a. Simboli&ki se ovo izraZavaisa lim z (x,y) =2z (x4.7,)
X—rXg, Y >Vs

pri ¢emu ta¥ka M,(x;,y, moZe da i ne pripada podru&ju

tacke M.

Uslov neprekidnosti funkcije jedne promenljive formuli-
sali smo jednako¥éu graniénih vrednosti sdesma i sleva od
talke, recimo, za x=c. U slu€aju funkcije dveju promenljivih,
taj uslov treba uopstiti u tom smislu 3to se prelaz ka gra-

66

£ . pitnoj vrednosti

ED =

mo¥e vriiti duZ proizvoljne !-:_Ti;e gt_acgbc]a;s;l |
: ‘ rine podrucy .
ika sno druge neke povIst 13-
PramuEaUr:l-kh;: Edz‘[zi y) ima istu granitnu \*rcda;ogt za_t;(“,]ia. )
T funkc»éai _ravi};: 1. y=Y 28 z=2(%,Yp) ! 4 :x; Oigm‘
M, (%o Yo) uiz ptog jo¥ ne sleduje _da fun}ccua;c zk:rr_l\le s
Z:zi(gcr;)\’ly)\;rednost 7a Xg, Yo Pri prelazu duZ neke Z.
gran

sednadinom 9 (¥, y)=0... \ K
ke e i¢na vrednost funkeije z= z(x,y) ne éeglls; ec{( !
Ak B pa svakome putu zd svaku ta
g (6 )=0 i y imamo za dato e, u e-uslovi,
e funkciju. z u toj oblasti da je

Pt 1jivi

oblasti promen ,

istu vrednost B, kaZe s¢ za Tanks | .
ynomerno ili uniformno nepré . e T

" -8to je reeno za funkciju dveju promen ji

se.i na’slutaj funkcije vise promegljxv;h.

. Vezbanja: oy et r
1. Navesti primere neprekidnih funkcija
- -- -1 . ‘ . 2
e sdnos ' vy ima skok?
: 2. Za koju vrednost argumenta funkcija y=—""17

3, Za koj

na osnoviu oblik_a n,iihoé

tzx icotg x prekidne?
tg X

je vrednosti' argumenta funkcija y= lf:;

e su vrednosti argumenta funkcija

prekidna?
4. Za koje

2.2.” Ras¢enje i opadanje funkcije

p

b Yy tangenta na grafl : .
funkcuaa yo?éfrgx)Ogcészi’gao f na slici 23). PoSto je tang s
ugao $

j je i ’ mo tvrditi,
iigo%uzﬁi?jf OI_Z;tSit\:’m,d: {'\Zdl}%l;‘l(; I?écfl;rn{liqu;(i:d je ¥>0,
funkdj:ki 'E:rsll[;nta obrazuje- sa -osomt O:é t\‘fﬁo‘igzz S;g;& n?;
?l?nksgll_]c; %’?e,mz}i’, fc?}';ne;ovzzalrcl‘?;g?(z%:iszvgda dovo]jar} je da se
b aaghe: flf{lkcllcja“; aljtft:i;t;n‘zpimc-rvalu, od x=a do x:b:
pri biaa,f ‘.1?}1'1@131‘; ogjada, veé bilo raste bilo ostaje neprome
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njena, kaZe se da je, u tom intervalu, monotona u Sirem
smislu, Ako samo bilo raste bilo samo opada — ona je
. monotona u uzem smislu; to su uzlazne ili silazne funkcije.

- Evo nekoliko pri-
mera.

y=ax+b ima za izvod
raste ili je uzlazna, ako

Jje a>0, a opada ili je
- silazna, ako je. a<O.

S). 23 — Ra¥denje i opadanje funkeije funkcije, y=ax2+
: +bx+c, za koju-je

Y =2ax+ b rasenju ili~

uzlazu odgovara uslov '2ax+'b>0, a odatle je 2ax> —b.

Ako je a>0, za vrednost argumenta x>—b/2a funkcija y.

raste."Ako jé a<.0, funkcija y faste za argumentc x<< —b[2a.

Funkcija y=e* ima izvod y'=¢*, koji- je pozitivan za
sve vrednosti x. Prema tome ova funkcija stalno raste. Inverzna
funkcija y=logx. ima izvod y'=1/x, a posto logx moZe imati

realne vrednosti samo za x>0, i prirodni logaritam prema .

tome uvek raste. .Kako za -proizvoljpu osnovu @ imamo
(log,x)' =1 /xloga=+l¥logae, zaklju¥ujemo da funkcija loga-

ritma i sa proizvoljnom osnovom uvek raste.

Fupkcija y=sinx ima izvod y'=cosx, koji je u oblasti

od 0 do 2= u granicama ——;—<x<—72r— pozitivan i, prema tome,

u ovim granicama sinx raste, 1 to, kao §to znamo, od —1
do + 1. Na ostalom delu trigonometrijskog kruga sinx opada
od +1 do —1, jer je y' =cosx negativan. _

Izvod funkcije y=tgx ima vrednost y' =1:cos?x; on je,
prema tome, stalno pozitivan, zna&i tgx stalno raste, i to, kao

, $to znamo: u prvom kvadrantu od 0 do +oo, za x'=_—2-—

funkcija gubi neprekidnost, pravi skok od +e na —oo; u

- drugom kvadrantu raste od —o do 0; u tre€em i Cetvrtom

kvadrantu se menja- na-isti na¢in kao i-u prvom i drugom
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Linearna funkcija-

y' = @; prema tome, ona

Kod kvadratne

““Lkidne funkcije, kad

. . . - P l T e .

VeZbanja: . e -
" proutiti raséenje i opadanje funkcija: ' : .
" 7 2 2 -
1. p=2x+1 2 y=2x - 4x+ 13 3, y=2-3x-4x% 4, y =
5 it 6. y=e% T y.ﬂ?t;; 8. y=cosx; 9. y=colgx;
-y X+ - i

10, y=logx; 1L y=arcig X; 12, y=Li@®+bx+0. -

~ - 2.3. Ekstremum funkcije

. ‘ : &li smo ponalanje krive nepre-

Y prethOdnomjea;}l;g.r Da vidimopkako se po_naf_ia kriva

_ a, prema tome; i funkeija, kad je y'=0. ]i?nol 'szf * -‘

, "sluéaju.'iangénta na krivoj P?Yaldﬂa,sa ?\k - fakode

tom Pod pretpostavkom -da je izvod Yy fu‘.1 cije ozmatranja

o ekidan u tacki dodira, na oSnovu nEPOSTE nog Pl 3 sa
e ado “ovih zakljutaka doéi. Kriva se moZe nalaziti 1

;gg:zmiodruge strane tatke dodira, ispod tangente (sl. 24, 2)-
. a. b o d
; S, MZ’ ’ M3
e e R 6B
M I oy toro

i b Do P S
P SR L
NN b Ly PN NN A3,

N - : -
—_ T i l \N’ N3 &
o Nw

Sl 24 — Maksimum, minimum i prevojna tatka '

ost funkcije  za tatku dodira, M, koju

Kako je tada vredn veéa od vrednosti te funkeije y(M)

~&emo oznaliti sa y(M),
i y(M") za tatke slcya i
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desno od tatke M, tj.. y(M)>y(M').



iy(M)>y(M"), kaZe se da za tatku M funkcija ima maksimum
(maximum, kratko, max.). Obratno, ako se kriva nalazi iznad
tangente (sl. 24, b), funkcija ima minimum (minimum, kratko,
.min.). Kao zajedniZki naziv za pojmove maksimuma i minimuma
uvedena je reé ekstremum (extremum) funkcije.

Ako se kriva pre talke dodira nalazi iznad (sl. 24,c),

odnosno ispod (sl. 24, d) tangente, a posle ove tatke, obratno, .

ispod odnosno iznad tangente, za funkciju se kaZe da prolazi
kroz (ili da ima) prevojnu talku (talku infleksije).

Sve talke, za koje f'(x)=0, zovu se stacionarne tacke,
a vrednosti funkcije za te tatke su stacionarne vrednosti.

Prema tome, uslovu y =0 odgovara ili ekstremum ili
-prevojna tatka.

Izvedimo sad uslove za svaki od ekstremuma i za pre-

vojnu tatku. Zato. éemo jspod grafika funkcije y(x) nacrtatii =
grafik izvoda y'(x) (sl. 24, a). U sludaju maksimuma funkcije, .

ugaoni koeficijent tangente je za taCku M’, ispred tatke M,

pozitivan; odgovarajuéa tadka N’ grafika izvoda mora se nala- '

ziti iznad ose Ox. Za samu tatku M je y' =0; tatka N grafika
izveda leZi na osovini Ox. Za tatku M", iza tatke M, imamo
¥ < 0; odgovarajuca tatka N’ grafika izvoda le#i ispod -ose
Ox. Grafik funkcije ' prelazi iz oblasti iznad u oblast ispod
ose Ox, §to znadi da funkcija y’ opada. Izvod ove funkcije,
a to je u naSem slu&aju drugi izvod »”, negativan je. Prema

tome moZemo tvrditi da maksimumu funkcije odgovaraju
uslovi:

¥y =0, y” <0, Max.

Sli€na analiza (sl. 24, b) pokazuje da minimumu odgo-
varaju uslovi: ' : :

y' =0, >0, Min.

Ako su =01 =0, ne mofemo na osnovu. samo ovih
izvoda ni¥ta kazati o karakteru funkcije. Dublja analiza poka-
zuje da taj karakter zavisi od vrednosti narednih (viSeg reda)
izvcda, Naime, ako je "' 50, kriva linija ima prevojnu tadku;
za y"'«<( imamo tatku pokazanu na slici 24,c, a za y"' >0
- onu predstavljenu na slici- 24,d. Ako je i'y"'=0, tr¢ba izra-
Cunati i naredni izvod. - o et
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MoYemo navesti bez dokaza ovu teoreému:- Da bi funkcija
jedne nezavisno promenljive imala ekstremum za odredenu W‘?d"
nost argumenta, potrebno je i dovoljno da za tu vrednost uzastopni

izvodi budu jednaki nuli i da izvod najniteg reda koji nije jednak

nuli bude parnog reda; ako je ovaj pezitivan, bice 1o minimum,
ako . je negativan — maksimum. - Dokaz ove ._teore_me (:ex_n.o
jzvesti kad budemo govorili o izradunavanju pxjxra§ta_]a funkcije

Ay u zavisnosti od p;‘ix\aﬁtaja Ax ,argumcntg._ .' ¥
" No veé i na osnovi ovoga Sto je refeno, moZemo izloZiti

postupak za odredivanje, ckstremuma date funkcije. Za datu-

- funkciju f(x) postupak je ovaj: 1. uzme se prvi “izvod f'(x).

2. taj izvod se izjednadi sa nulom i dobijena jedn?.éina fi(x)=0
ri;§i. Neka joj koreni budu ay, as,.- .., % gde je k_ kopaéan |
ili (u sluéajp transcendentne jednacine) ‘beskona&an broj: Ove.

“yrednosti argumenta,

u slu¥aju ekstremuma, ponekad se zovu

‘i kriticke vrednosti. 3. jzratuna se drugi izvod »’'(x) i odredi

njegova

vrednost, odnosno samo znak, za krititke vrednosti.

“Tako se dobivaju yrednosti: f(ap, f@), <5 S "(ax). 4. od

tih vrednosti uzimaju se ome koje
tivne vrednosti imamo minimuim,
© 5.izradunaju seza odgovarajuce vre

nisu jednake nuli. Za pozi-

za negativhe — maksimum:_‘.
dnosti korena izvoda vrednosti -

samih funkcija f(x) — to su vrednosti maksimuma i minimuma.

- : za koje je ¥’ =0, postupak treba
7a .vrednosti korena za koje je y" =0, p :
nastaviti odredivanjem izvoda narednih visih redova. .Ako je

neparnog reda prvi"od”ov;h
narednih izvoda koji, nije je-
dnak nuli za odgovarajuéi
koren,- funkcija za taj koren
nema ekstremuma, a 'ch-) je
on parnog reda, funkcija ima
ekstremum i to onaj koji
odgovara znaku tog izvoda.

Iz prakse je poznato da
su pri refavanju ovih zada-
taka najtefa dva momenta.
1. odredivanje funkcije f(x),

‘pi problema, i 2. redavanje jedn

»
" nax 3
N oy

7 e

Sl. 25 — Putanja kosog lhitca

ako nije data, da odgovara susti- -
agine f* (x)=0."

Regiéemo nekoliko zadataka. )

5 Diferencijalni rafun i njegove primene
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L Kretan_]e (sl. 25) kosog hitca (te¥ka materijalna

tatka badera pod 1zvesmm uglom prema hornzontu) obavlja

Ty se po putanjx élja Je _]ednaéma
b L
Y= x——?ax 3 gde SU a=g/vh cos2a b= tgoc

- .sa oznakama g— ubrzan_]e Zemljme teZe, v, — poéetna brzma

tadke « —nagib ove brzine
2 prema horlzontu Treba
ekstremum visine ko_|u ée hxtac dostiéi. - odredltl

1. Za izvod nalazxmo Y =b—ax. 2. Resavamo Jednaému-

v
-y =b—ax=0 i naIaZImo koren xX= b/a——smoc cos a. 3 Iz-
4

raéunavamo drugi 1zvod yi= —aﬂ‘_;L
vZcosta

: negatlvan funkcua ima. maksxmum kao §to to sleduje i iz’

. Polto je on

same prirode prob]ema 4. Odredujemo samu vrednost tog

i S
f: maksxmuma yma,=—2— Eo— sin%a

| ‘ . . o L .
’.l 11 ‘Dat je poloZaj taéakaJA i B van prave l sa 1ste

| strane te prave. Nacx na pravo
rastolanja

Eh (@O “ AM+MB
qajmapji‘(sl. 26).-

I Iaéku M za kO_]u Jje szr

47 N Mo
Sl 26 — Zakom odbuan]a i prelamanja svetlosti |

B

Oznaéxmo sa hy i hy castoj
- janja tadaka A i B od -
isaa rastcuan_;e izmédu podnoZja“d’ i B normala.'spugt);‘i/g :
.le ‘tadaka A i B na pravu L Neka rastojanje od taé]_ce M do

T S S g Y e e E
- SN I Ry 1 o LR '

tatke A’ budc X, a zbir (1) neka bude y. Neposredno sa
slike imamo y=}m+x®+|/R2+(a—x)2

Za izvodenje uslova. ekstremuma 1ZJedna61mo ‘sa nulom
prvi- 1zvod

F 1x4 a—x ‘0
Vi +x® Vh2+<a )¢

Ako sa oy oznaélmo ugao 1zmedu normale na pravoj Ix prave AM N
a sa oy ugao izmedu. te normale i prave BM, prethodnu -

" jednadinu moZemo zameniti ovom sine, = sinay; a iz ove konadno,
dolazimo do uslova &, =a,, koji izraZava dobro poznati zakon

odbijanja svetlosti. Svetlost. izlazi iz ta&ke A, odbija se od

ravni i:prolazi kroz taku B, pri &emu je upadni ugao jcdnak
odbojnom uglu. Jasno je iz prirode . samog zadatka da nas
uslov odgovara minimumu (zasto?).

~

na pravu /, traiﬁnl zbir AMB ima vrednost -zbira AMB*; a

. ovaj zbir je najkraél kad se tatka M nalazi na prav01 AB*
Iz tog uslova sleduje. jednakost uglova ay i % ]

I Neka su date dve tacke A 1 B sa razmh strana

prave I. . .
Svetlost se u sredlm taéke A prostlre brzmom ¥pyra W
. sredini tatke B brzinom v, Naéi na’ pravo_] ] tacku M pod

‘uslovom da vreme T za koje svetlost _prede iz tacke A u taéku

1 : B bude najkraée (Fermatov princip). _ .-
'Sa oznakama shémm prethodmma (sl. 26 b) za’ vreme

T 1mamo

Y2+ Xz V12 + (a—x)?
= +

sl Va

3

‘odakle za ekstremum nalazimo

_dT‘.l x 1

a—x

—_———

9;=Z'Vh2+x2 v2 Vh2+(a x)2

xh smacllvl—smacz/vz Ovaj uslov odgovara zakonu prelamanja

svétlosti, jer kazuje da odnos smusa upadnog 1 prelomnog

/ ) B v -

Utini¢emo i jednu- elementarnu pnm“nu Ako za ta,éku i i
B konstruiSemo tatku B* (sl. 26, a) simetri¢nu sa B u odnosu

e



ugla ima za. dve date sredine st

Brsds alnu ‘vre % e
relativai indeky prelamanja druge rednost, koja se zove-

. sredine prema prvoj.
IVy Réficemo joX i tav. . zadatak plela‘, -

_ Nadi na osovini estostrane p .
tako da. ravni kroz tu tadku i.tri

Pavrdinu koja treba da ima

Sest’ trapeza oblika AA'B'G i tri
Ako oznatimo 44’ sa h i BG s

minimaipu"vrcdnost saéinjavaju. '
romba, jednaka rombu ASCG.

fiemo pomodu dijagonal.a AC
1 8G. Podto je AC=alf3,

= %V;ZT“T{!Z, za povr§inu

triromba dobija se (3) Al
' 2

BT Ll : i -AC_-.S’G—__—3aV§'V}'C2+_;_--2h

L e Zbir povriina 2 i (3)'.daé‘e
SL 27 — Plelina éelija Zatrazenu povrsinu 0 = 6ah—

_ 3‘ax +3a V,E’;’sz_,_% a2

Uslov za ekstremum ove funkcije daje

aix, povisina svih trapeza bi¢e
(2)6(a/1 '—-3 ax) = 6(1]1 —-Bax. o

. Povr¥inu romba izfafuna- =~

o T M o s e . B = -
gl =4 S, k3 =1 po - BT %

a3 ?,a.Vf' I

§ faii 5 I ‘ :
i szn'—7=AK:AG=———:-—~—=——L6, tako da se za vrednost

2 4 3
ugla  dobiva « = 109928°16"".. Taj ugao na p&elinjoj Celiji izmerio
je, jo§ 1712. godine, Maraldi ‘i naao je vrednost 109928,
‘Reomir i Kenig nasli su za ugao istu vredoost rafunskim
putem, uz uslov.da povrlina Celije bude najmanja, tj. da

“p&la potro¥i najmanje voska za izgradnju te povrSine.

Rezultati merenja i raduna poklopili su se; p&ela se pokazala
kao dobar matematifar, koji je bez diferencijalnog ratuna
' logaritamskih tablica, samo na osnovu svog instinkta, re¥io
komplikovan ' matematiSki zadatak. PoSto su ovi pddaci bili
‘ve¢ izadli u mojoj knjizi ,,Visa matematika*c 1948. g., pro-
gitao sam u knmjizi prof. V. Variéaka , ,Matematitki rad
Bogkovi¢ev. Dio I da je R. Boskovié objavio &lanak ,,De
‘apium cellulis*“, u kojem je dao i geometrijsko 1 analititko.
refenje tog problema. U knjizi V. VariCaka stoji i ovo: -
,;Jedno je, veli- Bo¥kovié, - bilo veé starima poznato i toga

. radi su plele geometrima zvali‘‘. “:

U vezi sa ekstremumom funkcije jedne nezavisno pro-

. menljive nave§éemo nekoliko primedaba. . Tk
L Ako u jednom intervalu funkcija ima viSe maksi-
muma, odnosno minimuma, -najveéi od maksimuma zove se

- maksimum maksimorum (maximum maximorum, kratko, max. —

max.), a najmanji od minimuma minimum minimorum (kratko,
-min. —min.). Odredivanje max. —max. izmedu svih maksimuma
vr$i se pomoéu neposrednog uporedivanja vrednosti tih maksi-
muma. Na slian nadin se radi 1 za min. —min.

2. Ne treba mefati dva u sudtini razlitita pojma; s

" jedne - strane, pojam najveée  (najmanje) vrednosti funkcije,

koja se ponekad zove apsolutni maksimum (minimum) i, s druge
strane, pojam maksimuma (minimuma), koji se zove i rela-
tivni maksimum (minimum). ;

dQ ‘ & fja StroZu definiciju pojma ekstremuma (relativnog), recimo
ax = —3a+3a4l3. ————— =, i maksimuma, moZemo formulisati ovako: funkcija f(x) ima u
o x4 Y a® b tatki x=x, makSimum (relativni), ako se moZe .naél takay

4 af pozitivan broj e, da za svako x u oblasti xy—e i'xy+¢, tj.

ol s
L) e

sa vredno3fu apscise x,-+ 0c, gde je 6 proizvoljan broj i to
0<8<1, postoji nejednakost f(¥ 0e)<<f(x;).- U -sludaju
minimuma (relativnog) znak ove nejednakosti je suprotan.

oo

= _— = fhid

odakle je x~_ ' et 5
S e .x_ Y ai/? Za ggao A4SC=c kad vrha S, imamo

=
CI

PR, o "D Y,

15

'@ 




Ué¢inimo - jo

\ § ovu primedbu. Ekstremium sa uslovima u
‘obliku "nejednakosti f(x, & 8e)<f(x,) za maksimum odnosno
‘ S(xo £0e) > f(x,) za minimum, ponekad se zove ‘sopstveni
IBi - ekstremum. Ako ekstremum zadovoljava slabije uslove, u obliku.
© (x££ 0e)<<f (%), odnosno f(x+0¢e)>=f(x,), on se . zove
. nesopstveni. ) ' '
~ ' Objasni¢emo na primerima razliku
i najveée, odn. najmanje velidine.

) Funkcija y=e* u intervalu, recimo, od x=0 'do x=1
uzima vrednosti od 1 do e i pri tome stalno raste. Ova
funkcija, u tom intervalu, nema ekstremuma, nema relativnih
ni’ maksimuma ni minimuma. Ali-ova' funkcija ima’ za naj-
manju vrednost, tj. apsolutni minimum 1,
vrednost, a to je apsolutni maksimum e.

. Kao drugi primer uzmimo funkciju sa grafikom poka- -
zanim: na slici  28,a. Funkcija u intervalu-od x, do x, ima

- | .' . i ‘ . & da ‘
i ; ka onog parnog 1zvoda,
jzvoda, odnosno zna nog pa i
llig;ie nx;jepiggﬁtiéki jednak nuli. Za (;@vr:fl;zr;iipxairo:iatu ‘ga
g ne postojl siican ipak,
apso?:in Oiegiss?gﬁ‘;m;romgnu' vrednosti funkeije u datom
proutiti nep: ) ) ‘ |
intervalu. ' | {¥,ou il
1 3. Pri prouéavanju ponasanja’ peprekidne funkcije . u

| PO %aj da tangenta ma
e ot o¥e nastupiti i taj slucay ¢a tat oy
g ilntfil;czlju t;réki zauzme vert_lkalz}_n -polozaj, Ot{/.épgi%% .
krv™) paralelne » osi. Tada jo (.1 (0= 08 o e
prave Psto tako raitlaniti na trl slutaja (s o il sa
ot 1M Kada grafik funkcije predstavlia kop Jafiu ti funk-
tgéke g' vige. Taj 51uéaj odgovara na_]VCéO_] vre n(;; ;F—— N
gjl;o%artlim sluéaj kopljzﬁtc_ tagzke llié:ja‘ 1:;;10&1 :lazz Qla'L'javlja
T aiman ost. Najzad, = siucaj. X 1
X na]ma':rrg?;lavrfgéx;(a krive. PoSto za sve oOVe taéfe pe,(;ftt:le;
: ka{) p(rz)_ Japscise kopljastih ta‘é'aka sa v?rtlk:ﬁ_lgomogli% vanie
o cl))_v da zadovoljavaju jednatimu” 1:f7 () =0. ona$anja
ety ve jednadine. i neposredno P1:0“§3-V3:n1° I]’c akteru
___to_::;x z'iol?o 'ocjlgovarajuéih tataka refava pitanje 0 Xat .
“krive ¢ - A
vrednosti funkcije u tim tackamna. _ funkcije dveju -
' Predimo sad na proudavanje. ek;tge!}lurlzlfko}lzn‘ig videli,
i romenljivih z=f(x;»), Kojok a5 o 't i
: “_g;zaw::: ;la)ovréina. -Ako za x=4a, _y=,b funk_%llj(a_ H:a gﬁ-gini
B i vrednost ¢, potrebno je da se oko tacke n dpsu sve
' m"Imlltl(l)'b-rdinat'clma -a, b, ¢ moZe pokazatl ‘oblasz gae 3% 2
?;:ednosti funkcije z manje od vredgostl §=jf (a_’ )- .d biemo
" Ako ovu ‘povriiny preselemo. sa rav;u yZ=a l:taé?(ulx=d
. toi ravmi krivu sa jednalinom Z =f(x,b). % da prvi
e S e, o ot &
1 . b

izmedu ekstremuma

a -za najvedu -

— e —— =
SR
N
g

0]

N

utaih 1 relat | o >dnak nuli. Podto je
Sl. 28 —a. Primeri apsolutnih i relativaih 48 . fankeije po x treba da bude jednak ,
ekstremuma. b. Kopljaste tatke i prevoine © izvod te funkcye FO.
tacke sa tangentom paralelnom y osi :

L -9 0. Slitno rasu-
taj izvod delimitan, uslov treba napisati oo o 5 |
dva relativna maksimuma, u tatkama 4 i C, i dva relativna
minimuma (B i D), apsolutni minimum sa vredno$cu y, i
apsolutni ., maksimum sa vredno¥¢u y, Obraéamo paZnju
¢itaocu. da’ minimum' D moZe biti veéi od maksimuma 4.
Funkcija': ima max.—max. -u tatki C i min.—min. u tacki B.
- Kao §to smo videli, proutavanje relativnog ekstremuma
svodi. se na. proudavanje izvoda -viSeg reda za vrednosti
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o ' o _
' ii “ 0. Prema tome, za
divanje dovodi 1 do drugog_uslova oy

ekstremum funkcije dveju nezavisno promenljivih imargo uslove
- éf;.: 0’ gj—“ = 0- .
ox - 0y
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diferencijal funkcije z, koji predstavlja glavni deo priradtaja

funkcije, Taj drugi diferencijaj 1zgleda ovako
02z

x2 Ox oy

0% '
d?z=""_ gx2 cdy 4+ 9% e '
. T SN2 d«“dJ""g};-dy2,=A‘52+ZBEn+CVJ2," L

gde smo, radi kr_atkoc'e, uveli oznake aéz/ax2= A 552/6x ()y;B ‘7

022/0v% — - - _ .
z[oyt = C; .d_x.~ E,_ dy=7v. Za datu tatku sa koordinatama

tac¢ke, negativnn vred . i \
¢ke, : nost, tj. ‘ako je d¥z<0, funkcii j
tacki ima maksimum. Za d%2>0 ona ima minimum Zgad"}; j%

rencyal ima, za sve vrednosti £ ] n, u oblasti oko date

itanje ostaj Seno:
pitanje ostaje nereSeno: u tome slu€aju treba uzeti- diferenci-~

Jale viSega reda, na emu se neemo. ovde. zadr¥avati.

-Za proutavanje znaka kvadratne funkcije 482 + 2 BEy 4 Cn? ,

moZem iti iSimo’
0 ovako. postupiti. Transformigimo  ovu funkciju pri

+ 470 na ovaj nagin

AE L2 BEy O L (gape - " Bt
| 1+ .Cy _ A(A E2+2A8En+an?)—7n2+ Cy2 =

] i
=7 [(A§+EW)2—.(32-AC) n%. .

BZ—AI(Z,' <00vo% obl.{ka 'funkcllje zakljuujemo da, u sluéaju
Kad s Bz_,Alénkcgja ima ‘stala.q znak, i to znak velikine A
e T >k » znak 2fuxﬂ(c;lje moZe biti pozitivan i nega-
jedhaéinoj A’ axo je B2—AC=0, Postoji pravac odreden
e m E-!—l_?v; =0, duZ kojeg je d27=0: ¢ ovom sludaj
axo je redeno, pitanje ostaje ‘otvoreno. ; o
. 0%z ' -
Ako je A—szfo, dlfgrencijal d%z uzima obiik

@2=2BEy+ CyP =2 (2B + Cy),

U ovom shu¥aju u tangentnoj ravni (.—ai"=0 EZ—‘='0) u
tacki - 7 | o% o -
usli(:ri n;\‘g, b, :,}} .n;%z?mo povuéi  dve . prave koje odgove(rajli

M=% 2854+ Cn=0; ove prave dele oblast ravai na
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A

1 onda, ako je AT -

odrediti vrednost izraza

Zetiri dela. Nije teSko videti da d2z ima u dva od ovih

delova pozitivou vrednost, a u ostala dva — mnegativnu.

Funkcija z(x,y), prema tome, nema u toj tadki ekstremum.
&

Isti-sludaj imamo i kad samo C~"— za tatku dodira ima

dy?

- vrednost nule.

Na taj nalin, prema onome" o je reeno za odredi-

vanje ekstremuma funkcije dveju nezavisno promenljivih treba
ovako postupiti: L : ' i

1. Tzradunati prve 'deliinjéne' izvode, pat za s_isfem jedr_ia- '
QJ:= " a—f—'=0 sa'l dve nepoznéte, X1 ¥, odrediti korene:

ox Oy .
2. Jzradunati druge ‘izvode, pa za svaki par korena

9%z .)2 %20

A=BZ.-—AC=( —— —.
. 0x 0y 0x2 0y?

02z iy
——> 0 minimum;
I e
o2: 1

9% <0 maksimum;

A<0 postoji ekstremum i to
l ox?

A>0, nema ekstremuma 4 B
A =0, pitanje ostaje nereSeno. :
Primeéujemo da u ovoj tablici nema slufaja A <O,
2 i .
3——Zé=0, jer je takav slufaj nemogué (za$to?).
X
Sli¢na je teorija ekstremuma funkcije vise promenljivih.
Ako je data funkcija n nezavisno promenljivih, x;, Xs, ..., Xp,

- - au
u=f(xy, Xg5-+., X,), neophodni uslovi ekstremuma su — =0,

00Xy
?—u———-(!, 2 =0. U analizu karaktera ekstremuma ovog
- OXg 0X, ;

sludaja neéemo ovde ulaziti. Cesto sama priroda problema
odreduje vrstu stacionarne taZke. ~ .
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el Lotn T e

Re¥imo ovaj zadatak. e :
Naci -ekstremum funkcije z=x24 y*—3 axy. Odredi¢emo,

prvo, delimi¥ne izvode E =3x2—3ay, 2
B s 0y
¢emo izjednal&iti sa nulom, i dobiéemo reSenja: x;,=0, y,=0;

Xy =4a, Vy=a. Zatim odredujemo druge izvode 1 .izratuna-

- vamo njihove vrednosti za prvu i drugu-tatku. Sa ve¢ usvo-
jenim oznakama dobijamo A4;=0, B,= —3a, C;=0; 4,="6a,

B,=—3a, C,=6a. Za tevrednosti nalazimo: A, =Bi— 4,C,="

= 9a2, A, = B3—A4,C;= —27a% Za prvu tatku (0, 0, 0) je
Ay >0-i, prema tome, za ovu funkcija z nema ekstremuma;

za drugu talku (a, a,—a®) je Ay<<0 1 A4,>0, znali funkcija
z ima minimum z g, = —ad. .

2.31. Uslovni ekstremum

Re‘§imo> ovaj jednostavni zadatak. Nadi kUtiju'/oblika )
pravouglog paralelepipeda najvede zapremine, - &ija duZina |

~ zajedno . sa perimetrom poprefnog preseka iznosi 120 cm.
Ako duZinu kutije oznafimo sa x, a ostale dimenzije sa y i z,
‘gornji uslov se izraZava jednatinom x -+ 2(y + z)= 120, odnosno

“x=120—2(y+2z). U zadatku se tra¥i:da se odredi ekstremum

zapremine ¥V =xyz, funkcije. triju proménljivih, x,’y, z, pove-
zanih - uslovom. U ovom zadatku moZemo lako,  pomoéu

jedna&ine uslova, jednu od promenljivih, recimo x, izraziti: .

_ kao’ funkciju dveju ostalih., Ako. elimini§emo ovu promenljivu

iz izraza za zapreminu, dobi¢emo za V, kao funkciju samo -

dve promenljive, R
V=2yz(60—y—2z).
N . .
"Da bismo odredili ekstremum ove funkcije, kao funkcije neza-
visno promenljivih y i z, postupi¢emo kako je gore reéeno i dola-
. . . V :
zimo do ovogrezultata. 1z jednacina (;— =2(60z—2yz—22)=0,
) 'y
oV -

. 3 —2(60y—y2-—2yz')"=0 dobi¢emo dva algebarska reSenja:

1o y=z=0i 2. :y%z=2’0.’ Prvo od rc§énja, x= 120, ne odgo-
vara stvarnom _problemu,_ jer - je zapremina Kkutije jednaka

= 3y2— 3ax; ove ‘

E
14
- ie V- ‘cm3. Maksimum

: Kariial X daje V= 16000 cm?3.

i Drugo refenje, x=40, daje F VO cm. 7 .
gl\;i .zaprc%ni'nc moZemo proveritl 1 analiti¢ki, ali to nepo
sredno sleduje i iz suStine samog Pml;le'l'na'V S

i red j zadatka funkciju ¥ s : } ;
‘Pri refavapju ovog zadatka Gl _
na osnovu date veze izmedu promenljivih x,y, 2 1<(>d ZaVIIJSr;lZ g
prome.nljive x i tako sveli zadatak na gd_rgdlga!}ge e rsitlglirrln e
isno promenljivih. Posto pri ¢ :

nkcije samo od nezavisno PI _ Fosto i

glzlmju -Jzavisne promenljive moZe da se naide i na teskoce,

- pokazabemo i drugu metodu za eredivanj_é. ekst;er_puma, kad
. su dati uslovi izmedu promenljivih.

i naéi ' funkcije (1)
o da treba naéi ekstremum funke
_ f(,fret)poxf;?iw?e jo¥ zna da izmedu x i y postoji veza k(2)
i )’f(;" Ako zamislimo da smo 1Z (2) odredl.l_x_ y ao
?(xicynf od x i stavili u (1), z ¢ée onda biti fx_mkcgaésaxtl):xigi
'ggné'Jnezavisno promenljive x 1 ‘uslov ekstremumd ce
J : 7
y - ., .
+‘)_‘P dy...‘=‘0. . moZemo iz poslednje jédnaline - odreditt
- ' - L
dy= ,((22 92) dx, posle &ega se za dz dobija -
i DY Opf L - Lo
PR o 1
S Lox oplox] oy ,

Ako ovu vrednost stavimo u (3), dobijamo uslov |

of 98 ¥ 92 _

| dz—"O " Pofto je dz'——4‘9£ dx+—=dy, a iz (2) )¢ ~ dx +
(3) =0 Pofto Jo @20, T Ty |

-§4) .'.) -

% dy Oy Ox
R
ox 0y . ) . (2
' j i _ 0. koji sa jednatinom (2),
ili, u obhlst_x determlnante Qf_g 92 0, c‘m j
ax oy |

daje dve ‘jedné.éine za édr.edivanje onih vrednosti x i y. z4
/ kojje funkcija z mo¥e imati ekstremum. .

Pokazaéemo - kako se OVO refenje .for,rr_laln‘o‘_ moZe i -

" drukdije dobiti.
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- PomnoZimo levu stranu jednaline (2) proizvoljnom kon-.
stantom A (lambda) i dodajmo proizvod funkciji z; dobifemo
novu funkeciju Z=7(x, ) +re(x,9). U ovoj funkciji smatramo
x'i y kao nezavisno- promenljive, te éemo imati dva usiova

of . 09

za ekstremuh}: (S) a—-Hva—:' ) if—i— )\_922'0’_ Jednaéine (5).

_ | x dx - 0y oy . e
sa jednad¢inom’ (2) dovoljne su za odredivanje tri nepoznate

velidine: x, y, A." Pokazademo da je. jedna&ina za odredivanje -

x 1y, koja -sleduje iz (5), identidna sa ‘uslovom (4). Zaista,

ako iz jednalina (5) eliminiSemo mnoZilac A, dobiéemo jedna- -

Sinu (4). . -
" Odredivanje -ekstremuma funkcije sa dopunskim

vom zove se problem uslovnog ekstremuma. Za refavanje
ovakvih problema imamo Ajlerovo pravilo: ' 3 '

A zatim se odredivanje ekstremuma funkcije vr§i po pravilu
ekstremuma za funkciju viSe nezavisno promenljivib. i
Ova metoda refavanja problema uslovnog ekstremuma
zove se metoda ‘neodredenih mnoZilaca. el E=L 1
RefiCemo ovom metodom ‘problem najveée kutije. Zato
obrazujmo funkciju #=xyz+2[x+2(y +2z)—120] i primenimo
© pravilo obi¥nog ekstremuma. Imaéemo tri_ uslova:

ou ou ou
—=yz4+r=0, (7) —=zx+21=0, (8) —=xy+2A=0,
© 577 i E sy

' Y e : ‘
koji, zajedno sa wslovom (9) x+2(y+2z)—120=0, re§avaju
problem, i to u prostijoj formi nego ranije. Zaista, iz (7) i
(8) neposredno imamo y=z, a zatim, iz (6) i (7), dobivamo
x=2y. Dalje, iz (9) neposredno odredujemo 2y + 2y + 2y = 120;
dakle y=20, tako da konaéno nalazimo x=4, y=z=20.

Vezbanja;

’ 1. U trougao sa osnovom a i visinom # upisaii pravougaonik
‘najveée povrsine tako da mu jedna strana leZi na osnovi g, a ostala dva
temena na bolnim stranama trougla. -

" 2. Prozor ima oblik pravougaonika sa gornjim dodatkom u obliku
ravnokrakog pravouglog trougla. Koje veliine treba da budu strane tog
prozora. sa zajednilkom dufinom p da prozor propuSta najviSe svetlosti?

176

\

uslo-
_Ako su funkcije, &iji ekstremum traZimo, vezane jednom

ili- veéim brojem jednatina, treba levu stranu svake veze
pomnoZiti neodredenim mnoZiocem i dodati datoj funkciji. -

i T =

‘povriinu ima kvadrat.

l - uglih paralelepipeda ima mnajvedu povr¥inu, ako m

3 1 U loptu upisati cilindar najvede zapremine.
" 4. U kupu upisati cilindar najvece zapremine.
5. Oko lopte opisati kupu najmanje zapremine. ‘ : cné
-, §, Osnova bravohgaonika leZi na osj x; dva cis_tggsgjf:fodzi tn;ﬁena
al "e.se" pa krivoj sa jednacinom y=e—*. DOkazaLlaonik- A
ﬁalgi’é ba¥ u prevojnim tatkama krive, -ako- pr?._voug k- ima
ovriinu. : . _ . - | s
’ ‘7 Jedna strana pravougaonika se nalazi na osl X, druga na p iy |
: . og  t ' ivoj ‘jednatdinom
x'-—l- Odrediti poloZaj  Cetvriog temena na krivo} ‘sa Je§ _

SHa ] ' ik i iveéu povrinu. ! 2
=e—x', ako pravougaomk ima naj POTTER .
: . 8. Dokazati da od svih pravdugaomka uplsamh. u krug najvecu
i 1 - . A o . u -
9. Dokazati da strane pravoug_aomka najvece povrsine, uplsz.me. ‘
elipsu s£ojc u odnosu b:a, gde su a1 b poluose gllpse. ' )
’10 Dokazati da prava ekstremnog rastojanja. tatke (a, b) i

ora jati ] ngenti
.~ od tatke krive sa jednadinom y = f(x) mora stojati upravno na tangent

tacki na krivoj. , N L
u | 11 Elektritnu centralu na obali ntike' !::e;aftlgig;jim% :gt:;.efggéz
‘ ik ; i obali, koja se nalazi na rast , ™ 7
sa fabrlﬁorﬁél?:. o%ru%gjntrale. Projektovati naj_]eftmmd 'kal);, (ak}op )Je ce ,
'3;1%‘573% kabla p dinara po metru, 2 podvodnog g dina q P)- :

“12. Zica dugine I presetena je na dva dela I, i lgaOczl b[ilrJepl:i& i;g

krug; a od I, kvadrat. Naéi odnos l,:1, pod uslovom :

wg? i kvadrata bude najmanji ‘ B
o 13. Iz kruga treba ise¢i kruzni sektor tako da od ostatka napravhem

konus ima pajveéu zapreminu. -
Naéi ekstremume funkcija: ' , s e
2 — —20y+17. 15, z=x"+)Y 39,

W' z,1=65<x::i§};:(9ly—x12;;. 17.y Koji od pravouglih ng{alg(lleplrgt:,ga_
_-&-18y+_40. , inu, ako mu je povriina stalna., 18. Kojl }f pr
ima najvecu zapremind, i l;wl |
stalan. 19. Nadi ekstremun:( f_gnkcijcxfi ;c: -; ;: I;;si uil:l\;c‘),rg n,;c/i1 _; J;{ B; -

i . cije u=
2O.C Iia% .%ksg;erﬁgxg cl?slt‘:emjum funkcije w=x2+ ¥t + 2% + u® pod usloyom
+Cz =0, 21, A

xfa+y[b+ zjc+uld=1.
2.4. Obitne i singularne tacke -

Ako- imﬁmoi jednalinu I (gr, y%}—:— Oﬁ];(}joj ;)d%:;:r:ak;r\i
inija, 1 vzm na toj krivoj taCku M(x,y), 1aca == = ..
1;gzlzj$njlc kaerﬁgra krivjc oko te tadke moZemo . postupiti
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¢ 4

ovako. Uzmimo talku M za centar i sa dosta malim polu-

~ preCnikom p . (Ritaj ro) opifimo krug. Na slici 29,a imamo

tatku M i tangentu mna. krivo j i
ack . : . 0] u ovol taCki. Nada kru¥
linija .seée krnfu u tackama M' i M”; one su dosta ;?éﬁz

'SL 29 — Obicne i 'singuvlame ta&e

tangenti i nalaze se sa suprotnih strana talke M. Igto to

~Jmamo 1 na slikama 29,b i c. Ovakve se tatke zovu obidne

:Zéke tkrive. U sluégjevirr_la a i b kriva le#i sg Jedne strane
; ngente, a u sluéa_]u.c jedan deo le¥i sa Jedne, a drugi sa
Tuge strane. Ova obitna tatka zove se, kao §t

prevojna tacka. I IO Hhame,

Svaka ta¥ka krive koja 1 » ; ‘
3 >vaka t ve Xoja nema osobinu obig
io;z(e- se smgu{_arnq tatka. Da vidimo ' iz nekolikone ﬁtl;éke
akye mogu biti singularne tatke. . - . . poooera

€

I

o :. !-7.‘-’._-_:‘,&;'(1 l~ - - - ‘.)-4- B —_— — . .'," ‘
e s S5 el THEETLN

e

AR

. Na slici 29,d imamo presek dve grane krive linije;
svaka od njih ima svoju tangentu. Takvih grana moZe biti i
viSe. Ovakva singularna tatka zove se viSestruka taéka. Na
slici_je dvostruka radka. ' . e

Na slici 29,e imamo takozvanu  ugaonu tadku: kriva

. ima dve tangente; ali za svaku tangentu postoji samo jedna
- ta¢ka kruZne linij¢ koja je bliska tangenti. :

Slika f..prikazuje krajnju taiku krive: kriva ima tangentu -

u tadki M .ali ne postoji produZenje krive posle ove tatke.
- Ako se moZe nati takva vrednost polupretnika p da .
svaka kruipna linija manjeg poluprednika nema zajednigkih

tadaka sa krivom, talka se¢ zove izolovana tacka (sl. 29,g)..

v Ako kriva linija ima u "'taéki M tangenfu i kru¥na
linija see kriva u dvema tatkama M’ i M”, koje su bliske

tangenti,’ i nalaze se sa iste strane tacke M, talka se zove .
. povratna ili. §iljasta tadka. Ako se kriva nalazi sa raznih

strana tangente, imamo kopliastu tacku (sl. 29, h), povratnu
tacku prve vrste. Ako je kriva sa iste strane tangente, imamo
kljunastu taéku, povratnu tatku druge vrste (sl. 29,1).

: Ako se u tacki M (sl. 29,j) kriva grana u dve ili vife
" grana, ona se zove ta¥ka bifurkacije ili grananja’ . :

U proudavanju prirodnih pojava &esto imamo naro-

. giti slu¥aj bifurkacije, kada sve grane imaju istu tangemtu
- (sl.. 29,k), ali se- posle take M kriva grana u dve grane. -

7 Singularitet tadke moZe imati i sasvim drugi karakter.
Tako se, napr., kriva moZe pribliZavati tatki-M spiralnim
zavojima, koji samo u -graninom posmatranju, kada broj

- zavoja teZi beskoma&nosti, dolaze u tatku M. Talka ove pri- .-

rode ‘zove se asimptotska tacka krive.

' Analiti¢ko proudavanje prirode obiénih i singularnih

talaka uglavnom se osniva na proudavanju izvoda funkcije u

datoj tagki. U. detaljnu analizu tog proufavanja ovde ne

moZemo ulaziti. Pokazaéemo samo dva primera.
I. Prou&iti krivu &ija je jednadina

Pr=atx®—xt

" i odrediti prirodu tatke x=0, y=0, koja ofigledno pripada”

nasoj krivoj. -
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. Ako diferenciramo jedanput, imaéemo
W o T Yy =atx 28,
Iz ove Jedndéme ne moi‘emo odrediti y za nasu taéku

_]CI' _]e koefmuent kod y za ovu tatku jednak nuli. lecren-

cirajmo jo§ Jedanput p24yp g2 g2
Za na¥u tatku imamo Yt=a? odakle imamo dve vre-

dnosti ugaonog koeflcuenta kOJe odreduju dve tangente Poletak -

koordmata je dvostruka
. tagka nage krive. Kriva se
- zove Iemmskata (Av;p.vmxog

pokazan na slici 30.

éija Jje jednadina
Yr=x*(x—2).

. SL 30 — Lemniskata

le#i na krivoj, jer x= 0,
' T y=0 zadovoljavaju Jedna-
&inu krlve Za odredivanje tangente dlferent:lrajmo Jedanput

2y =x(3x—- 4)

Vldlmo da za tatku (0 0) iz ove jednaéme ne moiemo
odredm V. leerencnajmo jo§ _]edanput

2242y =6x— 4,
odakle za na¥u tafku imamo y'2= —2.

Ova jednatina pokazuje da kriva u tOJ tagki nema-
- Stvarnih tangenata. Iz ovog ' rezultata ‘mo¥emo zakljuém da

j¢ ovo izolovana tatka (sl. 31).
Ostali deo krive ‘le desno od
prave x=2, pri &emu tadka (2 0) '
pripada’ nagoj krivoj. Kriva je
" simetridna u odnosu na osu x.

Veibanja, . .
, 1. Pokazati da palakubna para- ' ! i .
bola sa jednatinom 2= gy ima k0pha- SL 31 — Kriva sa izolovanom .

stu tagku yu poéetku koord: ) - tatkom

80

'chmunom 2y -daxy=

— pantljika) i ima obljk

O. Prouditi- krﬁm )

Podetak koordmata \

’ "
2. Pokazati da krive sa j‘.drmunama x"*y/ =ah i (ax) "+

ke. )
=(a® — b?) ¥ imaju po Cetiri kopljaste tal

+(byJ 3. (Pcka.zau da je potetak koordinata za krivu {;Deknr'ov list) sa
0 dvosxruka tacka.

ima u poletku

- 4, Pokaza.tl da strofoida sa Jednacmom P=xt T

k rdmata dvostruku tagku,
° 5. Pokazati da je poéetak koordmata kraJnJa tacka krive sa

e ¢inom y= xlogx
Jedna 6. Pokazati da’ Je poéetak koordinata kljunasta taéka krive sa

jednatinom (y—x*)* =

2’.5. Prévoj’ne tacke. Konkavnost i konveksnost

. ] . T T .a funk-

Pri proudavanju ekstremuma }funkc_cug 1 ponasanja fun
cije oko I:aéke' ekstremuma (2.3) uveli smo pojam prevojne
tacke krive, ali u slu¢aju kad je tangenta krive u odgovara-

s,

o’}

§1. 32 — Prevojna talka

juéoj-r tadki paralelna sa x osom. Predimq sad na prouéavanjg
opsteg sludaja, dakle proizvoljnog poloiaja tangente.

6 Diferencijalni raun i njegove primene » 8 1



Neka je kriva data jednalinom y=f(x); treba'prouéiti.

" uslove za prevojnu tacku kriv L Tt ' Zamislimo posmatrata, koii iz podnoZja (ma x . osi
(sL.. 32) obrazuje sa osom Xx %galje:a(at;r:tg/?;t?’Uu i ordinate tatke M I}))osn_lat'ra okolixfu ktivg 0k0‘t‘8].§k¢,M' (sl 33)),
krivoj tatke M’ i M" sa jedne i druge strane ztm éﬁfo Ll tj. oblast izmedu tataka na krivoj sa apscisama a—s ia+e,
' Oznalimo sa ' i ' uglove izmedu ose x i tan ta 8 o { | . gde je a apscisa tatke M. Ako se sve tatke okoline tatke M
tatkama. Neposredno sa slike se vidi da je genata u tim, g nalaze sa posmatrafeve strane u odnosu .prema tangenti, za
tatku M «'>a, «'>x. Ako sad ispod krjivéz‘} p]r<ey_c>Jnu - VB8 krivu se kaZe da je Yonkavna ili udubljena za tog posmatrata.
nacrtamo krivu izvoda, vidimo da kriva y' =o(x) um:agllcl-e 1\'}) | g Pri tome se _pretpostavlja da razlika ordinata tatke tangente -
koja odgovara prevojnoj tafki M, ima ekstremun, u o;(m;" g Cog i tatke krive za istu apscisu X monotono opada kad opada

sluaju minimim. Prema tome, za ovu talku imamo wuslov Ix"—.a|. Obrnuto, ako se talke .okoline i posmatral nalaze

.}Z’;T“())j.uls;i t;eéz}glt% Ipoicmo do]?iti i za prevojnu tatku M, T sa raznihtstg‘na tangente — kriva je konve_ksna ili ispuplena .
, ju, u .tacki N;, imamo maksimum. Prvi izvod moZe ri ' ~za posmatrata na x OSt. L .
;c;m; rggg;rlm p:‘oefcvoljnu vrednost. Iz toga zakljuujemo dapje M - Ako propratimo poloZaj tangente u sludaju a. slike 33,
atku neophodan uslov »''=0, tj i - iEw © vidimo da se ugao izmedu tangente i X ose smanjuje; prema .
D A . , tj. drugi izvod H i se ugao 1 _ anjuje; prema .
]I:;%ragtbm jednak vnuh: Taj uslov, medutim, nije dovoljan i . tome se smanjuje i vrednost izvoda y'. Kako je za funkciju
0 se to moZe v1det'1 posle dubljeg proutavanja. Moié ' B koja se smanjuje izvod negativan, moZemo tvrditi da je y"” <0.

A poito je uovom slugaju y>0, uslov za konkavnost moZemo
napisati i u obliku (1) yy'<0. Za slutaj konkavnosti, prika-
. zan na slici 33,¢, ugao « izmedu tangente i ose x raste,
" prema tome je y”>0. Ali u ovom slugaju je.y<0, tako da,

i u ovom sludaju, ostaje na spazi uslov konkavnpsti u obliku (1).

_ Analogna analiza konveksnosti krive u-sluéajcvima'b. id.
iste slike dovodi do uslova ) »'>0. . o R
Treba, medutim, da wdinimo jednu primedbu. Jasno je.
da utvrdivanje konkavnosti, odn. konveksnosti nekog dela .
. neke krive u ravni mora zavisiti od posmatrateva poloZaja
prema tom delu. Ako se posmatral nalazi u krugun, perife-
‘rija kruga konkavna je u svim svojim drlovima za posma-
" trata. Medutim bzskrajno udaljeni posmatra& jednu polovinu
te -periferije ocenjuje kao konveksnu, a drugu kao konkavnu.

SL 33 — K i . Lo . . .

. onkavnost i konvekmost krive , Mnogi pisci stavljaju beskrajno udaljenog posmatrata na

‘ . : 2 pozitivnom pravcu X OSE. Za takvog posmatrafa, Sto se

iioquazztl da ¢e, ako drugi izvod prolazeéi za datu taiku uostalom moZe lako ’i, izvesti iz prethod_nog, vredi ovo jedno-
vrednost nule, menja znak, tatka zaista biti prevojna ‘ stavno pravilo: pri y"'>0 kriva Je konkavna, pri y"<0 ona

taéka- ’ je konveksna. Uzmimo, kao primer, kruZnu liniju sa jedna-
' Ako je tangenta na krivoj . ' ginom y?=r?—x?; posle prvog diferenciranja imamo: yy' = — X3
vrsta tafke se odreduje po§toJ sllpr_av:}a Jna x 031 .(“=’f/2)’ posle drugog imamo yy” +y%=—1. Iz dobivenih jednatina
krive sleva i sdesna od tangente Se ispitaju -.pqlozan tadaka . nalazimo yy' = —r¥y*i y"'=—riy 1z ovih rezultata zaklju-
"Da vidimo sad sludajeve ’ vidublic o S = : i - qujemo da je, za posmatrafa. na x osi, pri uslovu yy'' <0
ispupéenosti. (konveksnost) kiivih. IJ‘?"OS_", ( k?nkavnost) i kriva uvek konkavna, dok je za drugog, ‘beskrajno udaljena, - .
SR _ o . o . BE kriva konveksna pad x osom i konkavna ispod te ose.-.
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Primeri;

1. Kriva y=sinx, za kojuje y”"="—sinx i yy"’= —sin® x za pos-

matrada na x osi uvek je konkavna, g
: - 2. Kriva y=es, za
koju je yy” =e2x>0, uvek
je konveksna.
' 3. Kriva y=ax?+
! +bx + ¢, za koju je y' = 2a,
i yy'=-2ay, za a>0 je
: konkavna ispod ose x i
! . konveksna nad tom osom;
‘ - za a<0 je obrnuto.
' 4. Elipsa sa jednadi-
X nom x2fa®+ y2/b%=1 posle
7 S prvog diferenciranja daje
' xfat + (y/b¥) y'=0, a pos-
! le drogog 1/a®+y?2/b®+

mm e e s m . ——-— e a

Yy = =B (1]a% +y2[b%) <O,
1 prema tome potvrdujemo
da je ona, za podnoZje
ordinate, uvek konkavna.

nom y = (1 + x2):(1 — x?) da-
je yw"'=4(1+x%) (1 +3x%)"

SL 34 — Jedna kriva treteg reda 1 Sn, kao ifo” BUITIe

i slika 34, uvek konveksna
za posmatrala na ' osi x.

2.6. Asimptotski proces
.- Posmatrajuéi hiperbolu videli smo da ona ima besko-
natne. grane i dve asimptote. ;To su dve prave kojima se
tatke hiperbolinih grana sve viSe pribliZuju, pri ¢emu svaka
od grana ostaje samo sa jedne strane ovih pravih.

Precizirajmo ops$ti pojam asimptotskih procesa.

Neka je data kriva / (sl. 35), koja ima konatnu granu.
Primetimo da takva grana ne mora obavezno i¢i u besko-
nafnu oblast ravni ve¢ se moZe nalaziti, kako ¢emo to i
v1c}eti na primerima, i u konacnoj oblasti ravni. Uporedo sa
krivom [ zamislimo drugu krivu, 2; ova moZe imati besko-

‘nanu granu, u beskonadnoj ili u kona&noj oblasti ravni,

biti konana, pa &ik se mo¥e pretvoriti i u tatku. Na krivoj
! uzmimo talku M i iz ove povucimo najkrace rastojanje,
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+(1/62) yy” =0, odakle je.

5. Kriva sa jednadi-

:(1 —x2)4>0; prema tome!

~¢esi, proces koji odgovara

MN,, do krive &, ili neku drugu duZ &ija se duZina 8 razlikuje od
tog rastojanja kona&nim mnofiocem. Ako se, potev od odre-
dene tatke M, sve tatke : S
krive [ nalaze sa jédne
strane krive-A i duZina 3
stalno opada teZeCi nuli,
kad se tatka M udaljuje
od tatke M,, tada se za
krivu A kaZe da je asim-
ptota krive 1. Ako zami-
slimo da- nadim krivim
odgovaraju odredeni pro-

§l. 35 — Kriva i njena asimptota

asimptoti -je asimptotski
proces datog procesa. Gla- . o - o
vni znakaj proutavanja asimptota u tome j& Sto ono omogucuje
da se, pri dovoljnoj udaljenosti, dati, obi¢no komplikovani,

_proces zameni -asimptotskim, koji je mahom jednostavnijl.

Ako je asimptota prava linija, ona se zove prgvplinijska
asimptota. Za asimptote se U ve¢ini slutajeva misli da. su
pravolinijske. One, medutim, mogu biti i .drugog —obl_lkg:
Tako, napr., ako uporedimo grane’ dveju hiperbola, date i
konjugovane, svaka od -njih moZe biti smatrana kao asimptota
konjugovane i obrnuto. . _

Naveiéemo mneke primere nepravolinijskih .asxmpiota.
Kriva &ja je jednafina r=a(l—e®), gde sur1 8 polarne
koordinate, a a stalna duZina, nema za pozilivne vrefinosu 9
granu - koja ide u  beskona¥nost.  Kad 68— oo, kriva vrsi
beskrajno mnogo zavoja oko pola. Ona_ se staln_o palam u
krugu polupretnika a, no stalno se smanjuje rastojanje taékt?
od kruzne linije, koje iznosi ae—® i, kako 6 — o, ono teZ
nuli. Ovaj proces je asimptotski kruini proces.

Najzad, moZe -asimptota degenerisati 1 u tatku. Tako,
kriva sa jednadinom. r—=age~® ima za asimptotu tatku — 'pcz}
sistema, jer rastojanje tagke krive od pola stalno opada 1 teZ1
auli kad 8-> . Zna&i, za dovoljno veliku vrednost ugla.le
mo¥emo uodenu krivu zameniti asimptotom, jednostavno stavlja-
juéi r=0. _ K = L

" Pokazaéemo kako se¢ odreduju pravolinijske nsm‘lptoye
krive odredcne algebarskom jedna¥inom. Pri ovom odredivanju
treba razlikovati dva sludaja. :
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1. Asimptote paralelne koordinatnim osama. Pretpostavimo

da- jednadinu krive F(x, y)=0 moZemo reSiti po y i napisati u
obliku y=f(x). Ako y ima odredenu graninu vrednost » kad
x — oo , jednadina y = b odreduje pravolinijsku asimptotu para-

" lelnu osi x. Tako kod krive (sl. 34) sa jednadinom y(x2—1)+
+ x2+1=0, poto ovu refimo po y, imamo y= (1 + x2):(1 — x?).
Kad x—o0, ovaj koliénik ima stalnu vrednost y=b=—1].
Prema tome kriva ima asimptotu paralelnu osi x na rastojanju
1 ispod te ose. Drugim redima, izvodenje ovog rezultata mogli bis-
mo ovako objasniti. Za funkciju f(x)= (1 + x%):(1 —x?) treba da

_ postoji t‘ak*a konstantna vrednost bda bude zadovoljena jedna&ina

2 ‘]

x—mw | 1 —x2

Pri tome sa funkcijem f(x)=(1+x%):(1—x?) mgZemo vrditi _

za konalne vrednosti x, sem x=1, sve dozvoljene algebarske
operacije. Prema tome transformiSimo gornji koli€nik ovako:

(1 +x2) :(1'— x?) = (—12 + 1)' (—12—— 1). Zatim izvr§imo prelaz na-
‘ i AX ) ‘ |

\x
granitnu vrednost: |
; L —+1
.14+ x? x2

lim = R

xow ] —x% x—oe 1 1

, xz- 7 . .
po pravilima za odredivanje  grani€nih vrednosti. PoSto je
lim — =0, imamo definitivno jednaéinu lim f(x)= —1=5, koja
x—)wxz : - X—rw '

potvrduje ranije dobiveni rezultat.

Za odredivanje asimptota paralelnih osi y moZemo postu-
piti na nafin slian prethodnom, re$avajuéi jedna&inu F(x, y)=0
po x 1 odredujuéi vrednost x kad y— oo, ili odredujuéi x
neposredno iz izraza za y. Posto je u naSem primeru y izra-
Zeno razlomkom, y teZi beskona&nosti za one vrednosti x za
koje imenilac uzima vrednost nulu, a brojilac pri tome ostaje

- R 1+x% . . . 1
razlidit od nule. Posto za y= 5 imenilac teZi nuli kad x®

1—x
teZi jedinici, dok brojilac pri tome teZi 2, moZemo napisati
o . ' (1+x2) :
y lim y={- . >o00s
I x5H1 . x5
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i zakljugiti da data kriva ima dve asimptote para13e‘11m.3 y 253
i to: x=+1.i x=—1. Prema tome kriva na SLh" l1)mla Sr;
asimptote, pri femu svaka - asimptota, kao i kod iper l(>)=:ko-
jédne i sa druge strane sluZi kao asimptota odgovarajuce besko-
natne grane date krive. g

1. Asimptote koje nisu para{elne koordiniztn‘im osizlm;z.
Pretpostavimo da kriva y= f(x) ima beskonalnu granu za

koju i-x 1 y teZe beskonalnosti. PotraZimo asimptotu u

i j i = Iz uslova da rastojanje
bliku prave sa jednafinom Y =ax -l-b _ ) janje
?zmledu»podgqvarajuéih talaka krive 1 njene asunv;')tote .teil x(liuh
sleduje da i. razlika y(x)—Y(x) treba da teZl nuli, kad x

te?i beskonaénosti. Prema tome imamo osnovni uslov za

asimptotu date krive [y (x)—Yx)] x—+2 Do prelaza na gra-

nitou vrednost ‘moZemo napisanu razliku podeliti konatnom .

vredno¥éu x i to bilo na kom pozitivnom stepenu. Posle tog

deljenja i prelaza na graniénu vrednost, ako uzmemo u obzir _

lim — =0, dolazimo prema osnovnom uslovu do jedna-

©x3e X _
i * 8t 1 raé e osnovnom
¢ine a =1lim & Poito odredimo @, vracamo §

x . : )
X o . :
uslovu, pa iz njega, po prelazu na graniéne vrednosti, odre

dujemo 1 b. naime bﬁ_l)im [y (x)—ax]. |
’ x> . )
j i = datu

o ie kriva data jednatinom F(x,y)=0, treba u d:
jednac‘ﬁ:{u Jsta.v'iti ‘vrednost y=ax+b. Dobijenu jednadinu
F(x,ax+b)=0 moZemo trans-
formisati, smatrajuéi X kao
konadnu veli¢inu. Zatim prela-
zimo na uslove za x i bu gra-
nignoj formi. Objasni¢emo ovo
na primeru kako se oc?re-
duju asimptote De_:kar‘fova lista
(sl. 36), ¢cija Je j§dnaél_na
X3 +y3— 3 gxy=0. Stavimo li u
ovu jednalinu y=ax+b dobi-

jamo, , _ Sl. 36 — Dekartov list

(1) (1+a3)x3—l—3a(ab—q)x2{-3b(ab—q)Her’b‘i.—_Of

¥
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Ako ovu jednadinu podelimo sa x* i predemo na gra-
niéne vrednosti, zbog uslova x— o, svi &lanovi, sem prvog,

moraju biti jednaki nuli; prema tome  éemo za prvi uslov

imati 1+4°=0. Odavde nalazimo vrednost ugaonog koefici-

jenta prave: a=—1. No pod ovim. uslovom jednadinu (1) .

moZemo napisati

3(b+ Q) x2—3(b>+q)x+b3____0.

. Ako ovu jedna¥inu podelimo sa x% i predemo na gra- |

ni¢ne vrednosti pod wuslovom x— oo, dobi¢emo jednainu
b+g=0, iz koje se odreduje b= —gq. Tako vidimo da Dekartov
list ima asimptotu sa jednalinom y= —x—gq. ‘
Obratimo paZnju da postupak koji dovodi do jednadina
za odredivanje a i b, putem izjednagenja sa nulom koeficije-

nata uz dva jnajviSa stepena po x, moZe bitiJl primenjen uopste. -

na qlgebarslc'p krive. Ako je, recimo, drugi koeficijent iden-
ti¥no jednak nuli, treba izjednaliti sa nulom tredi koeficijent.
Ako | dcbivenie jednaline imaju reSenja, kriva ima jednu ili

vife asimptota. ; !

Vezbanja: .
Odrediti asimptote krive sa jednalinom:
i 3 . - |
1. y=ex*; 2. y=logx; 3. y:= X (cisoida); 4. x%y?=
2a-x

= (x24y%); 5. (x=22(y—1)=1; 6. x2y=dat(2a—y); 7. x3+2x2y—
—xy2-2)%4+4y2 4+ 2xy+y=1. P

2.7. Rolova, LagranZeva, Ko3ijeva i teorema
o srednjoj vrednosti

Data je kriva (sl. 37, a i b), koja u dvema tatkama A4
i B, odnosno A4, 1 B,, see x osu. Neka za svaku talku ove
krive postoji odredena tangenta, i pri tom je tacka sa tangen-
tom paralelnom osi y prevojna tatka (sl. 37,c). Tada se
neposredno sa slike moZe videti da za krivu koja ne odlazi
u beskona&nost vaZi Rolova teorema koja glasi:

.Ako jednozna¥na konac¢na neprekidna funkcija jedne
promenljive ima na granicama odredenog intervala vrednosti
jednake nuli (ili bilo kakve druge, ali jednake vrednosti) i u
unutra¥njosti tog intervala ima odredeni izvod bilo kona&an,
bilo beskonatan u prevojnim tadkama, tada izvod te funkeije
bar jedanput u tom intervalu ima vrednost nula. A

e

Zaista, izmedu tataka 4 1 B knive Qosto_g;mb;;agicdgi
xka M, za koju je tangenta paralelna osi .){{L g+ e
o i d’funkcije jednak nuli. Tih - tafaka, Xxa 0,» : A
J?iclizv;? b, mb¥e biti i vife, Sludajevi a. i1 b.se odnose na Kr
s » Dy .

£ B4

. B4z

§l. 37.— Rolova teorema

| kad za izvod ¥ (x) kao ugaoni koeficijent tangente, mozemo
a

kazati da je u svima tatkama kc;_la.éan. fxﬁg:;;m% IJslluc‘;azr:Jv oc(i
e da Rolova teorema vazi i za izs
'gggtzﬁgjebeskonaéan, pa %k i viSe puta U odgovarajucem

i 3 ' tan-
krive u odnosu 1na 'takvu ‘
gentu paralelnu 0S1, napr- za
slugaj prevojne tacke. .

1z Rolove teoreme s}ledxg_c
da, sko je kriva data jednacCl-
nom y=f() 1 [@=0.f®)=0,
onda postoji tatka sa apscisom
£ (ksi) jzmedu a i b, tako da je

"(&)=0.

; (a)Uzmemb i tatke preseka
P i Q krive ne sa osom x, vet

sa selicom PQ (sl 38), koja

koso stoji prema 0s1 X mozefnoa
Rolovoj, koja se zove LagranZey

sickj ona izraZzava d?., : r s
o enin onima u Rolovej tecreml, u intervalu od

f(x), analognim

do O postoji tangenta paralelna sedicl.

J‘ (b) '—J'{ (‘3)
(1) T T

b—a

\intervalu. No to moZe da bude pri specijalnom poloZaju
AN \I8 ‘

=7

S1. 38 — LagranZeva teorema

formulisati teoremu sli¢nu

teoremd. -
pod uslovima za funkciju

Analiti€ki se to 1zrazava

=f"(E)=tgx

_ | redno  sleduje
. .. da iz LagranZeve teoreme mncpo (E)=0.
. .Rnlov;;,a::;}rejr?la:' stavimo li 0 (1) f (B)=f (@)= 0, imamo f'(5)=0-
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Radi ilustracije uzmimo . ovaj primer iz meteorologije.
1958. godine 27-og marta temperatura vazduha T je iznosila
u Beogradu u podne. 6°C, a 29-og wu isto vreme iznosila je
na istom mestu 16°C. Koliko je bile srednje-dnevno povedanje
temperature? Zadatak se refava pomocu jednostavnog obrasca:

T(29)—TQ7)_16—6"_

50,

_ 29—27 2 _
Toliko je bilo povetanje temperature u toku jednog dana
Na osnovu ovog rezultata sad moZemo odgovoriti i na pitanje:
a kolika je temperatura bila 28. marta u isto vreme. Od

 27-og marta ona se povefavala, polazeéi od temperature 6°,

za 5°, znadi iznosila je 6°+5°=11°. A odgovara li to stvar--

nosti? Iz posmatratke beleZnice vidimo da je mesto 11°,

“temperatura bila samo 10°. Ovo znad&i da ponaSanje prirode ‘.

nije bilo isto prvog i drugog dana; PokuSajmo ipak da, radi
proveravanja naSeg rezultata, izratunamo po naSem obrascu.
temperaturu narednog dana -— 29-og marta. Nalazimo 11°+]
+ 5°=16°. Vidimo prema tome da LagranZev obrazac izraZava)

-srednji prira§taj funkcije f(x), ralunat na jedinicu argumenta

funkcije. Stoga se LagranZeva teorema ujedno zove i teoréma‘
o srednjoj vrednosti funkcije. o

i

Iz obrasca (1) nepbsredno sleduje obfazac_

SO ~f@+b-a)f @,

koji se takode zove Lagraniev obrazac.

Ako sa x oznatimo vrednost promenljive u intervalu
[a,b] i sa x+h(h>0) drugu vrednost iste promenljive, iz
prethodnog obrasca moZemo napisati

(2) j(x+h)—f(x)=hf’(x+9h), .

gde je O (8itaj ieta) broj koji zadovoljava uslove 0<H<1,
dakle ima vrednost pravog razlomka. Napisani obrazac daje
tatan izraz za konadan prirastaj funkcije. U tom obrascu
vrednost 6 ne moZe biti izabrana unapred, jer ona zavisi kako
od prira§taja argumenta h, tako i od prirode funkcije. Na
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7

osnovu tog tatnog izraza _moiemp. nallé“
jzraza za konalni prirasta) fupkcue, a
izabranu vrednost 6 i oznatimo je sa 6;.

~ specijalno,

‘keije u intervalu [a, D] treba da imaju

bl

sati i niz pribliznih
d uzmemo una]?req
Tada moZemo napisatt
1+ By =) o (x +64R),
mo¥emo napisati ova dva vaZna. pribliZna obrasca za
fer Hy—fmh @
f(x+h)—-f(x)whf"(x'+h), -

za koje se pretpostavija da na granicama inté;vgla funkcija f(x)

. jma unutra$nje izvode.

Izvedimo jo§ tzv. Kosijev obrazac

, JB) =@ 1O
@ p(d)—9(@) &)

. a- 1. funkcije f(x) i @(x) treba da
o or ;¥ rvalu. [a, b]; 2. te f,un- E
konatne izvode S (1x)

! : ‘o vrednost argumentau istom intervai.
gh (E)t:i;téio,ds JFf ima istu vrednost u brojiocu 1. 1me-

-

i vaZi pod ovim . funl
Ezﬁuvkon&ne, neprekidne funkcije u inte

ig(x)i3. 9
VaZno Je prime

" pjocu. - Za dokaz obrazujmo funkeiju

| F(x;=f(x)—f(a)—%[¢(x)—-q).(a).?-_ .
T S O
P =1®) AL .
E‘Zapﬁgfcfﬁe?ﬁgff’ﬁi‘éiovsie?i’it'kfj_rfr?g 15'0(31’81,"?3(’(132(1“‘

e (b)—9(2) o
édakle, uz -dopﬁnski uslov ¢'(§)#0, koji smo postavili, sleduje
gore navedeni Kosijev obrazac 3). ,

j i | ati geometrijsko tu-
8ij teoremi takode se gnoie dati geometrijsk: .
'maéenI;os%?{gin: £ se moZe dobiti graﬁék;, kao apscisa tatke

M

fr@®=
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preseka dve krive: jedne sa ordinatom 'j'(x) i druge sa ordi-
natom & ¢’ (x), gde je k konstanta sa vrednoSéu k=[f(b)—
—f(a@)]:[9(b)—o (a)]. Ovo jednostavno geometrijsko tumaZenje
ukazuje na put za pribliZno grafitko odredivanje velifine E.-
Ako iz intervala [a, 5] izdvojimo interval [x, x+h],
Kosijev obrazac za funkcije f(x) i ¢(x) je . '
@ JOERI) S Gxroh)
e(x+h)—9(x) ¢'x+0h) -
Ako za neku vrednost x imamo f(x)=¢(x)=0, ovaj
obrazac daje f(x+h):o(x+h)=f"(x+6h):¢' (x+6h). Ako je
i f'(x)=9 (x)=0, dobi¢emo obrazac sa izvodima drugog reda

na desnoj strani. Naposletku, ako tek n-ti izvodi nisu jednaki
nuli imamo obrazac :

SRy FO (x4 0h)
) @(x+h) ¢ (x+6h) _
pri %emu treba jo§ da bude ispunjen i uslov <'p(") (x+6h) 5= 0.

sa 0<O<L.

(%)

Dobiveni obrazac je generalisani Kosijev' obrazac.

N]'rlpominjemo da u obrascu (5) x. treba smatrati kao
konstantu, a k kao promenljivu; ‘tako, mpr., - moZe se za,
x =0 napisati jednacina f(h): ¢ (h)=f (6k): ¢ (6k) pod uslo-
vima da su vrednosti funkcija f(h) i @ (h) i odgovarajuéih iz-
voda, sem izvoda n-og reda, jednake nuli.

Veibanja; .

1., Potvrditi tatnost Rolove teoreme na .funkcijama: a). y=
=(x-1)(x-2); b). y=x%—x; ¢). y=sinx, ‘

2. Ispitati vrednost izvoda funkcije odredene jednalinom
y=+}x(2—x) uintervalu [0, 2] i jednalinom y= -} (x~2)(4—x)u
intervalu [2, 4] i potvrditi istinitost Rolove teoreme za funkciju y u
intervalu [0, 4.

3. Potvrditi tatnost LagranZeve teoreme za funkciju y=sinx u
! L kg
intervalu od xzz- do x=—.

4, Ispitati vrednost izvoda funkcije- odredene jednadinom

y=+)x(2-%x) u intervalu [0, 2] i jednalinom y= -} (x—2) @4—xu
intervalu [2, 4] i primepiti Rolovu' teoremu na tu funkeiju datu u intervalu
od x=0 do x=4. ] :
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" funkcijom prirastaja argumen
kako da se ta razlika 1zrazl

* reio, 1715. g0

2.71. Tejlorov i Makloremov obrazac
U prethodnoj tatki dali smo obrazac za kon‘a(:ni prira3taj
funkcije u obliku ‘ _ i
f iRy -f =Ry GeEOR |
U tom obrascu se€ uporeduju vrednosti funkeye, za dve

g . 3 .- s “ '] 4 > ] :

ika 1 i tatnijom funkci_jom, pai{x}e c{)c;:]; :
: ckog viteg’ stepena. Smatra se da Je p(r)gxs ta-]d zal 735 X
o, 171 dine, matematicar Bruk Tejlor (1

o s’ . . . ,
) ' .

i izgleda Qvako: _

C , h o, Ls)" SR
f@+m<ﬂﬂ=www+aj(n+mhf (*)

d “, 1 hn_—lf(,,'__l) (x) + Rn,

-1t

. o i e
gde su: h — prirasta) argamenta; za DPro

tj. faktorijela; S (_") (), d-
=L g G 6B,
n!

zvoljan ceo  broj
1.2.3...0 ti izvod funkcxje
i, izraz il=1.2 ...{1,

| f(x) i Ra tzv. ostatak, &ija je ~vrednost R,

gde je O pravi razlomak. -

P p ) ' 3y 4 - T }l
p ¢

Pa=0yt+Hr X+ azx® i jzratunajmo -
pz(x+h)=ao+a1(x+h)+a2 (x+h2) =
=a°+b1x+a2x2+h(a1+2a2x)+h ay-

icije hih%

.z h i na koeficijente uz h ik

ey b()Zc) Koeficijent uz h ne predstavlja
: h2 — polovinu drugog

Pogledajmo sad 1
len bez h ima vrednost Pe octy
drugo ve¢ izvod pp =ay,+24a; Tc
izvoda p,’ =2 a, Prema o= ] e ( )
14 o (4 x .
1) f..‘»pz(x{h):p2 (X)-i“hpg (x)_—i—_ 5 pe



Tako .3 ' et
R U D e 2 i
S > . OoDl1Ku, i :
Dobivamo ga po ovom pravity 0 & & Ta(r4h).

Ty (x+ 1) =po(x + k)= py(x) + h;éz' )+~ h*p," (x).

rafuna

Tg(/x+h)-=p (x+h'= » ‘h o h? ,,‘ ha ’ o
. D =ps et 23(x)+_ps-(ec_)+~2—!ps )+ 224" (3).

Ne. bi bilo tegko dokazati metddom mdtematiéke iﬁduk—

- cije, . i
'n—{) g J:tr:l%;zm dod polxnp{na (n—1)-o0g stepena na polinom
Pena, da wuopste imamo ovaj obrazac za polinom

Pn (x) = a, tax+. .+ axn _proizvo]jnog n-0g stepena

Prn(x+h) =T, e+ A,

 gde je

TGt =g (s P B e
| | Pn(x) + 1!p,. (x)+?!p."_,(x)-»+"'+Fp"m (x). |

Polinom oblika T, (x+h) zove se Tejlérov polinom zq

. .
poiinom p, (x) n-og stepenqg Po promenljivoj h. Za svaki polinom -

i,, t(:g”:—oagl.ste%ena po x, '.l“ejlorov* polinom #-og stepena po
| _U,. ”.l u drugom obliku, predstavlja- polinom Pn(x+h)

. Zmimo sad proizvoljnu funkcii ¢ re.
imo ) ju f(x), kona&nu -

kidnu, koja ima u intervalu [a, b] sve izvode,) do n-og uicl?lfgxig

. kona i i
Cne i neprekidne. Za takvu funkciju mo¥emo obrazovati

Tejlorov polinom (n—1)-0g stepena

T, _ ' A, h? ,,  '
1 (x+h) f(x)+ﬁf (x)—f__Ej () +...+

n—1

-+ -

(n— 1)1f(”_1) (x)-

. Nasuprot polinomu 1 ika N |
_ 1 . Pn—y (x), kad Je razlika . —
: Thy (x_-flg) 1dethék1 jednaka nuli, u sluéajup”}—);gz-\tg}ne
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“Za p, (x) = pv2 (x) fa3x§ imali b‘ismo' posle jednostavnih

funkcije f(x) razlika f{x+h)—T,_; (x+h) nede biti jednaka
puli. Oznalimo je sa R,(x,#). Drugim reima stavimo
J(x+h)—Th—y{x+h)=R,(x,h). Za odredivanje te razlike is-
koristimo KoSijev obrazac [(5), 2.7].

Za funkciju f(x+#4) tog obrasca obrazujmo funkeiju
F(x+h)=f(x+h)—T,_,(x+1), a za funkciju ¢(x+4) uzmimo .
funkciju. ®(x+h)=(x+h)"— Ty y(x+ k), gde je Ty (x+h)
Tejlorov polinom za funkciju ¢(x)=x". PoSto je taj polinom

jednak x"+nhxn—1 +§Q’f;—1‘)'. K2xn—2 4 o4 hh""lk, funkcija
O(x + h)=h". Poito funkcije F(Jé+h) i O(x+h) zadb‘voljavaju'
uslove generalisanog Kosijeva obrasca (5), moZemo napisati

F(e+R)_ fOeAR)=Toumy (i+B) @ (x40 k)
D (x+h) . . ' - '

Odavde sleduje Te‘jloroﬁ obrazac

- (6) f(xf+"h)=f(x)+hf'(x)+’;-f" ) ... +

st

-+
(n—1)!

JOD@ L f o r0n)
B/

" sa ostatkom u obliku R,= h—'f<")(x+6h).
. : : n. .

Ako u Tejlorovu obrascu uzmemo sve &lanove Tejlo-
rova polinoma i ostatak R, sa potrebnom vrednoséu 9, obra-
zac je tatan. Ako uzmemo samo Tejlorov polinom bez
ostatka, taj polinom, bez dopunskog proudavanja ostatka ne
i moZe posluZiti ni za pribliZno izratunavanje vrednosti funk-
‘f‘ _ cije za novu vrednost argumenta. Za pravilno pribliZzno- iz~
£ rabunavanje treba odredifi granice izmedu kojih se nalazi
. ostatak Tejlorova obrasca. . . '

, U teoriji redova kratko ¢emo izneti ulogu Tejlorova
e . -obrasca 'u njoj. - o
i - - Ako u obrascu (6) stavimo nove oznake: x zamenimo
3 ~nulom, a to je mogute, jer je x igralo. ulogu konstante,
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a h oznatimo sa x, jer tako obifno oznadavamo promenljive,
dobitemo tzv, Maklorenov obrazac

(7)

J(x) =f(0) +':cj’r(0) + %.xzj“ 0) +

- |
RSO

oy IO R
An— ! .

gde je R, = i'xﬁ £ (6 x).
n:

~ Navei¢emo jo¥ neke obrasce koji se Eesto upotrebljuju,
a neposredno sleduju iz Tejlorova i Maklorenova obrasca.

Kako je f(x+h)~f(x)=Ayp, ako je f(x)=y, sa oznakom.‘_ :

" Ax=dx=h moZemo napisati Ay:Ax-f'(x)+%(Ax)2f”, (x) +
4. +R,. | »‘ : i _ :
Uzimajuéi sad u obzir da je: dy=dx.f'(x), d?y=dx2-
| : .
| " (x) itd. imaéemo konadno Ay=dy+2—1'd2y+ .

—d¥y+ ...+
30 Y . T

. +R,, gde je R, odgovarajudi diferghcijalni oblik ostatka.
 Radunamo 1i promenljivu x -od nule, dobiéemo i odgovarajuéi

obrazac iz Maklorenova obrasca.

Nave§éemo bez izvodenja nekoliko &lanova Tejlorova
obrasca za slu€aj funkcije f (x, y) dveju nezavisno promenljivih
x i y. Sa ¢&lanovima drugog stepena i ostatkom imamo '

®  fc+h, y+k)=f(x,y)+hbif+k£f_+
| ot

oy
2f 2 2
+i(h29;j+2hk At /)+R3.
2! ox® 0x0y oay?

. 2.8. Neodredeni izrazi

Pretpostavimo da treba jzrafunati vrednost izraza (1)
y=(x2—4):(x—2) za x=2. Stavimo li neposredno u taj izraz
x=2, imaéemo i u brojiocu i u.imeniocu nulu, tako da izraz
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dobiva é}b]ik—{l. Taj izraz nema odredene vrednosti, jer ako
0

i primetimo da za svako x rz_tzli«f:i‘to od_ 2 prethodnu avez;
(1) izmedu x 1 ¥ moZemo napisati i u thku (x—2)y=x —4,
ona ipak za x—2=0 daje 0-y=0 1 predstavlja 1dent1tetUza »
svaku proizvoljnu, prema tome. peodregiequ vregnost _y. L ;—
memo li, medutim, vrednosti gornj_cg,kohémka (x _—4).§x——t.g
za x,=2,1; x3=2,01; x3=2,001 itd., odmah ¢emo pnm; i

da se za x#0 skraéuje sa x—2, tako da imamo y=x+2, 2

. to daje y;=4.1; yo=4,01; ya = 4,001 itd.. Prema tome je

i ‘ judi i i 2, y teZi
da se zakljudi da,. kad x teZi vr_ednostl s
ggfior?or;(t)i x+2=4, Iz ovog konkretnog primera zakljuujemo
da sa koli¢nikom dve funkcije F(x):e(x), kojt za odredenu

‘vrednost x=a 1ma oblikg, moZemo, pre stavljanja u -njega
0 0

x = a, vriiti sve dozvoljene operacije. Dodajmo da neodredeni

. jzraz oblika 9 igra kapitalnu ulogu u Visoj matematici. Tako

se nprl : odredi\;hnje svakog izvoda osniva na'-odredi_vanju’

g " ’ i ._’ A . 0 . ; -
prave vrednosti koliZnika Ey’ obhkaF, za Ax=0. Pokaza
- gemo jednu , opstu ﬁetodu_ za odredivg‘nje prave vrednosti
takvih koli¢nika, ako takva vrednost zaista postoji.

Uzmimo da treba na€i pravu 'vredn'c)st. koli¢nika (2)
y=f(x):9(x), za x=a, pod uslovima da . ]c-v(3) j'(a)=(t),
q (@)=0. Rasudivanja koja smo primenili pri resayapjku l%rcﬂ;
hodnog primera navode na misao da vtreba obrazova.tld c}); 1 no
@ f (x+h)y:e(x+h) i preéi na grani¢nu vrednost kad h— 0,
dakle izratunati

x+h
gl )
e @ (x+h)
s tim da do prelaza na grani¢nu vrednost moZemo sa koli&-

nikom vrditi sve dozvoljene operacije. Prema Kosijevo) teo-
remi mofemo staviti - .

fla+m)—f(a)_J (a+6h)
op@+h)—o(a) ¢ (a+06h)

7 Diferencijaini radun i njegove primenc . 97



7 A kako je.u ovom sluéaju j (a) 0, qz(a) 0 na§ ko-
li¢nik se transform1§e u

f(a+h) f! (a+6h)

. pla+h) ¢'(a+0h)
Posto izvr§imo operacue pre¢i emo na grani¥nu
vrednost o C
i fath) @0k f'@

f-..o'CP(a+h) h_.o‘P(a+9h) q:(a)

Tako smo doili do ovog formalnog pravxla sa uobléa-
jenim formalnim oznakama

[(x)] _g=[f'(x)'.
¢(x)lx=a 0 [o'(x)

X=q

Ovim se izraZava tzv. Lopztalovo (L’Hospltal) pravilo!), .

koje glasi:

Za odredivanje prave vrednostz kolicnika f(x):9(x), za.

x=a kada je f(a) =0, ¢ (a)=0, treba diferencirari posebno
brojilac i posebno imenilac, pa u dobzvem koliénik staviti x=a.
Ako ovaj koliénik ima odredenu vrednost, ona predstavija i
pravu vrednost polaznog kolitnika; ako ponovo dobijemo neod—
redeni oblik 0:0, treba Lopitalov postupak ponowiti.
Primetimo da je ovo posebno diferenciranje bropoca i
imenioca dozvoljeno samo u slutaju neodredenosti kolitnika.
Zato je pre tog poscbnog diferenciranja zgodno staviti' izraz

Fkao simboli¢ku oznaku pravdanja posebnog diferenciranja.

Redimo nekoliko -zadataka.

2 _
()

a2 (smx) _ _Q-E(COS x) =v1.'
x /x=00 1 x=0

Primeri:

1 Ovo bi trebalo zvati Bernulijevim pravilom, jer ga je Johan Ber-'

nuli (Joh. Bernoulli) 1694. godine saopitio Lopitalu u jednom pismu.
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1-cosx 0 'sinx)= _0_=(cosx),= _1_
> ( X2 )x:O 0 ( 2x Jx=0 0 2. x=0 2.

ex‘._.l—-x-——l—x’

' 2 0 jex —1-x =g=(ex—1)=_
& X3 x:03=( 3x2 )xsoq_ 2.3x [ x=0

0 [ex 1 1
."—o_':( 3! )x=o 3N 6

Ima i drugih neodredenost1 koje mogu bm svedene na

bllk —
R

Ako imamo kohémk (5) y=f(x): <p(x), lccijl ootrc:bl: kl(fr;
tunati za x=a, pri emu je (6) f(a) w, ¢(@)= 2, lako e
pokazati da i za taj koli¢nik vaZi Lopxtalovo pravilo,

y T -_g=[f-(x)] )
- o [ (x)]x a © |9 x)]jx=a

1 1y,
Zalsta, kohémk (5) moiemo napisati uobhku y= ( ( )) Q 7 (x))

0
' — tako na njega
Za x=a on, prema (6), _QOblja oblik 5 te a \

mo¥emo primeniti Lopitalovo pravilo:

T (L =g;[ 1y,
'yf‘“*[(?(ﬁ)'(f(x))]x=a 0 _(cp-(x))
BN VIS U IR P A ={ z[wx)} |
S i P e M g vy

Odavde konatno dobivamo '

S ()7 ___9°_=[L(32]
y"“=[;—(_)c_)_xéa o | (x) |x=a

7 | 99



. 0 1—-x 20
5 - g — <& =‘_ » Do = 2 — .
- ‘[+L , _ 2.y [U x) 18 Lrl_ LT ‘_0 (
2_,,_.(&&!-_5 N N S N | '
xlogx frme log x+ 1 Je—o = .
: i . -1 2
. - — = .
A : ___I . 7 1 X
[ logtgx oo tg x cos? x ( sin 4x ) - - —-’E‘ x|
log tg 2x )x=0 o 2 .2 sin 2x/x=0 smﬂ'--—z—x x=1. ' : .
tg 2x cos? 2x x=0 (xx) =0 . log.y — (x log x)x_o—O(Vldl pnmcr 1;y=e ’l'
.0 fdcosdxy -, . , , o
i vrery e - 1 _og 149 | - =
4cos x=0 i 4,y=[(1+x) logx::t; log_}_'= ]o‘gbc | 7 x=e *®
i = :
Na isti nadin se - izratunavaju i -prave vrednosh 1zraza, s il ax-t . ( o ) - E=—=l; y=e'=e
koje sunbolléno moZemo predstaviti ovako : S x—1 e oo \1 + X/ x=co ! :
o ! 1 i - 1 0
0-00,00 009 1"o 00 — 00 . Y . yi=|——-lo x)=="—=
» 1 b 5. y=|xt xx.nl.1°°, log y \1-x -g. xe10 -
. . ) . '.. S . 0 \ = .
Svaki od njih moZe se transformisati u izraz e Poka- - 1
zaéemo to simbolicki. eI O T | W W T o g JEN R TV Y S L S !
' . . 4y —1)x=1 3
[ 00, j e g
0: o= o__noo ool—-ooz=ool(l—-—)=ool() 0:0 1 2N W JEfea 5_10__8_’_”].=;-
0o 001 ! 6'y=(1ogx___x—1 e (x—1)log x Jx=1
e ? » . : logx+1. 1
5 I ! . : (- -PX = xlog x e = -
=2 v 1—-1-logx | _ _ 5 =—[ ]_
i tako se svode na prethodn.l sludaj, pod _uslovom_ (ml)»l. ] A==t [x 1ogx+x~—1]x=l logx+1+1 Jx=1 2

~ Za sve slutajeve koji stoje u vezi sa funkcijom oblika - WRE g =
y=uw’ treba prvo ovu jednalinu logaritmovati, i to za prirodnu
osnovu, logy=vlogu. Desna strana je sad pre§la u neodre- I
denost 0. co.” Ako izratynamo njenu pravu vrednost 4, iz

log y=A dobitemo vrednost y=e”. b ]/xz_az SN

a
x 00, Dakle, da:

xe=1

7. Pokazati da razlika ordinata tatke hiperbole yi=.

Va ———b——x teZi nuli kad
a

Primeri: | |
‘ [ : | LV'J’h]x—m=—*(x—1/x2——a2)x_,m= e OB = |
1 y=(rlogx)._o=0-co[108X) _ - | | b
i L (x—Vx*—d%) (x+)/**—a? 2 ] 0.
i G-y oa) e T A = E
: : ’F x=0 i [ x+]/xﬂ a? o x+Yx2—0% s
=(“X)x=0?0. . ; s -
2 | 101
100 ‘ .



Ovaj primer
nost moZe nastupiti sl Sto je i
e s p v ed ;oga sto Jq 1zraz napisan u nezgod-

Veibanja;
2 ‘ . - .
(55 e (5 s ey
‘ x-—; x=3 - \xn-1 x=al- ) ( X%~ gn )xua.‘
ax — i Jpe
| 4 ( - ) s, (x—sm x) 6. (tBX~sinx
| - x=0 . x| =0l'. in3 ) '
7 5x18.4 2 Xx10 ) pa e
Nomoy ) - 8[22) g (tex
, X ] fr= oo ex Jx=o tg 3x Jx= 2
10. (xlogsin x) 11 ( * .1 1
x=0 o |—0C : *
i = logx)le. 12. [(l+x).x] -
. - Jxe

13. (1+nx)7] .14 [(coig x)x]
s . dx=0 i C dx=0

;

Jo§ na jedan nagin pokazuje da neodrede- -

Glava treéa
REDOVI
3.1. Pojam reda

Ako treba pretvoriti obitan razlomak, —;—, u decimalan

~ broj, treba brojilac deliti imeniocem; u rezultatu tog deljenja

" dobiéemo decimalan perioditni razlomak %= 0,333...=0,(3).

Taj periodiéni razlomak moZemo napisati u . obliku- zbira
13,3 .3
3 10 100 1000
3 3 3 3
= b —— .+
10 102 10% 107 .
koji sadrZi beskrajno mnogo sabir‘aka, a zbir mu je jednak

+.o0

» N - - . 3 .
konatnom broju, jednoj tre¢ini. Sabirak 1o predstavlja op§tu

formulu prema kojoj su obrazovani ¢élanovi tog beskonadnog
zbira; to je po redu m-ti €lan reda. ) A
Kao §to znamo, ¢lanovi gornjeg zbira idu po odredenom
pravilu. To su &lanovi geometrijske progresije: svaki naredni
¢lan dobiva se iz prethodnog mnoZenjem istim brojem, u

‘najem sluSaju brojem ]16 ,

Brojevi, izrazi ili funkcije uy, 4, ..., ,, ..., sastav-
ljeni po odredenom pravilu i poredani-u odredenom redu
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~

obrazuju matematitki niz. Ma koji njegoy &lap ¥q ZOVE S€ 0psti &lan
niza. Zbir uzastopnih &anova niza sadinjava reg Ako je broj
tlanova reda Konadan, red je komatan, Ako je taj broj bes-
konadan i req Je beskonaéan,

Od kona&nih redova poznati sy nam jz EIementarnc,

broj ¢lanova progresije. Zbir, Sa, n Clanova ima, kao gto

u+u,
vilo po kome s¢ piSu &lanovi Seometrijske progresije izgleda
ovako: Y=y q=u gi-1, &de je ‘¢ stalan odnos jzmedu dva

Znamo, vrednost Sy =

= —n [+ (1= 1) d]. Pra

uzastopna ¢&lang. Zbir, g, , ¢lanova ovoga reda ima vrednost -

= g (g = 1)<y (gn 1):(g~1).

‘Boriju’ narogitih kona&nih redova. Naime, Uzmimo kona&an

red od €lanova, prirodnih brojeva podignutih na jstj stepen,
ozpatimo njihov zbjr sa :

Sk(n)—_—;1"+2k+3"+...+(n—l)ff+n’f, |
i poka¥imo kako se moze izratunati taj zbir, kad je k ceo

pozitivan broj i nula. 'y tu svrhu uzmimg. pomoéni izraz,
~Stepen binoma (a+ by~ Razvijen Po Njutnovy pravilu, on
postaje :

_(a+,b)"=a"+(’1‘) ak-1p +(§)a’<—5b2+. .. +(i‘) a""b’+.. oo+

o) e Y apee +(9,

gde su (’f) binomni koeficijenti

k):.k k-1... [k —(i—1)]
( i) i! '
72 koje va¥e ove 0s0bine

(§)=(kfi)'£i!(.kk—‘!~i)!~.

104

L

m d a=1, b=n: tada &emo dobiti jedna&inu
Staviéemo sa ; : . |
+n)f= .+‘ | + (%) n k) s +..+
(1 +n)f=1 (T) n (2) n +(3) S

1 RN et Lk
_{_(R)Hf'i‘---'f‘(l)".k 1+ n*,

i stavi jednadinu koja
joj stavimo n= 1,_ doblc_emo canadi
izraZ o olzlnantjt;) Josobinu zbira bmommhlk_oefxcg'ena a
et (fe s ()t
(I"“)k:zk:l*(l)*(z) SERACI RN VTR

FONNRCERV S Y W R (’;)'sk_z (+...+
() sm+ ($)sim+s o).

VA V 1 - : §te

» 3 ljno n : ;
obrasca za proizvolj
k S ny+...+
@ (et =14({) Sea @) + (5) Ser @)

+(5) S @)+ (F) 1.0 +5, 0.

‘ ; fie ili relaza
Primenimo metodu matematicke zndukc,u = tlclal zz:z‘ét psastoji
- omodéu
Dokarz nikop swva, pon neku posebhu
od n na n+1. je ta&nosti stava za
i : 1. Proveravanje dnost n+ 1,
= :izngs‘;acglﬂg broja n i 2. Dokaz S:ﬁv?sti:;aito::cje dragins (2)
Vig & rover . RS
b eza; . BESHE Sofoppreyenl] ine izvr¥en je.
ako on vaii _Z% eo dokaza istinitosti y.=:dna_c‘im-vt'(2i)ta s
za n=_1, Pg::i i drugi deo. DokaZimo da je istin
DokaZzimo

* n(:)l [1+@+ l)]k=1+(zlc)‘Sk—1 (n+.1)+
4(")3,(_2(”-1) +..-.+(’§)S2(n+ l)+(];) Sy (n+1)+5, (1 +1).

105



(M+nmr=148,

[(n+ 1)+ 1]t = (.n.+ 1)k'+'(’1‘) '(}zi 141 4 (’2‘)(n + 1)k—2+:... Fom
=1+ (4) Seas 0+ (8)Scu ..

+(1) (n+ 1) e (g) (n+ 124, -
onda, uzimajuéi u obzir da je Sy, (1) 4 (n+ 11— 5,
: 1 k1 (M + M+ 1),r1=85,_ (n+1
3 uopste, Si(n)+(n + 1y =8;(n+1), posto saberemokdcl)l(azimg
o _)ec'i‘n.acme .(3). A fime je izvrSen .i drugi deo dokaza isti-
nitosti' jednaline (2) za svakii vrednost broja n. Iz jedna&ine

2 sleduje ovaj sistem Jednadina za sukcesivno izratunavanje - -

zbirova S, (n). -

Odak]e SO = n’

-

(1+n2=1+28,+8, odakle Sl'ein(n’ﬂ)'
(I+n)®=1+38,+35,+85,

oda 1 ‘
. 'odakle S2=?n(n+l)(2n+1),
(L myt=1+45,46S,+45,+5, |
odakie 'Sa=[%n(n+l)]2,
(L) =1458,+1085,+108,+ 55,45,
n
odakle S,~ T (6nt+ 157+ 1007~ 1),

(1 +n)6=1+635+15S4+20S3+' 158,+6S8;+.S,,
~ odakle

) ne .
Sp= 5 (2n* + 6n% + Sn2—1),

4 .U daljim {zlaganjima'govoriéem_o samo "o beskona&nim
redovima; zato 1 neCemo ponavljati red »beskona&an‘s, '
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Veibanja: . : . . :
1. Izratunati zbitove Sk (n) = 1% + 2% + 3k + 4k + 5% za £ =0,1,2,3,4,5,
2. Izvesti obrasce za Sk(2A)=2k+4k+.. . +(Q2m* | Sk(2n—1)=

=1k 3ky 4 @n- 1)k za k=21 k=3.

-

3.11. I‘(onvergentnost, redova

. Ako zbir n ¥anova rcda, tzv. delimi¢ni zbir, s,=wu, +
+ g+ ..+ Uy, 1621 odredenoj konadnoj vrednosti, kada n teZi
beskonadnosti, red' se zove konvergentan. U slu€aju konver-
gentnosti, dakle, imamo lim s,=s. Grani¢na vrednost s zove

N

se zbir beskonaénog reda. Ako je im s, = + e, ili zbir, uopste,

n—w

nema grani¢ne vrednosti, red je divergentan. Nave§éemo primer
divergentnog reda &iji zbir ne teZi beskonaénosti. Red s,=1—

—1+41—...+(="1)"*1 je divergentan, jer ‘njegov zbir ne teZi

odredenoj g_raniéhoj vrednosti veé osciluje,. uzimajuéi naiz-
meniéno vrednosti +1 i —1. Jasno je da je red beskonatne
aritmetitke progresije uvek divergentan, jer je o

lim s, = lim’ [nu1+—1—h(n - l)d]—+ c.
n~>oo0- n—reo : 2 1

Sto se ‘ti¢e beskona®ne geometrijske progresije, 'éiji zbir
zavisi od vrednosti reda 1+¢g-+4%+..., ona je konveigentna,

‘kada je [g|<.1, i divergentna, kada je |g|>1, gde |q|

oznafava apsolutnu vrednost koli¢nika progresije. Za |g| <Y
zbir beskonafne geometrijske ‘progresije, sa prvim &lanom a,
ima vrednost s=a:(1—g). Red kojim smo predstavili—;'—
je beskonatna geometrijska progresija, sa prvim élanmea

i kolitnikom q =-11—0 <1 Prema'havedenom obrascu zbir tog reda

o 1
zaista ima vred-nost—B-.
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Samo u slu¢aju konvergentnosti reda jednalina s=u, +
4uy+...+u,+... ima smisla, Ako u konvergentnom redu
izdvojimo delimi€éni zbir prvih n ¢&lanova i oznadimo ga sa
5. zbir svih ostalih &lanova predstavlja. estatak reda, koji
oznadavamo sa R,. Dakle moZemo napisati s=s, + R,, gde su
Sp=t;+Up+ ... +u, R, =u, i +u,4+,... Kao §to za pri-
bliznu vrednost beskonatnog decimalnog razlomka uzimamo
konatan decimalni razlomak sa odredenim brojem decimala,
tako isto, mesto ukupne vrednosti zbira svih ¢&lanova kon-
vergentnog reda, moZemo uzeti neki kona¥ni broj ¢lanova,
neki delimi®ni zbir, koji ¢e pribliZno izraZzavati vrednost reda.
Ako mesto tane vrednosti, s, uzimamo pribliZnu vrednost, s,,
ginimo gresku, jednaku ‘R,. No ovo vaZi samo za konver-
gentne redove. Zato je u teoriji redova ‘osnovno pitanje; da
Ii Je red konvergcntan 111 divergentan.

" 3,12, ‘Uslovi konvergentnosti'"
Postaviéemo pre svega neophodan uslov za konvergent—

nost reda.
Ako je red konvergentan, njegov opSiti élan teZi nuh

Drugim redima, ako je lims,=s, treba da budé:

T p_yo0

limu,=0. Zaista, opsti ¢lan », moZemo predstaviti kao raz-

n_,00 .
liku u,=s,—5,-1: PotraZimo sad graninu vrednost leve i
desne strane ove jednaline, kad n— o« . Tada imamo .

lim u, =lim (s, — s,_;) = lim s, —lim s,_; =s—s=0,

Ao f—00 N n—o0 n— o
a to je i trebalo dokazati. _
Prethodni uslov konvergentnosti reda je neophodan,
ali nije dovoljan. DokaZimo ovo. Zato {emo wuzeti red
1 1 1

1
H=1+ —+—4+—+.. .+ —+...

, koji se zove h.arnionijski
2 3 4 n

red*®).

*) Svaki &lan tog reda je, potev od drugog, harmonijska srédina
dvaju suscdmh élanOVa pri ¢emu se za broj £ kaZe da je harmonijska
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Opsti &lan ovoga reda ima. vrednost y,=-— 1 prema
tome je limu,=0. Medutim, lako je dokazati teoremu:
n—+

Harmomjskz red je a'zvergenlan Zaista,  ako smanjimo neke
njegove &lanove i ‘napiSemo red e :

‘ 11 11\
Hl_e1+.—;—+(—i—+—l—')+(—+—~+———+—)+-.._.

4 8 8 8 8
T IE S U S .
koji moZemo zameniti redom-H; = 1 +—2—- +—2—+? + ... vidimo

- da j;: ovaj; manji, zbir jednak beskonaénostl, 'H, =00 ; prema

tome je zbir harmomjskog reda, H>H,, takode beskonaéan,
harmonijski red je, ‘dakle, divergentan.
Posto ‘je uslov' lim u, — 0 neophodan uslov konvergent—

ny00 .

4 ost1, moZemo zakljuém da je red dlvergentan, ako navedem

uslov nije 1spunjeq

‘Posto je navedeni uslov konvergentnosti redova samo
neophodan, no nije i dovoljan, pitanje konvergentnosti ostaje
otvoreno. Navedimo sad drugi uslov konver gentnosti, koji je
i neophodan i dovoljan. Taj uslov ne predstavlja nista drugo

veé e-uslov u primeni na grani¢nu vrednost s, kao pro-

P . 171 1 . W
sredina brojeva a i b, ako je —h—=—i—(—‘-z—+— . I zaista, za tri naredna

: L, e %i id t'tt11~—1 l-l+
&lana naseg reda —:—1 -;» n+lvallen1e it 'n—l‘

+1: < ] Naziv ,,harmonijski* stoji u vezi sa muzi¢kim harmonijskim

e
intervalima. Odnosi dva uzastopna &lana tog reda jednaki su odnosima

; - 1 ]
brojeva oscilacija tonova tih intervala, naime: 1 : > =2 odgovara oktavi,

-1— : l-—-i kvinti —1— : —1————ikvarti, 3— velikoj terci, LS maloj terci, —

2 3 2 "3 4 4 5 : 8

i — u muzici se ne upo;rebljuju (7 ie ncmuzikalan bro_j!), ~8— velika se-
0 16

kunda,—g— mala sekunda: odnosi ]g i a su veliki i mah poluton
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menljivu veli¢inu koja zavisi od n 1 teZi- graniénoj vrednosti
kad n teZi beskonadnosti. Taj uslov glasi: R :
Za konvergentnost beskonaldnog reda uy--u,+... neop-
hodno je i dovoljno, ako, za svaki pozitivan proizvoljan unapred
dati broj e, uvek moiemo nadi takav broj N da, za svako n>N
i proizvoljan pozitivan broj p, vaZi nejednadina za apsolutnu
vrednost zbira od p &lanova |tnyy +tnio+ .. . Fitng, | <e.
Na Zalost konkretna primena tog uslova, bez obzira na
njegov veliki teorijski zna&aj, vrlo retko moZe biti iskori§éena.
, Red se zove pozitivan, ako su svi njegovi &lanovi pozi-
tivni.” Ista¢i ¢emo nekoliko osobina pozitivnih redova, '
Pozitivni red je konvergentan, ako za svaku vrednost n
delimi&ni red s, zadovoljava uslov s, < 4, gde je 4 konalan
broj. Zaista, delimi®ni zbir s, pozitivnog reda, kao funkcija

od n, uvek raste kad raste broj élanova n. Znamo da pro- -

menljiva veliina koja raste, a ostaje manja od neke” pozi-

tivne velidine, ima grani¢nu vrednost, a to i potvrduje nave-. .

\deni stav,
1 1 A R - .
Npr.,, red 14+—+—+...+—+... | konvergentan
: CH2 32 n g
je 3erjes—1+.—+L !
’ i 2.2 3. n-n 1-2

' 3 3
1 1 1y /1 1 11y
+ +...+_—=1+(1_—)+(———)+(———)+
3.4 (n—)n 2) \2 3 3 4

1
+...+( 1 —i)=2__<2.
n—1 n n

1 : 1 .
+...+—<1+—+2— 4

VaZna metoda za odredivanje konvergentnosti pozitivnih
redova je metoda uporedivanja datog reda sa unapred poz-
natim konvergentnim redom. Nekasuw; +up+ ... i vi+v,+...
dva pozitivna reda. Neposredno su oligledna ova dva stava.
1. Ako je za svako nu,<v,, a red v, +v,+... konvergsntan,
onda je i red u; +u,+ ... konvergantan. 2. Ako je u,>v, i
red vy +vy+... divergentan, onda je i red wu +u,+... di-
vergenan. o ' ) .

Sad moZemo navesti dovoljen uslov (Dalamberov krite-
rijum) za konverg:n'nost reda sa pozitivnim . élanovima. Uz-

mimo niz pozitivnih &lanova wy, ug, Ug, ..., Up Upprs - - -
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L

Aol i

uporedimo ga sa beskrajunom geometrijskom progresijom

i
ey o1 Yrt1 . taln
e B .
. giji kolitnik ——==Fk 1ma s
vl,vz,vs,..., Vs Yt 1 ’ . y] - -
vréci.'ﬁost neiaviénu od n. Natinimo i za prvi niz _1st1 koliénik

Y+l pretpostavimo da taj koliénik ima granitou vrednost,
-, 4. tim Yo g, Pod akvim uslo-
kad n te%i beskonalnosti, 4. nl_lea . - q.

' fu +tyq -t Ji6i na beskrajnu. geo-

vima ved uytupt-.-- trijskom progresijom

metrijsku progresiju. Upo:edivanjc sa geome
dovodi do ove teoreme¥). o B
Ako kod reda sa pozilivnim ¢lanovima odnos nare_dnog
&lana prema prethodnom ima odredenu granlz‘iélrczu,_ ?redn?;to; ojw;a/
I jedini ed j itan. o je vec -

‘o manja od jedinice, red je kon.vergctr . Ako. od je
J;in,ir:'e,Jred jej divergéntan. Ako Je taj koliénik _ jednak jedinici,
red moZe biti ili konvergentan ili dzvergentarf.

na _o;zaj. ‘nagin. Ako

*) Dokaz ove ‘\t‘eoreme moZe se izvesti - ‘
zmedu g i 1 nadi

“nt ~g ima vrednost manju od 1, moZemo uvek i

lim
n-—»o

takavugroj k da, potev od nekog &lana up, bude

. u
Upt1 g, Yetr_g

?
Up Up-+1

i prema tome je ] . -
i tp+1<Kkitp, Upto<Kp, Up 43 < Kip, -
Tada &tlanove reda

3) Uy +Ugt.oo-tUp—atlptUptrFecs

moZemo zameniti uvedenim veéim veli¢inama 1

potev od p-tog §lana,
dobiti Zbir 'u,+u2+...+up_1+up(1+k+k=+...),

a ovaj zbir ima za k<1 konatnu vrednost

1
Au1+u3+. ot Up—1tlUp: 1—_-];
Poito je zbir nafeg reda (3) manji od ove konalne veliéine,. kon-

_yvergentnost tog reda je dokazana. o -
v Na sli¥an nalin se dokazuje divergentnost ‘teda za sludaj g>1.

Slutaj g=1 zahteva dublju analizu za 'svaki specijalan red. -
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Kao primer za primenu Dalamberova kriterijuma uzmimo
1 1 1 1 1

ito20 3 T (-1 al
uvek, n! faktorijela, &ija je vrednost ml=1-2-3...(n=1a.
Za taj red, prema Dalamberovu kriterijumu, dobivamo

. Un . -nDr .1 L N
lim Unt1 _ .llm(" ) lim —=0<1 i zakljudujemo da je red
mooe uy  mre pl msen ‘ ,
konvergentan.

. 11 .. )
Ali za red 1+‘§+§2—+.,.., ¢iju smo konvergentnost
veé dokazali na drugi nadin, Dalamberov kriterijum ne daje
odgovor, jer je za taj red '
) 2 / RS
fim 1 = bim " fim (o) =1

"—>°°A Un‘. nro(n+1)2  now 1_{_%

'Za red sa pozitivnim &lanovima moZemo navesti i drugi’

_vaian uslov konvergentnosti, Kosijev uslov, koji glasi: i
Ako opiti &lan u, reda sa pozitivnim &lanovima, poSev

od nekog », zadovoljava us]o({ m<q< 1, gde g ne zavisi od

n, red je konvergentan. Obratino, ako ]/1—1;21, red je .diver- :

gentan. . 2

Zaista, red moZemo predstaviti kao zbir_konanog reda
prvih n—1 &lanova, koji je konadan, i beskonaénog reda za
koji vaZi, prvo, nejednakost u,<g". Ali taj-drugi red moZemo
uporediti sa geometrijskom progresijom -sa koli¢nikom g i,
prema tome, ako su &lanovi nafeg reda manji od Clanova
progresije za g<1, konvergentni su’ i geometrijska progresija

n E

1 na§ red, a ako je [u,=1, red je divergentan.

Red se zove naizmenifan ako mu..uzastopni &lanovi
menjaju znake. Za takav red vaZi Lajbnicova teorema: Ako
opsti- &lan naizmeniénog reda tezi nuli, red. je..konvergentan.
Pri tome se pretpostavlja da apsolutne vrednosti €lanova reda
monotono opadaju, tj. apsolutna vrednost 'svakog narednog
¢lana manja je od apsolitne -vrednosti prethednog.~Dokaz
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+—+..., gde je, kao i

za naizmeniéni

' 11
_ gentan, jer je red 1+1+—2—!—1-—3—!+‘.. :

Lajbnicove téorcme neposredno sleduje iz proutavanja razhk_z
g . —8, (S;>0), koja teZi nuli kad n— co. Prema tome ]6
b i red uslov limu,=0 ne samo neophodan ve

© . R
i dovoljan. Napr., red . ]
‘ 111 oy
et (1)
: 3 4 : n
' ‘ j piti &lan teZi nuli.,
e konvergentan, jer mu opsti te: uli., N o

! Red se zove apsolutno konvergentan, ‘ako je konvergentan

i red apsolutnih vrednosti njegovih ¢lanova. .
| e apsolutno konver-

; 1 ot
Tako je redl——l‘+'3r—.—3—! n

modula ¢lanova pret-

. hodnog reda konvergentan. | _
Ig" corema. Apsolutno konvergentan red uvek je igﬁ:eef:
‘gentan, tj. ako je red modula | u |+ | ue [-{_~|u3[+ ko
\"'gentan onda je konvergentan 1 re_d Uy U+ UgT . .l;‘ti e
na to §to znaci &lanova poslednjeg reda mogu Dbill p p ‘

\ - 1 1 L
. g i A P e e
proizvoljni. Tako, npr., posto je red 1+ : + 2!+ At
konvergentan, konvergentan je i red
1 1
Tl ZALR Sl VAR

(s ) 1 St

Ako je red konvergentan, ali odgovarajué¢i mu apsolutni

.red modula divergsntan, red se zove uslpvno ili ne-apsolut(ro
‘ | - 1 L 1 solutno
konvergentan. Tako je red 1——5 apso

1 1 1
. jer ] 2 4+ - 4+~ ... konvergentan, a
konvergentan, Jer J€ red 14‘-.2 + 22+ =

LV -1—4— .. je uslovno konvergentan, jer je red

ed |——+—"
2 3 4
1+ ~1-+—1—+ .. kao harmonijski, divergentan.
S S A
% Diferencijalni ratun i nje‘:ovc primene . . 113



T2 13 e S
o 3. Da li je red 1—1,’2—1/3—1/4+1/5—... apsolutno konvergen-’

" “Karakter konVergentnosti, narotito apsolutna konver-
gentnost reda igraju vrlo vaZnu ulogu u refavanju- pitanja o
moguénosti vr8enja operacija sa redovima  po pravilima
sli¢nim prav1lxma za polinome. Ne wulazeéi u proudavanje

ovog pitanja moZsmo navesti ovo.

1. Zbir apsolutno konvergentnog reda ne - zavisi od reda
sabiranja &lanova. Iz te osobine neposredno sleduje da ¢lanove

takvog reda moZemo grupisati, posebno sabirati &lanove svake
grupe "1, najzad;. sabrati dobijene zbirove. pojedinih. grupa.
2. Dva apsolutno konvergentna reda mogu se mnoZiti

i u rezultatu se dobiva opet apsolutno konvergentni red.
"~ "Ako su &lanovi reda funkcije, npr., drgumenta x, red
se zove funkcionalni red. Ako.su €lanovi funkcionalnog reda

stepeni x, réd se razvija po stepcnima x i zove se stepeni red.
Sve vrednosti argumenta, za koje je red konvergzntan, saci-

njavaju oblast konvergentnosti tog reda. Za funkcionaln: redo-

_ve vrlo vaZnu ulogu igra pojam. ravnomerne Kkonvergentnosti
reda, kad su uslovi konvergeninosti reda isti za sve vrednosti -

argumenta u oblasti konvergen.nosu Ravnomerno konvergzn:ni-
redovi su naroéito’ va¥ni, zbog toga I§to sa takvim -redovima
moZemo vr§iti, pod izvesnimi uslovima, osnovne . peracije
infinitezimalnog raéuna—dlfelenf‘lranje i njoj obrnu]tu ope-
raciju — integrisanje, i to glan’ _po élan . |

Vezbanja:

1. Uporedlvan_]vm sa geometruskom progresijom pokazati da je
red 1+ 1/2241/32+1/42+...+ I/nn+. .. konvergentan.

2. Uporedxvanjem sa harmom_;sklm redom. pokazati da je red
.+ 1Jy n +... divergentan.

tan ili nije? Napisati mu opsti ¢lan.

7
4. Za¥to su funkcionalni redovi x——xi + fi-—{— Lo

3l st
x2 x4 x® . T . ..
I—?+T——é'—+ . konvergentni? Napisati im opste ¢lanove i utvrditi

oblast konvergencije.
5. Dokazati pomo¢u Dalamberova kriterijuma konvergentnost

-ovih redova: 1) i-}-l—% 13- 51-’... 2) i+i...l_+_5_.__+ +
3 36 3.6.9 2 3 3 4 3
n+2 1 . ST
net 37T
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5 ntn ¢ 1) —— 4+ —— A+ e

" 6. - Ispitati konvergentnost Tedova: 1)_3.5 + 57 =To

1 1 3 _1__3_2. _1___31 3)4__2___?____4)1._‘1_3:_+
Dots e 3o A R

! 3.4 5 6 ‘
T I AR PR YA YRR .

ps 7 2 34

3.2 Te]lorov i Maklorenov red N]xhova prlmena

.U &lanu 2.71 1zve11 smo tzv. Tejlorov obrazac ! obhku

f(x+h) T, _1(x+h)+R,,, .

" ili, ako razvijemo,

a fG+h= f(x)+hf (x)+—f”(x)+ S

b1 f(n-n(x)Jr# Fo (x+eh) gde _]C 0<O<1.

("—1)'
‘Kako smo vec V1de
'dBrazac daje yrednost po

1i ako e f (x) pohnom, prethodm
linoma F(x+h), razvgena po Stepe-

nlma h; 1, ako je n stepen polmoma R,= — f (m) (x), te sa des- ;

ne strane (l) imamo ‘kona%an red sa koeflcuentlma sastavlje-
' o odredenom prawlu
o pAko funkcija f(x) nije polmom, ali ima redom sve tl(z)v:)a(:fo,
Teﬂorov ‘obrazac dovodi do beskonaénov rgda];ol:‘)ljelrlgsc o 1ako
- isati sa ostatkom i, - .ako ‘je re !
.' m:rie(;?rolo;l 2<1)Ft,)13.st1 on' predstavlja funkciju f(x+ h)f(l;e-{srkhc;na.é
glm redom koji se zove T ejlorov red za funkciju

red
Na slitan naém moZemo napisati 1 Maklorenov

(JC) —F(0) +xS" (0)+~f"(0)+—x3f”'(0)+

P ~-1f<"—1> (0)+ Ru
(n— D!

. 1 n (N)
gde qe R"=§x £ (Bx).
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Jasno je da se Tejlorovim i Maklorenovim redovima
moZemo samo tada sluZiti kad su ti redovi konvergentni.

Primenimo Maklorenov obrazac na nekohko vainulh
funkcija,

l. €.

Posto za funkcuuf(x) e~ 1mamof("’ (x)=ex, f® (0)~ I,

. za k=1,2,3,...00, Maklorenov red daje e*=1+ i+L+

2!
Xt x” e .
+ +— Za ispitivanje konvergentnosti
n—1H! n o o
ovoga reda po Dalamberovu knteruumu dobiva se g=lim n__
> Uy .y
x"(n—1)

= lim

.~11m —0 Odatle zakljuéujemo da je red
n—o plxn1

. nrwo R

' konvergentan, i to apsolutno konvergentan za svaku konaénu
_vrednost x; oblast konvergentnosti tog reda se izraZava ova-
nuli kad x

ko — oo <x< +0oo, pri &mu . funkcija e teZi
tei — o0; a kad x— 4+ i funkcija teZi + 0. Za x=1
imamo red za izraéunavanje osnove prirodnih logaritama
e=1 + l+i+i+... +i+ =2,718281828459.
21 3 (n-—l)' n!

Neéemo. se zaustavljati na teoriji 1zracunavanja gre§ke, jer se
taj posao, u dana3nje vreme radunskih masma, vr§i ' drugim
postupkom sa velikom ustedom u radu i vremenu.

2. sinx.

Posto je S (x)=sinx, f(’"(x)=§in (x-!-k-%), imamo
JO)=0, f"(0)=1, f"(0)=0, /" (0)=—1,

a dalje vrednosti

izvoda ponavljaju se sa periodom od &etiri ¢&lana. Maklore-
nov red daje ,
» 3 2n+1
(2) sinx=x—i+x—5_,_‘+ (—1)"+2 i 13T
- 315! n—1)!
x2n+1
_’_(___ 1)n+2 o
(2n +1)'

Za 1sp1t1van_]e njegove konvergentnosti moZemo primeniii

Unyy o
=lim

Hm 2n(2n+ l)

3

Dalamberov knteruum q = lim |-

n—oo u"
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olutnu - konvergenmost reda za waléu
a
- kljudka o Lomergemnosh re
nost argumenta x. Do za
E{;dmoiemog doéi i ll.pOl‘E:dU]Uéi ncpglsrcdno o':jag Tzi s:: r:*id(:i |
ti anova 1€

Zaista, apsolutne vrednos |

gn_]eava]u san’lo jedan dco élanova reda za e, sastavljemh po

istom zakonu.
R°d za sin X da_]e ovc pri

dakle zakljudujemo aps

ibliZne vrednostl te funkcue:

1 . x2  x°
sinx‘wx, sm»xw_x—-—6-_x3, sinx/A X — —6—+—1—£)
;osigspliom slxémm prethodnom mozemo na.pisatirza
kosinus. red e s xznﬂ .
cos X = 1_—2Y+Z'- 4 (=1) (n= R
' x2n
+(— 1)"+2(2n)‘ Foae .
Téj red je isto tako konvcrgentan za svaku vredm?st)‘c.;
i daje ove pribliZne vrednost:: cosx~~1, -cos?cml——'z—,‘
cos x=1— %2—1—%2

4. Binommni red.
Uzmimo funkciju f'
{ patinimo ovu tablicu
fx)=Q1+x)"
S (x)=m(1 + xyn-1,
f (x)= m(m— 1)(1 +xyn—2

£(0)=1
f©)=m
£ ©)=m (m=1)

z ——1) Jm—
(n) —m(m—l) m— I )(0) m(m
Primena Maklorenova reda da_]e

-(\1+x)"'=1+(";>x+(2) (3)‘x3+.

m n+1
X S PR
+(n+l) :

S+ (m)x" +
I \n L] J

(x)=(1+x)", gde je m realan. broj, |



gde smo za tzv. binomne koeficijente i ovde upotrebili oznake

“\n/ 1:2-3...n

Ako. je- m ceo i pozitivan 'broj, prethodni red je konadan; .
- u ostalim slu€ajevima on je beskcnacan. Za proudavanje kon-

. . . e . [ . .' . R . U N
vergentnosti beskonagnog binomnog reda imamo g=1lm | —2 | =
’ L ; . . - n— 0 un !
L lx(m—n i - e SR
= lim x (m—n) =|x|. Na osnovu Dalamberovog kriterijuma
. n>oo n+1 : | L -

tvrdima: ako je | x| <1, red je konvergentan za svaku yrednost.m.

~Ako je |x|>1, red je divergentan. Za |x|=1, tj. za x=1 1
x = —1, Dalamberov kriterjjum ne daje odgovor o konvergen-. -

tnosti reda. Dublja analiza dovodi do ovog rezultata. Za x=1,
kad (1 + x)"=2m, konvergentnost reda zavisi od m i to: 1. m>0,

red je apsolutno konvergentan, 2. 0>m> —1, red je neapsolutno
| konverg:ntan, 3. m<C — 1, red je divergentan. Za x= —1, kad

(1+x)"=0m" za m>0 red apsolutno konvergira nuli, a za

m< 0 red je divergentan. Upotreba binomnog reda za x=11i|
x = —1 u sudtini pokazuje samo’ osobine binomnih- koeficije-
nata, kad m nije naturalan broj. Za naturalan broj i iz na-.-
vedenog reda sleduju, kako smo veé naveli, poznate iz Ele-

mentarne matema'ike osobine binomnih koeficijenata za slutaj

kad je m ceo pozitivni broj, naime: 1. zbir binomnih koefi- .

cijenata pri razvijanju (a+ b)™ jednak je 27, npr., 1+2+1=
4=22% 1+3+3+1=8=2% 2(1+10+45+120+210)+252=
=1024 =2 2, zbir binomnih koeficijenata pri razvijanju

(a—b)” jednak je nuli, napr.,, 1-2+1=0, 1-3+3—1=0,

2(1——10+45—120+210)-252=0. .
Navedimo i za binomni red nekoliko vanih sludajeva.
1l Ex)=1Fx+x2Fx3+. ..

l/(1+x)2=1_2x+3x2_4x3+_... |
Ll L3, L3S,
2-4  2-4-6 . 2:4.6-8
‘II/VI:F»"C=1:1:-1~.x-+l‘3x2¥_.1}3.5 w357

Pl1xx=1% —;—x—
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. renov red

1./V-.1—x2=1+—x2-f~ﬂ2'—zx4 -'_;,-.—4-—_ng+

5. log(1+x) -

Naginimo tablicu ] o
f oH=log(1+x), S o©=0
ST @=0+xn7 : : ‘f’ O=1, .
ey T O==1
S y=1-200¢97% £t (0)=2!
M ()=—1-2-301407 f!V(q)=-f3;

- O (x) =.(—-- 1yt (e — D (14 x)77% £ ©)=(= 1y (n— D

Na osnovu tih rezultata moZemo napisati- ovaj Maklo-

SN TN U R S
Llog(1+x)=77 7 4 T
Uporedo sa ovint ‘logaritamskim redom mozemo formirati
i drugi logaritamski red :

x.

e [ )
log(1=>) ( 1 2 3 4 n ) ‘
‘Oba su reda za |x|<1 konvergen}tni.. Sem_togkk prov(;

je red konvergentan iza x'=-+1,‘?. drugi za x= —1. Ako
prvog reda oduzmemo drugi, dobifemo red _
( x¥  xb
'log'——1+x= (x+——~+—— SE .),
1—x. 3 5
koji je konvergentan za |x|<<l. Ovaj red ox_n.oguéujei’ _xz.;aé}\xr-
navanje prirodnih logaritama ma kojeg pc,>zmvnog : AO_L obit:l
Zaista, stavimo N=(1+x):(1—x), tada Cemo, za X,
vrednost x=(N—1):(N

+1); ta je vrednost manja od 1; za nju

je, prema tome, ‘na¥ red. konvergentan. Dvostruka vrednost
" reda x4+ -——+... daje ‘vrednost prirodnog  logaritma za .N.
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Veibanja:

oy ,‘ . X — '] . .

1. Koji je to red sa opdtim &lanom uy -—:(—@—f‘"’(a)?

n! ’

2. Izratunati pomoéu Tejlorova obrasca sin 310 :

3. Izralupati pomocu redova ove vrednosti eo", e“, sin 15¢,
cos 470 | uporediti dve poslednje vrednosti sa tabli¢nim vrednostima.
: . 1 1 .. o :
4. Za§to obrazacsin1? = | ——3'—4—-5'——7 +... nije tatan? Zame-

niti ga tanim i izvrditi priblizno izraunavanje: rezultat uporediti sa

tabli¢tnim rezultatom. _ .
S. Potvrditi priblizni obrazac sin(g+ x) ~ sina~ xcos a.

6. Izratunati cos76° sa 4 decirnala.

7. Izratunati log 10° sa 4 decimala (log%m'tam je prirodni).

_ . . 3 4

8. Pomodu binomnog reda izratunati: J/ 26, V30, V/630.

9. Izratunati tri &lana Maklorenova reda za funkcije: €¥°%
1 : ‘

— (" - ™).

10. Napisati red za | 2¢ i izralunati rezultat sa tri decimale.
. 11. Razviti u red funkciju €*: (1 + x). -

3.3. Priraitaj funkcije i njeni diferencifali
Tejlorov red u sludaju konvergentnosti
-3 Gk /5 1
f(x+h)=f(x)+hf’(x)+?h2f x)+... +-]§h"f(")(x)+

daje red za izralunavanje funkcije za novu vrednost argu-
menta kad su poznati: priraStaj A argumenia x i vrednosti
kako same funkcije, tako i svih njenih izvoda za polaznu
vrednost argumenta.

Ako sad uzmemo u obzir da su: f(x+h)—f(x)=Ay pri-
raStaj funkcije, a f'(X)dx=df(x), f'(x) dx®=d%’f(x),...,
S® (x)dx* =d® f (x), onda moZemo napisati red

1) A= df(x)\+~%; & f(x) +§—,d3 F(X)+ o+

I i 7 -
— d®
+ !d j(x)—i—, v

S i iie i dife ijala

: vavli jzme qrastaja funkcije 1 diferencijala,

% tavlia vezu izmedu prirasiaja - _ o ealiive
:?ihészlaprjetpostavljamo da je prirasiaj nezavisno promeni)

BBy iti paZnj : da prethodni red za Af

ie ob-atiti paZnju nav t_o o o

d ia\\r/aain:\iéju vrednost 1 za slucaj kad funkm_ga{s t(;;;c,ys) ?eac\lf; !

g, i -om-nliivih, np-., X, ¥ ,

i¥e nezavisno pkominljlm ) oJ Sy,

ggazge n:miemo priradta} funkcije f(x+ ﬁ,y+k) F(x, )

izcaziti redom ;

: of . of |
—h—++k—+
.f(x-i-h.y+k)—.f(x, y)—hdx—,!— o
o :
R T Y +3—f—:—« k2)+...,
N 2!\ ox? oxoy ay | )
| sa cirugé‘ trane, iskoristiti izraze za totalne diferencijale
a, St . » 1 . :
of )
df= LA dx + o dy,
0x oy

2 az'f :
a2y = Pf ger 22 axdy + oyt s
‘ . ox2 ox Ay . oy s
- imajuci bzir
vpri gempu smatramo da je dx=h, dy -——;1 k. Ej;maal;él i‘:oj(i; o
dobivens rezultate dolazimo ponovo do T da; %iruje 2
pcr)ema tvome‘ za sluaj konvergentnosti reda, pro :
keije vise promenljivih.. - 8l = ; |
ﬁ-m iJéinimo jednu primeou dobwel:log ;ee;il?‘:aﬁlléo ;fgfeoseli?g&z
e dy, dz itd. smatramo ao be no ma e
2 iy"r'eiii};, rﬁd 1) predstavlja razvijanje prlrastajaitgunicgi
pr;f:dg po bes,krajno malim velitf,ina_ma prvos,. drugog : a,
;ler su takvih redova uzastopni dnfc_rencqa:)t. Al
¥ 2.3 ove knjige naveli smo DeZ a g ]
" o el ';0 e’rilsxtll funkcije jedne nczavisno p_romer}lpvein géuf Sﬁ?—
CI)):k:zr tamo navedene teoreme lako se izvodi po

mene reda 7

' 1 ___1_ 3 Ld"‘y—k...
Ay=dy+— Ay ¥ YT /T

" Po [ ; je du oko,
Poito neposredno iz pojma ekstremuma sleduje d

i Yavati svoj znak
" tatke ekstremuma prira¥taj funkcije mora zad1 Zavatl svo]

irastaj ST jive, naime
~ pri promeni znaka priraitaja nezavisno prome‘nlj , T

121



“treba da bude pozitivan za minimum i negativan za maksimum,

iz reda za prira$taj Ay sleduje da ptvi &lan tog reda, koji
nije jednak nuli i od kojeg zavisi glavni deo priraStaja ne

sme da -bude diferencijal neparnog reda, jer takav diferencijal,
npr. d®y=y”'(dx)3,  menja znak pri promeni znaka veliine -
dx. Zna¥i prvi izvod, koji nije jednak nuli, treba da bude
parnoga reda i poSto znak tog-izvoda odreduje i znak pri-.
ra$taja, ako je taj izvod pozitivan i prira§taj je pozitivan,

pa funkcija ima minimum, a ako je negativan, funkcija ima

maksimum. Time smo potvrdili teoremu o ekstremumu. For--
~mulisana pomoéu diferencijala teorema se lako proSiruje i na

funkcije vife promenljivih. .-

.3.4 .UopStavanje eksponencijélhih- i trigonometrijskih funkcija -~ -

kada je .argument kompleksni

Upoznali smo eks'poncncijalnu funk<iju e* za realni argu-

ment x;ona moZ: biti predstavljena apsolutno konvergzntnim

redom
2 n '
er=le e
121 nl

Izraz sa desne strane, beskona&ni red, moZe biti smatran
kao definicija odredene funkcije, koju éemo oznaditi sa f(x).
Jasno je da dati red potpuno’ odreduje sve osobine te funkcije
i. omogucéuje da izratunamo vrednost funkcije za svaku realnu
vrednost argumenta x. Tako, napr., lako je pokazati da ta
funkcija ima osobinu: f(x)-f () =f(x+¥). Podto su nadi re-
dovi apsolutno konvergentni, moZemo ih izmnoZiti i u rezul-
tatu ponovo ¢emo dobiti apsolutno konvergentni red u obliku

2 - 2 3 :
_, (1+1+i+£+ (1S e )
A 21 3.

o2 3
x+y+i(x+ )2+—1—(x+ ) +
S TRECHETI R GO

L}

a to 1 potvrduje pomenutu osobinu. VaZno je obratiti paZnju

=14+

na to da nova forma definicije funkcije e* u obliku reda ne
zahteva nikakve nove operacije sem sabiranja, mnoZenja, od- .
_'nosno stepenovanja, i delienja i to sa realnim brojevima.

122 -

RN

N

: o
Pogto znamo kako se te opcr.acije vrSe, e ia;lil::a _r::na(,)l_‘
. veé i 'sa kompleksnim brojevima, oblika x ro§iriti’-' b el
;lmo' za funkciju f(x) definisanu redom f (’i‘C)’d f olini Lo ©
3?6 i na oblast kompleksnog argumenta. Tada .
f@=e=t T
Ako sad sta'vim(o' z ;_x+ yi i znamo »clzi"ji ef" ('z)y% f 1()):1+ gé)m——-l-l
=f(x) .f(yi), dolazimo. do ._jednaéme exty =€ ¢, pr. o
(e—’“moiemb napisati u obliku - N /; o
. . ' » . - 3 8 i) .
S 1IN 1) G €2 ) w
‘eyi%l+-,13+ o + S A '

| f’osle odvajanja realnog od iniz}ginarno

( s )+;(11‘—3y§+—’5ﬁ:—)

'y i ‘Sin A k’onaéno

g dela dobivamo

o=

‘4 ovo, uzimajuch u obzir redove za cos
dovodi do rezultata~e?! =cosy +1510)-

Preina tome dosli smo do novog O

Ze* (cos'y 4 isiny). :

Ako- kompleks z =

imas =e, a us

imamo (€¥)y=0=¢" sl

papisati (€%)xmp= COSY ;:sin-}é,

s ved jediniéni. kompleks. € J&,

brasca er=etr=

i i8 calar broj (y="0)
i degenerife u realan _

xl:éiju gisto imaginarnog bl."sua treba_x
a to ne predstavija misia drugo

dakle, isto tako k%mplggsv Za»
qm e* i iednakim -y. Pomocu 00~
( - iednakim e* i argumentom JOGIE 2 u ob.
m:s;lce)’rig(éésy+i.sin y) lako jc”prosxr_ltl sve operacl)
:;Z ca realnim x, na shne operaci)

e sa e kad je z kop;ple}tc)s_.
i I u nj uobi-
U vezi sa tim navedimo nekoliko _obr_azaca u njihovo]
gajenoj formi,

= pe®i=r (cos ¢ + [ si.n"p),

o : 1 i —oi
) R s | e®—e ‘P)._
.cosrp=—2‘(_e°'”+-v.e ,q")’ Sine _ 2i( :

;: re—cpi =r (COS CP'_i Sin (‘P)'

" Dalje - uvodiind trigbnometrijske funkcije kompleksnog
N : - 1 ; _ . — ezl?__e—-zl)l,
argumenta co§z=—5(6*'+e ), sinz 2 ( i

123



i pomocu tih obrazaca :z:aiavamo i ostale . trigonometrijske
funkc:y. 2
sinz 1 efi— e~H 1eH-1.

tgz = e g

COS z l e + e"‘ﬁ i e21r+ 1

cosz e+ e-d g2 |
cotgz=— =] =i

sin z e — g~ e2d — ]

Hiperboli¢ki sinus i kosmus, tangens i kotang ns definise-
mo ovako

siniz e—e%" . L etqe-?
shz= - = 5 , chz=cosiz= ,
i , , . :
tgh 7= hz . __e-z 2:_1 ch chz! e‘+e"’ e?r 4+ |
Ty § , Gl z= .
chz ez+e—’ , e2‘+1 shz ef—e-* ezZ._l

Zaustavimo se jo¥ na logaritmu kompleksnog b-oja.
Prirodni kompleksni logaritam datog kompleksnog broja

_je izloZilac stepena na koji treba da podignemo broj e da bis-

mo dobili dati broj za logaritmovanje. Neka je dat komplek-
sni broj r(cosq>+zsm @) i x+yi, njegov traZeni kompleksm
logaritam, tada je, po defmtcul .

e*+¥i=r(cos ¢ +isin ¢).

-Posto je etV= e"(cosy+zsmy) iz pn.thadnn jednaginz
‘imamo ove dve jednadine, za realni i imaginarni deo, e"—r |
y=9+2kn, gde k mo¥e uzimati vrednosti k=0,+1,£2,.

Iz ovih jednalina sleduje da traZeni komplcksni logaritam
x+yi ima vrednost x + yi=logr+ (¢ + 2k=n)i, tj. prirodni kom-
pleksni logaritam datog kompleksnog broja jednak je kompleksu
sa realnim delom jednakim prirodnom logaritmu modula datog
kompleksa i kompleksnim delom koji je jediak proizvodu ima-
ginarne jedinice »i« i jedne od vrednosti argumenta datog kom-
pleksa. Po§to taj argument ima besk.ajno mnogo vrednosti,
prirodni kompleksni logaritam komplcksnog broja je mnogo-
zna¢ni funkcija. Ako taj argument ograniimo uslovom —n <
<@ <z, dobiemo jednozna¥nu funkciju koja se zove glavna
vrednost  prirodnog kompleksnog logaritma kompleksnog broja.

Tu glavnu vrednost oznaéavamo sa log Prema tome moicmo
naplsau
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© jmaju svoj prirodni komp

Cjer je

(ccaSq:'ﬂ—fsinp)]r—logr—i—ic? > |

log z = log (x+ yi)=loglr .
. zado'voljava navedenc ne-

gde smo sa ‘¢ oznatili ugao koji

1ednaknsli

evl,
Svi brojevi, sem nule, smatrani kao kompleksm broj

leksni logaritam. Tako, napt log(-35)=

T
a 10 i=—I,
=logS+imw, posto je ——5 5(cos:rr+z sin r), g‘ 5

l(cos +tsm ——) Sve vrednosti prlrcdnog komplek-
1 = N

{ se (—— + 2kx) i, gde
snog logaritma kompleksne Jedmlce i izno ( > :

je k=0,+£1,%2, ..
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‘Glava &etvrta-

IZ DIFERENCIJALNE GEOMETRLIE
4.1. Kriva linija u tavni. Primeri

Za proudavanje geometrijskih. objekata — krivih. 1inija' u

ravni i prostoru, povrsina, linija na povr§ini itd. mogu se, kao §to
znamo, sem neposradnih geometrijskih me:oda, iskoristiti i anali-
ti¢ke metode, metode Analititke gzometrije. Prema istorijskom

razvitku, primene te metode prvo su se svodile na iskoriséavanje’
samo Algebre, ali je upotreba fak i Elementarne algsbre znatno.

uprostila proudavanje geometrijskih osobina objekata. A posle

pronalaska Infinitezimalnog rauna primene analiti¢ke metode: :

na Geometriju dobile su nove oblike i postepeno su seizgradile u|
narcitu oblast Vise matematike — u Diferencijalnu geometriju,

Sa unosenjem novih geometrijskih pojmova u maiema- -

tiku—— vektora, vektorskog izvoda, tenzora, matrice i dr., Di-
ferencijalna geomestrija znatno je proSirila svoj obim i postala
neophodan element viSeg matematitkog obrazovanja, zk iza

‘nzspecijaliste matematifare. Zato ¢emo, u daljem izlaganju, dati

elemente Diferencijalne g:ometrije, ali éemo pokazivaii ipak ne
samo skalarne, veé i vektorske nadins izvodenja rezultata. Pre
svega ¢emo dopuniti o krivoj liniji u ravni ono S$to je ranije
bilo izloZ:no u vezi sa p-ofirenjem pojmova funkcije i izvoda.

Znamo da krivu liniju u Dekartovim koordinatama mo-
Zemo analiti¢ki predstaviti na viSe nadina: 1. u reSenom ob-
liku, bilo u odnosu na y, u obliku y=f(x), bilo u odnosu
na x, u obliku x=¢(p); 2. u opstem, implicitnom, obliku
F(x,y)=0 i 3. u parametarskom obliku x=f (). y=£5(9),
gde je ¢ promenljivi parametar. Ako mssto Dzkartovih koor-
dinata uvedemo ma koje diuge koordinate, nap:. g, i ¢, i to
pomocu obrazaca x=x(qy, ¢;), ¥=y (41, ¢2), koji' odgovaraju

‘transformaciji koordinata pri pielazu od Dekartovih koordi-
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- éemo polarna osa. Pod izvesnim uslovi-
\.ma o stranama trougla, u opsStem slu-

~

Ccentrima u Fy 1 Fy i poluprqénicima
rpir:Ta dvoznadnost bipolarnih koor-.

nata na koordinate g, 1 gz, 2 ove se, U opitem sluéa_!.u.,‘ zova
generalisane koordinate tacke, u naSem slucaju u ravni, jedna-

‘&ina krive se izraZava ovako: F (qy, 72) =0, no moZz, pri tome,

biti izraZena i u jednom od refenih oblika — g, =9 (g) 1li

o= )i-a i u parametarskom ob{iku.ql=q;1(r), 92=19; (1),
.g?ie g)e(,tl';)promcnljivi parametar. Primetimo da u -analititkoj

ii i i i vaZnu ulogu pri re-
metodi izbor pogodnih koordinata igra vaznu Ul ‘
gavanju geometrijskih zadataka. Koordinate koje . ngovaraju
prirodi krive linije znatno upro$éavaju izratunavanje.

" Uzmimo piimera radi ka‘egoriju krivih koje izraZavaju

\/ez'e jzmedu udaljenja: tatke M krive od dve stalne tacke

w

F, i F, u istoj ravni.| -Oznalimo: sa 2¢ udaljenje Fy F, sa

ry=Fy M, r,=F, M. Velidine ry i 7o sSma-
tramo kao dve bipolarne koordinate

tatke M u odnosu na polove Fii Fp
(s1. 39). Osu §to prolazi kroz te€ke Fy 1
F,, sa smerom od F, p ema F,, nazva-

Caju, bipolarpe kqordir_la_tc ry i ry odre-
duju dve talke, simetriéne u OdI.‘IO'Sfu na
polarnu osu, preseka kruZnih linjja sa o zc

SI1. 39 — Bipolarne ko-
. ordinate
dinata, u sluaju potrebe, reSava se _
dopunskim uslovom. . i o -

P P.oudié:mo pet linija, sa jednatinama u bipolarnim koord;—
natama: 1. ry = ryg; 2.7+ ry=const. =2a; 3. ry—ry =const. = 2a;

" 4.y, r,—const.=a® 5.r 1ry=const. =k, gde su: a konstantna .

duzina, k apstraktan broj. Kao §to znamo, 1. jednalini ry=ry
odgova'a prava’i to— simetrala duZi F; F,. Jednadinama 2.1

© 3. r £ ry=2a odgovardju “elipsa i hiperbola sa jednadinama

2152+ y2/b2 =1, gde je b%=a®Fc?, pri Cemu gorny znak od-
Jgfo/varf'a;.;y‘;I/ip'si; a (iglonji, hiperboli (prover.itl' to!). “Isto tako, u
polarnim koordinatama imamo jednainu r=p:(l+ecos0),
gde su r i 0 polarne koordinate tatke; p parametar 'ehpse,
odnosno hiperbole, i e ek_scent'rimte'g, sa e.<1 za e_llpsu 1 e>_l
za hiperbolu. Vidimo da se jednacine elipse 1 hiperbole naj-
iednostavnije izraZavaju. u bipolarnim koordxqatamg._‘h.t§h
jednalina mogu se izvesti i sve_,prx_rodne osobine tih }(r1v1h
bez transformacije tih jednatina, bilo na Dekartove bilo na
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polarne koordinate. Tako, npr., iz njih neposredno sleduju
metodi za nalin crtanja tih krivih neprekidnim kretanjem.

N . Predimo sad, prvo,
na krivu sa jednalinom
riirs=k (sl. 40). Iz Ele-
mentarne geometrije poz-
nato je') da, ako je strana

ljena tatkama 4 i B har-
moni¢no, u razmeri ostalih
dveju strana, teme M tro-

- ugla spram strane FyF, leZi
na kruZnoj liniji prenika
AB. Ovaj krug zove se
Apolonijev.

-Sad se vratimo naj-

-

SI. 40 — Apolonijev krug

komplikovanijem slu&aju, krivoj sa jednadinom ry ry = const. =g2.

Prou¢imo ovu krivu u bipo]arnim koordinatama.
Posto. je geometrijska sredina dveiu duZi uvek manja
ili jednaka aritmeti¢koj sredini tih duZi (pokaZite to!), dakle

L 1 Tt
Vf'l o < " (ry+rg), odavde imamo uslov ry+ry=>2a. S druge

strane, ako uzmemo u obzir tri uslova.za obrazovanje trou-
gla od tri duZi ry, ry i 2¢, naime: 1. r;+ry<<2¢, kad je tro-
‘ugao nemogué; 2. ry+ry,=2c, kad se trougao pretvara u duZ
2¢; 3. ry+ry>2c, kad je trougao mogué, moZcmo ta tri us-
lova zameniti ovim 1. a<e¢, 2. a=c¢, 3. a>c i konatno za-
klju&iti da, pod uslovima: 1. k:siva ima dva odvojena dela
(a < c); 2. dva dela se spajaju u jednoj ta&ki (@a=c); 3. kri-
va ima zatvoreni oblik (a>c). Ova kriva, promenljiva oblika
(sl. 41), zove se Kasinijeva ovala® (Cassini Domenico, astro-

1) Bilimovié — Andeli¢, Geometrija za V razred srednjih $kola. V.
Planimetrija. Bgd. 1940. Teorema 106, str. 101.

1 *) U literaturi je poznato vi¥e lemniskata: Bernulifeva, Butova,
Geranova i dr. (Gl. Gino Loria. Spezielle algebraische und transcen-
dente ebene Kurven. Leipzig. 1902). Navedena jednadina odgovara tzv.
lemniskati Montferrier-eovoj, koja se u francuskoj jednostavno zove
wosmica's (huit). U jednalini a®y?=x%a?—x?) te lemniskate uvek se mo-
Ze koeficijent uz y* svesti na jedinicu, Na drugom mestu biée govora i
o klasi¥noj Bernulijevoj lemniskati. ;
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F, F, trougla MF,F, pode- i

L (x® 4 ok Zo2c2 v(xz‘ — %) =

nom, 1625—1712). Izvedimo jo3 | jednadinu -te: krive u D?-ﬁ'
kartovim koordinatama. Ako™ za o0se UzZmemo poloZaj. ana-
Jogan glavnim osama, reci- :

mo, elipse, moZemo napi-

sati r2=y*+(x—c)% r? = ' : o
=y2+(x+¢c)? - pa, prema
tome, imamo jednacinu [y
+(x—0)] [+ (x+o)f=a
Odavde, posle redukovanja, -
dobivamo tra¥enu jednadimu

—at—c%. U specijalnomslu- _
éaju’ kad je a=c, -Kasml]eva ' " SI. 41 — Kasinijeve ovale

~ ovala degenerie u Bernulijevu -

lemniskatu (Jacob Bernoulll, - o
1694) sa jednatinom (% + y2)E—2c? (x:,——yzl=0.26U polarnim
koordinatama .ova jednadina izgleda r2=2a“cos2Y.

4.11. Kriva kao hodograf vektor - funkcije

Ponovimo fieke pojmove u vezi sa p_romen.ljiv1m. vektorxma.

Kad vektor ¥ n: ostaje stalan, v;é §ednr:enijl? vgg:op rdoa
jeg eom-trijska vrednost zavisi od ]J¢ ro-
nm?iﬁ%‘i!\?ihg, o'ndaJ_,s‘e kaze da je vektor 4 ;ek?or - fun‘lrcizzg
tih - promenljivih.  Zaustavimo s¢ PpIvo na 3; ilc;}(tneizleil o
promenljivoj; oznalimo je sa /1 tada je V= d) véiiéine
treba naglasiti naroCitom oznakom vektorsku prirodu

V=V P ‘ A talno u istoj -
V=V (f).. Ako podetak vektora V drZimo s )
I;jéki prcss)tora, recimo, u pocetku Dekarto_vlh' koordl.r:ata,
kraj vektora V, pri promeni argumenta {, opisuje, u olpstem
slutaju, krivu, hodograf’ vektor—f_unkcue. Ako _Dekartovc
koordinate vektora ¥ u ravni oznadimo sa V, i ¥, a u pro-
storu sa Vi ¥V, V. hodog -afu tog vektora odgovaraju c‘para-
metarske jednagine V,.=f; (), V,= fz(t),' odnos:no nsa 0(11);1a
nom V,=f3(f). Prema tome, svaku krivu moZem¢ na
] i ktor-funkcije kao vek-
provtavaju geometrijske osobine ve keije i
?ora, i 2. analiti¢kom metodom,. kad se proucavaju skalarne

. nadina p-outavati: 1. vektorskom metodom, kad se neposredno

9 Diferencijalni ratun i njegove primens : 129



_jednadine . hodografa u parametarskom obhku ili chnaéme
-krive u eksplicitnom ili u 1mp1xc1tnom obliku.

Kao primer za prvu, vektorsku metodu, mo¥emo nave- -

sti proudavanje cikloide koje smo izvr§ili u (I, 1.6 i 1.61).
Iz tamo navedene vektorske jednaline cikloide -

R=0M= p@?t+ 97;;(6),‘

gde su: R - vektor poloZaja talke ciKloide, p — polupr"eé-‘

nik kruga koji se kotrlja po pravoj, 0 — ugao za koji se

‘krug obrnuo pri prelazu tadke: M iz poloZaja M, na pravoj

u polozaj M, h=i i v=j jedini¢ni vektori ose M,, i nor-

male na toj osi, dobivaju se neposredno - ove dve skalarne ,
» Jednacme cikloide u . parametarskom obliku

x =p (0 —sin 6),
y=p(l—cosb),

sa parametrom 0. Ove jednaline mogu da sluze za anahtléko;
proudavanje cikloide sa jednafinama u parametarskom obliku. |

4.2. Tangenta i normala

Ako je Jednaéma krive u ravni, u Dekartovim koor-

dinatama, naplsana u obliku y= =/(x), ugaoni koefxcuent tan- -

gente na ovoj krivoj, u tacki sa apscisom x, jednak- je izvodu,
tj. » (2); prema tome jednalina tangente izgleda ovako
—y=y(x)-(E—x), gde su: x i y stalne koordinate tacke do-
dira, a £ i v promenljive koordinate tacke tangente (sl. 42).
Normala na tangentu u talki dodira je normala krive

u toj tatki. Prema tome jednadina no:male je n— r=

E—x) ili E—x+y x)(n—y)=0. U Dekartovu si-

(X)

.stemu koordinata,  za tangentu i normalu vezane su duZi:

T=MP, duZina rangente; N=MQ, duZina normale; Sy=M'P,
‘subtangenta; Sy=M’ Q, subnormala. 1z nacrtanih trouglova,

'uznnajuél u obz1r da je MM =Y, da se ugao a odredu_w iz
1

Jednacme tga=y"
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da Je sina=y (l+y"*‘) 2_, cos’ o = _'.'

=0 VT,

1

_-,—’(1+y’2)—'2_ lako moYemo izvesti. da su: T=y/sina=
N=Ttga=y |1+y'% Sr= yetgu=yly, .

Sy=ytga=yy'. Posto je za odredivanje ov1h velicina po-

treban samo prvi izvod, one: spadaju u diferencijalne elemente

-prvoga’ reda.

-~ os _M'SN\-

T

Sk 42 — Diferencualm elementi prvoga- reda knve linije u ravm
Slutaj Dekartovih koordinata

4.21. Izvod vektor-funkcije. Metricka forma

Kako smo navodili, analogno izvodu obi¢ne; skalarne
funkcije, recimo, jedne nezavisno promenljive, moZe se.-1 za
vektor-funkciju ¥ (f) uvesti pojam izvoda- na osnovu ove

definicije: izvod vektor-funkcije V (t) nezavisno promenljive ¢

je graniéna vrednost (ako postoji) kohc_mka

lim _V_(L'LA_I)___'.V_(Q
ar—+06 Ar

Taj vektor oznaéavaéemo sa V, ili —d.—V. Lako,se mogu

pokazan ove osobine tog vektora. 1. Vektor 14 ima pravac
tangente na hodograf; za smer — smer kretanja tatke po hodo-

- grafu, iza intenzitet ——apsolutnu vrednost xzvoda luka hodografa '



po ueiavian promcn‘ljivoi Objaqniécmo na slici ove osobine
izvoda f/-(%i 43). . 1. Ako j Je V(r) = OM i V(t + Af) = OM razli-

ka OM' — OM MM’ = AV je vektorskl prlrasta_] vektor-
-funkcije. Podelimo 1li sa As, dakle - prirastajem nezavisno
promeunljive, doblccmo, recimo za sludaj Ar>0, vektor 1stog

pravca i smera kao i vektor AV '

ali intenziteta jednaka ]AV[
_Prelazom na graniénu vrednost

izvod 'V dobiva’ pravac graménog
poloZaja tetive MM', a to je tan-
genta na hodog af u talki M;

. pomeranja ta8ke M na hodografu;
najzad, intenzitet tog 'vektora ima
: M MM’ ds
SL 43 — Yaved vektor- vrednost lim —— == gdej Je ds
funkcije At 0 Af di

diferencua] duZine luka s hodo-
gfafa i dt diferencijal nezavisno
promenljlve Ako je za nezavisno promenljivu uzet sam luk s,

Afa

izvod ds:dt=ds:ds=1, tada 1zvod V  vektot- funkcue V(s)-

ima vrednost _yedlménog vektora 1 pravcu tangente na krivu,

~u smeru povefavanja luka s. 2. Kao drugu osobinu moZemo
navesti profirenje na vektor-funkcije — pravﬂa za diferen- -

ciranje obiénih, skalarnih funkcija. Tako imamo

—ﬂumuum=§nm+ﬁva> 9 avay - agrm;

—df (¢ . 1 ,
[f(t) A] f(), gde je a stalan skalar, 4 stalan vektor,
a j(;) skalarna funkcua MoZemo navesti i pravila diferenciranja
skalarnog i vektorskog proizvoda: -

IWNL%@=MJ@HKV$

,~mwmanHnnl

Pri gemu trcba u sludaju vektoASI{Og proxz.roda, pazm na
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smer tog izvoda odgovara smeru

red mnoZioca. PoSio syaki vektor u Dekartovim koordinatama

. w— — —_ - s
moZemo rastaviti na tri komponente, V=V,i +V,j+V.k gde.

—

) o . = . 13 .- - . © - E . >
su #, Jj, k stalni jedini¥ni vektori osa, posle primene nave-

3

denih pravila za diferenciranje dolazimo do obrasca
V=V, i+V,j+ V. k,

koji iztazava da su Dekartove koordinate izvoda:vektora
jednake obi¢nim izvodima Dekartovih koordinata tog vektora.

‘Narogitu ulogu u Dxferencualno_] geometriji igra kvadrat -

d1ferenc1]ala duZine Iuka, tj. ds2, koji se zove metricka forma

“krive u ravni, odnosno u prostoru. Posto je, npr., za Dekar-

tove koordinate, MM'2=(Ax)?2 + (Ay)2, znadi, 1 (MM’/At)z-
= (Ax[AD? + (Ay/At)? prelazorm na grani¥ne vrednosti imamo
(ds[di)? = (dx[dt)? + (dy/dt)?, a odavde dobivamo osnovni obra-
zac za metritku formu: ds?=dx2+ dy* odnosno ds?=dx?+

+dyt+dz2. U polarnim koordinatama, kad je x=rcosH,

'y=rsin®, posle transformacije koordinata imamo; metrigku

formyt za polarne koordinate ds?=dr? -+ r2doe. Isti rezultat

‘moZe se dobiti i iz Pitagorine teoreme, prlrnenjene na bes-'

krajno mali pravougli trougao sa hlpotenuzom ds i katetama

_ dr i rdf, sa pravcima produZenja potega r i normale na taj

poteg u tatki M krive (sl 44).

1z istog trougla MM’'P zaklju®ujemo da se ugao PM'M,
Jednak u grani¢noj vrednosti uglu ¢ izmedu tangente MT na
kriva i potega OM, odreduje

iz jednadine tgrp—-@i— Ako
dar r

. '’kroz pol polarnog sistema, tj.
tatku O, povutemo normalu
NT na poteg r, i u tacki M
krive konstruifemo . tangentu i
normalu do preseka u tackama
T i N sa povucenom normalom
na poteg, dobi¢emo pravougli
trougac MTN sa normalom r
na hipotenuzi. Ako uvedemo

x‘:‘lf Eﬁl‘;ﬁ] “:._,d(ﬁa:fnr:;e ﬁafdf nazive sli¥ne onima kod Dekar-
nata ' tovihh koordinata, naime: MT

S). 44 — Diferencijaini ele- -
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— dufina tangente, MN —_duéiné normale, OT — su’btangcnta'.i‘
ON — subnormala, iz trougla MTN lako se dobiva:

MT=—'—V rz4r'2, MN=]/—r_2;7'5', OT=r2fr', ON="'.
r . :

4.3. Krivina krive u ravni. Poluprecnik i centar krivine

] Pn?‘dimp-"sa}d-na proutavanje krivine krive u datoj ta&ki,
koja stoji u-wvezi sa elementima drugoga reda.. .
. . U ’ ‘

M T

SI, 45 — Krivina kruga”

) Ako imamo viSe krugova (sl. 45) razlititih polupreénika,
Jasno je da su im krivine 1azliite: $to je poluprenik kruga
vell, to je njegova krivina ‘manja. Prirodno je, prema tome,
da se za meru (oznalimo je sa K) krivine kruga uzme reci-
protna vrednost polupreénika, tj. da se stavi K=1:R, gde
je R poluprednik kruga. ;

Do pojma krivine kruga moZemo, medutim, dodi i na
drugi, prirodniji na€in. Zamislimo putnika M (sl. 45) koji
se kreée po krugu polupreénika R. U poloZaju M on gleda
u praveu MT, dakle tangente na krug u tatki M. U no-
vom poloZaju M’, na rastojanju As' po kruZznom luku od
prvog poloZaja,” putnik gleda u pravcu M'T’. On je, dakle,

skrenuo sa prvog pravca za ugao koji smo oznaéili sa Ax. - :

Sto je taj ugao vedi, vefe je odstupanje. putnika od pravo- '

linijskog kretanja: veca je krivina njegova puta, kruZne linije.
No sam ugao A« nije mera" krivine, jer krivina zavisi joS§ 1
od toga na kojoj je duZini putnik promenio SVOj pravac za -
A«. Ako je put As duZi, krivina je manja. Prema tome, za
krivinu kruga.treba uzeti koli¥nik Aa:As. Pokazaéemo da je
vrednost tog koli¢nika 1:R.

Zaista, iz ,l Elementarne geometrije je poznato da se ugao

. meri odnosom luka kruZne linije ‘prema polupreéniku. Posto
_ je ugao skretanja tangente Ax jednak centralnom uglhu MOM' .

(uglovi sa normalnim kracima), za taj ugao imamo. Ax = As:R.

Prema tome, dolazimo neposredno do izraza Aa:As=-E= K

Odredivanje krivine kruga pomocu koli¥nika’ Aw:As po-

- godnije ‘je utqliko, 3to se moZe proéiriti. na svaku krivu liniju.

- Neka je kriva data jednaéinom y=f(x) i na njoj tatka
M (x, y). Ugao koji tangenta u ovoj tatki obrazuje sa osom

x oznatimo sa a (sl. 46), tada je tg a=y'. Uzmimo na krivoj

., |

-~ 0

Sl. 46 — Krivina krive linije

dfugu tatku M, blisku tatki M. Koordinate ove tatke bice
x +Ax, y+Ay. Ugao izmedu tangente u ovoj talki i ose x
je a+Ax. Posto je QP'x=a+Ax spolja§nji ugao za trougao

~ QPP', vgao skretanja POP' je x PQP = 5 QP'x— & QPx=
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=o+ Ax—a=Ax, Ako obrazujemo koli¢nik Axz:As, gde je As-
luk MM’" krive, moZemo tom koli®niku dati naziv srednja
krivinag :krive na datom luku MM’. Pustimo li da se talka M’
pribliZava tatki M, srednja krivina ée se menjati- (ostaje stalna
samo za kruZnu liniju); ona moZe téZiti granifnoj vrednosti,
kada taCka M’ teZi ka M. Ova grani¢na vrednost, ako postoji,

- zove se krivina date krive u toj tatki. Ako ovako. definisanu

C Ax de

krivinu oznafimo sa K, imamo K=1lim —=—, gde .su d«

. i ] i © As—0 AS dS .
i ds diferencijali oznaCenih promenljivih. PoSto je  tga=)/,

dakle a=arctgy’, za diferencijal de imamo du =
. . L . - 1+y’2

- Y dx. Kako je ds=Ydx*+dy?=)1+y2dx za kri-

dy’ =

BES e -
. . do. Y
vinu konaéno imamo K=—=—F="———.
e 1R eyt O Y
Kao 3to krivini kruga odgovara izraz 1: R, tako moZemo
i krivinu svake krive izjednaditi sa' 1:R. R je polupregnik|
kruga iste krivine sa krivom u datoj tagki. Zove se polupreénik;
krivine. Krug tog polupretnika, sa centrom na normali, zove
se krug krivine, a njegov centar — centar krivine. Za polu-
pre¢nik krivine imamo izraz (1+y'®)%:y"’. Za odredivanje
koordinata centra krivine, tatke C, moZemo da se posluZimo

_vektorskom jednalinom: OC=0OM+MC, gde je MC vektor -
s pravcem normale prema centru j intenzitetom R. Ova vek- .
- torska jednadina, posle projiciranja na koordinatne. ose, daje:

Xc=2Xp + Rcos (oc +%), Y¢=¥m+ Rsin (m+~52r—), gde je o,

kao i ranije, ugao izmedu tangenie i Ox ose sa vredno¥cu
a=arctgy’. Sa odgovarajuéom vrednos$éu polupreénika krivine
- ’

. 1
konaéno imamo xczx—% (1459, ye=y+— (1 +y'?.
‘ y N rr
Uzmimo kao primer elipsu sa jednadinom x2/a?+ y?/b%—

— 1=20. Diferencirajmo dvaput: x/a%+yy' [b2=0;1fa®+y'2[b% +
+yy"[b*=0; tako smo dobili izvode: y'= —b2xfa?y i y' =

— bt Ja®y3. Na osnovu ovih vrednosti izratunademo polupre€nik. -
krivine elipse. R=(1+p'®) t1y" == (aly2+btx2%h:a*bt. Za
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dﬁﬂinu-'ovdg polupre¥nika 'treba wuzeti apsolutnu vrednost

" papisanog izraza, Znak minus pokazuje i neSto viie od onog

¥to smo traZili; on pokazuje da je smer polup:eﬁnika'};rivine‘l :
suprotan smeru spoljadnje normale na f:lipsi. Uulc?menu:[m_, A
i B, elipse (sl. 47) imamo ove vrcdnosfq pgluprccmka kn,vmc:
R, = —b%la, Rz= —a%/b. Na osnovu ovih izraza pokazaCemo
jednu vrlo interesantnu osobinu poloZaja centara krivine elipse
za temena; ova osobina omogucuje da se jednostavno - kons-

~truifu centri krivine. Konstruisimo. za elipsu ABA;B1 pravo-

e -+ el
| 3\ .
K; o L
d R\ : K
A, IR ‘ G a
_'W %
L,_ - Bl ' . K
" ' ’kcg

S. 47 — Konstrukcija centara Kkrivine elipse

" -ugaonik KLK,L, sa dimenzijama 2a i 2b. Spojimo temena A

i B, tetivom 4B,; iz tatke K spustimo normalg na ovu te.tivu
i produzimo je do preseka sa osama elipse u tatkama C; i Co.
MoZe se dokazati da su C; i Cy ceniri krivine elipse za tacke
A i B;; isto tako, prava paralelna toj norr‘ngll iz taéuke K,
daje u preseku sa istim osama centre krivine za tafke 4,
i B. Za dokaz ovog dovoljno je da pokaZemo d@ Jje, napr.,
AC, = b*[a. Polto su trouglovi AC,; K 1 KAB, s.h_ém, iz propor-
cionalnosti kateta imamo ACL:AK=:4K: B, K ili AC,; :b:_b:a;
odavde je AC,=05%a." Na slitan nacin se proverava da je C,
centar krivine za teme elipse B;. Centralna simetriénost elipse
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‘potvrduje tadnost teoreme za tatke.Cy' i Cy' ii
4 : Te) .Cy i Cy'. Konstrukcija
pokazanih krugova krivine omogucéuje da se2 lako nacrtaj{l

. krivolinijskim lenjirom, ostali delovi elipse (sl. 47).

Izvedimo jo -obrasce za odredivanje krivine krive linije
u ravni: 1. kad su jednaline krive date u parametarskom

obliku i 2. kad je kriva odredena jednalinom r=r(9) u po-

larnim koordinatama r 1 0.

Po§to za parametarske .Cdnégié (B _
m » jecnacing - x x(t), y=y(

‘ . dy ., d :
.4 : = =v'Ix Y Y I B e _aN ot
pfema(l .2)_1_mamo it yix" i _:(y x .—x y)/x 3 gde

, X '
su x = o itd., iz izraza za krivinu u Dekartovim koordina-
gy
: ‘ Cdx? . ) - -
tama K = ——————— imamo ovaj izraz za krivinu K=
dy 2 /1 .
1+(—) ’
] \dx/] |
yl"x’ _xll yl

kad je kriva linija data u parametarskom obliku.
| . e

Gy

polarxf l.co_ordinatc.a, moZemo ickoristiti prethodni - obrazac
smatrajuéi da sux iy funkcije parametra 6. PoSto iz jednadina

= . : . - dx i ’ v
X rcos9, y=rsin® imamo x'=<-—=r"cosf —rsin8, y' =

=l=r’.sie. e lk . ‘. B
49 n0+rcos®, lako izvodimo: x'2+y2=r'24+r% a

zatim, p’?slle je;inost;a;nog raduna (izvrditi ga) i ovaj rezultat
— . 11 - - .. .

VX —x"y =r +gr —rr ..Na taj nadin za krivinu, izraZenu
u polarnim koordinatama, imamo ovaj obrazac

2" —rr”
(r'2+r2yh

Taj re.zultaf(_ se mqie dobiti i neposrednim geometrijskim
putem‘ bez iskori§éavanja rezultata dobivenog za Dekartove
koordinate. - : et ' -
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Ako je kriva linija data u reSenom obliku r=r (8) za

B

”%ﬁy;

3 e i
S Py O

4.4. Prava i kriva u prostoru. Zavojnica. Loksodroma

Delimi¢no ponovimo i dopunimo ono §to smo ranije
naveli o pravoj i krivoj liniji u prostoru.

Videli smo® da jednalinu ravni moZemo. napisati
z=a; x+byy+¢;. Ako uzmemo i drugu ravan, sa jednatinom
z=a, X+ by y+ Cp, MOZEMO tvrditi da ove jednadine zajedno od-
reduju pravu preseka. Prema tome, prava U prostoru  odre-

duje se dvema .jednaéinama prvog stepena po X, ¥, z: Te dve

jednatine moZemo napisati u raznim oblicima. Jedan od ob-

lika se izraZava jednalinama

3x—p_y—q*z—r
I " m  n

Ako od prethodnih jednatina prave uzmemo jedan par

koli¢nika, recimo jednalinu (1) "_C:I._._____—__,

ova, shvaéena

. kao veza izmedu x i y samo u Oxy ravni, predstavlja pravu

\

" u toj ravni; a’ shvacena kao jednatina ravni, pri &emu z moze
_ uzimati p.oizvoljne vrednosti, odgovara ravni normalnoj na

Oxy ravni. To je ravan koja projicira datu pravu na Oxy

‘ravan i u p.ojekciji se dobiva prava u toj ravni sa jednadi-

nom (1). Dva druga’ para koli¢nika odgovaraju ravnima koje
projiciraju datu. pravu na ravni. Oyz i Ozx. ' :

- P.edimo sad na piouavanjé prostorne krive linije.

Ako dve od tri uzastopno povezane duZi, recimo $ibice,
stavimo na ravan stola, ali ne u produZetku jedne drugoj, a
tieéoj damo poloZaj van ravni stola, dobivena izlomljena di-
nija nije 1avna, vef prostorna linija. Ne postoji takva Tavan
u koju bi mogli smestiti'sve tri nase duzi. Isto tako, ako
jedan deo savijene Zice poloZimo na ravan stola, a drugi dig-
nemo iznad te ravni, Zica nefe predstavijati krivu liniju u
yavni, veé¢ krivu u prostoru, prostornu krivu. Prostornu krivu
ne moZemo, dakle, celu smestiti u jednu ravan.

Kao primer prostorne krive proudili smo (1.6), u teoriji
i praksi vainu liniju — zavojnicu. Ncéemo ovde ponavljati to

' proudavanje, ve¢ éemo prouditi jedan drugi primer prostorne

“krive., Naime, uzmimo tzv. loksodrcmu.” To je linija na sferi
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(npr. na povriini Zemljine lopte ), kbja u."svakoj ta&ki " ob-

r:?Ech isti ugao sa m_cxjidijanom te tatke. Polto izvodenje jed
natine te krive izlazi iz okvira ove knjige, moramo Jd i
;gl;?nu..lmo Na proveravanje poznatog Obli’ka te jcdnag' .
eI a je polupre.émk sfere jednak jedinici:- Ako. sa 0 oznaéime.
gotarnO'rastOJanje takke, tj- dopunu do 90° geografske §ir?1 3
atog mesta, a-sa ¢ geografsku duZimu, jednagina Ioksodrbnrll:

. : 0 : :
ima -Qbhk tg:E—;.Ce‘y?°tg?‘,__.,gde su C i o konstante. Za

tumacenje te jednadine i odredivanje ,smisIa;_kdnstéhata brVd |

5;;:;21:30(10211:cﬁferen;:‘g’alnu osobinu loksodrome koja je na
, efiniciji te krive. tu svrhu uzimam itam
. 2 ; i mo logari
leve i desne strane jednadine loksodrom: po prirodnoj gosngi;?
. ] h >

. dobivamo logtg - —1q o . . -
, g $ ,2 log C+{cotga i zatim “diferenciramo-

i 8 6 - g |
b 2t_g—2—c;os22 =Fotga-‘dq;; odakle je cOfgaédez'(siﬁB-‘dc.p)_.
Ako, sa druge strané, uzmémo na loksodromi dvé

| beskrajno” ‘bliske tagke " a7

L M’ (sl 48) i kroz tatku M
s povuéemo elpxlnén_r MK meridi-
Jana sa du¥inom d8, a.krop

1o preseka u tatki K na’ meridj-
. Jan‘ljl' sa duZinom 1. sin9.dy
1y ' "iz dobive ife-

e — - 01venog pravouglog dife-

Sl. 48 — Element loksodrome‘ b

Posto je taj izraz identi€an sa

iz 28 Ci ) i iz j i
fazom za cotga, dobivenom iz Jedna&ine loksodrome zak- -
/ 3

'y a

- §;o (slet.yxée Kkonstante C, ona se odreduje iz uslova da
¥d, sa datim uglom «,. prolazi kroz datu tadku na sferi sa

koordinatama 6, §,. Tada imamo C— - Vecolga, g0
Lo -T2

140

f tatku M’ element. paralele do

rencijalnog trougla MKM' g5
uglom M MK =8 izmedu Iok- |

sodrome i meridijana imamo -

Jednadinu cotgf =40 : (sinb - dy). -

. datoj tacki (sl. 49). - A , v

- Kako se to vidi iz jednadine, loksodroma je transcendentna-

kriva. Ona ima primenu u nautici, jer predstavlja putanju .~
lade pod uslovom da se lada krece sa istim rumbom, tj. pod
istim uglom sa meridijanom. Loksodromu je prvi put prbu-
¢io matematifar i astronom Petar Nonijus (Petrus Nonius —

. Pedro Nuifiez, 1492—1577) 1546.. godine. Na geografskim
kartama nacrtanim u tzv. Merkatorovoj projekciji svakoj lok--
sodromi odgovara prava linija. Treba obratiti paZnju da lok-
'sodroma ne predstavlja najkracu liniju izmedu dve talke na
. to] liniji na sferi, jer je majkraca linija na sferi veliki. krug.

4.41. Prirodni trijedar krive. Diferencijalni elementi dragog reda
Znamo -da svaku krivu u prostoru’ moZemo smatrati

kao hodograf vektor-funkcije 'V jedne nezavisno promenljive..
Radi jednostavnijeg rasudivanja uzmimo za nezavisno promen-

~ljiva. duZinu- s, luka krive, rafunatu od odredene tatke na
>~ - toj krivoj. Prema tome, vektor-funkciju u naSem sluaju moZe-

mo predstaviti sa V (s), ili ovim vektorskim. zl})iromv' oy
V(s) = f1 ()i +fos)j+ fa(s) k=x(s)i + Y(S)j+ Z.(S) k.

—

Sl. 49 — Prirodni trijedar prostorne Krive

Izvod V vektor-funkcije v (s) po luku s ima vrednost
jedini¢nog vektora u pravcu tangente. Ako u toj jednafini vektor

— g . —
' ozna¢imo sa T, imamo ovu vektorsku jednadinu V= T. Ra-
van. v. normalna na tangenti je nmormalna ravan na krivoj u
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U Dekartovu koordinatnom -istemu jedna&ine tangente

~

se izraZavaju ovako: E-x _n1—y t-z
! ’ ’ r

X y z

, gde su: x, y, z —

‘ koordinate tatke M na krivoj, E,‘n, r — kc;ordinate p%dii—

voljne tacke mna. tangenti i x' ', z’ i _
: ¥ e
M po luku s. 5 rz l,ZVOJ-l k°9"_imata tatke

Za normalnu ravan uzmimo: tatku M (x, y,z) na krivoj
b

- proizvoljnu tatku P (€, 5, %) u normalnoj ravni i jediniéni vektor

——

TNy, ) tangente.’Uvedimojo§ vektor r = MP = OP—OM =

= '(E_—x, n—y, {—z2) (Nacrtaj sliku!). Posto je vektor rou

R . .. — . : ‘ :
normalnoj ravni, on je up:avan na vektoru 7, pa, prema to-

- me, imamo qslov ortogonalnosti -u obliku skalarnog proizvoda

(r, T)=0. Ako razvijemo taj proizvod pombéﬁ‘ kob.'d.inata, Q

dobiéemo jednadinu normalne ravni (E—x)dx+(n—y)dy+: N

+({—2)dz=0, pri &emu je. np-., dx=x'ds. .
Ako sad uvedemo drugi izvod | Al 7
‘ : ' ds  ds® ds

vektora V(s) po luku s, $i0 zna&i povi izvod T vekiora 7",, .

nteposrednv(.) zak_ljuf’:u_jemo da vekto: T, kao izvod vektora
fj alﬂ;duzme (Jedm_xéne), .ir‘n‘a pravac no male na tom vektoru,
T;; noln:lxalnormalno_j ravni i zauzima u njoj od edeni poloZaj.
et gbse zove.glav_t_m normala na k ivoj liniji u datoj
o : razovanje trljeﬁira 0sa s_l_:éna Dekatovu trijedru
ajmo tangenti i glavnoj normali jo§ i ueéi pravac, no.-
malan na prethodnim dvama; on isto tako p ipada ,kao'i
pravac glavne normale, normalnoj ravni i zove se bin’ormjla
Trl_l]edar osa sas.tavljcn iz tangente, glavne normale i binor;
erg’ie;izg;ge.sg prirodni t::ijedar. prostorne krive. Taj trijedar ne
o Faier kl_z ora koordma_ta_ i potpuno se odreduje samo po-
o 'm{e A prostoru i njenim oblikom u okolini date
ke na- krivoj. On se u opStem slu€aju menja pri promeni

"po_lqiaja'taékc‘ na krivoj. Za Dekartove koordinate poloZaj )
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4. AV de
-7

| A ‘ ; L - y == 3
osa prirodnog trijedra, tangente T, glavne nc_)rmalc N i bi- .

: o - y - - ' . . - . . ! .
normale B, odreduje se 1z ove tablice veli&ina, propo:cional-

nih: kosinusima uglova tih osa sa osama Dekartovog trijedra

?. ( dx, : _ d)}. : dz, ),
]—\; ( - asx, ‘ ) ) d?y, ‘ : dzir'_ )s -
B (dydz—dzd?y, dzdx—dcd’z, dxd’y—dy d2x),

pri gemu cos ( T, x) = dx/ds, cos( N, x) = d%x/Kds?, cos (B, x)= .
=(dyd2z-—;dzd2y)/de3, gde je KZ=x"2+y"? +2""2. Sli¢ni
obrazci vrede i za ostale kosinusée. R : ’
Prirodni trijedar sadinjavaju tri ravni: normalna ravanv,
koja sadr¥i glavou noimalu i binormalu; oskulatorna ravan o,
koja sadrZi tangentu i glavou normalu; rektifikaciona ravan p,
koja sadrZi tangentu i binormalu. . .

- .Dve na krivoj beskrajno bliske tatke, M i M’', u gri‘a—
ni¢nom - poloZaju odreduju tangentu. Tri beskrajno bliske:
tatke, M, M', M”, u opitem slutaju odreduju ravan. Gra-
nitni poloZaj te ravani je oskulatorna ravan krive u - datoj

“talki, M. Glavna normala u toj ravni pokazuje i prvu kri-

vinu krive ili fleksiju, koja ima vrednost lim 2% K, gdeje
: ) . ns—0 As

A« ugao skretanja tangenata pri prelazu tangente‘MM ‘utan-
gentu M'M”,aK=|V|,1,kaoi ranije, | V\2=x'l’2+y”2+z"2.
Oskulatorna ravan, kao §to smo rekli, pre graniénog

| polbiaja prolazi kroz tri beskrajno bliske tacke krive. U op-
_ &em slu&aju ona ne prolazi kroz Cetvrtu tacku M

11

krive.

Kroz tri tatke M, M", M’ prolazi druga ravan. Oznadimo
ugao izmedu ravni MM’ M” i ravni M'M" M’ sa AB 1 ob-
razujmo koli¢nik AB: As. P:i prelazu na granitou vrednost

taj koli¥nik daje K, =1lim —E,- gde je K, takozvana druga kri-
| U as—0 As : -

“viria ili torzija prostorne krive. Prva krivina je mera odstupa-
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nja krive u datoj tatki od prave, a druga krivina je mera
odstupanja krive u datoj tatki od ravne krwe U vezi sa pro-
menom poioza_pa OBL\U]BfOFHC ravni. :

Moglo bi se dokazati da zavo_lmca ima stalnu prvu i~

drugu krivinu, no u ta izralunavanja ovde neéemo ulaziti.

4.5. PovrSina. Tangentna ravan i normala. Krivina povrine

Vldeh smo da Jednaému povriine mozemo predstavm/
na vife nadina: 1. u refenom obliku. z=f(x, y); 2. u opitem
obllku F(x,y,2)=01 3. u parametarskom obliku x = fy (4, v),

=1, (u, V), z=f3(u,v), gde su u i.v promenljivi parametri
111 krivolinijske koordinate tacike na datcy povrszm Proufimo
sad neke dxferenr'ljalne elemente u vezi sa ‘povriinom.

-~ Neka j Je povr§ina data Jednaémom z=f (x, »)- Uzmimo na
toj povrsini tatku M sa koordinatama x,y,z i susednu tatky
M' sa koordinatama x+Ax, y+Ay,z+Az. Posto ove koordi-~
nate moraju zadovoljavati jednaému povrsme, imamo z+Az~
—f(x+Ax,y+Ay) , |

Sli¢no postupku u sluéaju funkcue Jedne nezavisno pro-
menljlve (2.71), moZemo i ovde napisati obrazac. za konalan.

priradtaj funkeije dveju nezavisno promenljlwh

(l) Az= f(x+Ax,y+Ay)—f(x y)=Ax- oi-kAy Zf
1 y

pri ¢emu prctpostavljamo da je ostatak u tom izrazu beskraj-

no mala viSega reda, ako su Ax i Ay beskrajno male prvo-

ga reda.

Uzmimo sad na pravoj MM’ proizvoljnu taku P (sl. 50)
i koordinate ove tagke oznalimo E,7,T. Podto projekcije du-
Zi MM’ na ose koordinate imaju vrednosti Ax, Ay, Az, a
projekcije duZine MP na iste ose su £E—x, n—y, {—x na os-
novu poznate teoreme iz Stereometrije, da su odsefci izmedu
paralelnih ravni proporcionalni, sleduje Ax: (E— z)=Ay: (—y)=
=Az: (i—z)‘MM’ : MP=k. Iz ovih proporcija se moZe iz-
vesti Ax=k(E—x), Ay=k(n—y), Az=k({—2). Ako sad sta- .
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! poﬁ 7]7

a .
r promenl_uve, ax,p, z stalne vehéme. Veligine . —a;

' of
mo — (E— X))+
yimo ove wrednosu L(I} i aL: atimo sa k, dobice > (* ), ,

~(‘(

Postu je ovo jcdnaéma prvog stepena

(7]_-,) C X.

C ona predstavlja ravarn. 19) OVO_] su Jednaéxm E, n, C

g tako-
oy T

de su stalne, jer su funkcue x, ¥, koordmata date te:fk;atj(t){
na povr§m1 Ova ravan je tangentna ravan povrsme ]

| Sl -50 ¥, Taqgehtna ravan poyr§ine

tatki M. Ona predstavlja geometrijsko mcstoéplraglohlozz.n%z-
e su granicn -
nata, na povrsinu u tatki M, a ov 3 ; -
nu tatku. M’ na po-

nata koje prolaze kroz tatku M i suse
]:?sml kajd ]Pil’ te¥i M. Normala na talll(gel};‘ngi]( ravni rls.ll II:E;

, . Tatka pov

e normala na povrsznz u toj tacki
ggg:iiﬁ'om mnéentnom ravni i. normalom je ‘obiéna tacka
povr§ine. U suprotnom slutaju, kad sve ta_ngcmel na po¥"sltm
ne pripadaju.-istoj- ravni, taéka povrine je singularna. ~1aKo

! napr., vrh konusne povrsine je sipgularna -tatka- te povr§me.
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Za prouéavanje poloia_]a taéaka u bhzml neke obidne-
tatke M povrgine zgodno je izabrati specijalan trljedar osa.
Neka poletak osa tog trijedra bude wu ta&ki M, a tangentna
ravan bude koordinatna ravan MEx; tada je osa M¢ — nor-
‘mala na povriinu. Neka jednadina- povriine z=f(x, y), u od-
nosu na neki polazni trijedar Oxyz f1zima, u odnosu na novi
trijedar MEnT, oblik {=¢ (§,v), pri ¥emu je 9 (0,0)=0, i, sem

7] o L : '
toga, ( CP) (l) =0, gde indeks nula oznadava vrednosti

izvoda za E=0 i v=0. Na osnovu ovih uslova moZemo -zak-

Ijuditi da je za takvu talku i dC——aE dt+ dC dq=0. Sastavimo/
. : N
‘ A2
sad i drugi diferencijal d2c=9—c— der 2 28 gean s P
0&? 0% 0 on?

i uzmimo njegovu vrednost za tatku M (0,0); tada éemo do-
biti d20=AdE%2+2BdEdy+ Cdn?, gde su 4,B,C vrednosti
odgovaraju¢ih delimi¢nih izvoda za E=0in=0. Ako sad sa do
ozpalimo element duZine luka linije preseka nafe povrsine sa

normalnom ravni, koja' prolazi kroz M osu i obrazuje ugao

« sa ravni MEZ, dobiéemo f—c = K(oc) =Acosfa+2B sine cosa + -
o2

+Csin?a, gde su: do?=dE. -~ d?, sina= dv;/dc COS ot = dE/dc '

1 K krivina linije normalnog preseka povrsine §to odgovara uglu

«. Napisani obrazac za krivinu normalnog preseka, kao funk- -

cija ug]a «, odreduje karakter povrSine u blizini date tatke

na povrsini. Ne ulazedi u 1zraéunavanja nave§éemo osobine -

krivine normalnog preseka povriine oko date talke.

0% 0% .
1. Ako je jedan od izvoda ( =4, ( =C jed-
8%/, 0%/
nak nuh postoji presek za koji je 4% =0, i, prema tome, nor-
malni presek imia. pravollmjskl element. Takva obi¢na tacka
ima naziv cilindriéne tacke, jer je na povrsm1 cilindra krivina
u pravcu prmzvodxl_]e Jednaka nuli.

2. Ako su oba navedena izvoda 4 i C Jednakl nuli,
povr§ina ima ravan element : o
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3. Ako nijedan od izvoda 4 i C nije jednak nuli, pro-

f ‘ulavanje kvadratne forme K(«) = 4 cos?a + 2B sina cose + C sin?«.
‘:dovodi do zakljuéka da postoje dva upravna pravca u tan-
‘gentnoj ravni — zovu se glavni pravci u datoj -tatki —za koje

- "'krivina ima ekstremne vrednosti. Ako su ta dva ekstremuma

istog znaka, povr§ina ima ispupleni oblik elipsoidnog karak-

1 tera (elipsoidna tacka),; ako su ekstremumi razli€itih znakova,

.Ei element povriine je sedlastog karaktera (hiperbolitka tacka).

4. Ako krivine ehpsmdne tatke imaju iste vrednosti,

* povrdina ima sferni oblik'i tatka se zove _ombilicka tacka.

5. Ako sa K; i K, oznatimo krivine glavmh normalnih

| preseka, proizvod K; K,=K zove se krivina povriine u datoj

" ta¢ki; ona se jo3 zove i Gausova krivina. Prema znaku Gausove

= | krivine, povriine se dele na povr¥ine pozitivne, negativne i

¢ nulte krivine. Proudavanje geometrijskih slika na povriinama

predstavlja narofitu granu Geometrije. Od narogitog interesa

~ su Geometrije na povrinama stalnog znaka Gausove krivine.

Geometrija na povriini pozitivne kriving zove se Rima-
nova geometrija, negativne — Geometrija Lobacevskog 1 nulte

* krivine — Euklidova geometrija.

6. Poluzblr glavnih kr1v1m—5(K1 + K3) nos'i naziv sred-.

nje krivine povrsmeudato_] tatki. Srednja kr1vma 1gra osnovnu
ulogu 'u .teoriji tzv. minimalnih povrsma, tj povriina, koje,
ograméene datom konturom, imaju’ na_]manju povr§inu,

7. U svakoj obid¢noj talki, M, povriine postoji, kako
smo videli, normala, koju moZemo odrediti jedini¥nim vektorom
N. Pri pomeranju take po liniji na povrSini, sa jedini¢nim

) . —
vektorom T u pravcu tangente, jedini¢ni vektor N dobiva

vektorski prirastaj, recimo u diferencijalnom obliku dN. Taj

- -
prira§taj moZemo rastaviti u’ dve komponente: (dN)y i (dN)s,
Prva komponenta je u pravcu tangente na krivoj, druga u
pravcu normale # na tangenti T u tangentnoj ravni. Ako je

| du% krive pa povriini u svim njenim tatkama normalna

komponenta jednaka nuli, tj. (dN), = 0, kriva se zove linija-

s krivme na datoj povrSini. Tangenta na takvoj krivoj se poklapa
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sa glavnim praveem za datu tadku. Odavde sleduje da kroz
s:aal;u obilnu tafku povrfine sa K,#K, prolaze samo dve
linije krivine. Ako povrSina ima ombiline tatke, kroz njih
prolazi beskrajno mnogo. linija krivina. Tako, na sfernoj

~povrSini kroz svaku talku prolazi beskrajno ‘mnogo_ linija

krivina — to su veliki krugovi koji prolaze kroz tu -ta&ku,
L spajaju je sa_ drugim krajem pre€nika date takke. — .S

d_\rug'e sfra"ne, ako je prva_' koin’ponex;_ta (djq\”')}-=0, a druga

razlidita od rnule, tj. (dl—\;'),,';é 0, kriva sa“.t'ak\'rom o'sobinon'p

njenih talaka zove se asimptotska linija. .-,
[ .. - : ! _‘ A

/<.—_—=‘."—"‘—'.'

' Gi‘a’Va béta"
1Z KINEMATIKE
" 5.1. Podela Mehanike.- Kinematika

Dve, od najdavnijih vremena, oshovne grane ljudskog

. .+ znanja — Astronomija, koja se bavi opisom i proufavanjem
.. kretanja nebeskih tela, —i Tehnika u Sirokom smislu te redi
- (greka re¢ 7 véyvn —umetnost, veStina, nauka), &iji je zadatak
bio u neprestanom poboljfavanju uslova ljudskog Zivota putem
pokoravanja ‘svojim ciljevima teSko pobedljive materije, — te
dve grane znanja sadrZe u sebi vaZan zajedni&ki element — -
‘element kretanja, odnosno mirovanja ‘materijalnih tela pod
~izvesnim uslovima. Proudavanja tog elementa, kako u Astro-
nomiji take i u- Tehnici, sa&injavaju op$tu posebnu naudnu
disciplinu, koja se zove Mehanika'). -

Fizi¢ko telo, kao materijalni objekt, ima vide osobina;

mehanika upro3éava predstavu takvog tela i uzima u obzir
samo mnjegovu materijalnost i raspored te materijalnosti po
tatkama geometrijske oblasti koju zauzima materija tela, no
pe ulazi u dublje proudavanje same materije. Pri tom upros-
¢éavanju, zgodno je ras¢laniti prouBavanje kietanja materijalnog
tela na: proufavanje promene u vremenu mesta u prostoru
geometrijske oblasti, koju zauzima materija tela; a, zatim, na
proudavanje kretanja stvarnog materijalnog tela. Onaj deo me-
hanike u kojem se proutava kretanje samo geometrijskih obje-

) Grika re€ fj pyxavh (h pnxevixi) znadic: orude, velika zgrada,

- mafina, naro&ito ratna masina, pozori¥na ma¥ina, koja je podizala na
- scenu glumeca u vaZnoj ulozi; otuda i latinski izraz ,,deus ex machina*

$a znafenjem néodekivano. . : -
- A
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kata zove se kinematika (o xivnpo — kretanje). A drugi deo, .
kad se uzima u obzir i materijalnost tela, zove se dinamika
(% dbvauc —sila), jer u tom delu vaZou ulogu igra sila. Dina-
mika se deli na: kinetiku, koja se bavi prouavanjem kretanja
" materijalnog tela; i na statikw, Ciji je predmet analiza uslova
pod kojim se materijalni sistem nalazi u trajnom mirovanju.

Po3to za’ proudavanje problema 'dinamike\hije dovoljan -

aparat samo diferencijalnog rauna, zaustavimo se na polaznim
elementima kinematike, na kinematici tatke; i na kinematici
tzv.. nepromenljivog sistema ili &vrstog tela.

5.2. Kinematika tatke .

Kao §to smo naveli, kinematika se bavi kretanjem geo-

metrijskih objekata. Posto je geometrijska tacka najprostiji:

geometrijski objekt, treba pre svega prouliti kinematiku tacke. |

a. Trajektorija i zakon puta. Za vreme kretanja talka’

menja svoj poloZaj u prostoru i opisuje trajektoriju ili putanju.
Prema obliku trajektorije kretanje moZe biti pravolinijsko i

krivolinijsko. Oznalimo sa s duZinu puta koju tatka prede
po trajektoriji; sa ¢ — vreme za koje ona taj put prede.

Ako je kretanje tatke po trajektoriji poznato, u svakom tre-
nutku ¢ moZemo odrediti s; prema tome je s funkcija ¢, tj.
s=o¢(. , : ’ T

Ta jednalina zove se u Mehanici zakon puta. Zakon
puta moZe biti odreden ili analiti€ki, obrascem, ili tabhcom
ili grafi¢ki, kad je dat grafik puta.

Za potpuno odredlvan]e kretanja talke treba da znamo
oblik trajektorije i zakon puta. -

Ako Dekartove koordinate tadke oznadimo sa x, Y, Z
kretanje tatke se odreduje jedna&inama .

x=x(, y=y(@),

koje se zovu ‘konadne jednaline kretanja -tadke. Ove jednadine

z=2(),

~mogu biti smatrane. kao parametarske jednaline trajektonje

ulogu parametra igra vreme .
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“gde su @ i b stalne veliCine.
" merno. Ravnomerno kretanje je ravnomerni proces u Mehanici.

C40. | Najprostiji slu¢aj kretanja po nekoj trajektoriji imamo
"kad je s linearna funkcija vremena, tj. '

s-—at+b

Takvo kretanje' zovemo ravno-

Ako je s kvadratna funkcija vremena, tj.

s"=at2+bz+c

kretanje se zove jednako promenljivo.
b Brzina taéke\ Zaustavimo se prvo na pravohnuskom

5= s(t)
Ako taéka za vreme At prede put As, kohémk

As
At

~ se zove srednja brzina tatke na tom putu. Ako At teil nuli,

graména .vrednost
As - ds
im —=—-=

C a0 At dt

da_]e brzinu taéke u datom trenutu. 1z ovog rezultata vidimo

da se brzina u slufaju pravolinijskog kretanja meri izvodom
.~ puta po vremepu. Obratno, izvod
~ svake funkcije vremena po vremenu -

moZe se protumaditi kao brzina pro- M T
mene te funkcije.

- U sludaju krivolinijskog kretanja
brzinu vife ne karakterife skalar,

nego vektor 5 (sl. 51), koji ima:

1) pravac tangente na trajektoriju, SI. 51 — Brzina tatke

- 2) smer u onom smislu, kuda se

tatka krece i 3) veli¢inu (intenzitet) -

Jednaku s’. ‘Ako nas ne interesuje pravac i smer brzine, nego
.samo njen intenzitet, kao u sluéaju na primer, putovanja po
unapred utvrdenoj trajektoriji, recimo Zeleznicom, tada je za
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proudavanje bizine dovoljno 2austaviti se na izvodu s taénuc
na apsolutnoj vrednosti |5°| tog izvoda,

8] ravnomernom kretanju sa s=at b, hrzmd ima btd]aﬂ

intenzitet s’ =a; za Jednako pmmenl_uvo krezan_le sa zako- -

nom puta
s=at*+bt+c

“intenzitet brzine’ (ta&nije tzv algebarska vrednost brzine) je -

_linearna funkcija vremena, tj.

—=2at + b,
Ako je taj izraz negativan, 1nten21tet ‘brzine j Je 1ednak n;egovol
apsolutnoj vrednosti.
c. Ubrzanje tatke. Ako se, opet, zaustavimo Prvo’ na

pravolinijskom kretanju, ,,brzina promene brzine dajc ubrzanje
i tatke. Ubrzanje za pravolinijsko  kretanjé meri se, dakle,
‘ i . drugim izvodom puta po vremenu, tj. velitinom
|

‘ - ek s
| dr?

b -

SI 52 — Ubrzanje krugnog kretan;u

Od kl‘lVOlll‘uJSklh krctan_]a Jzaberlmo kruﬁno kretanje
(s1. 52) i, uporedo sa poloZajem M, uotimo suse:dm poloZaj
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pokretne tatke M;, u koji je tadka pre3la posle vremena Af:

Oznatimo brzine u poloZajima M i M, sa v i v. Promena
brzine iz poloZaja M u poloZaj M; izraZava se vektorom

- —» -

Av=v, —v. ‘
Op1§.1mo sa polupreémkom Ay P kruZni luk do preseka,

sa brzinom vl u tacki Q. Iz trougla PQP; imamo -

CAv——.
Podelimo svaki &lan ove jednaé&ine sa At i predlmo na
graméne Vrednost1
| A, PO QP
lim — =1lim —= 4 lim—=-1.
A0 At A0 At Ar—0 At

Levu stranu ove Jednaémc smatramo kao ubrzanje po-
—

kretne tatke. To je vektor. Oznadimo ga sa w.

Prvi &lan desne strane je vektor, &iji _|e pravac granitn
pravac tetive kruZne lmue polupreémka v, tj. pravac normale

. —
na v ili, najzad, pravac polupreémka R tatke M sa smerom
prema centru. Za izralunavanje velidine tog vektora obratimo
paZn_]u na to da su kruZvi sektori OMM, i M,PQ sli¥ni, jer
imaju jednake centralne uglove; iz ove sli€nosti, a za beskrajno
male trouglove imamo

A e
| : y R’
i odakle se dobija
. A 3
llmEQ_.= 1 ._1 x _S__—_L
amo At a0 R Az R

Tu komponentu, sa pravcem normale na krug, sa smerom
. 2
. : ; v iz
! prema centru i sa intenzitetom —, zovemo normaino ili cen-
R
N tripetalno ubrzanje tacke.
Fa Druga komponenta
Besrt ' , P
a0 A
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vektorska jednalina

je vektor: 1) sa pravcem tangente na krugu, jer-u’ graninom
poloZaju vektor v; ima pravac tangente, 2) sa smerom u smislu

promene intcnziteta brzine i 3) sa veli€inom =7 izvoda - inten-

ziteta brzine po vremenu, jer. je QP; prirastaj-tog intenziteta.
_ Ova komponenta zove se tangencijalno ubrzanje. Prema
tome, kod kruZnog kretanja tacke, ubrzanje moZemo rastaviti
u dve komponente: tangencijalnu 1 normalnu. T

Ovo §to smo rekli za kruZno kretanje moZe se pro§iriti
na svako kretanje, jer se svaka trajektorija, pribliZzno posma-

trana, na beskrajno malom delu puta moZe shvatiti kao kru-

lupretnik krivine trajektorije u datoj tacki.
Na taj nacini za svako drugo krivolinijskc kretanje vaZi

Zna trajektorija. Ulogu polupreénika R kruga igra tada po-

~ qdw (P
(5,3,
\dt/q RN _
T oznatava tangentu,a N normélu, a za'prostorﬁu krivu
glavnu -normalu. o T ‘
- Iz dobijenog rezultaia ocigledno je da svako krivolinijsko
kretanje ima ubrzanje. Krivolinijsko  kretanje-moZe¢ biti ravno-

merno, tj. sa konstantnim intenzitetom brzine i, prema tome,
bez tangencijalnog ubrzanja, ali ono mora imati normalno ubrza-
2 : : .

. nje RT Bez ubrzanja moZe biti samo pravolinijsko ravnomerno

kretanje, kad je% =01 kad je v==const.

5.3, Kinematika tvrstog tela

Ako materijalno telo ima osobinu da rastojanje izmedu
ma koje dve njegove talke. ostaje isto za sve vreme dok se
sa tim telom radi, ono se zove nepromenljiv materijalni sistem,

(ili &vrsto telo. Pii odredivanju poloZaja takvog tela i pri pro-

udavanju njegova kretanja, bez obzira na uzroke koji izazivaju
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fa- kréfanja;' nioiémd ne obraéati paZnju na ma_tcrijé.lnbst tela',’,
veé samo odredivati poloZaj i pratiti kretanje sistema geome-

* trijskih tataka koje pripadaju &vrstom telu. Proutavanje kre-

tanja -takvog. nepromenljivog ‘geometrijskog sistema taéaka_-sa‘-
|| Ginjava kinematiku. &vrstog tela. s

J LR

Za odredivanje poloZaja &vrstog tela u bi‘ostoru dovoljno

| je da odredimo poloZaje triju njegovih talaka koje  misu ko- .
'linearne, tj.’ ne- pripadaju istoj pravoj. Oznatimo- ove 'taék_e
! sa A, B, C. Da bi se-izbegla neodredenost u odredivanju po-
. loZaja trougla i tela,  zgodno je izabrati trou_gao-_ABC Tazno-
‘ stran’'i smatrati da mu je lice, prema levoj . orijentaciji- osa

trijedra, Oxyz, ona strana na kojoj red temena- 4, B, C odgo-

i yara smeru kretanja kazaljke na Sasovniku. Poio za odredi-

vanje poloZaja tatke, 4, u-prostoru treba da znamo tri koor-

. dinate; za odredivanje talke B, koja se mora _nglaziti na
. sfernoj povrdini sa srediStem u ta&ki A 1 polupreénikom A4B,

—dve koordinate; i, nmajzad, za odredivanje tatke C samo
jédnu koordinatu, jer unapred znamo da se ona nalazi na
kruznoj liniji koju opisuje teme C pri obrtanju trougla_ABl‘.C-‘
oko AB ose. Podto poloZaj trougla ABC. potpuno -odreduje

_polo¥aj &vrstog tela, u opStem slu¢aju za odredivanje poloZaja

gvistog tela treba znati Sest velitina. K@!(o svaka od ovih
moZe imati proizvolinu vrednost, u mehanici se kaZe da &vrsto

_telo ima Sest stepena slobode.

" 5.31. Translatorno kretanje &vrstog tela

Za vreme kretanja trougao ABC, &vrsto vezan sa telom,
menja svoj poloZaj u prostoru i svojim poloZajem 1 vrstom
kretanja potpuno odreduje kako poloZaj Evrstog tela, tako i

‘karakter njegova kretanja. .

Najprostiji sluaj kretanja imamo kad se trougao ABC
tako krece, da njegove strane 4B i AC ostaju u svim polo-
¥ajima tela paralelne svom poloZaju u poetnom vtrenutku kre-
tanja. Drugim. retima, ako, recimo, uzmemo tacku 4 za od-

rpdivaflje poloZaja &vrstog tela, vektor pglpia_]a t'c_‘taéke‘ ras
" u ‘odnosu na -nepokretnu tatku O, moZe biti funkcija vremena,

4. ?« =7(t),' no vektori poloi'ajz_i ostalih dveju tataka p-odnosu
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na tatku A, za sve vreme kretanja tela, imaju iste vrednosti
‘—_P o __} V - ‘ - ) .
AB=const., AC=const, Tada se vektori poloZaja tataka BiC

u odnosu na tatku O izra:‘iaifaju ovako rp=f(f)+ AB,

— — — —r o
rc=f(t)+A4C. Vektorska funkcija f(7) potpuno odreduje kre-
tanje svih tadaka &vrstog tela. Kako se pri takvom kretanju

svaka duZ ¥to spaja dve proizvoljne tatke &vrstog tela prenosi:

paralelno sama sebi, kretanje se zove translatorno. Translatorno
kretanje tela se odreduje kretanjem samo jedne tafke tela.
Prema tome, telo koje vrdi translatorno kretanje ima samo
tri stepena slobode. No kretanje: izabrane tacke moZe biti

proizvoljno. Ako se izabrana tacka, recimo tatka A, krece

pravolinijski, svaka druga proizvoljna tatka tela isto tako se
kree po pravoj. Tada imamo sludaj pravolinijskog translator-

' nog kretanja &vrstog tela. Ako tafka A za vreme kretanja opi-’

suje neku krivu liniju —imamo krivolinijsko translarorno kre-
‘tanje &vrstog tela. Ako je ta kriva kruZna linija, imamo spe-
cijalan slulaj — kruZno translatorno. kretanje évrstog tela.- U
ovom sludaju sve talke tela opisuju’ kruZne linije, koje nas-
tdju posle paralelnog prenosa kruZne linije §to opisuje, recimo,
tatka 4. : ' ‘

Po$to se translatorno kretanje évrstog tela odreduje kre- -

tanjem samo jedne tacke tog tela, prouavanje takvog kretanja

tela se svodi na proudavanje kretanja tatke, tj. spada u kine-’

matiku tatke. Piema tome nema potrebe govoriti ni o brzini,
ni o ubrzanju kretanja taaka tela koje se kree translatorno.

5.32. Rotacija ¢vrstog tela oko mepomi¢ne ose

Pretpostavimo sad da dve take tela, 4 i B, ostaju za
vreme kretanja tela nepomiCne, a da se krece samo treéa
tatka, C, i opisuje kruZnu liniju. Takvo se kretanje zove,
kao Sto znamo, obrtanje ili rotacija évrstog tela oko nepomicne
ose. Posto se poloZaj tela odreduje samo jednom velidinom
— uglom izmedu ravani trougla 4ABC u poletnom poloZaju
i poloZaju koji odgovara trenutku ¢, &vrsto telo pri obrtanju oko
nepomi¢ne ose ima samo jedan stepen slobode. Ako sa « ozna-
¢imo taj ugao, jednadina «=fonct(#) odreduje karakter obr-
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Br+vy, gde su B i «flkonstante, imamo rav-
oko nepomiéne oOse. Za m-=f3t2+yrj—3
v+ =gonet.), IimMamo jednako promenljivo .

% tanja tela. Za =
“womerno obrtanje tela
& =const., f=const,
“obrtanje. R . _ ‘
R Prougimo sad brzinu vM_p;oizvoljnc taék_e ¢vrstog .téela;
1 koje se ob.te oko nepomiéne ose. Neka suAdiB _néepuor?;é:(xu
' tatke ose obrtanja tela. Uzmimo ma toj osi pep(c))l_r_xlllxantaéka u.
A (sl. 53) za potetak vektora poloZaja. Proizv 1 ’

7M o'piéujc za  vreme obrtax}j'_a '
diste oznatiti sa B’ i polupretnik, -

1

ela sa ‘vektorbfn po}pZaja
kruZnu liniju, &ije éemo sre | .
o tatke M ma krugu, kao vek-

] » — . —
- Y . Brzina v AU ,
kao vektor B'M sa ¢ gente sa jedini¢nim vektorom

tor, treba da ima: 1. pravac tamn
7 intenzitet

| T 2. smer prema smeru obrtanja oko ose AB'1 3.
g Lee - : s

jednak ds: gde je ds diferencijal luka kruZne linije polu-
i - dt . | o

- A . . kt
| p-etnika | p|. Prema ovim vektor-
<kim . elementima moZemo napisati

Posto vektor T stoji

o - .
upravno na ravni vektora p 1 OS®
AB', njega moZemo izrazili vek-

__torskim proizvodom - T'= [k, nl.

“rgde su % i n dva ortogonalna’
jediniéna  vektora za ‘vektore

-
.ose AB' i vektora p. P.ema
—

. -+ = d
tome imamo v = [k, 7

5. sk -
i = Sl. 53 — Hrzina tacke Cvrstog
e tela pri rotaciji

lar ds jednak je proizvodu polu-

éni ol kruga i ugla do za : .
i;?:lek?ehl)f lzaje:dno ca tatkom M, obrnulo za vreme de. Na laj

i L T =% 1 oy —~ da — —"1.|
] . g s &= ety R L
‘natin mo¥emo napisati vu = [k, nl-[e] dt [k dt le L_
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'Uvedimo sad vektor Z; = Z

= - koji se- zove ugaona

brzma (kao vektor) pri obrtanJu évrstog tela. Ugaona brzma
P ima: 1. pravac ose obrtanja, 2. pozitivni smer na onu stra-
nu prostora odakle vidimo obrtanje tela u smeru kretanja

kazaljke na &asovniku, i 3. inte
nzitet, taénije algebarskii vred-
_ nost _]ednaku lzvodu ugla kop odreduje poloza_;g tela po v?’e- '

menu Ako sad uzmemo u obzw da
_ jen-lpl=op, kao ro-
lzvod 1nten21teta ‘vektora i Jedmlénog veklroxl*a ptog vektlc))ra

moiemo naplsatl vM —[(o, ‘ p] Najzad “ako ‘uzmemo u ob21r /

da u ‘tom obrascu vcktor p mozemo zamenm vektorom rM,

_]€:l‘ usled kolmeamostx vektora Py i AB rnozemo stavm

[co

P] [oo rM AB’]~[w rM]~[<o AB]—[(,.) ,.M]
Obrazac : : 5 .

— o
Var =[o, ral

tgra osnovinu ulogu u kinematici &vrstog tela.

5.33. Ravno kretanje évrStog" tela’»

)

Sem txanslatornog k*etanja i obrtan a tela o
ne ose, vrlo vaZan je, narodi‘o u masmskjo_] tehmclios;igg:;jaén
slutaj kretanja &vrstog tela, slaéaj tzv. ravnog kretanja tela,
kad trougao ABC uvek ostaje u istoj ravni. i telo ima samo
tri stepena slobode: dve koordinate tatke A4 u ravni i ugao
obrtanja pri prelazu tela iz jednog, poée tnog poloZaja tela u
drugi, promenljivi poloZaj. Posto u proudavanju ovog. k e-
tanja nema potrebe da se previne iro- 1gao ABC, mozZemo,
jednostavnosti. radi, uzeti ravnokraki trougao - sa AB= AC.
Izaberimo tadku 4, “kao ; predstavnika tela za uporedivanje
kretanja taéaka BicC tcla sa k\etanjem tadke A Sliku kre-
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aﬁja pre&st'é.vljamo ovako: tatka 4, sa ;:4'—7(0, krece ‘se
u datOj ravni na proxzvol}an naém, a taéke B 1 C ili se kre-

&u po. zakonima ra~f(t) +.4B, rc~f(t) +AC i tada imamo’
g translatorno kretanje tela u ravni; ili se telo obrée¢ oko ta-
4 tke A, za ugao «, koji je funkcua vremena. Brzina svake
taéke M tela sastoji se tada iz dve komponente: iz brzine

"taéke A-—vA, i brzine obrtan_ja tela oko tatke A, ko;a shéno
prethodnom ¢lanu, moZe biti izraZena pomocu obrasca

-
Var= VA

+[.4].

. Brzina v,, ‘se zove translatorna brzina tela u odnosu na lacku
A (bez obzira na to $to kretanje nije translatorno) a druga
~— brzina obrtan]a oko tacke A. -

Ako ravno kretanje tela nije translatorno tj. m#O
uvek moZemo naéi takvu talku S koja u datom trenutku mi-

=0. Zalsta, za tatku S ‘treba da vaZi Jednacma

A

ruje tJ vs

e=vet[s A$]=o,

. . - 1 [~
koja ima reSenje*) - AS='-E[0>, vA].
. w

Tatka S se zove trenutni cenrar obrtanja ravnog kretanja-
- &vrstog tela. Ako tatku S uzmemo za trenutnog predstavnika &vrs-
tog tela, brzina proizvoljne tatke &vrstog tela ima jednostavni izraz

7M [, sa1

- 5.34, O_§§ti slu¢aj kretanja Evrstog tela

Sada je lako predstaviti sebi kretanje &vrstog tela u
opStem sluCaju. Ako ponovo za tatku uporedivanja, za pred-
stavnika &vrstog tela, uzmemo talku. A4, a tatke B i C uzmemo

‘) Ono se dobiva vektorsklm mnoien_)cm sleva prethodne Jednacmc

sa i xskorlséavanjem obrasca [V,[VzVa]] V, (V, Vl) V3 (V, 2)
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na istom rastojanju od tatke A, prelaz iz jednog poloZaja
&vrstog u drugi moZemo zamisliti tako, da tatka A prede
u nov poloZaj 4'; a tatke B i-C, pa sferi sa srediftem u 4,
predu u nove poloZaje B’ i C’ na sferi sa srediStem u tadki 4.

Prema tome na sferi, koja se krefe translatorno i &ije

“srediste prenosi tafka A, tatke B i C prvo prelaze translatorno,
zajedno sa sferom, u nove poloZaje B’ i C’', a zatim se krefu
po sferi i zauzimaju nove poloZaje B” i C'' na istoj sferi, no

- . q—) - —_> ) . - i -a
ugao izmedu vektora AB 1 AC ostaje pri tome nepromenljiv.
Ne bi bilo te§ko pokaza'i*) da se prelaz tafaka B i C tela, iz
poloZaja B’ i C’' na sferi, u poloZaje B"' i C”, na istoj sferi,

moZe postiéi putem obrtanja \ sfere oko odredenog pre¢nika

sfere za odredeni ugao. Prema tome translatorno pomeranje

i obrtanje tela za odredeni ugao oko odredene ose daju os-. -

novnu, op$tu sliku kretanja &vrstog tela. Za beskrajno mali
diferencijalni interval vremena Af imamo beskrajno malo trans-

latorno pomeranje, koje se karakteriSe pomeranjem Ar tatke

A i obrtanjem oko odredene ose za odredzni ugao A«x. Iz

ove slike neposredno sleduje obrazac za odredivanje brzine
proizvoljne tatke M tela u ‘slutaju proizvoljnog kretanja tog

.y _
tela. Brzina v, ima dve komponente: translatornu brzinu,

koja je jednaka brzini v, tatke A, i obrtnu brzinu od obrtanja
tela oko odredene ose koja prolazi kroz tatku 4. Kako smo
ve¢ izveli obrazac za obrinu brzinu u sluaju obrianja oko
nepomitne ose, moZemo taj isti obrazac primeniti i u opstem

. - . _
sluéaju, s tim da vektor w ne smatramo viSe kao vektor stal-
nog pravca, veé kao vektor koji moZe da menja i svoj pra-

vac, a u datom trenutku predstavlja odredenu trenutnu ugaonu

brzinu i trenutnu osu obrtanja tela. IskoriSéavajuéi te poj-
move moZemo napisati vrednost brzine tatke M

o T ATJ_] .

*) GL, napr. A. Bilimovié — Racionalna mshanika. 111, Mehanika
"i‘;tssjog tela. Prvi deo. Kinematika &vrstog tela. Nauéna kunjiga. Beograd,
. Str. 83, _ o -
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5.341. Helikoidalna osa

U opitem sludaju kretanja Cvrstog tela i pri proizvoli-

i — -
‘nom poloZaju tatke 4 u telu, veklori v, — translatorna brzi-
‘na tela u odnosu na tatku A, i trenutna ugaona brz;na,

vektor P imaju razli¢ite pravce. Kako za dati trenutak
vektor _c:;, ima odredenu vrednost, koja ne zavisi od izbora

| tatke A, a translatorna brzina v, zavisi od polo.iaja te tatke,
. postavimo kao zadatak: da se za dati trenutak izabere polo-

¥aj takve talke S tela da njena- brzina ;'S ima pravac trenutne

ugaone brzine :;‘tela..‘ Ako brzinu —1_;,, rastavimo u dve _lfome

ponenie; 1. u pravcu vektora P .i 2.u pravcli normalée n na

: taj pravaé; i prvu komponentu oznadimo sa v e , a drugu sa
i scaToall i

: bei . iy
;.4 imamo v4= V4o +V4n- Postavljeni uslov za tatku S bice
n -
N - —

.zad_ovoljen; ako stavimo vs=v e - Algo sa_d iskoristimo-opSti
obrazac za brzinu tatke M tela, u primeni na tz&ku S dobi-

-— -,

—_— — — 5
" demo Vs= V40 +—v’,4,. + [co, AS] = V40 odakle imamo vektorsku

- . y =y
~ jednatinu 0=v4n+]®, ;4—.;'] za odredivanje .vektora AS. Posto
‘smo redavali identinu jednalinu za sluaj ravnog kretanja,

AS o |- Al
imad i =— . Ali po-
imaéemo i ovde vrednost vektora AS = &V gn p

§to u sluéaju prostornog kretanja tatka S moZe uzimati pro-
izvoljan poloZaj na p-avoj sa pravcem vektora w, zaista, vaZi

identinost Z;,Z'S]E[z;, ;1.3' +k m] ,_‘gde je k proizvoljan realan
broj, moZemo tvrditi da je geometrijsko mesto tataka u telutza
koje translatorna brzina iste vrednosti ima pravac _tre%ulnc
ose obrtanja — p-ava linija. Ova prava zove S€ hel_zko.z alna
osa, ili osa zavrtanja £vrstog tela.‘Ako su elementi helikoidalne

T

b

—_— - s &
ose stalni, tj. ;;:const,,. vg=const., svaka t_acka tela opisuje
za vreme kretanja tdla zavojmicu (proufiii te zavojmice za
tatke tela).

i~ 11 Diferencijalnl ratun i njegove primene i = 161
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fAsxmmota krive 85 C
— pravolinijska 85

i !'As'im.ptots_lga linija’ 148

'Bro_| ‘dimenzija 41
| Brzina obrtanja 159
— srednje talke 151
tatke 151 .
— . translatorna tela 159
— s ugaona 158

" Centar krivine l36
‘— trenutnog obrtanja ravnog
. kretanja &v. tela 159
- -Cikloida 46
— razvulena 46
: —  zbijena 46 -
i Cllmdar 26
Cisoida 88

Cvrsto telo 154

Dalamberov kriterijum 110

- Dekartov list 81

Dekartove koordinate 11

Diferencijal delimi¢ni (parcijaini)
31

= totalni 31
Diferenciranje totalno sloZene fun-
kecijz 37
— . funkcije izraZene u
parametarskom obliku 40
Dlmenzue homogene funkcije 41
Dl ergentnost reda 107

DuZine normale 130, 134
— subnormale 130, 134
— subtangente 130, 134
— tangente 130, 134

Ekstremum 64
— nesopstvem 70
— sopstveni 70
— - uslovni 76 )
Elementi dxferencualm prvoga reda
131
fo— —  drugoga reda
- 134
Ehpso:d — obrtni, lzduien, spljo-
- &ten, troosni 22, 23, 24
— imaginarni 24 '
Epicikloida 46

Funkcija analititka 59
— dveju promenljivih 8
— komplekspa 44 -
~—  kompleksne promenblve
57

— moncgena 62

— neanaliticka 59
silazna 62
tacke 29

— uziazna 62

— vektorska 44, 47

Geometrija — Euklidova 147
— Lobacevskog 147
—  Rimanova 147

Glavna normala 142

Gradijent funkcije 57

Grafik puta 150

Gustina srednja 30
— - u datoj tacki 30
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.Hcliko:dalna osa 161

Hiperbeloid dvograni obrini 23
troosni 25

— jednograni obrtni 25

— troosni 25
H1p0c1k101da 46
Hodograf generalisani 55
—  vektor-funkcije 129

Hod zavojnice 48
Homogenost funkcija 41
Horizoritale 16

Indeks" prelaman_;a 68. :
Ispup&enost, konveksnost krlve 82
Izrazi neodredeni 96 =
Izvod—delimiéni (parcijalni) 31
vektorski 55
— S—funkcije 52

— u datom pravcu 56
i _vektor-funkcije 55, 131

Jednaéma Ajlerova 42

— . cikloide 130 |

— povr§ioe 144

i ravni 13
sa odseémma 16
u normalnom
obliku 17
— sferne povr§ine 14

Kmemduka 150
— Evrstog tela 155
— tatke 150

. Kotijev uslov konvergentnosti

reda 112
Konusi 26
Konvergentnost redova 107
ravnomer-
na 114
Konaéne Jednaéme kretanja tatke
150

Koordinate bipolarne 127-

— generalisane, opéte 50.

127
- krwolmuske u pros-
toru 50, 51

— ' po]amn-cllmdnbne 49
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drugog reda 33-

Kretanje ¢vrstog tela translaterno

155

— — — — krivelinijsko

156

— — .— — kruZno 156

— = — — pravolinijsko

156

— — — — ravno 158

Kretanje tatke pravolinijsko 150
e = ravnomerno

151

.- jednako pro-
menljivo. 151
Kriva kompleksne funkcije 44
Krivina druga (torzja) 143

—  Gausova 147 ,

—  krive 136

—  prva (fleksija) 143

—  kruga 134 -

—  srednja 136 )
poyvriine 147
Krug Apolonijev 128 - .

Krug krivine 136

Lemnickata 80, 128

Linije asimptotske 148
— koordinatne 51"
— krivine 147

" Loksodroma’ 139

Maksimum funkcije 64
— 7 makcimorum 69
— apscluatni 69
Mehanika 149 :

Meridijan prvi 49

— date ‘tadke 49
Metoda matematicke indukeije 105

= neodredeniht mnoZilaca 76
Metritka forma 133
Minimum 64

— minimorum §9
Modeliranje povriine 15
Neprekidnost funkcije 60

— ° — ravoomerna 6l

Niz matematicki 104
Nonius 141 :
Normala na povrini 145

| ‘Oblast konvergeninosti reda 114
Obrazac Koéuev 91 -
'll -_'| —
B — . Lagraniev 90
=1 " —  Maklorenov 96
). — - Tejlorov 93, 95
- ! Obrta.nje &vrstog tela -oko ‘pse
H 150
& — ravnomsrno 157
- Oktanti 11.
Opadanje funkcqe 61
. Opiti ¢lan niza 104

Ovala Kasinijeva 128

Parabola polukubitna 40
Paraboloidi 26 -

. Parametri Gausovi 51 -
4 Pericikloida 46

olovi 127
Polupretnik krivine 136
ovriina 12
— koordinatna 51
— sferna 13, 22.

— Bernulijevo 98.

4 - — Lopitalovo 98

% Proces asimptotski 85

kruzni 85
Progresua aritmeticka 104
— - geometrijska 104

Rai¢enje funkcije 61
Rastojanje izmedu dve tacke 11
= polarno 50
= taéke od ravni 18
Ravan ckvatora 50
— normalna na krivoj 141 |
L — orijentisana 48
¥ Red 104
@ — apsolutne konvergentan 113
® — beskonatan 104~
- — divergentan 167
,« — harmonijski 108

—  generalisani 92 .

Red funkcionalai 114

— konadan 104

— konvergentan 107
— Maklorenov 115

— naizmenian 112

— pozitivan 110 ’
— stepeni 114

— Tejlorov 115

— uslovno konvergentan 113 :
Rotacua ¢vrstog tela oko nepo-

mlcne ose 156

§ — Funkcija 52 .

Sistem materijalni nepromenljiv
154

Skupovn dveju ravni 26

_ Stacionarne vredaosti funkcije 64

Stepen binoma 104. .
— slobods &vrstog tela 155
Strofoida 81

~ Tacka asxmptotska 79

.— Dbifurkacije, granan_]a 79

— cilindriéna povriine 146

—  giljasta 79

— dvostruka 79

— elipsoidna povréme 147

-~ hiperboloidna povrsina 147

— infleksije 64

— jzolovana 79

'~ kopljasta 79

— krajnja 79

— obiéna 78

pevr§ine 145

— ombilicka 147

— povratna 79 :

prve idruge vr-
ste 79

— . prevojna 78, 81
—  singularna 78
povréine 145
—  stacionarna 64
vigestruka 79
Tcﬁmka 149
“Telo heterogeno, nchomogeno 3G
— homogeno 30
Teorema Kogijeva 91
— Lajbnicova 112
== LagranZeva 82
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