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Metod formalizacije

Jezik se menja, obogacuje se novim re¢ima, menja se upotreba ili
znacenje postojeéih recii u krajnjem, menja se njegova struktura. Medutim,
postoje nepromenljivi fragmenti jezika, otporni na njegovu svakodnevnu
upotrebu, na prevodenje sa jednog na drugi jezik, na promene gramatickih
pravila ili na uvodenje novih reci. Znacenje takvih fragmenata je konstantno
i oni se nuzno javljaju u svim prirodnim jezicima. U odnosu na recenicu kao
osnovnu gramaticku kategoriju, svaki jezik sadrzi veznike ”i, ili, ne, ako
onda, za svaki i ineki.” Struktura koju veznici ovog tipa odreduju u klasi
svih recenica prirodnog jezika je nepromenljiva i naziva¢emo je logikom.

Globalna struktura jezika je znatno slozenija i sigurno sadrzi i oblike
koji nisu obuhvaceni ovom definicijom. Razlozi zbog kojih smo se opre-
delili da se na ovom nivou bavimo logikom prevashodno su matematicki. Sa
filosofskog ili lingvistickog stanovista definicija konstantne strukture jezika
bi mogla izgledati i nesto drugacije. Ovako postavljena, ona odgovara po-
trebama matematike iz dva razloga: prvo, ovaj fragment jezika sadrzi sva
matematicka tvrdenja i drugo, on sam moze se izucavati matematickim sred-
stvima.

Kako je matematika inkorporirana u konstantnu strukturu jezika, kada
istrazuje takvu strukturu ona se na odreden nac¢in bavi i sama sobom. Ali
za razliku od filosofije ili knjizevne kritike, koje su prosto opsednute takvim
pitanjima, razlozi zbog kojih se matematika bavi sama sobom, tj. fragmen-
tima prirodnog jezika, koje ona sama koristi i u kojima se izrazavaju njena
tvrdenja, mnogo su dublji. Za matematiku jeste znac¢ajan i jedan krug pi-
tanja filosofskog karaktera koji se javlja u logickoj analizi matematickih
argumenata, ali potreba za takvom analizom prevashodno postoji zbog
konkretnih matematickih problema — matematika se nuzno bavi i sama
sobom zato Sto jedan broj njenih problema nije moguée drugacije resiti.

Tako se u okviru naseg izlaganja neéemo baviti istorijom, napominjemo
da su se prva sistematska istrazivanja logike matematickim sredstvima jav-
ila u okviru Fregeovih nastojanja da matematiku zasnuje na logickim i
skupovno-teorijskim principima i u okviru Hilbertovih ambicija da dokaze
”da opste prihvadeni matematicki principi uzeti u svojoj ukupnosti ne
dovode do kontradikcije”. Znacaj Gotloba Fregea je u tome $to je izmislio



formalni metod u savremenom smislu, a Davida Hilberta sto je implicitno
postavio grupu pitanja koja i danas ¢ine centralni sadrzaj logike. Uproséeno
receno, Frege je definisao sredstva, a Hilbert ciljeve logike kao posebne grane
matematike.
Sa stanovista njenih ciljeva, za logiku je znacajna slede¢a grupa pitanja:
— ukoliko uopste imaju bilo kakav smisao, kakav je stvarni sadrzaj ma-
tematickih tvrdenja,

— 8ta su to matematicki dokazi, kakvim sredstvima se mogu ostvarivati
i kako se moze proveriti njihova korektnost,

— da li postoje ogranicenja dokazivosti matematickih tvrdenja i ako uop-
Ste postoje, kakva je priroda tih ogranicenja,

— do kog stepena se matematicki dokazi mogu mehanicki reprodukovati,
tj. da li postoji jednostavna lista pravila zakljucivanja dovoljna da automat-
ski reprodukuje sva matematicka tvrdenja?

Sa stanovista njenih sredstava, logika je nezaobilazan metod za resava-
nje jedne grupe matematickih problema. Postoje problemi koji se ne mogu
resiti, a ¢esto ni dobro razumeti, bez odgovarajuée logicke analize. Ovo na-
glasavamo zato §to se logika ¢esto razume kao kontekst u kome se postojece
teorije mogu rigorozno izloziti, ali koji sa stanovista konkretnih rezultata ne
donosi prakti¢no nista novo. Istina, u ovom veku bilo je nekoliko pokusaja
da se matematika celovito shvati kao jedinstven sistem zasnovan u teoriji
skupova i logici, ali su takve ambicije danas uglavnom napustene. Logika
predstavlja samo jednu od matematickih teorija u ¢ijem okviru je razvijen
jedan broj matematickih metoda koji se po prirodi bitno ne razlikuju od
metoda algebre, analize ili topologije, tj. koji su po svojoj prirodi matema-
ticki i sluze za resavanje matematickih problema.

Na primer, na sadasnjem nivou razvoja matematike, problem hipoteze
kontinuuma mozemo razumeti jedino kao ¢injenicu da u skupu svih dokaza
teorije skupova ne postoji dokaz hipoteze kontinuuma. Isto vazi i za problem
neprotivrecnosti aritmetike. U takvim slucajevima, logicke ideje kao §to su
teorija, dokaz ili neprotivre¢nost moraju imati jasan matematicki smisao.
Bez prethodne formalizacije ovih ideja, problem kontinuuma ili problem ne-
protivrecnosti aritmetike uopSte i nije matematicki problem. Svaki mate-
maticki problem moze svesti na problem oblika: da li u nekoj klasi mate-
matickih objekata postoji objekt koji zadovoljava odredene uslove. U slu-
¢aju problema kontinuuma, treba proveriti da li u klasi svih dokaza teorije
skupova postoji dokaz hipoteze kontinuuma. To je moguce ako se sama ma-
tematicka tvrdenja, jezik u kome su formulisana i njihovi dokazi, definisu
kao i svi drugi matematicki pojmovi.



Matematicka tvrdenja izrazavamo u prirodnom jeziku, poput srpskog ili
ruskog, eventualno prosirenom matematickom terminologijom engleskog ko-
rena i specificnom matematickom simbolikom. Medutim, prirodni jezik do-
pusta odredene nepreciznosti i neregularnosti, pa je logicka analiza njegovih
argumenata tesko izvodljiva. On nije zasti¢en od strukturnih protivre¢nosti,
pa je u izucavanju matematickih tvrdenja neophodan formalni jezik, tj. jezik
Cija je struktura potpuno regularna. Sa jedne strane, on omogucéava logicka
istrazivanja matematickog zakljuc¢ivanja, a sa druge, matematicku analizu
logickih principa.

Iz tih razloga, prvi korak u izucavanju matematicke logike jeste izgrad-
nja formalnog jezika. Takav jezik sadrzi dve vrste simbola: jednu grupu ¢ine
simboli koji odgovaraju logickim veznicima, kao $to su konjunkcija, impli-
kacija, negacija ili kvantifikatori, koji imaju fiksno znacenje, a druga grupa
sadrzi simbole ¢ije se znacenje moze menjati u zavisnosti od konkretnog
konteksta koji nastojimo da formalno izrazimo i analiziramo.

U izucCavanju svojstava formalnog jezika prirodno se javlja jasna raz-
lika izmedu formalnih problema i problema znacenja. Prvi se odnose na
strukturu izraza i u jeziku se javljaju nezavisno od interpretacije, a drugi na
znacenje izraza formalnog jezika kada se njegovi simboli interpretiraju na od-
redeni nacin. Formalnu strukturu jezika naziva¢emo sintaksom, a strukturu
njegovog znacenja semantikom.

Kada je jezik predmet naseg izucavanja, treba voditi racuna da se u tom
slucaju uvek javljaju dva jezika: jezik koji razmatramo ili objekt-jezik i
jezik u kome se takvo razmatranje izvodi ili metajezik. U opstem slucaju,
to mogu biti bilo kakvi jezici, formalni, prirodni ili ¢ak, jedan isti jezik moze
istovremenu biti i objekt-jezik i metajezik. Najcesce, objekt-jezik je formal-
ni jezik, a metajezik je srpski jezik proSiren terminologijom preuzetom iz
stranih jezika i uobi¢ajenim matematickim simbolima. Ova razlika je uvek
znacajna, a u slucaju teorije skupova i aritmetike zapravo ¢ini osnovu ovih
teorija.

Objekt-jezici o kojima ¢emo govoriti su formalni jezici u kojima se mo-
gu formulisati matematicke teorije. Recenicama takvih jezika izrazavaju se
svojstva matematickih teorija poput aritmetike, analize, algebarskih teorija
ili teorije skupova. Svojstva njihove sintakse i semantike izuc¢avaju se i izra-
Zavaju u metajeziku koji je u potpunosti identican jeziku matematike. To
znaci da se svojstva formalnih jezika dokazuju sredstvima kojima se dokazuju
teoreme algebre, analize ili aritmetike. U tom smislu logika se ne razlikuje od
drugih matematickih teorija — problemi koje istrazuje i metodi koje upotre-
bljava, po svojoj prirodi su matematicki.



Tipi¢na matematicka struktura je neprazan skup na kome su defin-
isane odredene relacije i operacije. Takvi su brojevi, grupe, prsteni, polja,
uredenja, mreze, vektorski i topoloski prostori, a i sam jezik na kome se
o tim strukturama govori. Pre nego Sto izlozimo jedan jezik na kome je
moguce izrazavati svojstva matematickih struktura razmotri¢emo dva vazna
primera. To su strukture prirodnih i realnih brojeva. Veéi deo matematickog
iskustva i znanja odnosi se na ove strukture, pa je stoga zanimljivo kako bi
mogla izgledati formalizacija njihovih svojstava.

Prirodni brojevi

Strukturu prirodnih brojeva ¢ine standardne aritmeticke operacije defi-
nisane na skupu prirodnih brojeva w = {0,1,2,...}. U pomalo opskurnom
matematickom jeziku prirodni brojevi se uobic¢ajeno definisu kao struktura
koja se graficki oznacava sa

N = (wa =+, Sv 5’0)‘

U oznaci strukture prirodnih brojeva javlja se sam skup prirodnih broje-
va, jedna aritmeticka relacija, tri operacije i jedan istaknuti element: graficki
znak w oznacava skup prirodnih brojeva, znak + je graficka oznaka operacije
sabiranja, - oznaCava operaciju mnozenja, znakom < oznacen je standardni
poredak prirodnih brojeva, znak s oznacava funkciju naslednika i grafickim
znakom ( oznacen je prirodan broj nula.

Svi matematicki objekti su skupovi, pa dakle i jezik £ na kome
izrazavamo svojstva strukture A/ mora biti skup. Elementi skupa L ta-
kode su skupovi i naziva¢emo ih simbolima, slovima ili znacima. Kada je
to neophodno simbole, kao elemente objekt-jezika, oznacavamo grafickim
znacima razli¢itim od grafickih oznaka objekata koji se javljaju u defini-
ciji strukture NV. Vrste simbola koje treba da sadrzi jezik £ uslovljene su
tipom strukture prirodnih brojeva i logickim razlozima, tj. potrebama for-
malizacije logickog fragmenta prirodnog jezika. To znaci da jezik £ sadrzi
grupu matematickih i grupu logickih simbola.

Pre svega, zapisivanje svojstva strukture N zahteva da jezik £ sadrzi
simbole promenljivih. Svakom ko ima minimalno matematicko iskustvo,
sama po sebi jasna je neophodnost ovakvih simbola. Pretpostavljamo da
su promenljive jezika £ individualne, Sto zna¢i da vrednosti promenljivih
mogu biti samo prirodni brojevi, tj. samo elementi domena strukture N.
Sami simboli promenljivih su elementi skupa L, a oznacavamo ih grafickim
simbolima z, vy, z ili na neki drugi nacin.



Drugo, jezik £ morao bi da sadrzi simbole aritmetickih operacija, relacije
poretka i konstante nula. U poretku u kome su navedene u definiciji struk-
ture AV, njihove simbole, tj. elemente skupa £, ozna¢avamo grafickim sim-
bolima +, -, <, s i 0. Dakle, istim grafickim simbolima oznacili smo dve
razli¢ite stvari: elemente skupa L i operacije, relaciju i element skupa w.
To ¢inimo da bismo izbegli graficke komplikacije, a iz konteksta je uvek
jasno na koje objekte referiraju konkretne graficke oznake. U principu, kao
skupovi, jezik £ i struktura A/ ne moraju biti disjunktni. Jedan broj mo-
delsko-teorijskih rezultata pociva na ideji da se strukture mogu konstruisati
i od sintaksnog materijala.

Od operacijskih simbola, promenljivih i konstanti formiraju se matema-
ticki izrazi koje u logici uobi¢ajeno nazivamo termima. Na primer, izrazi
oblika x + y,y - (x + y) ili s(s(y + ) + z) su termi jezika L. Preciznije,
kako su simboli z,+ i y skupovi, kao matematicki objekt, izraz = + y je
zapravo uredena trojka (+,z,y). U grafickom zapisivanju terma upotrebl-
javamo levu i desnu zagradu, tj. jedan broj interpunkcijskih simbola. Oni
obezbeduju jednozna¢no tumacenje ovih izraza ili jedinstveno ¢itanje. Pret-
postavljamo da je intuitivno jasno kako terme interpretiramo u strukturi N
prirodnih brojeva. Kada se zadaju vrednosti promenljivih u skupu prirod-
nih brojeva, izvrSavanjem svih operacija koje se u njemu javljaju, svaki term
dobija odredenu vrednost u strukturi A.

Osim terma, u izrazavanju svojstava strukture N neophodni su nam i
izrazi kojima se opisuju svojstva prirodnih brojeva. To podrazumeva da
jezik £ sadrzi znak < koji odgovara relaciji poretka < u strukturi N. Iako
u oznaci strukture nije navedena, na svakom skupu definisana je relacija
jednakosti. Stoga, pretpostavljamo da jezik £ sadrzi i binarni relacijski
znak = koji izrazava jednakost elemenata strukture N.

Koristedi terme i relacijske simbole, u jeziku £ mozemo izraziti jednos-
tavna svojstva strukture A/. Kasnije ¢emo precizno definisati postupak in-
terpretacije svih formula jezika £, a u ovom trenutku pretpostavljamo da
je znacenje formula poput x +y =0 ili z - s(x) < z 4+ y u strukturi N samo
po sebi jasno. Takve formule, u kojima ucestvuju samo relacijski simboli
i termi jezika L, nazivaéemo elementarnim formulama. Kada se u skupu
w pretpostave vrednosti promenljivih jezika £, svaka elementarna formula
izrazava jedan konkretan odnos elemenata skupa w, tj. istinita je ili lazna
u strukturi A. Za izrazavanje slozenijih svojstava strukture N koristimo
simbole logickih veznika, tj. simbole konjunkcije, disjunkcije, implikacije,
ekvivalencije, negacije i kvantifikatora koje jezik £ uvek sadrzi.



Individualne promenljive, znak jednakosti i simboli logickih veznika su
univerzalni simboli. Sadrzi ih jezik svake strukture, pa oni ¢ine konstantni ili
logicki deo jezika L. Sa druge strane, matematicki deo jezika je promenljiv
i sastoji se od simbola relacija, simbola operacija i simbola istaknutih ele-
menata pojedinih matematickih struktura.

Polazeéi od elementarnih formula, pomoc¢u logickih veznika, dobijamo
formule jezika £. Na primer, u jeziku L, najznacajnija svojstva strukture
N izrazena su slede¢im formulama:

1 = Va(s(z) #0),

p2 = Vavy(s(z) =sy) =z =y),
3 = Vr(z#0—=3Jy(z=s(y)),
s = Ve(x+0=ux),

5 = VaVy(z+s(y) = sz +y)),
v = Vr(x-0=0),

o7 = VaVy(z-s(y) = (z-y) +2),
s = VaVy(zx <y Jz(z+x=1y)).

Kakva je stvarno veza izmedju strukture A/ i navedenog niza objekata?
Pre svega, napomenimo da se u svakom od grafickih objekata sa leve strane
prvog znaka jednakosti uvek javljaju metamatematicke oznake: gréko slovo
¢ indeksirano prirodnim brojevima od 1 do 8. Sa desne strane znaka =
javlja se konacan niz elemenata jezika L. Za svako i = 1, ..., 8, simbol ¢; je
simbol metajezika kojim je ozna¢en odgovarajuéi niz elemenata objekt-jezi-
ka. Primetimo da se znak = u prethodnim grafickim nizovima, javlja kao
metamatematicki znak, dok je jednakost = znak objekt-jezika i javlja se u
okviru samih nizova ;.

Oznake ; shvatamo kao metamatematicke promenljive Cije vrednosti
pripadaju skupu konacnih nizova simbola jezika L. To su izrazi ili formule
jezika L koje u strukturi AV imaju odreden smisao. Ako te izraze proc¢itamo
onako kako smo to navikli da ¢inimo u matematici, na primer, smisao formule
1 jeste da nula nije vrednost funkcije s, a formula 9 izrazava ¢injenicu da je
s obostrano jednoznac¢na funkcija. Formule ¢4 i ¢35 predstavljaju rekurzivnu
definiciju sabiranja, a formula ¢g definiciju poretka prirodnih brojeva. Vazno
je primetiti da svaka od ovih formula izrazava svojstva prirodnih brojeva,
tj. elemenata domena strukture N.

Pored osnovnih, u jeziku £ moze se izraziti ve¢ina svojstava prirodnih
brojeva. Preciznije, specijalista u oblasti same aritmetike bez znacajnijeg
logickog iskustva, tesko moze navesti svojstvo prirodnih brojeva koje nije
izrazivo formulom jezika L i koje, ako je uopSte dokazivo, ne moze biti



dokazano njegovim sredstvima. Za svakodnevnu matematiku, jezik £ ima
viSe nego dovoljnu izrazajnu moc.

Operacije +, - i relacija < su apstraktne, tako da samu ideju brojanja u
potpunosti ipak izrazava princip matematicke indukcije:

— Za svaki skup prirodnih brojeva X C w, ako 0 € X i za svako z € X,
s(z) € X, onda je X = w.

Ovako formulisan, princip matematicke indukcije govori o skupovima
prirodnih brojeva, tako da metamatematicka promenljiva X, bar u odnosu
na strukturu N, nije individualna promenljiva. Ako tu stvar za trenutak
zanemarimo, princip matematicke indukcije mogao bi se formalno zapisati
sledeé¢im nizom simbola:

VX ((X(0) AVz (X (z) = X(s(x))) = Yy X(y)).

Pritom, promenljivu X shvatamo kao podskup skupa w, niz slova X ()
kao relaciju x € X, a sva druga slova onako kako smo to i do sada ¢inili. Tako
interpretirana, ova formula zaista izrazava princip matematicke indukcije.
Ali, aprema na3oj definiciji ona uopste nije formula jezika L, veé¢ jednog
sireg lezika L', koji kao svoje logicke simbole sadrzi i promenljive X,Y ...
za unarne relacije. U odnosu na formule jezika L, ovako izrazen princip
indukcije razlikuje se u tome $to on ne izrazava svojstvo prirodnih brojeva,
ve¢ jedno svojstvo podskupova skupa prirodnih brojeva.

Ako strukturu A shvatimo kao strukturu jezika £’ ona zadovoljava sve
sve formule 1, ..., (g 1 princip matematicke indukcije. Ako taj skup formula
jezika ' shvatimo kao sistem aksioma prirodnih brojeva, onda taj sistem
aksioma u izvesnom smislu govori sve o prirodnim brojevima.

Teorema 1. Sve strukture jezika £’ koje zadovoljavaju aksiome prirodnih
brojeva medusobno su izomorfne.

Dokaz: Neka je A = (A, +,-,<,s,0), struktura jezika £ u kojoj su zado-
voljene navedene aksiome i f : w — A funkcija definisana tako da:

f(0) =0,
f(s(z)) = s(f(x)), zasve z € w.

Koristedi princip indukcije, sasvim jednostavno se proverava da navedene
relacije zaista definigu funkciju koja je jedinstveno odredena.

Primenom principa indukcije u strukturi A dokazujemo da je preslika-
vanje f epimorfizam, tj. da je A = codom(f). Kako je f(0) = 0, to znaci da
0 € codom(f). Za svako z € A, ako x € codom(f), postoji y € w takvo da
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z = f(y), paje s(x) = s(f(y)) = f(s(y)), tj. s(x) € codom(f). Na osnovu
principa indukcije, A = codom(f).
Indukcijom po y € w, u strukturi A dokazujemo da za svako = € w,

v#y = [fl@)# f(y)

Neka je y = 0. Ako je z # 0, postoji z € w takvo da x = z + 1, Sto
znaci da je f(x) = s(f(z)). Na osnovu aksiome ¢, otuda sledi da mora biti
s(f(2)) # 0, tj. vazi f(z) # f(0).

Neka je x # y + 1. Ako je x = 0, kao i u slucaju y = 0 dobijamo da je
fly+1) # 0. Ako je x # 0, za neko u € w, * = u + 1, pa dakle u # y.
Prema induktivnoj pretpostavci, f(u) # f(y), pa na osnovu aksiome s,
S(F(w) # s(£(v), . vazi f(z) # Fly+1).

Po definiciji, preslikavanje f je homomorfizam u odnosu na operaciju
sledbenika s i istaknutog elementa 0, a neposredno je lako proveriti da f
¢uva relaciju < i operacije sabiranja + i mnozenja -, pa je preslikavanje f
izomorfizam struktura A i N. O

Kada se ima u vidu jedinstvenost prirodnih brojeva, znac¢ajno bi bilo
kada bi se princip indukcije mogao izraziti sredstvima jezika £. Samo po
sebi nije jasno zaSto to nije moguée, ako ne jednom, onda beskonacnim
skupom njegovih formula. Medutim, za bilo koji skup formula jezika L koje
vaze u strukturi A/, postoji struktura N'* koja zadovoljava isti skup formula
i nije izomorfna sa N*.

Izgleda sasvim razumljivo i opravdano da formalnu analizu svojstava
prirodnih brojeva vrsimo u jeziku u kome se jedan takav princip moze izra-
ziti. Ako veé u jeziku £ uopste ne postoji formulacija principa matematicke
indukcije koja omogucava jedinstven opis strukture A/, onda bi bilo prirodno
da kao jezik matematickih struktura izaberemo jezik L'.

Ali, iako sredstvima jezika £ nije mogué jedinstven opis strukture N, to
opet ne znaci da bi nas pravi izbor bila logika izrazena u jeziku £’. Naime,
u definiciji strukture A pretpostavili smo da je skup prirodnih brojeva w
nekako sam po sebi dat i da su date neke jednostavne operacije i relacije
tog skupa. U jeziku L' pretpostavljamo monogo vise, tj. u formulaciji prin-
cipa indukcije vrsi se kvantifikacija preko skupa svih podskupova prirodnih
brojeva. Kako skup P(w) ni priblizno nije jednostavan kao sam skup w, u
karakterizaciji skupa prirodnih brojeva koristili smo svojstva jednog mnogo
komplikovanijeg i nejasnog objekta. Sasvim jednostavno re¢eno, preterano
jakim sredstvima dobili smo relativno skroman rezultat.
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Pored problema koji se u vezi s njom javljaju u teoriji saznanja, na ¢emu
insistira veéi deo filosofije matematike, definicija strukture N u jeziku £’ ima
i druge ozbiljne nedostatke, koji protivrece samoj ideji formalnog metoda,
tako da se sa razlogom moze postaviti pitanje njene opravdanosti.

Realni brojevi

Osim prirodnih, znac¢ajnu ulogu u matematici imaju i realni brojevi,
tj. njihova struktura R = (R, +,+,<,0,1). Domen strukture R je skup R
realnih brojeva, + i - su operacije sabiranja i mnozenja, < standardni pore-
dak realnih brojeva, a 0 i 1 konkretni elementi skupa R.

Poznato je da realni brojevi ¢ine kompletno uredeno polje. Do na izo-
morfizam, to polje jedinstveno je odredeno. Sliéno prirodnim brojevima,
pokusa¢emo da to izrazimo u jeziku £ koji sada, osim univerzalnih logickih
simbola, promenljivih, jednakosti i logickih veznika sadrzi i specijalne sim-
bole relacija, operacija i konstanti strukture R.

Pre svega, u odnosu na operaciju + i konstantu 0, struktura (R, +,0) je
komutativna grupa, odnosno, u njoj su zadovoljene sledeé¢e formule jezika L:

01 VaVyvz (z + (y + 2) = (x +y) + 2),
w2 = Vo(x+0=ux),

©3 Vedy(z+y=0Ay+z=0),

o4 VaVy (x +y =y + ).

Svaka od navedenih formula izrazava jedno svojstvo realnih brojeva.
Kvantifikacije Vo i dy odnose se na elemente skupa R. Treba primetiti
da se ove formule mogu interpretirati u bilo kojoj strukturi oblika (A, o, e) u
kojoj je A neprazan skup, o binarna operacija i e element skupa A. U tom
slucaju znak + interpretiramo kao operaciju o, a znak 0 kao element e skupa
A. Razumljivo, svaka takva struktura je komutativna grupa. Osim nave-
denih svojstava i njihovih logickih posledica, formulama jezika £ mogu se
izraziti i druga, specificna svojstva grupa. Na primer, svaka kona¢na grupa
jedinstveno je odredena formulom jezika L, zatim, postoji skup formula koji
karakteriSse beskona¢ne grupe itd. Ipak, nisu sva svojstva grupa izraziva
sredstvima jezika L. I u odnosu na teoriju grupa, izrazajna sredstva ovog
jezika su takode ogranicena.
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U odnosu na operacije 4+ i -, kao i konstante 0 i 1, struktura realnih
brojeva (R, +,-,0,1) je komutativan prsten sa jedinicom. To se u jeziku L
moze izraziti slede¢im formulama:

w5 = Ve(z-l=zAl -xz=u2x),

o = VaVyVz(z-(y-z)=(z-y)-2),
pr = VaVy(z-y=y-z),

g = VaVyVz(z- (y+2) =z -y+z-2).

Prethodne formule takode izrazavaju svojstva elemenata skupa realnih
brojeva. Kao sintaksni objekti, one se mogu interpretirati u svakoj strukturi
oblika (A, o, x,e1,e2) sa dve binarne operacije i dve konstante. Strukture
u kojima vaze ove formule su komutativi prsteni sa jedinicom. Svakako,
struktura R nije jedini takav prsten.

Osim svojstava komutativnih prstena, struktura (R,+,-,0,1) zadovol-
java i uslove koji karakterisu strukturu polja.

w9 = 0#1,
pi0 = Ve(x#0—Jy(z-y=1)).

Svaki komutativan prsten sa bar dva elementa, u kome svaki element
razli¢it od nule ima inverzni u odnosu na operaciju mnozenja, jeste polje.
Kao strukture uopste i polja smo definisali svojstvima njihovih elemenata,
odnosno, formulama jezika L.

Znacajan deo teorije polja moze se izraziti i analizirati sredstvima ovog
jezika. Najvaznije ideje teorije modela nastale su upravo u ovoj oblasti. U
kasnijim izlaganjima, polja ¢e biti strukture na kojima se najbolje mogu
razumeti i operacionalizovati pojmovi matematicke logike. Pored teorije
grupa, za celovito razumevanje teorije modela jezika L, podrazumeva se i
dobro poznavanje teorije polja. Svakako, postoje svojstva ovih struktura
koja se ne mogu formalizovati u jeziku L.

Poredak realnih brojeva < je linearan, odnosno, struktura (R, <) je li-
nearno uredenje. Ta ¢injenica moze se izraziti formulama jezika L:

p11 = Va(x<uz),

12 = VaVy(ze <yAhy<z—z=y)),
p13 = VaVyVz(z <yAy<z—z<2),
oy = VaVy(r <yvy<um).

Prva tri svojstva relaciju < odreduju kao refleksivnu, simetri¢nu i tran-
zitivnu relaciju, odnosno, kao parcijalno uredenje, a poslednje svojstvo
izrazava njenu linearnost. Parcijalno uredenju moze se definisati i kao strik-
tno uredenje, tj. kao nerefleksivna i tranzitivna realcija.



13

Na osnovu relacije <, formulom VaVy (x < y <> x <y A x # y) jezika L,
u svakom parcijalnom uredenju definisan je striktni poredak < koji karak-
teriSu sledeca svojstva

¢ = Vo-(z<az),
P13 = VaVyVz(z <yAy<z—z<2).

Sa druge strane, kao simbol jezika £, u kome znak < zadovoljava for-
mule 90/11 i g0/2, formulom VaVy (x <y <> x <y V x =y), moze se definisati
poredak <. U sasvim strogom smislu - o tome ¢e kasnije biti reci - parcijal-
no uredenje i striktno parcijalno uredenje su ekvivalentne strukture, pa ih u
buduée neé¢emo razlikovati.

Odnos relacije poretka < prema operacijama + i - u strukturi realnih
brojeva definisan je slede¢im formulama jezika L:

v15 = VaVyVz(x <y — (42 <y+2)),
w16 = VaVyVz (z <yAN0<z— (z-2<y-2)).

U strukturi R = (R,+,-,<,0,1), formula ¢15 postulira saglasnost
relacije poretka sa operacijom sabiranja, a formula (14 njenu uslovnu sa-
glasnost sa operacijom mnozenja. Drugacije rec¢eno, struktura R je uredeno
polje. Kao strukture, i uredena polja okarakterisali smo formulama jezika
L. Taj jezik ima dovoljnu izrazajnu moé¢ da se u njemu mogu definisati
klase algebarskih struktura poput grupa, prstena, polja ili razli¢itih uredenih
struktura. Medutim, samo po sebi nije jasno koja i da li sva svojstva ovih
struktura mozemo izraziti recenicama jezika L.

Osim realnih i racionalni brojevi su uredeno polje. To znaéci da uslovi
izrazeni formulama 1, ..., ¢16 1 njihove logicke posledice ni priblizno ne ka-
rakterisu realne brojeve u onom smislu u kome indukcija odreduje strukturu
prirodnih, a time i racionalnih brojeva.

Kljuénu ulogu u karakterizaciji realnih brojeva ima takozvani princip
kompletnosti: svaki neprazan odozgo ogranicen skup elemenata uredenog
polja ima supremum. U jeziku £’ princip kompletnosti ima slede¢u formu-
laciju:

VX (Fz X(x) A J2Vy (X (y) »y<z)—
dr (V2 (X(2) 5 2 <2) AVy(Vz(X(2) = 2 <y) > x <y)).
Ako promenljivu X shvatimo kao podskup skupa R, niz slova X (x) kao

relaciju x € X, a sva druga slova onako kako smo do sada ¢inili, ova formula
zaista izrazava kompletnost realnih brojeva.
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Opstije, svako uredjeno polje u kojem vazi navedena formula je kom-
pletno uredeno polje. Poput principa indukcije u slu¢aju prirodnih brojeva,
kompletnost jedinstveno odreduje realne brojeve.

Teorema 2. Svako kompletno uredeno polje izomorfno je polju realnih
brojeva.

Dokaz ovog tvrdenja izlozi¢emo kasnije. Za sada primetimo da se princip
kompletnosti razlikuje od ostalih aksioma uredenih polja. On ne izraza-
va svojstvo elemenata strukture R, ve¢ jedno svojstvo njenih podskupova.
Predstavljen je formulom jezika £’ i ne moze se izraziti ¢ak ni beskonac-
nim skupom formula jezika £. Kao u slu¢aju prirodnih brojeva, za svaki
skup formula jezika £, koje vaze u strukturi R, postoji struktura R* koja
zadovoljava isti skup formula i koja nije izomorfna polju R. Ista stvar vazi
u proizvoljnom pro§irenju jezika £ novim simbolima relacija, operacija i
elemenata skupa realnih brojeva. Dakle, sredstvima jezika £ jedinstvena
karakterizacija polja realnih brojeva uops$te nije moguca.

Logicki sistemi, poput jezika £, u kojima formule izrazavaju svojstva
elemenata matematickih struktura su sistemi prvog reda. Logika u kojoj,
kao u jeziku £, formule izrazavaju svojstva relacija matematickih struktura
je logika drugog reda.

Na osnovu primera prirodnih i realnih brojeva jasno je da logika pr-
vog reda nije dovoljno snazna da izrazi neka vazna svojstva matematic-
kih struktura. Kasnije ¢emo videti da u jeziku £ nije moguca potpuna
karakterizavcija bilo koje beskonacne strukture. Stoga, izgleda da je logika
drugog reda, ako ne pravi, sigurno bolji sistem za formalizaciju matematike
od logike prvog reda. Medutim, osim ovih osobina, logika drugog reda ima
i neka sasvim problemati¢na svojstva. Kao §to smo veé¢ jednom naglasili,
osnovnu ideju matematicke logike ¢ini matematizacija logickih objekata, a
to su pre svega teoreme i njihovi dokazi. U logici drugog reda ti objekti
i skupovi takvih objekata nisu precizno definisani. Skup formula logike
drugog reda koje vaze u svim matematickim strukturama nema rekurzivnu
aksiomatizaciju, pa ova logika i nije formalni sistem u pravom smislu te reci.
Uproscéeno receno, to jeste sistem koji ima veliku izrazajnu mo¢, ali i sistem
u kome ne znamo smisao svih njegovih formula.

Osim logike drugog reda, postoje i drugi sistemi u kojima je moguce
dokazati jedinstvenost prirodnih i realnih brojeva. Umesto uvodenja
relacijskih promenljivih, ekspresivha moé¢ jezika L moZe se povecavati
uopStavanjem logickih veznika, na primer, tako Sto ¢e se dopustiti besko-
na¢ne konjunkcije i disjunkcije ili uvesti novi kvantifikatori, ali se i u tim
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slucajevima dobijaju sistemi koji su problemati¢ni ili sa stanovista same
ideje formalizacije ili sa stanoviSta njihovog znacenja. Takode, problem
jedinstvene karakterizacije prirodnih i realnih brojeva je reSiv i u okviru
logike prvog reda. To se postize formulacijom teorije skupova u jeziku £. U
toj teoriji mogu se izraziti i dokazati teoreme jedinstvenosti, ali se i na takav
dokaz moze staviti niz sasvim principijelnih primedbi. Prvo, takav rezultat
dobijen je nesrazmerno jakim sredstvima i drugo, sama teorija skupova nije
potpuna.

Svakom od spomenutih resenja problema jedinstvenosti prirodnih i re-
alnih brojeva posvetena je odredena paznja. U poglavlju koje se bavi
matematickom logikom u uzem smislu, pokazano je da u predikatskom
racunu prvog reda svaka aritmetika prirodnih i realnih brojeva ima nes-
tandardne modele. Ovo poglavlje obuhvata stav potpunosti predikatskog
rac¢una i osnove njegove teorije modela. Teoriju skupova razvili smo do ste-
pena koji ukljucuje dokaz neprotivrecnosti i nezavisnosti hipoteze kontinu-
uma. Poglavlje iz teorije izra¢unljivosti obuvata osnove ove teorije, raspravu
svih vaznijih logickih sistema sa stanovista njihove efektivnosti i teoreme
nepotpunosti aritmetike. Pored navedena tri poglavlja, prvi deo naSeg izla-
ganja posvecen je Bulovim algebrama.

Svaki od cetiri dela ove knjige ¢ini relativno zaokruzenu celinu i pred-
stavlja uvod u odgovaraju¢u oblast matematicke logike: Bulove algebre,
teoriju modela, teoriju skupova i teoriju izracunljivosti. Na kraju svakog
poglavlja date su istorijske i bibliografske napomene. Svaka bibliografska je-
dinica istovremeno znagci i preporuku u eventualnom intenzivnijem bavljenju
teorijom u ¢ijem kontekstu je navedena.

Napomene

— Ideja strukture je prilicno stara. U nekom smislu bila je poznata i
Lajbnicu, ali se ipak veruje da je Sreder 1895. godine prvi put definisao
pojam apstraktne strukture.

— Pojam formalnog sistema uveo je Frege 1879. godine, ali ne kao sred-
stvo izrazavanja svojstava matematickih struktura, ve¢ kao potpunu for-
malizaciju prirodnog jezika u kojem se problem razli¢itih interpretacija nje-
govih simbola uopste ne postavlja. Za razliku od veéine matematicara, koji
mogucénost razli¢itih interpretacija formalnih simbola smatraju jednom od
klju¢énih ideja matematicke logike, Frege je imao u vidu potpuni opis jedin-
stvenog matematickog univerzuma.
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Na specifican nacin, ali dosledno, Frege je zastupao platonisticko sh-
vatanje matematike. Prema ovom stanoviStu, matematicki objekti postoje
nezavisno od nas, kao $to postoje nezavisno od nas objekti materijalnog
sveta. Prirodni brojevi, neprebrojivi skupovi, Lebegova mera i skupovni
univerzum nisu samo mentalne konstrukcije, veé apstraktni objekti koji pos-
toje nezavisno od iskustva i uslova pod kojim saznajemo njihova svojstva.
Aksiome teorije skupova su evidentne istine na osnovu kojih dedukujemo sva
druga svojstva matematickih objekata, onako kao $to se nekada zamisljalo
da aksiome geometrije opisuju svojstva realnog prostora. Matematic¢ari ne
stvaraju matematicki svet, ve¢ otkrivaju njegove istine. Osim Fregea, Cije je
stanoviste je specificno utoliko §to je on verovao da se matematika u sasvim
strogom smislu moze svesti na logiku, platonisticko shvatanje matematike
je dosledno zastupao Kurt Gedel.

— Kao matematic¢ar sa posebnim autoritetom, Hilbert je pocetkom ovog
veka imao ambiciju da matematiku zasnuje po jednom programu u kojem bi
bile otklonjene sve dileme oko interpretacije i sadrzaja njenih tvrdenja. Kako
su se njegova shvatanja vremenom menjala, nikada nije do kraja razjasnjeno
Sta je pravi smisao njegovog programa zasnivanja matematike. Program zas-
tupa jednu finitisticku koncepciju po kojoj beskonacnost ima samo pomoénu
ulogu u matematici i moze se eliminisati iz svake argumentacije o kona¢nim
matematickim objektima. Vecina matematicara veruje da se u osnovi
tog programa nalazi problem neprotivrecnosti aritmetike te da, s obzirom
na rezultate Kurta Gedela iz tridesetih godina, Hilbert nije bio u pravu.
Beskonacnost je ipak esencijalna pretpostavka matematike.

— Formalisticko shvatanje matematike je sasvim suprotno platonistic-
kom. Prema ovom stanovistu, matematicka tvrdenja ne izrazavaju svojs-
tva nikakvog stvarnog sveta. Matematika je kolekcija aksioma, teorema i
formalnih dedukcija, koja doduSe nije slu¢ajno nastala, ali moze biti sasvim
proizvoljno nematematicki motivisana. Na primer, moze biti inspirisana
nau¢nim, prakti¢nim, estetskim ili ¢ak ideoloskim razlozima. Za matematic-
ke iskaze nije kljuéno pitanje istinitosti, ve¢ njihove prakti¢ne celishodnosti.

— Osim platonizma i formalizma, u filosofiji matematike znacajno je i
konstruktivisticko stanoviste. Za razliku od ¢istog formalizma, koji negira
bilo kakav stvarni sadrzaj matematickih tvrdenja, konstruktivisti smatraju
da ova tvrdenja ipak imaju smisao u svetu koji su oni sami stvorili. Matema-
ticki objekti postoje, ali samo kao mentalne konstrukcije izvedene legitimnim
sredstvima (u svesti idealnog matematicara). Insistiranjem na ovom prin-
cipu, konstruktivizam se pretvorio u neku vrstu doktrinarne skole koja je
preduzela radikalnu reviziju matematike.
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U odnosu na formalizam i platonizam koji mogu biti filosofska osnova
¢itave savremene matematike, konstruktivizam odbacuje njen veliki deo, uk-
ljucéujuéi i logicke principe na kojima je matematika zasnovana. U okviru
same logike, na osnovu intuicionistickih stanovista kao posebne konstrukti-
visticke skole, dobijeni su veoma zanimljivi rezultati [2], ali intuicionisticka
revizija matematike [1], s razlogom, nije imala znacajniji uticaj.

— U okviru nagih izlaganja ne¢emo zastupati nikakvo posebno filosofsko
stanoviste o prirodi matematickih objekata, iako neki od rezultata o kojima
¢e biti re¢i mogu imati i znacajne posledice u ovom smislu. Sasvim uopste-
no rec¢eno, matematiku shvatamo kao aprioran oblik saznanja, nezavisan od
naseg iskustva. Svi njeni pojmovi, definicije pravila ili dokazi imaju nedvo-
smisleno znacenje, a njeni rezultati ne mogu se preispitivati sa stanovista
eksperimentalnog iskustva. Eventualno, moze se govoriti o adekvatnosti
pojedinih teorija konkretnom empirijskom problemu, ili o uticaju takvih
problema na razvoj odredene matematicke discipline.

— Implicitno, deo Hilbertovog programa prisutan je u njegovom spisku
znacajnih problema iz 1900. godine, za koje je verovao da ¢e bitno odrediti
sadrzaj matematickih istrazivanja tada nastupajuceg veka. Od ukupno 23
problema sa tog spiska, bar tri su znac¢ajna za matematicku logiku [3].

— Prvi Hilbertov problem je zapravo problem kontinuuma: ”Kantorova
istrazivanja sugeriSu ... da svaki sistem od beskona¢no mnogo realnih bro-
jeva, tj. svaki skup brojeva ili tacaka je ekvivalentan skupu prirodnih brojeva
i prema tome i kontinuumu, tj. skupu svih tacaka na pravoj; sto se tice ek-
vivalencije postoje samo dva skupa brojeva, prebrojiv skup i kontinuum.”

Savremena teorija skupova je nastala u pokuSajima da se odgovori na ovo
pitanje. Gedel je 1938. godine dokazao relativnu neprotivreénost, a Koen
1963. godine nezavisnost hipoteze kontinuuma u odnosu na formalizaciju
teorije skupova. Ipak, velina matematicara smatra da ovaj problem nije
reSen. lako je sam dokazao relativnu neprotivrec¢nost hipoteze kontinuuma,
Gedel je izgleda verovao da u ”stvarnom” svetu vazi 2 = No.

— Drugi problem Hilbert je ovako formulisao: ”Dokazati da (aksiome
aritmetike) nisu protivrecne, tj. da se polazeéi od njih u kona¢nom broju
logickih koraka ne moze do¢i do rezultata koji protivrece jedan drugom.”

U vreme kada je postavio ovaj problem, Hilbert je imao u vidu ak-
siome aritmetike realnih brojeva. Dvadesetih godina problem je shvacen kao
problem aritmetike prirodnih brojeva. U tom obliku resen je 1931. godine.
Gedel je dokazao da, ako je uopste neprotivrecna, sredstvima aritmetike nije
moguce dokazati da je ona sama neprotivre¢na. lako je Hilbert to osporavao,
Gedelov rezultat smatra se reSenjem ovog problema.
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— Deseti Hilbertov problem: ”Za datu diofantovsku jednacinu, sa bilo ko-
jim brojem nepoznatih veli¢ina i sa racionalnim celobrojnim koeficijentima,
izmisliti postupak kojim se moze odluciti, koriste¢i konacan broj operacija,
da li ta jedna¢ina ima ili nema celobrojnih resenja.”

Sliéno prethodnim Hilbertovim problemima, u vreme kada je postavljen,
ni ovaj problem uops$te nije bio jasan, ali se danas smatra reSenim. Na osno-
vu Cercove teze, "postupak kojim se moze odluéiti, koristeé¢i konacan broj
operacija ...” odgovara savremenom pojmu algoritma. Prema Matijasevi-
¢evoj teoremi - svi rekurzivno nabrojivi skupovi su diofantovski - postupak
o kome govori Hilbret ne postoji.

— Kompletnu karakterizaciju prirodnih brojeva, u jednoj poluformalnoj,
ali rigoroznoj varijanti, 1888. godine dokazao je Dedekind.

— Formulaciju aksioma prirodnih brojeva u jeziku nalik na £’, koji
sadrzi dve vrste promenljivih, napravio je Peano 1889. godine. Danas je
uobicajeno da se Peanovom aritmetikom naziva varijanta aritmetike izrazena
u predikatskom ra¢unu prvog reda.

— Zanimljivo je da su uopstenja logike prvog reda starija i od nje same.
Sistem veoma blizak logici drugog reda koristio je Pers 1885. godine. Prak-
ti¢no, sve do 1930. godine preovladavaju sistemi drugog reda. Do tada,
nije postojala opsta saglasnost oko notacije, a ni interpretacije formalnih
simbola.

— Ova knjiga nastala je u okviru Seminara za matematicku logiku Mate-
matickog instituta Srpske akademije nauka i umetnosti i kurseva matemati-
¢ke logike na Prirodnomatematickom fakultetu u Podgorici.
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Bulove algebre

Uvod u logiku pocinjemo izlaganjem teorije Bulovih algebri. Tako je to po
svojoj prirodi ¢isto algebarska teorija ona se tradicionalno ipak smatra delom
matematicke logike. Razloga zbog kojih smo se opredelili za takav pristup
ima nekoliko. Prvo, smisao najznacajnijih rezultata logike tesko je razumljiv
bez odredenog matematickog iskustva. Delimi¢no, ti rezultati predstavljaju
sistematizaciju i razradu ideja koje se javljaju u razli¢itim oblastima mate-
matike i podrazumevaju poznavanje osnova intuitivne teorije skupova, al-
gebre, osnova topologije i jednog dela matematicke analize. U izlaganju
Bulovih algebri pojavice se veéina kljucnih ideja spomenutih teorija.

Drugo, prakti¢no svi opsti koncepti, o kojima ¢emo govoriti u matema-
tickoj logici, mogu se interpretirati i njihov smisao razumeti u klasi ovih
struktura. Buduéi da je dobar deo naSeg izlaganja, posebno u okviru teorije
modela, posveéen razmatranjima opstih svojstava matematickih struktura,
pored grupa, polja ili vektorskih prostora, sa kojima veéina matematicara
ima znacajno iskustvo, Bulove algebre predstavljaju dobru ilustraciju opstih
modelsko teorijskih rezultata.

I konacno, treéi razlog zbog kojeg u logici pretpostavljamo poznavanje
Bulovih algebri jeste sama struktura logickih sistema. Iako priroda kon-
junkcije, disjunkcije, negacije i naro¢ito implikacije nije u potpunosti alge-
barska, algebra je sredstvo bez kojeg izucavanje svojstava logickih veznika
prakti¢no nije moguée. Svaki logicki sistem do odredenog stepena karak-
teriSe neka algebarska struktura, a u slucaju klasi¢ne logike ta struktura
jeste Bulova algebra. Na primer, ako logicke veznike shvatimo kao operacje
na skupu svih formula jezika prvog reda, kao rezultujué¢a struktura dobija
se Bulova algebra ¢ija svojstva nose znacajnu koli¢inu informacija o samom
jeziku.

Struktura Bulove algebre moze se definisati dvojako: kao parcijalno ure-
denje sa odredenim svojstvima, ili kao algebra u uobi¢ajenom smislu. Ovaj
dualizam omogué¢ava da u okviru kombinatorne teorije istovremeno koris-
timo algebarska i topoloska sredstva, a na nivou strukturne teorije pred-
stavlja osnov dualnosti kategorija Bulovih algebri i totalno nepovezanih
kompaktnih Hauzdorfovih prostora. Iz tih razloga, osim u logici i teoriji
skupova, gde su nastale i zbog ¢ega su za nas prevashodno znacajne, Bulove
algebre prirodno se javljaju i u drugim oblastima matematike. Na primer,
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u topologiji gde odreduju spomenutu klasu prostora, u teoriji mere, kao al-
gebre merljivih skupova ili u funkcionalnoj analizi, kao algebre projekcija
Banahovog prostora.

Mreza je parcijalno uredenje £ = (L, <) u kojem svaki par elemenata
x,y € L ima supremum i infimum koje oznacavamo sa x Vy i x Ay.

Imajuéi u vidu njihovu interpretaciju u logici, supremum i infimum nazi-
vamo disjunkcijom, odnosno, konjunkcijom.

Ako je £ mreza, onda za sve x,y € L, x < y ako i samo ako z Ay = x ako
i samo ako x V y = y. Takode, u svakoj mrezi L, za proizvoljne z,y,z € L,
zadovoljene su sledeée jednakosti:

TNy =yAux, rVy=yVux,
s AYNz)=(xAy) Az, zV(yVz)=(xVy)Vz,
zA(xVy) =, xV(xANy) =z

Otuda sledi da mrezu mozemo razumeti na dva nacina: kao parcijalno
uredenje £ = (L, <), u kojem svaki par elementa ima supremum i infimum,
ili kao strukturu £ = (L,V,A) sa dve binarne operacije koja zadovoljava
prethodne jednakosti.

Primer 1. Svako linearno uredenje (X, <) je mreza. Pritom, za proiz-
voljne z,y € X, x Ay = min(z,y) i 2 Vy = max(x,y).

Primer 2. S obzirom na inkluziju kao poredak, skup svih podskupova
P(X) skupa X je mreza u kojoj za sve z,y € P(X),

cANy=zNy, zVy=xzUuy.

Primer 3. Familija otvorenih skupova topoloskog prostora je mreza u
odnosu na inkluziju. Konjunkcija i disjunkcija takode odgovaraju skupovnim
operacijama preseka i unije.

Primer 4. Neka je < binarna relacija na skupu prirodnih brojeva w,
takva da za sve x,y € w, © < y ako i samo ako z deli y. Struktura (w, <) je
mreza u kojoj je x A y najvedi delitelj, a z V y najmanji sadrzalac brojeva x
iy.

Primer 5. (a) U vektorskom prostoru V nad poljem F, skup S(V) svih
potprostora prostora V, s obzirom na inkluziju kao poredak, ¢ini mrezu. U
mrezi S(V), MVN = M+NiMAN =MNN.

(b) Skup svih podgrupa S(G) grupe G ¢ini mrezu u kojoj je disjunkcija
dve podgrupe jednaka grupi koju generise njihova unija, a konjunkcija jed-
naka njihovom preseku. Pojam mreze je nastao u ovom kontekstu.
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(¢) Za proizvojlnu strukturu A, klasa svih njenih podstruktura S(.A) ¢ini
mrezu u odnosu na inkluziju kao poredak.

Mreza L je distributivna ako za sve x,y, z € L vaze slede¢e jednakosti:
cAyVz)=(@Ay)V(eAz), zV(yAz)=(@Vy A(zVz2).

Ako je X proizvoljan skup elemenata mreze £, ukoliko uopste postoji,
sa \/ X oznacavamo supremum skupa X, a sa A\ X njegov infimum.

Svaki kona¢an skup ima supremum i infimum, ali u opstem sluc¢aju to se
ne odnosi i na beskona¢ne skupove elemenata mreze.

Mreza je L je kompletna ako svaki skup elemenata ima supremum. U
kompletnoj mrezi, svaki skup ima infimum koji je definisan sa:

ANX=V{zeL:VyeX(x<y)h

Primer 6. S obzirom na inkluziju, partitivni skup P(X) skupa X je
kompletna mreza u kojoj supremumu i infimumu odgovaraju skupovne ope-
racije unije i preseka. Mreza otvorenih skupova topoloskog prostora je ta-
kode kompletna. Pritom, supremumu odgovara skupovna unija, a infimumu
otvorenje skupovnog preseka.

Ako je £ mreza, x € L je najmanji element ako za sve y € L, x < y.
Ako za sve y € L, y < z, element x € L je najveci element mreze L. Uko-
liko postoje, najmanji i najveéi elementi mreze su jedinstveno odredeni i
oznacavamo ih redom sa 01 1.

Mreza £ sa najmanjim i najveéim elementom je komplementirana ako
za svako x € L postoji y € L takvo da

zVy=1, zAy=0.

Ukoliko postoji, element y € L sa navedenom osobinom je komplement
elementa « € L. U opstem sluc¢aju komplement ne mora biti jedinstven.

Teorema 1. U distributivnoj mrezi sa najmanjim i najveé¢im elementom
svaki element ima najviSe jedan komplement.

Dokaz: Ako je L distributivna mreza i y,z € L komplementi elementa
r€L,onday=yV0=yV(zAz)=(yVe)A(yVz)=1A(yVz)=yVz.
Na slican nac¢in dobijaseidajez=yV z, tj. y = 2. O

Dugo se verovalo da je svaka mreza sa jedinstvenom komplementacijom
distributivna. Ipak, ¢etrdesetih godina konstruisana je takva mreza koja
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nije distributivna. Danas je otvoren problem da li kompletna mreza sa
jedinstvenom komplementacijom mora biti distributivna.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da se u komplementiranoj distribu-
tivnoj mrezi £ moze definisati funkcija * koja svakom x € L pridruzuje
komplement x* € L. Pritom, za svako x € L, z** = z.

Primer 7. Mreza S(V) potprostora vektorskog prostora V' je komple-
mentirana, ali nije distributivna.

Primer 8. Linearno uredenje L sa krajevima je distributivna mreza u
kojoj svaki z € L, x # 0,1, nema komplement u L.

Distributivna komplementirana mreza je Bulova algebra.

Potpunije receno, Bulova algebra je parcijalno uredenje B = (B, <) sa
najmanjim i najveéim elementom, u kojem svaki par elemenata ima supre-
mum i infimum koji su distributivni i u kojem svaki element ima komple-
ment.

Iz prethodnih razmatranja neposredno sledi da u svakoj Bulovoj algebri
B = (B,<), za sve x,y, z € B, vaze sledeée jednakosti:

TANy=yANz, rVy=yVux,
zAYNz)=(xAy) Az, zV(yVz)=(xVy)\Vz,
zA(xVy) =, zV(xAy) =,
zAyVz)=(@Ay)V(rAz), zVyAz)=@Vy AxV=2),
Azt =0, zVa*=1.

Bulovu algebru B = (B, <) mozemo shvatiti i kao algebarsku strukturu
oblika B® = (B, V, A,*,0,1), sa dve binarne operacije V i A, jednom unarnom
* i dve konstante 0 i 1, koje zadovoljavaju upravo navedene jednakosti.
Dakle, operacije V i A su komutativne, asocijativne, zadovoljavaju zakone
apsorpcije, uzajamno su distributivne, a operacija * je komplementacija u
algebri B¢.

Obratno, ako se u strukturi B = (B, V, A,*,0, 1) definiSe binarna relacija
< tako da za sve x,y € B, x < y ako i samo ako x A y = z, onda je B* =
(B, <) komplementirana distributivna mreza, tj. Bulova algebra u smislu
prvobitno formulisane definicije. Ako je struktura B uredenje, (B%)* = B
i slicno, ako je B algebra, onda (B“)* = B $to znaci da sasvim slobodno
mozemo koristiti obe definicije Bulovih algebri.

Primer 9. Neka je P(X) skup svih podskupova skupa X. Struktura
(P(X),uU,n,, 0, X) je Bulova algebra. Ako je X prazan skup, algebra P(X)
svodi se na jednoelementnu ili trivijalnu Bulovu algebru.
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U daljim izlaganjima, ako to posebno ne naglasimo, uvek podrazumeva-
mo netrivijalne Bulove algebre. Dakle, u svakoj Bulovoj algebri vazi nejed-
nakost 0 # 1.

Svaka familija skupova zatvorena za preseke, unije i komplemente je Bu-
lova algebra. Takvu algebru nazivamo algebrom skupova. Algebre skupova
su podalgebre Bulovih algebri oblika P(X).

Za svaku familiju M C P(X), presek svih podalgebri skupova koje sadrze
M je takode algebra skupova. To je najmanja algebra skupova koja sadzi
familiju M.

Primer 10. Ako je X jednoelementni skup, P(X) ima dva elementa () i
X koje, sledeéi skupovno teorijsku notaciju, oznacavamo sa 0 i 1, a Bulovu
algebru P(X) sa 2 = {0, 1}. Njene operacije su:

x ylaVy xAy ¥
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

Do na izomorfizam, algebra 2 je jedinstvena Bulova algebra sa dva ele-
menta. Ova algebra ima klju¢nu ulogu u teoriji Bulovih algebri.

Primer 11. Neka je X beskonacan skup kardinalnosti i
BX)={zCX:|z| <wil |z° < w}.

Familija skupova B(X) je algebra skupova. Nazivamo je Freseovom al-
gebrom nad skupom X i oznacavamo sa B(X).

Kako je kardinal x beskonacan, kardinalnost algebre B(X) je takode k.
Dakle, u svakom beskona¢nom kardinalu x, postoji bar jedna Bulova algebra
kardinalnosti «.

U slucaju kona¢nih kardinala ta stvar izgleda drugacije. Naime, kako
¢emo kasnije videti, konacan broj k je kardinalnost Bulove algebre ako i
samo ako za neki prirodan broj n, k = 2".

Ako je k = w, za svaki kardinal A, kardinalnost algebre B(X) je razli¢ita
od 2*. Dakle, algebra B(X) nije oblika partitivnog skupa.

Primer 12. Neka je X topoloski prostor i C'(X) familija svih zatvoreno
otvorenih skupova prostora X. S obzirom na inkluziju kao poredak, C'(X)
je Bulova algebra.

Algebra C(X) je karakteristicna algebra prostora X. Ako je prostor
X povezan, njegova karakteristi¢na algebra je algebra 2. Ako prostor ima
n € w komponenti povezanosti, njegova karakteristicna algebra je P(n).
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Primer 13. Neka je P = (P, <,0) beskonac¢no linearno uredenje sa naj-
manjim elementom. Za proizvoljne x,y € P,

[z,y)={zeP:x<z<y}, [x,0)={z€P:x<z},

su poluotvoreni intervali u P.

Familija L(P) svih kona¢nih unija poluotvorenih intervala je Bulova
algebra. Algebra L(P) je intervalna algebra nad uredenjem P.

Najveéi element u algebri L(P) je interval [0,00), a najmanji ”inter-
val” [z,z) = [00,00) je prazan skup. Za svaki element € L(P), postoji
najmanji prirodan broj n € winiz 9 < Yo < 1 < Yn—-1 < Tn < Yn,
elemenata uredenja P, y, € P U {oo}, takav da

T = [I’(),yo) U---u [xn,yn)

i pritom, z* = [0,20) U [yo, 1) U+ U [Yn—1,Zn) U [yn,00). To znaci da
familija L(P) zaista ¢ini Bulovu algebru.

Primer 14. Neka je V vektorski prostor nad poljem K i Hom(V) skup
svih linearnih operatora prostora V. U odnosu na operacije sabiranja i
kompozicije, Hom()V) €ini prsten endomorfizama prostora V.

Element f prstena Hom(V) je projekcija ako fo f = f. Neka je A(V)
skup svih komutativnih projekcionih operatora prostora V. Nula operator i
identicko preslikavanje su projekcioni operatori. Za proizvoljne f,g € A(V)
nekaje fVg=f4+g—fog, fAg=fogi f*=1—f. Sa tako definisanim
operacijama, algebra A()) je Bulova algebra.

Algebra A(V) je algebra projekcija prostora V. Poredak u algebri pro-
jekcija je odreden tako da, za sve f,g € A(V), f < g ako i samo ako
im(f) C im(g). Pritom, im(f) je slika operatora f, odnosno, operator f
projektuje prostor V na potprostor im(f).

Pre nego $to razmotrimo svojstva Bulovih algebri, formulisa¢emo takoz-
vani princip dualnosti, koji znac¢ajno pojednostavljuje njihovu aritmetiku.
Formulacija ovog principa data je sasvim neformalno buduéi da njegova
precizna verzija podrazumeva pozivanje na predikatski rac¢un.

Neka je ¢ jednakost koja se odnosi samo na operacije V, A, * i konstante
01 1. Oznacimo sa ¢* jednakost koja se iz ¢ dobija zamenom svih javljanja
operacija V, A i konstanti 0 i 1 redom sa A, V, 11i0. Jednakost ¢* je dualna
jednakosti ¢.

Teorema 2. Princip dualnosti: Jednakost ¢ vazi u algebri B ako i samo
ako jednakost ¢* vazi u algebri B.
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Dokaz: Neka ¢ vazi u svim Bulovim algebrama. Za proizvoljnu algebru
B = (B, <) definisimo binarnu relaciju <* tako da za sve z,y € B, z <* y
ako i1 samo ako y < z. Struktura B* = (B,<*) je Bulova algebra ¢ijoj
operaciji V odgovara operacija A u polaznoj algebri, operaciji A odgovara
operacija V, konstanti 0 odgovara konstanta 1 i konstanti 1 odgovara kon-
stanta 0 polazne algebre. Buduéi da ¢ vazi u svim Bulovim algebrama, ¢
vazi u B*, a to upravo znadi da jednakost ¢* vazi u B. O

Primer 15. Ako je B Bulova algebra, za sve x,y € B, vaze De Morganova
pravila: (zVy)* =z* Ay*i(zAy)* =2" Vy*.

Primer 16. (a) Ako je B Bulova algebra, onda za sve x,y € B, x < y ako
i samo ako y* < x* ako i samo ako x A y* =0

(b) Za sve z,y,z € B, z Ax < y ako i samo ako x < z* V y.

Ako z < y, onda x Ay = z, pa na osnovu De Morganovih zakona,
r*Vy* = (xAy) =2 tj. y* < x*. Obratno, iz y* < z* sledi da je

Ako z <y, onda x = z Ay, padakle z Ay* =z AyAy* =0. Obratno, iz
zAy*=0,redomsledidajex=xA(yVy*)=(zAy)V(zAy") = (zAy),
tj. x < .

U slucaju tvrdenja (b), ako pretpostavimo da vazi z Az < y, onda redom
imamoz = (zVz")Ax=(zAz)V (z"Ax) <yVz*

Obratno, ako je x < 2z*Vy,onda zAx < z2A(2*Vy) <zAy<uy.

U odnosu na beskonacne operacije supremuma \/ i infimuma A, ukoliko
ih dopusta, Bulova algebra takode zadovoljava odredena svojstva. Medutim,
ova aritmetika je mnogo komplikovanija i ¢esto pociva na slozenim kombina-
tornim svojstvima Bulovih algebri. U ovim razmatranjima ¢emo se osvrnuti
na samo neka od tih svojstava.

Primer 17. Ako je B Bulova algebra, onda za svako a € B isvako S C B
vaze sledece jednakosti:

(a)an\VS=V{arnz:zeStiavAS=NaVze:zeS}

b) (VS =AN{z*:2€S}i(AS) =V{z*: 2z € S}

Sve navedene jednakosti treba razumeti na sledeé¢i nac¢in: ukoliko je izraz
na levoj strani definisan, definisan je i izraz na desnoj strani i medusobno
su jednaki.

Neka je s = \/ S. Treba dokazati da je a A s najmanje gornje ograni¢enje
za{aANx:x €S} Zasvex € S,z <s,tj. x ANa < sAa, Sto znaci da je
a A s gornje ogranicenje za {a Ax : x € S}. Neka je t € B gornje ogranicenje
za {a Nx:x € S}, onda za svako z € S, a Az < t, pa prema tvrdenju (b)
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iz prethodne teoreme, z < a* Vi, tj. s < a* V t, $to prema istom tvrdenju
znaci da je a A s < t.

Da bi se dokazalo tvrdenje (b), treba dokazati da je s* najveée donje
ogranicenje za {z* : z € S}. Zasve x € S, x < s, pa dakle s* < z*,
tj. s* je donje ogranicenje. Ako je t € B neko drugo donje ogranicenje za
{z* : x € S}, onda za svako z € S, t < z*, tj. x < t*, pa dakle s < ¥,
tj. t < s*, a to znadi s* = N\{z* : z € S}.

Za svaki skup X, algebra P(X) je kompletna. Freseove algebre nisu
kompletne. Ako je B(X) Freseova algebra nad beskona¢nim skupom X, za
svako Y C X, ako |Y|,|Y¢| > w, skup S = {{z} : © € Y} nema supremum
u B(X).

Primer 18. Ako je A C P(X) kompletna algebra skupova u kojoj za
svce M CA VM =M i AM = (M, onda postoji skup Y takav da
B~ P(Y).

Definigimo relaciju ekvivalencije na skupu X tako da za proizvoljne z,y €
X, x ~y ako isamo ako zasvakoa C X, x €as y€a. AkojeY =X, ,
onda P(Y) = A.

Dakle, algebra skupova A je kompletna ako i samo ako postoji X takav
da P(X) = A. Pritom, pojam izomorfizma upotrebljavamo u standardnom
matematickom smislu.

Bulova algebra u kojoj svaki prebrojiv skup ima supremum je o-komp-
letna algebra. Opstije, za svaki kardinal x, Bulova algebra B je k-kompletna
ako svaki skup elemenata algebre B kardinalnosti manje od x ima supremum
u algebri B.

Primer 19. U topoloskom prostoru X sa topologijom O(X)
Bor(X) =(\{B C P(X) : B je o-algebra i O(X) C B}
je najmanja o-algebra skupova nad skupom X koja sadrzi sve otvorene
skupove prostora X i naziva se Borelovom algebrom prostora X.

Primer 20. Algebra L(R) svih Lebeg-merljivih skupova realnih brojeva
je o-algebra. Kako je svaki otvoren skup realnih brojeva merljiv u Lebe-
govom smislu, Bor(R) je podalgebra algebre L(R).

Primer 21. (a) Freseova algebra B(X) nije o-kompletna. Svakako, da bi
ovo tvrdenje imalo smisla pretpostavljamo da je | X| beskonac¢an skup.
(b) Neka je x beskonacan kardinal, | X| > & i

B.(X)={x e X : |z| < rili [2°] < k}.
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Familija B,(X) je Bulova algebra i predstavlja prirodno uopstenje
Freseove algebre. Za svako n € w, ako je k = R,, algebra B, (X) je k-
kompletna, ali nije x*-kompletna.

(c) Ako je k = N, = limy, o Ny, algebra B, (X) nije o-kompletna.

Primer 22. Ako je P beskonaé¢no linearno uredenje, intervalna algebra
L(P) nije o kompletna.

Pored karakteristi¢ne algebre C'(X), zatvoreno otvorenih skupova pros-
tora X, zatim Borelove algebre Bor(X) i nekih drugih primera sa kojima
smo se do sada susreli, u svakom topoloskom prostoru prirodno se javlja
algebra njegovih regularno otvorenih skupova. Ova algebra determinise uni-
verzalnu konstrukciju kompletiranja Bulove algebre, pa u strukturnoj teoriji
i primenama ima veliki znacaj. Definiciju i konstrukciju algebre regularno
otvorenih skupova izlozi¢emo u sledeéim primerima.

Ako je u C X skup tacaka prostora X, onda je r(u) = int( cl(u)) regu-
larizacija skupa u C X. Ako je r(u) = u, onda je u C X regularno otvoren
skup.

Primer 23. U svakom topoloskom prostoru X, operator regularizacije
zadovoljava sledeée uslove:

(a) Za svaki otvoren skup u C X, u C r(u).

(b) Za svako x C X, r(zx) je regularno otvoren skup.

(¢) Za svaki otvoren skup u C X, r(u) je najmanji regularno otvoren
skup koji sadrzi u.

(d) Za svako x C X i svaki otvoren skup « C X, un r(z) C r(unNx).

U proizvoljnom topoloskom prostoru X, familiju svih regularno
otvorenih skupova oznacava¢emo sa RO(X). Koriste¢i prethodni primer, u
familiji regularno otvorenih skupova moze se definisati algebarska struktura.

Za proizvoljne regularno otvorene skupove u,v € RO(X),

uVo=r(uUv), uAv=unNv, u" = int(u®).

Najmanji element mreze RO(X) je (), a najveéi prostor X. Supremum
i infimum familije regularno otvorenih skupova S C RO(X) definisemo na
slededi nacin:

VS=rUS), AS= r(NS9).

Primer 24. U svakom topoloskom prostoru X, algebra regularno
otvorenih skupova RO(X) je kompletna Bulova algebra.
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Podalgebre i homomorfizmi

U univerzalnoj algebri, klasa algebri istog tipa, koja zadovoljava odreden
skup jednakosti naziva se varijetetom. Buduéi da smo klasu Bulovih algebri
BA upravo i definisali kao klasu algebri istog tipa, sa dve binarne, jednom
unarnom operacijom i dve konstante, koja zadovoljava odreden skup iden-
titeta, BA je varijetet. Zanimljivo je da u klasi BA, osim trivijalnog, nema
drugih varijeteta. Preciznije, ako je IO C BA bilo koja klasa Bulovih algebri
koja ¢ini varijetet, onda se K sastoji od trivijalne algebre, pa dakle zadovol-
java sve identite, ili je = BA. Dakle, nema identiteta koji vazi na nekoj
netrivijalnoj Bulovoj algebri, a da ne vazi na svim Bulovim algebrama.

Osnovni rezultat u teoriji varijeteta je Birkhofova teorema koja karak-
terise varijetete kao klase algebri zatvorene za podalgebre, homomorfne slike
i Dekartove proizvode. U slucaju Bulovih algebri, ova ¢injenica je posledica
Stonove teoreme reprezentacije, pa se dokaz Birkhofove teoreme za klasu
Bulovih algebri zapravo svodi na dokaz teoreme reprezentacije.

Ako je B Bulova algebra i A C B zatvoren za operacije u B, skup A4 je
domen algebre A. Algebra A je podalgebra Bulove algebre B5.

Zbog De Morganovih zakona, za sve z,y € B, Ay = (z* V y*)*, pa je
u definiciji podalgebre dovoljno pretpostaviti zatvorenost za operacije V i *.

Presek svake familije podalgebri Bulove algebre B je podalgebra algebre
B. Za svaki skup X C B, presek familije svih podalgebri koje sadrze X
je podalgebra u B koju oznatavamo sa (X)p i nazivamo algebrom gener-
isanom skupom X. Buduéi da podrazumevamo samo netrivijalne algebre,
za svaku algebru B, (0)p = {0,1}. Ako je (X)p = B, skup X C B generise
algebru B. Kada je iz konteksta jasno o kojoj algebri je re¢, umesto (X)p
upotrebljavamo oznaku (X).

Primer 1. Freseova algebra B(X), kao podalgebra algebre P(X), generi-
sana je skupom {{z}: 2 € X}.

Intervalna algebra L(P) nad linearnim uredenjem P generisana je famil-
ijjom {[0,x) : x € P} poluotvorenih intervala.

Primer 2. Ako je B Bulova algebra i X C B, onda
(X)=U{(P): PC Xi|P|<w}.
Primer 3. Ako je B Bulova algebra i X C B neprazan skup, onda

(X)={Vi, AN xig s nyma, .. my, € wypyy € Xl zi; € X}
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Ako je X C B, element z = \/;‘:1 N, xij je predstavljen u disjunktivnoj
normalnoj formi nad skupom X. Na osnovu prethodnog primera, dovoljno
je pokazati da je za svaki konacan skup X C B svaki element algebre (X)
predstavljiv u normalnoj formi.

Neka je n € w, X = {x1,...,2,} 1 E = 2" skup svih funkcija skupa
{1,...,n} uskup {—1,+1}. Za svako x € B, za svako e € E i za svako
i € {1,...,n} neka je 2°) = z, ako je e(i) = +1, a 2°) = z* ako je
e(i) = —1.

Za proizvoljno e € E, neka je pe = 2V A A28, Akosue,e € E

b ] s J€ Pe 1 n R
razlicite funkcije, onda p. A p, = 0. Takode, \/ cppe = 1.

Za svako M C E, element sy = \/.cj;Pe je u normalnoj formi nad
X. Neka je A = {spr : M C E}. Treba dokazati da je (X) C A. Skup
A sadrzi 0 i 1 i zatvoren je za operacije V i * jer: za sve M,N C F,
sV sy = syun i sy = sye. Dakle A je podalgebra algebre B. Kako je
za svako i € {1,...,n}, x; = sy, gde je M = {e € E : e(i) = +1}, to je
X C A, tj. (X) je podalgebra algebre A.

Primer 4. Neka je X C B skup elemenata Bulove algebre B.

(a) Ako je | X| =n < w, algebra (X) ima najvige 22" elemenata.

(b) Ako je |X| = k > w, algebra (X) ima kardinalnost .

Ako skup X ima n € w elemenata, algebra (X) sastoji se od elemenata
oblika

2= Veenr Noex 27,
za neko M C {+1,—1}¥, tj. (X) ima najvise 22" elemenata. Dakle, svaka
konac¢no generisana algebra je konacna.

Na uobic¢ajeni nacin, homomorfizam Bulovih algebri definiSemo kao pres-
likavanje koje ¢uva njihovu strukturu. Funkcija f : A — B je homomorfizam
Bulovih algebri A i B, ako za sve z,y € A,

flavy)=fz)Vv fy),
flany)=fx) A fy),
f@®) = f(@)", f(0)=01f(1) =1

Obostrano jednozna¢ni homomorfizam je monomorfizam, homomorfizam
na je epimorfizam, a obostrano jednozna¢ni i na homomorfizam je izomor-
fizam. Relacija A = B oznacava izomorfizam Bulovih algebri.

U definiciji homomorfizma svi navedeni uslovi nisu neophodni. Na
primer, dovoljno je pretpostaviti saglasnost preslikavanja f sa operacijama
V i*, a sve druge saglasnosti su njihove posledice.

Homomorfizam je takode saglasan sa poretkom, tj. za sve x,y € A,
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r<y < flz)<[f(y)

Medutim, obratno ne vazi, tj. preslikavanje koje ¢uva poredak nije oba-
vezno i homomorfizam.

Primer 5. Ako je f : A — B homomorfizam, skup f[A] je podalgebra
algebre B, tj. klasa Bulovih algebri je zatvorena za homomorfne slike.

Primer 6. Homomorfizam f : A — B je monomorfizam ako i samo ako
za svako x € A, f(x) =0 implicira z = 0.

Ako je g : A — B homomorfizam, f = g ako i samo ako f i g imaju
jednake vrednosti na nekom generatornom skupu algebre A.

Na osnovu prethodnog primera, homomorfizam Bulovih algebri odreden
je vrednostima na generatornom skupu. Zanimljivo je pitanje pod kojim
uslovima funkcija definisana na generatornom skupu Bulove algebre ima
prosirenje do homomorfizma. Odgovor na to pitanje nije sasvim trivijalan i
izlozen je u sledec¢oj teoremi.

Teorema 3. Neka je X skup koji generise algebru A1 f : X — B funkcija
sa vrednostima u Bulovoj algebri B.

Funkcija f moze se prosiriti do homomorfizma algebre A ako i samo ako
za svako n € w, za sve x1,...,x, € X isve eq,...,e, € {+1,—1},

ANzl =0 = f(z) A A fzg) = 0.

Dokaz: Kako smo ranije naglasili, algebra generisana skupom X moze
se predstaviti u obliku (X) = J{(P): P C X i |P| < w}.

Dokazac¢emo da za svaki konac¢an skup P C X, restrikcija fp funkcije f
na skup P ima prosirenje do homomorfizma fp : (P) — B algebre (P). U
tom slucaju, prosirenje g funkcije f do homomrfizma algebre (X) je

g=Ulfr: PCX 1P| <w).

Neposredno se proverava da je g homomorfizam algebre A koji prosiruje
funkciju f. Dakle, u dokazu teoreme mozemo pretpostaviti da je generatorni
skup X algebre A konacan.

Pretpostavimo da je X = {z1,...,z,}, za neko n € w. Kao i ranije, neka
je E'=2"1i za proizvoljno e € E, neka je

Pe = xi(l) JANREIIVAN :cz(n).

Takode, za svako M C E, neka je syr = \/ ¢y pe normalna forma (nad
skupom X)) elementa algebre A.
Sa druge strane, u Bulovoj algebri B, za svako e € E, neka je
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de = Fe0) W A=A ).

Za svako M C E, neka tar = \/ cas Ge-
Kako je A= (X) = {sp: M C E}, definisimo funkciju g : A — B tako
da za svako M C E|

g(snr) =t

Tvrdimo da je g homomorfizam koji proSiruje funkciju f.
Pre svega, treba dokazati da je preslikavanje g korektno definisano, tj.
da zasve M,N C E,

SM =8N = ty =1tnN.

Za sve M, N C E, neka je MAN simetri¢na razlika skupova M i N.
Ako su M,N C FE takvi da sp; = sy, onda syr A sy = 01 sy, Asy =0,
tj. syan = 0. Otuda, za svakoe € MAN, p. = 0. Po pretpostavci teoreme,
za svako e € M /AN, mora biti g = 0, a to upravo znaci da je ty; = ty.

Na osnovu definicije funkcije g, za proizvoljne M, N C E,

9(spm Vsn) = g(smun) =tmuny =t Vi =g(sar) Vg(sn) i
9(sr) = 9(sme) = tae = Uy = g(sm)”,

§to znaci da je g homomorfizam.

Treba jos dokazati da funkcija g zaista proSiruje funkciju f. Za proizvol-
jan skup M C E, ako je M = {e € E : e(i) = +1}, onda sj; = x;, pa dakle
g(zi) = tar = f(x;), Sto znadi funkcija g prosiruje f. O

Ako je A podalgebra Bulove algebre B, prirodno je pitanje pod kojim
uslovima se homomorfizam podalgebre A moze prosiriti do homomorfizma
algebre B. Generalni odgovor na to pitanje nemamo, ali se u odredenim
sluc¢ajevima o tome ipak nesto moze redi.

Neka je A podalgebra algebre B. Za svako xz € B, algebru generisanu
skupom AU{z}, u oznaci A(x), nazivaéemo prostom ekstenzijom algebre A.
Koristedi disjunktivnu normalnu formu, prostu ekstenziju algebre A mozemo
predstaviti u obliku:

Alx) ={(unz)V (vAz*):u,ve A}

Primer 7. Neka je f : A — B homomorfizam i A(x) prosta ekstenzija
algebre A. Za svako y € B, postoji homomorfizam ¢ : A(z) — B koji
prosiruje f takav da g(z) = y ako i samo ako za sve u,v € A,

u<z<v — f(u)<y<fv).
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Na osnovu teoreme o prosirenju homomorfizma, egzistencija homomor-
fizma g ekvivalentna je sledeéim uslovima: za sve u,v € A,

uNz=0= flu)Ay=01ivAz"=0= f(v) Ay*=0.

Iz u < x sledi u A * = 0, pa prema drugom uslovu, f(u) A y* = 0,
tj. f(u) < y. Na osnovu prvog uslova, iz x < v sledi y < f(v).

Na primer, ako je f: A — B homomorfizam u kompletnu Bulovu alge-
bru B, opisano proSirenje homomorfizma f na prostu ekstenziju algebre A
postoji.

Naime, zbog kompletnosti algebre B, postoje

s=\V{f(u):u<z,ueA}it=N{f(v): 2z <wv, ve A}

pa se za u,v € A, ako u <z <w, onda f(u) < f(v), tj. s <t. To znadi
da svaki element y € B, takav da s <y <, zadovoljava uslov prethodnog
primera, pa se prosirenje g homomorfizma f na algebru A(z) moze definisati

sa g(r) = y.

Opstije, ako je B kompletna algebra, svaki homomorfizam algebre A u al-
gebru B moze se prosiriti na proizvoljnu ekstenziju algebre A. Ova Cinjenica
zanimljiva je iz bar dva razloga. Prvo, ona poc¢iva na jednom argumentu koji
se na isti nacin javlja i u dokazu Banahove teoreme o prosirenju funkcionala
i drugo, ona u stvari karakteriSse kompletne Bulove algebre buduéi da vazi
i obratno: ako se svaki homomorfizam algebre A4 u B moze prosiriti na
proizvoljnu ekstenziju algebre A, onda je B kompletna Bulova algebra.

Teorema 4. Neka je A podalgebra Bulove algebre C. Svaki homomor-
fizam algebre A u kompletnu algebru B moze se prosiriti do homomorfizma
algebre C.

Dokaz: Neka je P skup svih homomorfizama koji prosiruju homomor-
fizam f: A — B. Skup P nije prazan i parcijalno je ureden inkluzijom. Ako
je L lanac u P, onda je | J L je homomorfizam koji prosiruje dati homomor-
fizam f. Dakle, svaki lanac u P ima gornje ogranicenje, pa prema Cornovoj
lemi, P sadrzi maksimalni element g.

Tvrdimo da je dom(g) = C. U suprotnom, ako je dom(g) = D i pritom
D # C, onda postoji x € C takvo da x € D. Prema prethodnoj napomenti,
postoji homomorfizam h : D(x) — B. Dakle, h prosiruje g, $to protivreci
pretpostavci o maksimalnosti homomorfizma ¢g. O

Primetimo da prosirenje g homomorfizma f, u opstem slucaju, nije jedin-
stveno odredeno.
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Sa BT oznacavamo skup svih elemenata algebre B razli¢itih od nule.
Skup X C B™ je gust u algebri B ako za svako a € BT, postoji x € X takvo
da je x < a. Kardinal

7B =min{|X|: X C BT je gust u B},

je gustina algebre B. Podalgebra A algebre B je gusta u B ako je skup AT
gust u B.

Na primer, skup otvorenih intervala sa racionalnim krajevima je gust u
algebri RO(R) regularno otvorenih skupova realnih brojeva. To znaéi da je
gustina 7( RO(R)) = w. Skup jednoclanih podskupova skupa X je gust u
algebri P(X), tj. m(P(X)) = | X].

Primer 8. Ako je B Bulova algebra i X C BT, sledeée su ¢injenice
ekvivalentne:

(a) X je gust u B,

(b) za svako b € B, postoji familija M C X medusobno disjunktnih
elemenata, takva da je b =\/ M,

(c) za svako b € B, postoji M C X takav da je b=\ M,

(d) zasvako b€ B, b=\/{z € X : x < b}.

Jedina netrivijalna implikacija je (a) = (b). Kao i u slu¢aju teoreme o
prosirenju homomorfizma i ovu ¢injenicu dokazujemo pozivajuéi se na Cor-
novu lemu. Neka je b € B i neka je

P={SCX:S<bizasvezx,ycS,zx#y = xAy=0}

Pritom, S < b oznacava da za sve x € S, x < b. Skup P je parcijalno
ureden inkluzijom. Ako je L lanac podskupova u P, onda je | J L takode ele-
ment skupa P, tj. svaki lanac u P ima gornje ograni¢enje. Prema Cornovoj
lemi, P sadrzi maksimalni element M. Tvrdimo da je b =\/ M.

Prema definiciji skupa P, element b je gornje ogranic¢enje za M. Ako
je b # \/ M, postoji gornje ograni¢enje a € B skupa M takvo da a < b.
Kako je skup X gust u B, postoji x € X takvo da 0 <z < b A a*. Familija
M U {x} je familija disjunktnih elemenata jer, za svako y € M, y < a, pa
kako je x < b A a*, mora biti x < a*, tj. x Ay < aAa* =0. Dakle, M nije
maksimalan element u uredenju P. O

Iz teoreme neposredno sledi da ako je X C B gust u B, onda |B| < 211,
pa dakle |B| < 275,

Ako je A podalgebra algebre B, za razliku od osnovnih operacija V i A,
infinitarne operacije \/A i /\A u algebri A, u opstem sluc¢aju, ne koincidiraju
sa odgovarajuéim operacijama u algebri B.
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Na primer, u intervalnoj algebri L(R) nad realnim brojevima, familija
M = {[z,00) : 0 < z, € R} ima supremum \/ LR pr = [0,00), ali je on
razlicit od odgovarajuceg supremuma \/P(R) M =M = (0,00) u algebri
P(R). Pritom, algebra L(R) je podalgebra algebre P(R).

Kada se radi o gustim podalgebrama Bulove algebre takva neregularnost
se ne moze javiti.

Podalgebra A Bulove algebre B je regularna ako za svako M C A, ako
postoji supremum \/A M, onda postoji supremum \/B M i pritom \/A M =
\/B M. T dualno, svaki skup koji ima infimum u A, ima infimum u B koji je
jednak infimumu u A.

Teorema 5. Svaka gusta podalgebra je regularna.

Dokaz: Neka je A gustau Binekaje M CAim= \/A M. Supremum
m je gornje ograni¢enje skupa M u algebri A, pa je m gornje ogranicenje
za M u B. Neka je n € B neko drugo gornje ogranic¢enje za M. Ako nije
m < n, onda m An* # 0. Kako je skup AT gust u B, postoji x € A, 0 < z,
takvo da je x < mAn*, tj. n < x*. To znadi da je z* € A gornje ogranicenje
skupa M, pa mora biti m < z*. Otuda sledi da je x < m*. Kako je xz € AT
izabran tako da x < m, to mora biti x = 0, suprotno pretpostavci 0 < .
Dakle, m = \/B M, pa je A regularna podalgebra algebre B. O

Primer 9. Ako je A gusta podalgebra algebre Bi f: A — C' monomor-
fizam, svaki homomorfizam g : B — C' koji prosiruje f je monomorfizam.

Ako je algebra A gusta u kompletnoj algebri B, algebra B je kompleti-
ranje Bulove algebre A.

Kako je svaka gusta podalgebra regularna, supremumi koji postoje u
algebri A ostaju o¢uvani i imaju istu vrednost u kompletiranju B.

Svaka Bulova algebra ima kompletiranje i ono je jedinstveno odredeno.
Ima nekoliko konstrukcija kompletiranja, ali u principu, sve one poé¢ivaju na
Dedekindovoj konstrukciji kompletiranja racionalnih brojeva, odnosno, na
ideji secenja.

Na pomalo prikriven nacin, ideja secenja prisutna je i u sledeé¢oj kon-
strukciji: za proizvoljnu Bulovu algebru B neka je P = BT i P = (P, <). Za
svako p € P, neka je u, = {¢ € P : ¢ < p}. Familija {u, : p € P} je baza
topologije na P. U toj topologiji, koju nazivamo topologijom uredenja, skup
u C P je otvoren ako i samo ako za sve p,q € P, p € u i ¢ < p implicira
q € u. Neka je RO(P) algebra regularno otvorenih skupova prostora P sa
topologijom uredenja. Kako smo ranije videli, RO(P) je kompletna Bulova
algebra. Neka je e : B — RO(P) preslikavanje definisano tako da: za svako
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p € P e(p) = int( cl(up)) i e(0) = 0. Skup e(p) = r(up) je regularizacija
skupa u,. Preslikavanje e je kompletni monomorfizam, a algebra e[B] je

gusta u RO(B). Do na monomorfizam e, RO(B) je kompletiranje algebre
B.

Primer 10. Neka je A podalgebra kompletne Bulove algebre B. Algebra
B je kompletiranje algebre A ako i samo ako svaki monomorfizam algebre
A u kompletnu algebru C ima progirenje do monomorfizma algebre B u C.

Primer 11. Bulova algebra ima jedinstveno odredeno kompletiranje.

Proizvodi i slobodne algebre

Kao univerzalna algebarska konstrukcija, proizvod ima odredene specific-
nosti u Bulovim algebrama. Glavni rezultat u tom smislu je ¢injenica da su
sve faktorizacije dovoljno kompletnih algebri odredene particijama jedinice.

Neka je B Bulova algebra. Za svako a € B, neka je Bla={x € B:z <
a}. Za svako a # 1, skup Bla C B nije podalgebra u B, ali ako se operacije
algebre B relativizuju na a tako da za svako « € Bla, 2* = aAz* 11 = a, Bla
jeste Bulova algebra. Tako dobijena algebra je relativna podalgebra algebre
B odredena sa a € B.

Na primer, za svaki skup X i svako a C X, P(X)|a = P(a). Sli¢no, ako
je X topoloski prostor, C'(X) algebra zatvoreno otvorenih skupova i a C X
zatvoreno otvoren skup, onda je C'(X)|la = C(a). Pritom, topologija na a
indukovana je topologijom prostora X.

Za svako a € B, algebri Bla odgovara homomorfizam p, : B — Bla
definisan tako da za sve x € B, p,(x) = a A . Bududi da za sve = € B|a,
pa(x) = x, epimorfizam p, nazivamo projekcijom algebre B na relativnu
podalgebru Bla.

Osim podalgebri i koli¢nika, vazna algebarska konstrukcija su Dekartovi
proizvodi Bulovih algebri. Pritom, u odnosu na istu konstrukciju u veéini al-
gebarskih struktura, proizvodi Bulovih algebri priliéno su jednostavni. Svaka
konac¢na faktorizacija algebre determinisana je kona¢nom particijom njene
jedinice, a u sluc¢aju beskonac¢nih faktorizacija, broj ¢inilaca odreden je ste-
penom kompletnosti Bulove algebre.

Proizvod Bulovih algebri A i B je algebra A x B sa domenom A x B
u kojoj su operacije definisane po koordinatama, odnosno, za proizvoljne
elemente x,x1,20 € A, y,y1,y2 € B,
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(a) (z1,91) A (22,y2) = (21 A 22, 1 A y2),
(a) (@1,91) V (22, 92) = (21 V 22,91 V y2),
(¢) (z,y)" = (z",9y7), 0=(0,0) i 1 = (1,1).

Primer 1. Za svako a € A, A= (Ala) x (Ala*).

Preslikavanje g : A — (Ala) x (A|a*) definisano tako da za svako x € A,
g(x) = (x ANa,x A a*) je homomorfizam.

Sa druge strane, preslikavanje h : (Ala) x (Ala*) — A, definisano tako
da za sve y,z € A, h(y,z) =y V z, je takode homomorfizam. Pritom, g i h
su jedno drugom inverzni.

Tako sasvim jednostavna, prethodna konstrukcija ima kljuénu ulogu u
izuCavanju svojstava proizvoda Bulovih algebri. Na primer, prva od njenih
posledica je slede¢a teorema reprezentacije kona¢nih Bulovih algebri:

Primer 2. Za svaku konac¢nu Bulovu algebru B, postoji prirodan broj
n € w takav da B = 2".

Tvrdenje se dokazuje indukcijom, a u induktivnom koraku koristi se fak-
torizacija oblika B = (Bla) x (B|a*).

Spomenuta faktorizacija vazi u mnogo opstijem vidu. U toj faktorizaciji
kljuéna stvar je ¢injenica da su elementi a i a* disjunktni i da je njihova
suma jednaka jedinici, tj. da oni ¢ine particiju jedinice.

Neka je B Bulova algebra. Elementi z,y € B su disjunktni ako je x Ay =
0. Skup X C B je antilanac u B, ili familija disjunktnih elemenata algebre
B, ako 0 € X i ako su svaka dva elementa skupa X disjunktna. Antilanac je
maksimalan u B ako nema pravo proSirenje koje je takode antilanac. Prema
Zornovoj lemi, svaki antilanac moze se proSiriti do maksimalnog antilanca.

Primer 3. Antilanac X C B je maksimalan ako i samo ako \/ X = 1.

U algebrama oblika P(X), maksimalnim antilancima odgovaraju parti-
cije skupa X. Sa tom motivacijom, maksimalan antilanac Bulove algebre
ponekad nazivamo i particijom jedinice ili prosto particijom.

Primer 4. Svaka beskonac¢na Bulova algebra sadrzi beskonacan antilanac,
beskonac¢an opadajuéi i beskonac¢an rastudéi lanac.

Primer 5. Neka je B k-kompletna Bulova algebra. Za svaku familiju
(aq : @ < k) elemenata algebre B, postoji familija (by < aq @ @ < K)
disjunktnih elemenata takva da je \/ . ¢a = V<, Da-

Za svako a < k neka je by, = aq A (\/ﬂ<a ag)*. Po ovoj definiciji, za svako

o, by < a,. Takode, za sve B < a, by Abg =0 jer, bg < ag i by < aZg.
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Indukeijom po a < k dokazuje se da je V4, a5 = V., bs. Dakle,
familije {an : @ < K} 1 {bs : @ < K} imaju iste skupove gornjih ogranicenja
u B, tj. vazi navedena jednakost.

Napomenimo da prethodna konstrukcija ne osigurava da je (by : @ < K)
familija disjunktnih pozitivnih elemenata algebre B. Neki od njih mogu biti
jednaki nuli. Na primer, ako B zadovoljava uslov prebrojivih lanaca i ako je
k neprebrojiv kardinal, samo prebrojivo mnogo b, mogu biti pozitivni. Uz
neke dodatne pretpostavke prethodna konstrukcija se, u ovom smislu, ipak
moze popraviti.

Neka je B Bulova algebra. Kardinal
¢(B) = sup{| X| : Xje antilanac u B}

je celularnost Bulove algebre B. Celularnost elementa @ € B je kardinal
cp(x) = ¢(B|z). Celularnost algebre B je dostignuta ako postoji familija
disjunktnih elemenata X C B takva da je | X| = ¢(B).

Celularnost, kao kardinalna funkcija koja se javlja u topologiji, prirodno
je povezana sa celularnos¢éu u Bulovim algebrama. Podsetimo se, celu-
larnost ¢(X) je supremum kardinalnosti svih familija disjunktnih nepraznih
otvorenih skupova prostora X.

Primer 6. Za svaki topologki prostor X, ¢(X) = ¢( RO(X)). Na primer,
ako je X beskonacan separabilan prostor, onda ¢(X) = w, paje c( RO(X)) =
w. Pritom, kako postoji disjunktna prebrojiva familija regularno otvorenih
skupova prostora X, celularnost algebre RO(X) je dostignuta.

Neka je (aq : a < k) familija pozitivnih elemenata algebre B. Familija
(ba : @ < k) elemenata je disjunktno profinjenje familije (aq : o < k) ako za
svako a < K, 0 < by < an izasve B <a,bgANby, =0.

Teorema 6. Neka je k beskonacan kardinal i B Bulova algebra takva
da za svako a € BT, k™ < cp(a). Svaka familija (a, : @ < k) pozitivnih
elemenata algebre B ima disjunktno profinjenje.

Dokaz: Neka je (aq : a < k) familija pozitivnih elemenata algebre B.
Za svaku familiju disjunktnih elemenata X C B i svako a € B neka je
X(a)={zxe X:xANa>0}.

Dovoljno je konstruisati familiju disjunktnih elemenata X takvu da za
svako a < K, |X(aq)| > K. Ako takva familija postoji, za svako a < &,
izaberimo z, € X tako da

To € X(aa) —{z5: 8 < a}
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i defini§imo b, = x4 A aq.

Da bismo odredili familiju X, rekurzijom po a < k, konstruiS§emo rastudéi
niz (X, : o < k) familija disjunktnih elemenata algebre B.

Neka je Xo = ). Za svaki granicni ordinal A < &, neka je X\ = (J,\ Xa-
Pretpostavimo da je familija X, konstruisana.

Ako je | X4(aq)| = kT, onda je Xot1 = X,.

Ako je X,(an) = 0, onda je X, C Bla’,. Prema pretpostavci teoreme,
cg(aq) > kT, pa Blas sadrzi familiju disjunktnih elemenata Y kardinalnosti
k1. Pritom, X, UY je familija disjunktnih elemenata u B. Definisimo

X1 = (XaUY) ~ U{Y (ay) 17 < 51 ¥ (ay)] < ).

Familiju X definisemo tako da X = J ., Xa-

Primer 7. Ako je svaki antilanac algebre 5 najviSe prebrojiv, svaki dobro
ureden lanac u B je takode najvise prebrojiv. Uz pretpostavku da je B o-
algebra, vazi i obratno tvrdenje.

Primer 8. U FreSeovoj algebri nad beskona¢nim skupom svaki lanac je
prebrojiv, ali to obavezno ne vazi i za svaki antilanac.

Primer 9. Postoji intervalna algebra koja sadrzi neprebrojiv lanac i u
kojoj je svaki antilanac prebrojiv.

Primer 10. Familija X = {(a,b) :a < bia,b € @Q} u intervalnoj algebri
realnih brojeva nema disjunktno profinjenje. To znaci da je pretpostavka o
celularnosti elemenata Bulove algebre u prethodnoj teoremi neophodna za
egzistenciju disjunktnog profinjenja.

Primer 11. Svaka beskona¢na o-kompletna Bulova algebra ima kardinal-
nost bar 2¢.

Svaka beskonaéna o-kompletna Bulova algebra A sadrzi beskona¢an an-
tilanac {a, : n € w}. Preslikavanje f : P(w) — A definisano tako da za
svako M C w, f(M) = \/,,cas @n je obostrano jednoznacno.

Primer 12. Algebra P(w) moze se utopiti u svaku beskona¢nu o-
kompletnu Bulovu algebru. Takvo utapanje dobija se odgovaraju¢om mod-
ifikacijom preslikavanja f definisanog u prethodnom dokazu.

Dekartov proizvod familije (A; : i € I) algebri je algebra [[,.; A; ¢iji je
domen Dekartov proizvod familije skupova [[;.; A; na kojem su operacije
definisane po koordinatama, tj. za sve a,b € [[,.; A; i svako i € I,

(a\/b)i:ai\/bi, (a/\b)i:ai/\bii(a*)i:az‘.
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Za svako i € I, i-ta projekcija p; : [[;e; Ai — A; je epimorfizam takav
da za svako a = (a; : i € I), pi(a) = a;.

Ako je A; = A, za sve i € I, odgovarajuéi proizvod oznacavamo sa A’ i
nazivamo stepenom algebre A.

Primer 13. Za svaki skup I, algebra 2/ je izomorfna algebri P(I). Pritom,
izomorfizam je odreden preslikavanjem f definisanim tako da za svako a €
2l fla)={iel:a; =1},

Sledeéi primeri pokazuju da postoji obostrano jednoznacna korespo-
dencija izmedu faktorizacija kompletne Bulove algebre i particija jedinice.
Pritom, u ovom sluc¢aju, u familiji (a; : ¢ € I) disjunktnih elemenata Bulove
algebre A koja ¢ini particiju jedinice, dopustamo i da je neki od elemenata
a; jednak nuli.

Primer 14. Neka je (a; : i € I) particija jedinice u Bulovoj algebri A
if: A — Ilc;(Ala;) preslikavanje definisano tako da za svako z € A,
f(x)=(xANa;:i€l). Tada je f monomorfizam.

Za svako i € I, p; o f = pg,, gde je pq, projekcija algebre A na relativnu
podalgebru Ala;, tj. f je homomorfizam.

Ako jex € A, © # 0, onda za neko i € I, z Aa; # 0, tj. f(z) #0, tj. f

je monomorfizam.

Primer 15. Preslikavanje f, definisano u prethodnom primeru je epi-
morfizam ako i samo ako za svako (¢; : i € I) € [[,c;(Ala;) postoji
\/f; ; ¢i. Drugacije receno, f je epimorfizam ako i samo ako algebra A je
|I|T-kompletna.

Ako je algebra A dovoljno kompletna i (¢; : i € I) € [],c;(Ala;), onda
postoji x = V?el ¢; 1 pritom je f(x) = (¢; : i € I), tj. f je epimorfizam.

Primer 16. Za svaki izomorfizam f : A — [];c; Ai, postoji particija
(a; : i € I) jedinice algebre A takva da, za svako i € I, A; = (Ala;).

Za svako i € I, neka je €' € [I;c; Ai takvo da pj(e’) =0, ako i # j, a
pi(e') = 1.

Familija (¢’ : i € I) je particija jedinice u algebri [[,c; A;. Ako je
a; = f~1(e?), zasvei € I, onda je (a; : i € I) particija jedinice u A. Za svako
i € I, restrikcija funkcije f na Ala; je izomorfizam na ([];.; A;)|e! = A;. O

%

el
Slede¢a teorema za o-kompletne Bulove algebre predstavlja jednu verziju

klasi¢ne Sreder-Bernstajnove teoreme.

Teorema 7. Ako je svaka od dve o-kompletne Bulove algebre A i B
izomorfna faktoru druge, algebre A i B su izomorfne.
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Dokaz: Neka su A i B o-kompletne algebre. Prema pretpostavci i
prethodnim primerima, postoje p € A, ¢ € B takvida f : A ¥ Blq i
g : B = Alp. Da bismo dokazali da je A = B, dovoljno je dokazati da vazi
sledeéi uslov:

ako su a,b € A, b < a, onda A|b = A implicira Ala = A.

Ako to dokazemo, dovoljno je uzeti da je a = p i b = g(q). Pritom,
b < a. Kako je proizvod g o f izomorfizam, to je A = A|b, pa prema gornjoj
pretpostavei B = Ala = A.

Neka je A o-kompletna algebra, a,b € A takvi da b < a i neka je f :
A — Alb izomorfizam.

Za svako n € w, neka su an,b, € A takvi da je a9 = 1, by = a i
ant+1 = f(an), bpt1 = f(bp). Tvrdimo da je

ag > by >ay >2by >ag >

Da bismo to dokazali, primetimo da je a = by < ag = 11 da je a; =
flap) =b < a=by 1z a, > b, > apy1 sledi da je apy1 > bpy1 > anyo,
tj. navedeni poredak zaista vazi.

Zbog o-kompletnosti postoji Apcwtn = Anecwbn = 7, pa kako je redom
f(r) = F(Anewan) = Anew fan) = N\ep an+1 =7, to mora biti

1=Voeolan ANbR)V N o (bn Nay ) VT
a = bO = \/new(an-‘rl A b:LJrl) V VnGw(bn A a’;kLJrl) V.

Otuda, na osnovu teoreme o faktorizaciji, dobijamo da je

A= HnEw Al(an A b;,) < HnEw Al(br A a:;—i-l) x Alr
A 2 T Alfanss A1) X Thyew Allba A a ) x Alr

Kako za svako n € w, f(a, A b)) = any1 A b}, € Alb to mora biti
Al(an Aby) = (Alb)[(ans1 AD) ) = Al(ans1 A by ), pa konaéno dobijamo
da je A= Ala. O

Primer 17. Ako se prethodna teorema primeni na algebre tipa P(X) i
P(Y), dobija se poznata Sreder-Bernstajnova teorema.

Na osnovu opstih svojstava varijeteta, u klasi Bulovih algebri, nad svakim
skupom, postoji slobodno generisana Bulova algebra. Intuitivna ideja slo-
bodne algebre sastoji se u nekoj vrsti najopstijeg generisanja Bulove algebre
tako da njeni elementi zadovoljavaju samo one zakone koji slede iz aksioma
Bulovih algebri.

Bulova algebra B je slobodna algebra nad skupom X C B ako za svaku
funkciju f : X — A postoji jedinstven homomorfizam g : B — A koji
prosiruje funkciju f.
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U prethodnoj definiciji, ideja slobodnog generisanja precizirana je na
jedan nacin u kojem nije sasvim jasno vidljiva, medutim, u njegovoj osnovi,
ona je ipak prisutna. Sledeca teorema rasvetljava ovu ¢injenicu.

Slicno kao i u dokazu teoreme o proSirenju homomorfizma, sa F
oznacavamo skup {0,1}", n € w. Za svako e € E, ako je x element Bulove
algebre, ) = z, ako je e(i) = 1 i z°) = 2*, ako je e(i) = 0.

Teorema 8. Bulova algebra B je slobodno generisana skupom X ako i
samo ako B = (X) i za svako e € E i za razlicite ai,...,a, € X,

ai(l) ARERWA afl(”) #0.

Dokaz: Pretpostavimo da su ay,...,a, € X razliciti i e € E. Nad je-
diniénim intervalom I = [0, 1] realnih brojeva, neka je F' polje podskupova
stepena I™, n > 1, generisano skupovima oblika

Ai={(z1,...,2p) 1 3 <2 <1}
Neka je g preslikavanje takvo da g(a;) = A;. Algebra B je slobodna
algebra nad X, pa postoji homomorfizam h : B — F' koji prosiruje g.
Kako je (e(1),...,e(n)) € Ai(l) NN ALY skup Ai(l) n---nAS™ nije
prazan. Sa duge strane,

haS™M A A ey = AW A AL 2,

Sto znaci da je ai(l) A A afl(") £ 0.

Obratno, ako je B algebra generisana skupom X u kojoj za proizvoljne
razli¢ite ai,...,a, € X isvakoe € E af(l)/\- . -/\afl(n) = 0, onda se, na osnovu
teoreme o proSirenju homomorfizma, svako preslikavanje f : X — A moze
prosiriti do homomorfizma ¢g : B — A. Bududéi da je X C B generatorni
skup, homomorfizam h je jedinstveno odreden. O

Slobodnu algebru nad skupom X oznacavamo sa F(X).

Skup X C B je nezavisan u algebri B ako za svako e € F i razliCite
ai,...an € X, ai(l)/\'--/\az(n) #0.

Teorema 9. Ako su skupovi X i Y jednake kardinalnosti, slobodne alge-
bre F(X) i F(Y') izomorfne.

Dokaz: Ako je i: X — Y bijekcija, preslikavanje i: X — F(Y) ima
jedinstveno prosirenje do homomorfizma f : F(X) — F(Y). Na isti nacin,
preslikavanje i =1 : Y — F(X) ima jedinstveno prosirenje do homomorfizma
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g: F(Y) — F(X). Restrikcija homomorfizma go f na skup X jednaka je 1x,
tj. identickom preslikavanju skupa X. Kako 1x ima ta¢no jedno prosirenje
do homomorfizma algebre F(X), to je go f = lp(x), tj. algebre F(X) i
F(Y) su izomorfne. O

Veé je u ranijim primerima naglasena bliska veza izmedu Bulovih algebri i
topoloskih prostora. Za razliku od univerzalno-algebarske konstrukcije, koja
je tehnicki prilicno komplikovana, ova veza omogucéava relativno jednostavnu
konstrukciju slobodnih Bulovih algebri nad skupom slobodnih generatora
proizvoljne kardinalnosti.

Teorema 10. Nad svakim skupom postoji slobodna Bulova algebra.

Dokaz: Pretpostavimo da je F algebra zatvoreno otvorenih skupova
Kantorovog prostora 27.

Za svako i € I, skup w; = {z € 2! : (i) = 1} je zatvoreno otvoren
skup prostora 2/. Tvrdimo da je algebra F slobodno generisana skupom
X =Au;:iel}.

Neka su i1, ...,4, € I razli¢iti. Za svako x € 2!, x € ufl(“) n---N ufjln).
To znaéi da je ufl(“)

Ako je B Bulova algebra generisana sa X, onda B sadrzi predbazu pros-
tora 2! koju ¢ine zatvoreno otvoreni skupovi {u; : i € I} U {u§ : i € I},
pa mora biti B C F. Zbog kompaktnosti, svaki zatvoreno otvoren skup
prostora 2! je kona¢na unija baznih skupova, pa mora biti F C B. O

NN uff") # (), tj. X je nezavisan skup.

Primer 18. Ako je B, slobodna Bulova algebra generisana sa n € w
slobodnih generatora, onda je B,, = 22",

U Bulovoj algebri B element z € B je atom ako 0 < x i za svako y € B,
akojey <z,onday=0iliy==x.

Bulova algebra B je atomicna ako za svako y € B postoji atom x € B
takav da je x < y. Algebra B je bezatomicna ako u B nema atoma.

Primer 19. Sve Bulove algebre oblika P(X) su atomicne.
Primer 20. Freseova i sve kona¢ne Bulove algebre su atomic¢ne.

Primer 21. Ako je P gusto linearno uredenje, algebra RO(P) je kom-
pletna bezatomicna Bulova algebra.

Primer 22. Algebra L(P) nad gustim uredenjem P je bezatomicna.

Primer 23. Koli¢nik algebre merljivih skupova realnih brojeva po idealu
skupova mere nula je bezatomi¢na Bulova algebra.
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Primer 24. Ako je P linearno uredenje tipa w + 1, gde je n tip
uredenja racionalnih brojeva, intervalna algebra L(P) nije ni atomi¢na ni
bezatomicna.

Primer 25. Proizvod atomicne i bezatomicne Bulove algebre nije ni
atomic¢na ni bezatomicna algebra.

Primer 26. Ako je B Bulova algebra i a € B, slede¢i uslovi su ekviva-
lentni:

(a) a je atom u B

(b) za svako z € B, a <z ili a < z*, ali ne oba,

(c)0<aizasvex,y€ B,a<zVyakoisamo akoa <zilia<y.

Primer 27. Neka je A C B skup svih atoma algebre Bi h: B — P(A)
preslikavanje takvo da za svako x € B, h(x) = {a € A : a < z}. Preslika-
vanje h je homomorfizam. Ako je B atomicna algebra, h je monomorfizam,
a ako je B kompletna algebra, h je epimorfizam.

Primer 28. Beskonac¢na slobodna Bulova algebra je bezatomicna.

Funkcija p : B — [0,1] je pozitivna mera na Bulovoj algebri B ako za
sve x,y € B,

ulx) =0« x =0,
u(1) =1,
r Ay =0=p(zVy)=p)+puy).

Primer 29. Ako na Bulovoj algebri B postoji pozitivna mera, svaki an-
tilanac u B je najviSe prebrojiv.

Primer 30. Slobodna algebra dopusta pozitivnu meru.

Neka je B slobodna algebra nad skupom slobodnih generatora X C B.
Neka je Y € X iz € X —Y. Oznac¢imo sa A podalgebru generisanu
sa Y, a sa C podalgebru generisanu sa A U {z}. Svako y € C je oblika
y=(aAzx)V(bAz*), za neke a,b € A.

Ako je p pozitivna mera na A 1 0 <r < 1, neka je ,u, realna funkcija
na C takva da za svako y € C, ' (y) = r - pu(a) + (1 —7) - u(b), gde je
y=(aNx)V(bAx"), zaneke a,b € A.

Neposredno se proverava da je u/ pozitivna mera na C koja proSiruje meru
. Neka je P skup svih pozitivnih mera na podalgebrama Bulove algebre
B koje su generisane podskupovima skupa X. S obzirom na inkluziju, P je
parcijalno uredenje. Za svaki lanac L C P, |J L je gornje ogranicenje za L.
Prema Zornovoj lemi, lanac L sadrzi maksimalan element p. Tvrdimo da je
[t pozitivna mera na B.
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Neka je A domen mere p. Ako je A prava podalgebra algebre B, prema
prethodnoj konstrukciji, za neko x € B — A postoji proSirenje mere p na
algebru generisanu skupom AU {z}, tj. 1 nije maksimalan element u parci-
jalnom uredenju P. O

Primer 31. Svaki lanac (antilanac) slobodne algebre je prebrojiv.

Osim uslova prebrojivosti antilanaca i bezatomicnosti u beskona¢nom
sluc¢aju, slobodne Bulove algebre imaju i druga zanimljiva svojstva. Zaklju-
¢ujudi izlaganje o slobodnim algebrama, lustrova¢emo prirodu njihove grupe
automorfizama.

Bulova algebra B je homogena ako za svako b € B, b # 0, relativna
algebra B|b je izomorfna sa B.

Osim algebre 2, u kojoj se uslov homogenosti trivijalizuje, sve kona¢ne
Bulove algebre nisu homogene.

Teorema 11. Bulova algebra B, B # 22, je homogena ako i samo ako za
sve a,b € B, 0 < a,b < 1, postoji automorfizam h algebre B takav da je
h(a) = b.

Dokaz: Neka su a,b € B, 0 < a,b < 1. Zbog homogenosti algebre
B postoje izomorfizmi f : Bla — Blbi g : Bla* — B|b*. Preslikavanje
h : B — B takvo da za svako =z € B, h(z) = f(x Aa)V g(z A a*) je
automorfizam koji a preslikava u b.

Obratno, pretpostavimo da je uslov teoreme zadovoljen. Dakle za sve
a,b € B, takve da 0 < a,b < 1, imamo da je Bla = B|b. Treba dokazati da
je B|b = B. Ne umanjujuéi opstost, mozemo pretpostaviti da je |B| > 8. To
znaci da postoje disjunktni x,y € BT takvidajea=xVy < 1. Svi 2,y,a
i a* su pozitivni i manji od 1, pa redom imamo

B|b = Bla = (B|r x Bly) = (Bla x Bla*) =< B. O

Primer 32. Svaka beskonaé¢na slobodna algebra je homogena.

Teorema reprezentacije

Svaka funkcija f : A — B na skupu A odreduje ekvivalenciju ~ takvu da,
zasve x,y € A, x ~ y ako i samo ako f(x) = f(y). Ako je na skupovima A i
B definisana algebarska struktura i f homomorfizam, relacija ~ je saglasna
u odnosu na takvu strukturu i naziva se jezgrom homomorfizma f. Dakle,
svaki homomorfizam strukture A odreduje kongruenciju u A.
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Obratno, ako je ~ kongruencija strukture A, na koli¢nickom skupu A,
odredena je struktura tipa algebre A i prirodni homomorfizam h: A — A,
Cije je jezgro upravo relacija ~.

U slucaju Bulovih algebri, svaka kongruencija odredena je klasom ekvi-
valencije najveceg elementa, odnosno, filtrom Bulove algebre. Univerzalno-
algebarska obostrano jednozna¢na korespondencija izmedu epimorfizama i
kongruencija, u Bulovim algebrama svodi se na takvu korespodenciju izmedu
filtera i homomorfizama ovih struktura.

Neprazan skup F' C B je filter Bulove algebre B ako za sve x,y € B,
(a) z € Fix <y impliciray € F,
(b) x € Fiy € F implicira x Ay € F.

Dualno, neprazan skup I C B je ideal u Bulovoj algebri B ako za sve
z,2yeB,xeliye B,y <ximplicitaye liz,yelimplicitazVye€l.

U definiciji filtra, uslovi (a) i (b) se mogu zameniti sledeé¢im uslovima:
leFizasvez,ye B,xANye€ Fakoisamoakoz e FiyekF.

Dualizacijom ove definicije dobija se slicna definicija ideala: 0 € I i za
svex,y€ B,xVyelakoisamoakoxeliyel.

Ako je a € B, skup F = {z € B : a < z} je filter algebre B. Ako je
a =1, skup F svodi se na jednoé¢lan skup {1}, a ako je a = 0, na domen B
algebre B.

Filter F' C B algebre B je glavni filter ako postoji element a € B za koji
je F={rxeB:a<ux}.

Filter F je trivijalan filter ako F' = {1}, a pravi filter ako 0 ¢ F, tj. ako je
F # B. Ubuduée, pod terminom filter, podrazumevamo pravi filter. Dakle,
svaki filter zadovoljava uslov 0 € F.

Skup EF C B ima svojstvo konacnih preseka ako za svako n € w i
proizvoljne ay,...,an € E, a1 A--- Aa, # 0.

Teorema 12. Skup X C B moze se prosiriti do filtra ako i samo ako X
ima svojstvo kona¢nih preseka.

Dokaz: Ako postoji filter koji sadrzi X, po definiciji filtra, X ima svojstvo
konac¢nih preseka. Obratno, neka X zadovoljava svojstvo konac¢nih preseka.
Ako je X =0, neka je F' = {1}. Ako je X # (), neka je

F={yeB: zaneke z1,...,2, € X, 21 A--- ANzp < y}.

Uslov (a) definicije filtra je trivijalno zadovoljen. Ako su x,y € F, onda
za neke £1,...,Zn, Y1, Ym E X, 1A ANxp <z iyi A Aym < vy, pa
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mora biti z1 A Axp Ay1 A Aym <z Ay, tj. z Ay € F. Kako X ima
svojstvo konaé¢nih preseka to 0 & F, tj. F' je filter algebre B. O

Filter F' u dokazu prethodne teoreme je filter generisan skupom X C B.
Naime, F' je najmanji filter u B koji sadrzi X, odnosno, F' je presek svih
filtera algebre B koji sadrze skup X.

Primer 1. (a) Neka je h : B — A homomorfizam Bulovih algebri. Skup
h~= 1] = {x € B : h(z) = 1} je filter algebre B.

(b) Ako je F filter u B, postoji homomorfizam algebre B ¢ije je jezgro
upravo filter F'.

Tvrdenje (a) se neposredno proverava. Detaljno ¢emo izloziti dokaz
tvrdenja (b). Pretpostavimo da je F filter u algebri B. Definisimo relaciju
~r tako da za sve z,y € B,

r~py < postojize FloAz=yAz,
& (xVy*)A(z*Vy)eF.

Jednostavno se proverava da je relacija ~p relacija ekvivalencije u B.
Relacija ~p je kongruencija algebre B, tj. za sve x,y,:c/,y/ € B, ako
z~pyiz ~py, onda

VI ~pyVy, Az ~pyAy izt ~p gt

Saglasnost relacije ~p sa operacijama V i A se jednostavno proverava.
Dokaza¢emo njenu saglasnost sa komplementacijom. Neka je x ~p y. Po
definiciji to znaci da postoji z € F' takvo da vazi x A z = y A z.

Otudaje z=zA(xVa*)=(zAx)V(zAx")=(2Ay)V(zAzx"), pa
dakle y* Az =y* A ((z Ay) V(2 Ax*)) = (y* Az*) A z. Na isti nacin dobija
seidajex* ANz = (y*Az*) Az Sto znaci da postoji z € F takvo da je
¥ Nz =y" Az, tj. da je x* ~p y*.

Za proizvoljno = € B neka je |x| = {y € B : x ~p y} klasa ekvivalencije
elementa x i B/p = {|z| : z € B} koli¢nicki skup s obzirom na relaciju ~p.

Saglasnost operacija Bulove algebre B sa relacijom ~pr omogucava da na
koli¢nickom skupu B/p definisemo strukturu Bulove algerbe.

Zasve x,y € B, |z|V|y| = |z Vyl, |z|Aly| = [z Ay| i |z|* = |z*|. Pritom,
za svako x € B, |z| = 1 ako i samo ako z € F i |z] = 0 ako i samo ako
r* € F, tj. ualgebri B/)p, 1=Fi0=F"={rx € B:x" € F}.

S obzirom na tako definisane operacije, B,r je kolicnik algebre B po
filtru F'. Preslikavanje h : B — B/ takvo da za svako x € B, h(r) = || je
kanonski homomorfizam algebre B na B/, sto znaci da je filter F' je jezgro
homomorfizma h. O
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Filter F' C B algebre B je maksimalan ako F' C GG implicira F' = G, za
svaki pravi filter G algebre B.

Ako zasve x,y € B, xVy € F implicira z € F'iliy € F, filter F' je prost
filter algebre B

Filter F' je ultrafilter ako za svako x € B, x € F ili * € F.

U Bulovim algebrama pojmovi maksimalnog filtra, prostog filtra i ul-
trafiltra se ne razlikuju. Kao jezgra homomorfizama, takvi filtri odreduju
homomorfizme Bulove algebre na algebru 2.

Primer 2. Ako je F filter Bulove algebre B, onda

B)p 22 < F je maksimalan filter algebre B,
& F je prost filter u B,
< F je ultrafilter algebre B.

Pretpostavimo da je B,p = 2. Ako je F' C G i G pravi filter algebre B,
za svako r € G, z* ¢ F. U suprotnom, z,x* € G, pa GG ne bi bio pravi filter.
To znaci da |z*| # 1, pa po pretpostavci, |z*| = 0, odnosno, |z| = 1, a to
znaci da je x € F. Dakle, G C F'. tj. F' je maksimalan filter u B.

Neka je F' maksimalan filter, z Vy € Fix € F. Ako je G filter generisan
sa F'U {z}, po pretpostavci, G nije pravi filter, pa postoji z € X takvo da
z2ANx=0. Kakoz € FixzVy € F, morabiti zA (xVy)=2Ay € F, pa
dakle y € F.

Ako je F prost filter, za svako x € B, x Va* € F, pa dakle x € F ili
x* € F, tj. I je ultrafilter.

Konacno, ako je F' ultrafilter, neka je |v| € B,p takvo da |z| # 0.
Otuda sledi da z ¢ F, pa kako je F' ultrafilter, x* € F. To znaci da je
|z*| = [z[* = 1, odnosno, |z| = 0. Dakle, B/p = 2.

U principu, nije jasno da li svaka Bulova algebra sadrzi ultrafilter,
odnosno, da li svaka Bulova algebra ima homomorfizam na algebru 2. Slede-
¢a teorema pokazuje da svaka Bulova algebra sadrzi dovoljno bogatu klasu
ultrafiltera. Za bilo koja dva razli¢ita elementa Bulove algebre postoji ul-
trafilter koji sadrzi tacno jedan od tih elemenata.

Teorema 13. Teorema o ultrafiltru: Svaki filter Bulove algebre moze se
pros§iriti do ultrafiltra.

Dokaz: Neka je F filter algebre B i neka je P familija svih filtera u B
koji sadrze filter F. Struktura P = (P, C) je parcijalno uredenje. Ako je L
lanac u uredenju P, tvrdimo da je C' = |J L filter algebre B koji sadrzi F'.

Za proizvoljne x,y € B, ako z,y € C, postoje G1,Go € L takvi da
x € Gy 1y € Go. Kako je L lanac to mora biti Gy C Go ili Gy C Gy.
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Pretpostavimo da je Gy C Go. Tada x,y € Ga, pa kako je Go filter u B,
mora biti x Ay € Go, tj. x Ay € C.

Ako jex € C'iy € B takvo da x < y, onda postoji G € L takvo da
x € G. Kako je G filter u B, mora biti y € G, tj. y € C.

Za svako G € L, 0 ¢ G, pa 0 € C, tj. C je filter algebre B. Po definiciji
uredenja P, FF C C.

Kako svaki lanac u parcijalnom uredenju P ima gornje ogranicenje,
prema Zornovoj lemi, P sadrzi maksimalan element G. Dakle, G je ul-
trafilter u B koji prosiruje dati filter £. O

Teorema o ultrafiltru je posledica aksiome izbora, odnosno, Zornove leme
kao jedne od njenih varijanti. lako obratno ne vazi, teorema o ultrafiltru je
sasvim bliska principu izbora. U veéini teorema koje se dokazuju na osnovu
aksiome izbora, ova pretpostavka moze se zameniti teoremom o ultrafiltru.

Kako se svaki skup elemenata Bulove algebre, koji zadovoljava svojstvo
konaé¢nih preseka, moze prosiriti do filtra, prema teoremi o ultrafiltru, svaki
takav skup moze se prosiriti do ultrafiltra. U veéini dokaza mi ¢emo se
pozivati na ovu ¢injenicu kao na teoremu o ultrafiltru.

Iz prethodne napomene neposredno sledi da je svaki pozitivan element
Bulove algebre sadrzan u nekom ultrafiltru. Vise od toga, ako su z,y € B
razliciti elementi Bulove algebre B, onda postoji ultrafilter koji ih razdvaja.
Jer, ako z # y, onda zAy* # 01ili * Ay # 0, pa bar jedan od skupova {z, y*}
ili {z*,y} ima svojstvo kona¢nih preseka, tj. moze se prosiriti do ultrafiltra.

Primer 3. Ako je X proizvoljan skup, filter u Bulovoj algebri P(X)
nazivamo filtrom nad skupom X. Ako je F ultrafilter nad X, F' je glavni
ultrafilter ako i samo ako F' sadrzi konacan podskup od X ako i samo ako
F je generisan jednoclanim skupom {z}, z € X.

Primer 4. Ako je |X| > w, postoji neglavni ultrafilter nad X.

Primer 5. Ako je F ultrafilter nad X i x1,...,z, C X particija nekog el-
ementa filtra F'| ta¢no jedan od elemenata x; pripada filtru F. Ova Cinjenica
moze se formulisati i vazi u proizvoljnoj Bulovoj algebri.

Ultrafilter F' nad X je uniforman ako za svako Y € F, |Y| = | X]|.

Primer 6. Ako je X beskonacan skup, postoji uniforman ultrafilter
nad X. Nad prebrojivim skupom, svaki uniforman ultrafilter je neglavni
i obratno, svaki neglavni ultrafilter je uniforman.

Ultrafilter F' algebre B je prebrojivo nekompletan ako postoji prebrojiva
familija {z,, : n € w} C F takva da (., on & F.

new
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Primer 7. Ako je F prebrojivo nekompletan ultrafilter algebre B, postoji
lanac g > x1 > --- takav da za svakon € w, x, € F' i ﬂnewxn:(Z)QF.
Svaki neglavni ultrafilter nad w je prebrojivo nekompletan.

Neka je x tacka topoloskog prostora X i F, familija okolina tacke x. Za
svako x € X, familija F} je filter nad X. Filter F' konvergira tacki x € X
ako F, C F.

Primer 8. (a) Prostor X je Hauzdorfov ako i samo ako svaki ultrafilter
nad X konvergira najvise jednoj tacki prostora X.

(b) Prostor X je kompaktan ako i samo ako svaki ultrafilter nad X
konvergira bar jednoj tacki prostora X.

U nekim klju¢nim rezultatima matematicke logike, a takode i u Bulovim
algebrama i topoloskim prostorima, osnovna varijanta teoreme o ultrafiltru
nije neposredno primenljiva. Pojednostavljeno receno, u takvim rezultatima,
potrebno je konstruisati ultrafiltre koji se regularno ponasaju u odnosu na
supremume i infimume koji eventualno postoje u odredenoj Bulovoj algebri.

Neka je h : B — A homomorfizam i M C B takav da postoji supremum
\/B M. Homomorfizam h je kompletan za supremum \/B M ako u algebri
A postoji \/A r[M] i h(\VP M) =\ h[M].

Neka je F' ultrafilter algebre Bi M C B takav da supremum \/ M postoji
u algebri B. Ultrafilter F' je kompletan za supremum \/ M ako

VMeF & JzxeMzeF.

Ultrafilter F' je kompletan za supremum \/ M ako i samo ako je kanonski
homomorfizam hp : B — 2 kompletan za \/ M. Razumljivo, pojmovi kom-
pletnog homomorfizma i kompletnog ultrafiltra za dati infimum, definisu se
dualno.

Neka je S familija podskupova Bulove algebre B ¢iji svaki element ima
supremum u B. Ultrafilter F' je kompletan za S ako za svako M € S,
ultrafilter F' je kompletan za \/ M. Slicno, homomorfizam h : B — A je
kompletan za familiju S ako za svako M € S, h(\/Z M) = \/* h[M].

Nije uopste jasno da li za svaku familiju supremuma S algebre B postoji
ultrafilter u B koji je kompletan za S.

Teorema 14. Postoji obostrano jednozna¢na korespodencija izmedu ato-
ma kompletne algebre B i ultrafiltera kompletnih za familiju P(B).

Dokaz: Za svaki atom a € B neka je F, filter generisan sa a. Tvrdimo
da je Fj ultrafilter kompletan za familiju P(B).
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Neka je G filter u B takav da F, CGiz € G— F,, x #0. Tada a £ x,
tj. aAz* #0iaAx™ < a, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je a € B
atom. Dakle, F, je ultrafilter u B.

Neka je M C B takav da \/ M € F,, onda a < \/ M. Ako za sve x € M,
x ¢ F,,ondazasvex € M, a <« x, padakle ahx™ # 0. Kako je a € B atom
algebre B, za svako x € M, a < z*.

Otuda je a < A\pepr o™ = (Vapenr )% ti- (V M)* € Fy, §to nije moguce,
buduéi da je F, ultrafilter.

Obratno, ako je ultrafilter F' kompletan za P(B), kako je B kompletna
algebra, postoji A F u B. Nekajea=A\FiF*={z*:2 € F}.

Zbog De Morganovih zakona, a* = \/ F**. Ultrafilter F' je kompletan za
P(B) i FNF* =), pa mora biti a* ¢ F, tj. a € F. Dakle, a € B generise
ultrafilter F'. Jasno, a je atom algebre B, jer u suprotnom, ultrafilter F' bi
imao netrivijalno prosirenje.

Dakle, preslikavanje a +— F, odreduje obostrano jednozna¢nu korespo-
denciju atoma kompletne algebre B i ultrafiltera kompletnih za familiju
supremuma P(B). O

Ako je B kompletna bezatomic¢na Bulova algebra, na primer, algebra re-
gularno otvorenih skupova intervala [0, 1], na osnovu prethodne teoreme, u
algebri B ne postoji ultrafilter kompletan za familiju P(B). Svaka kompletna
bezatomicna algebra B je beskona¢na, pa je familija P(B) neprebrojiva.
Dakle, u opstem sluc¢aju, nije jasno da li postoji ultrafilter kompletan za datu
familija supremuma. Medutim, ukoliko je familija supremuma prebrojiva,
konstrukcija takvog ultrafiltra je moguéa.

Teorema 15. Neka je M = {M,, C B : n € w} familija podskupova
algebre B takva da svaki M,, ima supremum. Za svako z € B, x # 0, postoji
M-kompletan ultrafilter F' algebre B takav da x € F.

Dokaz: Za svako n € w neka je a, = \/ M,. Indukcijom po n € w,
definisa¢emo niz (b, € M, : n € w) takav da skup S = {z,a), Vb, : n € w}
ima svojstvo konacnih preseka.

Ako takav niz postoji, ultrafilter F' koji prosiruje S je M-kompletan.

Za svako n € w, ako a, € F, bududi da po konstrukciji a; V b, € F,
mora biti b, = ap A b, = an A (a), V b,) € F. Kako je b, € M,, filter F je
kompletan za familiju M i naravno = € F.

Ostaje da konstruisemo niz (b, € M, : n € w). Neka je n € w. Pret-
postavimo da je za sve m < n konstruisan ¢lan niza b, € M,, takav da skup
{a§ V by, ...,ak, V by} ima infimum razlic¢it od nule. Neka je
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I akon =0,
n = zA (a5 Vbo) A A(ai_yVb,_1) akon>0.

n—1

Po definiciji, y, # 0 jer, ako je n = 0, onda yg = = # 0, a ako je n > 0,
po induktivnoj pretpostavci y, # 0. Pretpostavimo da za svako b € M,
yn A (a} vV b) = 0. To bi znacilo da je

(Yn N @) V (Yn AD) = 0.

Dakle, y, Aay =01izasvebe My, y, Nb=0. Zbog y, Ab=0, za sve
be M,, y, <b*, pa dakle

yn < N0 My} = (V M,)* =al.

Konacno, zbog y, A a;, = 0, to bi znacilo da je y, = 0, Sto protivreci
definiciji elementa y, odnosno, induktivnoj pretpostavci. O

Svojstva osnovnih operacija Bulove algebre su veoma bliska svojstvima
iskaznih veznika; konjunkciji, disjunkciji i negaciji. Zahvaljujuéi toj ¢injeni-
ci, u poglavlju iz teorije modela pokazacemo da se stav potpunosti iskaznog
ra¢una moze jednostavno dokazati na osnovu teoreme o ultrafiltru. Sa druge
strane, kvantifikatori se u Bulovoj algebri izrazavaju supremumima i infimu-
mima tako da je u dokazu stava potpunosti predikatskog ra¢una neophodna
prethodna teorema.

Pretpostavka prebrojivosti familije supremuma S dovoljna je za egzis-
tenciju S-kompletnog ultrafiltra algebre B, ali pitanje da li se pretpostavka
o prebrojivosti moze oslabiti, nema potpun odgovor.

Najznacajniji rezultat u teoriji Bulovih algebri je Stonova teorema
reprezentacije. U strukturnoj teoriji, ona u potpunosti karakterise Bulove
algebre. Takode, kako se u njenom dokazu uspostavlja sasvim bliska veza
sa topologijom, Stonova teorema omogucava da se dobar deo kombinatorne
teorije Bulovih algebri topoloski interpretira.

Teorema 16. Svaka Bulova algebra izomorfna je algebri skupova.

Dokaz: Za proizvoljnu Bulovu algebru B neka je S B skup svih ultrafiltera
u B. Za svako x € B, neka je

s(x) ={F € SB:z € F}.

Tako definisano preslikavanje s : B — P(SB) je monomorfizam Bulovih

algebri. Preslikavanje s je homomorfizam jer, za sve x,y € B i svaki ultra-
filter F' € SB,
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Fes(xANy) & xAyelF,
& rzeFiyekf,
& Fes(x)ns(y),

pa dakle s(z Ay) = s(z) N s(y). U sluéaju komplementa,

Fes(z*) & a*elF,
& x ¢ F,
& Fes(x),

tj. s(x*) = s(x)°. Preslikavanje s je obostrano jednoznacno jer, za sve x,y €
B, ako z # y postoji ultrafilter F' koji, recimo, sadrzi z i ne sadrzi v,
tj. F € s(x) i F & s(y), §to znaci da je s(z) # s(y).

Algebra B je izomorfna podalgebri s[B] algebre P(SB). Operacije u s[B]
su skupovne operacije, tj. B je izomorfna algebri skupova. O

Na prvi pogled, Stonova teorema ¢ini da Bulove algebre izgledaju sasvim
jednostavno. Sve probleme ovih struktura mozemo svesti na probleme al-
gebri skupova. Medutim, to nikako ne znac¢i da se takvim svodenjem ovi
problemi trivijalizuju. Prakti¢no svi dokazi koje smo do sada izlozili ne
bi bili laksi u algebrama skupova nego Sto je to bio slucaj u apstraktnim
Bulovim algebrama. Ipak, u izvesnom smislu, Stonova teorema trivijalizuje
aritmetiku Bulovih algebri.

Neka su tq(x1,...,2,) i to(x1,...,x,) termi sastavljeni od operacija V,
A i*, konstanti 0 i 1 i promenljivih x1,...,x,. Izraz oblika
tl(xl, o ,:rn) = tg(xl, L. ,{En)

nazivamo jednakost. Jednakost t; = to vazi u algebri B ako za svaku valu-
aciju ay,...,a, € B, vrednosti t1[a1,...,a,] 1 t2a,...,a,] su jednake.

Primer 9. Jednakost t; = to vazi u svim Bulovim algebrama ako i samo
ako vazi na nekoj Bulovoj algebri ako i samo ako vazi u Bulovoj algebri 2.

Dakle, vazenje jednakosti t; = t9 u svim Bulovim algebrama moze se
utvrditi proverom njenog vazenja u algebri 2. Kako je za takvu proveru
dovoljno kona¢no mnogo koraka, skup jednakosti Bulovih algebri je odluciv.

Odluciv je i skup nejednakosti ¢; < to buduéi da je nejednakost t; < to
ekvivalentna jednakosti t; Aty = t;.

Medutim, ovakva procedura odlucivosti primenljiva je samo na jed-
nakosti i nejednakosti koje sadrze konacne bulovske operacije. Jednakosti
u kojima ucestvuju infinitarne operacije \/ i /\ mogu da vaze na nekim, ali
ne i na svim Bulovim algebrama. Naime, Stonov homomorfizam algebre
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B u algebru P(SB), u opstem sluc¢aju nije kompletan za supremume i in-
fimume koji, eventualno, postoje u algebri B. Na primer, uopsteni zakoni
distributivnosti vaze u algebrama oblika P(X), ali ne vaze u bezatomi¢nim
kompletnim Bulovim algebrama.

Primer 10. (a) Neka je M C B takav da supremum \/ M postoji u
algebri B. Stonov homomorfizam s : B — P(SB) je kompletan za \/ M ako
i samo ako \/ M =/ My za neko kona¢no My C M.

(b) Ako su M, N C B takvi da () s[M] C | s[IV], postoje konaéni M, C
M i Ng C N takvi da ﬂS[Mo] - US[N()}.

Primer 11. Ako je X kompaktan Hauzdorfov prostor, za svaki ultrafilter
F' algebre regularno otvorenih skupova RO(X), postoji jedinstvena tacka
z € X takvadax € ({ cl(u) : u € F}

Primer 12. U algebri ROJ0, 1], regularno otvorenih skupova intervala
[0,1], neka je S = {(a,b) : a,b € @N[0,1]} C ROJ0,1]. Ne postoji ultrafilter
algebre ROJ[0, 1] koji je kompletan za supremume oblika \/ M, M C S.

Otuda sledi da kompletna algebra RO[0, 1] nije izomorfna o-kompletnoj
algebri skupova. Dakle, kompletne Bulove algebre nisu predstavljive kao
kompletne algebre skupova.

Svaka Bulova algebra B, na skupu svojih ultrafiltera SB prirodno
odreduje topologiju sa bazom koju ¢ini familija skupova oblika

s(x)={F €SB :z € F},

za svako x € B. Pokaza¢emo da u tako definisanoj topologiji, karakteristi¢na
algebra C'SB prostora SB je upravo Bulova algebra B.

Takav oblik reprezentacije Bulove algebre uspostavlja obostrano jedno-
zna¢nu korespondenciju izmedu Bulovih algebri i nula-dimenzionalnih, kom-
paktnih Hauzdorfovih prostora ili Bulovih prostora. Ta veza je viSestruko
zanimljiva i pokazuje da su Bulove algebre i Bulovi prostori u strukturalnom
smislu dualni matematicki objekti.

Topoloski prostor X je nula-dimenzionalan ako je karakteristicna algebra
CX baza topologije na X. Kompaktan, Hauzdorfov i nula-dimenzionalan
prostor je Bulov prostor.

Primer 13. Prostor iracionalnih brojeva sa topologijom indukovanom
topologijom realne prave je nula-dimenzionalan. Njegovu bazu ¢ine skupovi
iracionalnih brojeva koji pripadaju otvorenim intervalima oblika (a,b), gde
su a i b racionalni brojevi.
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Primer 14. Bulov prostor nad skupom 2 = {0, 1} i diskretnom topologi-
jom, oznacavamo sa 2. Svaki konacan diskretan prostor je Bulov prostor.

Primer 15. Proizvod svake familije Bulovih prostora je Bulov prostor.

Proizvod X = [];; X; Bulovih prostora je Hauzdorfov prostor. Prema
teoremi Tihonova, X je kompaktan. Za proizvoljno ¢ € I i b; € C'X; neka je
s(b;) € X takav da

s(b;) ={x € X : x(i) € b;}

Kako je s(b;)¢ = s(b$), prema definiciji topologije proizvoda na X, skupovi
s(b;) 1 s(b) su otvoreni, pa dakle i zatvoreno otvoreni.

Prostor X je nula-dimenzionalan buduéi da skupovi oblika s(b;), i € I,
¢ine predbazu topologije proizvoda.

Primer 16. Za svaki skup I, Kantorov prostor 2! je Bulov prostor.

Primer 17. Svaki zatvoren potprostor Y Bulovog prostora X je Bulov
prostor.

Primer 18. Svaki zatvoren potprostor Kantorovog prostora 2! je Bulov
prostor. Kasnije ¢emo videti da vazi i obratno, tj. da je svaki Bulov prostor
homeomorfan Kantorovom prostoru.

Primer 19. Neka je f : X — Y neprekidna funkcija Bulovih prostora.
Slike zatvorenih skupova su zatvoreni skupovi. Ako je f obostrano jed-
noznac¢na funkcija, f je homeomorfizam prostora X na zatvoren potprostor
f1X] prostora Y.

Karakteristi¢na algebra CX povezanog prostora X svodi se na Bulovu
algebru 2. Medutim, u Bulovim prostorima algebra C' X je mnogo ve¢a. Ona
zapravo ¢ini bazu topologije prostora X, s§to znaci da je povezanost Bulovih
prostora sasvim slaba. U njima su komponente povezanosti jednoclani
skupovi, tj. Bulovi prostori su totalno nepovezani prostori.

Iz tih razloga, Bulovi prostori prakti¢no nemaju geometriju, tako da je
njihov znacaj prevashodno algebarski i skupovno-teorijski.

Teorema 17. Svaki Bulov prostor X zadovoljava sledece uslove:

(a) Prostor X je totalno nepovezan.

(b) Ako je B C C'X baza prostora X zatvorena za konacne unije, onda
jeB=CX.

(¢) Ako je skup Y C X zatvoren, onda je CY = {unY :u e CX}.

(d) Ako su Y7,Ys C X disjunktni zatvoreni skupovi, postoji zatvoreno
otvoren skup u € CX takav da Y7 Cui Yy C uf.
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Dokaz: (a) Ako je X Bulov prostor i Y C X njegov potprostor sa bar
dve razlicite tacke x,y € Y, postoji zatvoreno otvoren skup u C X takav da
x €uiy & u Dakle Y Nu je neprazan pravi podskup prostora Y koji je
zatvoreno otvoren, tj. Y nije povezan.

Primetimo da vazi i obratno, totalno nepovezan kompaktan Hauzdorfov
prostor je nula-dimenzionalan.

(b) Neka je u € CX. Kako je skup u otvoren i B baza prostora X,
postoji familija {a; € B : i € I} &ja je unija skup u. Kao zatvoren skup u
kompaktnom prostoru X, skup u je kompaktan, pa za neko n € w, postoje
i1y...,0n € I takvi da je u = aj, U---Ua;,. Po pretpostavci, baza B je
zatvorena za konacne unije, pa u € B.

(c¢) Familija {unNY : u € CX} je zatvoreno otvorena baza Bulovog
prostora Y. Zatvorena je za konac¢ne unije, pa je dakle jednaka CY .

(d) Skup Y = Y7 UY; je zatvoren potprostor prostora X. Skupovi Y7 i
Y5 su zatvoreno otvoreni u Y. Prema uslovu (c), postoji u € CX takav da
jeYi=unY. O

Skupovi oblika s(z) = {F € SB: x € F'}, x € B su zatvoreni za konacne
preseke, pa familija s|B] = {s(x) : * € B} ¢ini bazu jedinstvene topologije
na SB. Prostor SB je Stonov prostor Bulove algebre B.

Sledeéi rezultat predstavlja topolosku verziju Stonove teoreme: svaka
Bulova algebra moze se identifikovati sa karakteristicnom algebrom njenog
Stonovog prostora.

Teorema 18. Stonov prostor Bulove algebre B je Bulov prostor i algebra
B je izomorfna sa CSB.

Dokaz: Prostor SB je Hauzdorfov: Pretpostavimo da su F,G € SB
takvi da F' # (. Tada zaneko x € B,z € Fiz ¢ G; tj. 2* € G. To
znaci da je F' € s(z) i G € s(z*). Disjunktni otvoreni skupovi s(z) i s(z*)
razdvajaju tacke F' i G prostora SB.

Prostor SB je kompaktan: Dovoljno je dokazati da svako pokrivanje
prostora SB baznim skupovima sadrzi kona¢no pokrivanje. Pretpostavimo
da postoji pokrivanje {s(x;) : i € I} prostora SB koje ne sadrzi kona¢no
potpokrivanje. Dakle za svaki konacan Iy C I, ;cp, s(xi) # SB, pa kako
je s homomorfizam redom imamo

$(Niero 77) = Nicry 3(27) = Nicry $(i)° = (Uier, 8(2:)° # 0 = 5(0).

Funkcija s je obostrano jednoznacna, pa mora biti /\iel0 z; # 0, Otuda
sledi da skup {z] : ¢ € I} ima svojstvo kona¢nih preseka, odnosno, da se
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moze prosiriti do ultrafiltra F' € SB. Kako za svako ¢ € I, x; € F, to znaci
da F' & ;e s(x;), suprotno pretpostavei SB C (J;cr s(2:).

Prostor SB je nula-dimenzionalan. Za svako z € B, s(x)¢ = s(z*), pa je
svaki bazni skup zatvoreno otvoren.

Prema teoremi reprezentacije B = s[B]. Familija s[B] je baza topologije
u SB pa, prema prethodnoj teoremi, s|B] = CSB, tj. B~ CSB. O

Neka je X proizvoljan topoloski prostor. Najmanji kardinal « za koji
postoji baza u X kardinalnosti k je tezina topoloskog prostora X. Tezinu
prostora X oznacavamo sa d(X).

Primer 20. Za svaku beskona¢nu Bulovu algebru B, d(SB) = |B|.

Jasno, d(X) < |B|. Neka je U baza prostora SB. Kako je algebra
B beskonacna, prostor SB je beskonacan, pa baza U takode mora biti
beskonacna. Za svako x € B neka je U, C U takav da s(z) = |JU,. Za
svako x € B, skup s(x) je kompaktan, pa skup U, mozemo birati tako da
|U.| < w. Dakle, 2 — U, je obostrano jednozna¢no preslikavanje elemenata
algebre B u skup kona¢nih podskupova baze U. Kako je U beskonacan skup,
mora biti |B| < |U].

Primer 21. Stonov prostor algebre B je metrizabilan ako i samo ako B
je prebrojiva Bulova algebra.

Ovaj rezultat je neposredna posledica Urisonove teoreme po kojoj je
kompaktan Hauzdorfov prostor metrizabilan ako i samo ako ima prevrojivu
bazu.

Ako je X konacan Bulov prostor, onda d(X) = |X|. Kasnije ¢emo
dokazati da u beskona¢nom slucaju vazi nejednakost d(X) < |X|. Opstije,
ova nejednakost vazi u svakom kompaktnom Hauzdorfovom prostoru.

U Bulovim prostorima vazi teorema reprezentacije dualna teoremi rep-
rezentacije Bulovih algebri. Taj dualizam sistematski se ispoljava u svim
svojstvima Bulovih algebri i Bulovih prostora.

Teorema 19. Svaki Bulov prostor homeomorfan je Stonovom prostoru
svoje karakteristicne algebre.

Dokaz: Neka je X Bulov prostor i SCX Stonov prostor njegove karak-
teristi¢ne algebre. Tvrdimo da je funkcija ¢ : X — SCX definisana tako da
za sve x € X,

tx) ={ue CX :z cu}

homeomorfizam Bulovih prostora X i SCX.
Za svako x € X, t(z) je ultrafilter u algebri CX.
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Zasvakou € CX, z € uilix € u®, tj. u € t(x) ili u® € t(x). To pokazuje
da za svako x € X, t(z) € SCX, odnosno, da funkcija ¢ zaista preslikava X
uSCX.

Preslikavanje ¢ je obostrano jednoznacno: Ako su x,y € X razliciti, kako
je X Hauzdorfov prostor, postoje disjunktni bazni skupovi u,v € CX za
koje je x € u iy € v, pa dakle t(x) # t(y).

Preslikavanje ¢ je na: Pretpostavimo da je F' ultrafilter u C'X. To znaci
da je F familija zatvorenih podskupova kompaktnog prostora X sa svo-
jstvom konacnih preseka, pa postoji tacka prostora x € X takva da za svako
u€ F, x €u,tj F Ct(r). Kako je F ultrafilter to mora biti F' = t(x).

Za svako u € CX neka je s(u) skup svih ultrafiltera algebre CX koji
sadrze u, tj. s(u) je bazni otvoren skup u prostoru SCX. Za svako u € CX
i svako z € X, € t7![s(u)] ako i samo ako t(x) € s(u) ako i samo ako
u € t(z) ako i samo ako x € w, §to znaci da je u = t~![s(u)]. Dakle,
inverzna slika baznog otvorenog skupa je bazni otvoren skup, $to znaci da je
t neprekidna funkcija. Kako su X i SCX kompaktni Hauzdorfovi prostori,
kona¢no dobijamo da je t homeomorfizam. O

Primer 22. Ultrafilter F' algebre B je generisan atomom ako i samo ako
F' je izolovana tacka prostora SB.

Primer 23. Bulova algebra B je bezatomicna ako i samo ako SB nema
izolovanih tacaka. Algebra B je atomi¢na ako i samo ako skup izolovanih
tacaka je gust u SB.

Primer 24. Za svaki kardinal k, postoji Bulov prostor X, | X| = &.

Ako je k konacan kardinal, diskretan prostor X na skupu od k elemenata
je Bulov prostor. U beskona¢nom slucaju, ako je X = SB Stonov prostor
Freseove algebre B nad skupom Y kardinalnosti x, onda |X| = k.

Za svako x € Y, ako je F, = {a € B : z € a}, skup F, je ultrafilter
algebre B generisan atomom {z}, x € Y. U algebri B jedini neglavni filter
je Freseov filter F' = {a € B : |a‘| < w}, paje SB = {F, : x € Y} U{P}.
Tacke prostora SB oblika F), su izolovane, F' je beskonacno daleka tacka,
odnosno, SB je jednotackasta kompaktifikacija diskretnog prostora X.

Primer 25. (a) Beskona¢an diskretan prostor X je gust u SP(X).

(b) Za svaku (neprekidnu) funkciju f : X — Y, gde je Y kompak-
tan Hauzdorfov prostor, postoji neprekidna funkcija g : SP(X) — Y koja
prosiruje f.

Dakle, prostor SP(X) je najveéi kompaktan prostor u kojem je prostor
X svuda gust, odnosno, prostor SP(X) je Ston-Cehova kompaktifikacija
diskretnog prostora X, tj. SP(X) = fX.
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Prostor je ekstremno nepovezan ako je zatvorenje svakog otvorenog sku-
pa otvoren skup. Prostor je bazno nepovezan ako je zatvorenje svake pre-
brojive unije zatvoreno otvorenih skupova otvoren skup.

Primer 26. Ako je s Stonov homomorfizam algebre B, skup M C B
ima supremum ako i samo ako zatvorenje skupa |Js[M] je otvoren skup
u prostoru SB. Algebra B je kompletna ako i samo ako prostor SB je
ekstremno nepovezan. Algebra B je o-kompletna ako i samo ako SB je
bazno nepovezan prostor.

Na osnovu teorme reprezentacije, za svaku algebru B, prostor SB je
Bulov prostor i obratno, za svaki Bulov prostor X, algebra C'X je Bulova
algebra. Ta korespodencija se prirodno prosiruje na homomorfizme Bulovih
algebri i neprekidne funkcije Bulovih Prostora.

Neka je h : By — By homomorfizam Bulovih algebri. Za svaki ultrafilter
F € SBy, h![F] je ultrafilter algebre Bj, pa je time definisano preslikavanje
Stonovih prostora hS : SBy — SBi:

Neka je f : X1 — Xs neprekidna funkcija, tj. morfizam Bulovih prostora
X1i Xy. Ako je V zatvoreno otvoren skup u Xo, f~1[V] je zatvoreno otvoren
skup prostora X;. Na taj nacin, definisano je preslikavanje f¢ : C Xy —
C X1 odgovarajuéih karakteristi¢nih algebri. Pritom, za svako V € C X5,

fEV)y = vl

Za svaku Bulovu algebru B neka je s : B — C'SB odgovarajuci Stonov
izomorfizam. Za svaki Bulov prostor X neka je t : X — SCX odgovarajuéi
Stonov homeomorfizam.

Teorema 20. Neka je h : B; — By homomorfizam Bulovih algebri i neka
je f: X1 — X5 neprekidna funkcija Bulovih prostora.

(a) Preslikavanje h° je neprekidna funkcija SBy u SBy,

(b) Preslikavanje f¢ je homomorfizam CXs u C X,

(c) Preslikavanje h°¢ : CSB; — C'SBs je homomorfizam Bulovih algebri
i sledeéi dijagram komutira:

B -~ B,

s1d 152

hSC
CSB1 — CSBQ
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(d) Preslikavanje f¢°: SCX; — SCX5 je neprekidna funkcija Bulovih
prostora i slede¢i dijagram komutira:

X1

t1d
SCX,

I, x,
1t
fCS

Dokaz: (a) Dovoljno je pokazati da je inverzna slika svakog baznog
otvorenog skupa u SBj, pri preslikavanju h°, bazni otvoren skup u SBs.
Svaki bazni otvoren skup u SBj je oblika s1(z) za neko x € By, pa dakle

(%) s1(2)] =

{F e€SBy: hS(F) € si1(x)},
1

{F € SBy: h '[F] € s1(x)},
{F € SBy:z¢€h l[F]},
{F € SBy: h(z) € F},

so(h(x)).

(b) Kako se inverzne funkcije regularno ponasaju u odnosu na unije i
preseke, sasvim jednostavno se pokazuje da je f€¢ homomorfizam algebre

CXs u algebru C'X;.

(c) Na osnovu (a) i (b), preslikavanje h¢ je homomorfizam Bulovih
algebri. Za svako x € By, iz dokaza za (a) imamo da je:

(h3€ 0 s1)(x) = K% (s

1(2)) = (h¥) 7! [s1(2)] = sa(h()).

Ako s obzirom na Stonov izomorfizam s identifikujemo algebre B i CSB,

homomorfizam h moze se identifikovati sa homomorfizmom

hoC.

(d) Na osnovu tvrdenja (b) i (a), preslikavanje f¢ je neprekidna funkcija
Bulovih prostora, pa za svako z € X; redom imamo:

(fFoti)(z) =

F (ti(2)),

(f9)ta(2)],

(fO™ ' {u € CXy : z € u}],
{veCXy:xe fO0)},
{veCXy:z e fu]},
{velCXy: f(x) € v},

B/ ().

Dakle, navedeni dijagram komutira. Kao i u slu¢aju Bulovih algebri, ako
se Bulov prostor X, do na homeomorfizam ¢, identifikuje sa prostorom SCX,
u istom smislu se neprekidna funkcija f moze identifikovati sa neprekidnom

funkcijom f¢°. O
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Teorema 21. Akosu h: A — Bih; : B — C homomorfizmi Bulovih
algebri, 14 identicko preslikavanje algebre A, f : X - Y i f1 : Y = Z
neprekidne funkcije Bulovih prostora i 1x identi¢ko preslikavanje prostora
X, onda su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(a) (14)% =154 i (1x)° =1¢x,

(b) (hoh)S = hf o hS i (fo f1)C = fC o €,

(¢) h je monomorfizam ako i samo ako h¥ je na,

(d) h je na ako i samo ako h° je obostrano jednoznacéna funkcija,

(e) funkcija f je obostrano jednoznacna ako i samo ako f¢ je na,

(f) funkcija f je na ako i samo ako f¢ je monomorfizam.

Dokaz: Uslovi (a) i (b) se proveravaju neposredno. Uslove (c), (d), (e)
i (f) dokazujemo istovremeno. Prvo, ako je h epimorfizam, zbog hS =h-1,
funkcija h® je obostrano jednoznacéna. Takode, ako je f na, po definiciji
f¢ = f~1 paje f© monomorfizam.

Neka je h monomorfizam. Ne umanjujuéi opstost, pretpostavimo da je
h=14idaje AC B podalgebra od B. Za svako F € SB, h%(F) = F N A.
Ako je U ultrafilter algebre A, skup U ima svojstvo kona¢nih preseka u B
i moze se prosiriti do ultrafiltra F' algebre B. Pritom h%(F) =FNA = U,
odnosno, h° je na.

Neka je f obostrano jednozna¢na funkcija. Mozemo pretpostaviti da
je f = 1x, gde je X zatvoren potprostor prostora Y. Za svako u € CY,
¢ (u) = un X. Kako smo ranije videli, svaki zatvoreno otvoren skup u X
je oblika u N X, za neko u € CY, pa je f¢ epimorfizam.

Ako je h® obostrano jednoznaéna funkecija, prema upravo reéenom,
mora biti epimorfizam. Kako je h = s~ o h%¢ o s, homomorfizam h je
epimorfizam. Na isti na¢in dokazuju se i preostale tri implikacije. O

hSC

Sadrzaj prethodne dve teoreme je po svojoj prirodi kategorijalno teoret-
ski. Neka je B kategorija ¢iji su objekti Bulove algebre, a morfizmi homomor-
fizmi Bulovih algebri i neka je T kategorija ¢iji su objekti Bulovi prostori, a
morfizmi neprekidne funkcije Bulovih prostora. Preslikavanja S : B — T i
C : T — B su kontravarijantni funktori.

U sasvim strogom smislu funktori S i C' su medusobno anti-inverzni, a
kategorije B i 7 anti-ekvivalentne kategorije. Familija Stonovih homomor-
fizama sp : B — CSB, B € B, je prirodna transformacija s : I — CS
identickog funktora I kategorije B na funktor C'S. Sa druge strane, fami-
lija Stonovih funkcija tx : X — SCX, X € T, je prirodna transformacija
t: I — SC jedini¢nog funktora kategorije 7 na funktor SC.

Takva veza izmedu funktora S i C, u teoriji kategorija se naziva dualnom
adjunkcijom, a funktori S i C' dualno adjungovanim funktorima. Ona je
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snazno uticala na razvoj teorije kategorija kao posebne matematicke disci-
pline. Kada smo rekli da je Bertran Rasel ipak preterao oznacivsi Bulove
radove prvim koracima u uspostavljanju matematike kao nauke o apstrakt-
nim strukturama, imali smo u vidu, pored ostalog, upravo prethodne rezul-
tate. Sa mnogo vise razloga bi se moglo re¢i da matematika postaje naukom
o apstraktnim strukturama u radovima Marsala Stona.

Primer 27. Algebra A je izomorfna podalgebri algebre B ako i samo ako
prostor SA je neprekidna slika prostora SB.

Primer 28. Algebra A je izomorfna koli¢niku algebre B ako i samo ako
prostor SA je homeomorfan zatvorenom potprostoru prostora SB.

Primer 29. Neka je F filter algebre B. Dual filtra F' u prostoru SB
je zatvoren skup F' = (\{s(z) : z € F}. Preslikavanje F — F odredu-
je obostrano jednozna¢nu korespondenciju svih filtera algebre B i familije
nepraznih zatvorenih skupova prostora SB. Kao potprostor prostora SB,
F' je homeomorfan prostoru S(B /F)-

Primer 30. Svaki dobro ureden skup sa najveéim elementom je Bulov
prostor u odnosu na topologiju indukovanu uredenjem.

Primer 31. Za svako a € B, Stonov prostor relativne algebre Bl|a je
homeomorfan zatvorenom podprostoru s(a) prostora SB.

Primer 32. Skup X C B generise algebru B ako i samo ako skup s[X] C
CSX razdvaja tacke prostora SB, tj. za sve xz,y € SB, x # y, postoji
Ues[X]takvodazeUiygU.

Primer 33. Ako je X C SB, homomorfizam h : B — P(X) definisan ta-
ko da za sve a € B, h(a) = {F € X : a € F} je obostrano jednoznacan ako
i samo ako X je gust u Stonovom prostoru SB.

Kardinal min{|X| : X je gust u SB} je najmanji kardinal x za koji pos-
toji skup X, |X| = k, takav da se algebra B moze utopiti u algebru P(X).

Topoloski prostor je perfektan ako je svaka njegova tacka istovremeno
tacka nagomilavanja. Kako smo veé¢ napomenuli, Stonov prostor algebre B
je perfektan ako i samo ako algebra B je bezatomicna.

U svakom kardinalu k postoji slobodna Bulova algebra, pa dakle u
svakom kardinalu s postoji bezatomicna Bulova algebra. Ako je algebra
B prebrojiva i bezatomi¢na, Stonov prostor SB je perfektan i njegova baza
zatvoreno otvorenih skupova je prebrojiva. Svaki takav prostor, odnosno,
kompaktan Hauzdorfov perfektan prostor sa prebrojivom bazom zatvoreno
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otvorenih skupova je homeomorfan Kantorovom prostoru 2*. Dakle, do na
izomorfizam, postoji samo jedna prebrojiva bezatomi¢na Bulova algebra.

Teorema 22. Svaki perfektan Bulov prostor sa prebrojivom bazom home-
omorfan je Kantorovom prostoru 2¢.

Dokaz: Neka je X perfektan Bulov prostor sa prebrojivom bazom. Neka
je ((un,vyn) : n € w) prebrojavanje svih parova disjunktnih elemenata baze
prostora X.

Prostor X je perfektan, pa je svaki neprazan otvoren skup u X besko-
nacan. Otuda, za svako k € w i svako f € 2* postoji neprazan, zatvoreno
otvoren skup Xy (). r—1) € X koji zadovoljava sledece uslove:

(a) X = XoUX1 1 Xp)...pe=1)0 U Xp(0)... s k=11 = X5(0)... £ (h—1)

(b) X£0)... ;=100 N X (0. ph—1y1 = 0 i

(c) ako su u = ug () Xf(0)...f(k—1) 1 v = V& [ X f(0)...f(k—1) NePrazni, onda
jeu C Xyo). . pk—1y0 1 v S Xp(0)...f(k—1)1-

Za svako f € 2% neka je

X5 = Miew X10)..f(k)-

Skup X je presek familije zatvorenih skupova kompaktnog prostora sa
svojstvom konacnih preseka, pa Xy nije prazan. Tvrdimo da X; sadrzi
tacno jednu tacku.

Pretpostavimo da su a,b € X razliciti. Prostor X je Hauzdorfov, pa
postoje disjunktni elementi baze u, i v, takvi da je a € uy i b € v,. Otuda
sledi da postoji n € w, takvo da (uq,vs) = (un,vy). Pritom,

a € u=ta(1Xf). jn-1) T b€ V=1 Xf0). f(n-1)-

Prema uslovu (c),

uC Xy0)..fin-1)0 1 0 C Xp0)..f(n-1)1-

Prema uslovu (b), ako je f(n) = 0, onda b € Xy«). fmn), @ u slucaju
f(n) =1, onda a ¢ Xf(O)...f(n)' Medutim, kako je X; C Xf(O)...f(n)7 u oba
slucaja imamo kontradikciju.

Dakle, za svako f € 2, postoji jedinstven x5 € X i obratno, na osnovu
uslova (a) sledi da za svako x € X postoji f € 2* takvo da je v = xy.

Definisimo funkciju g : X — 2“ tako da za svako x € X,

g(x)=f & x=uxy.
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Funkcija g je obostrano jednoznac¢na funkcija kompaktnih Hauzdorfovih
prostora X na 2%, pa je za dokaz teoreme dovoljno dokazati njenu neprekid-
nost, odnosno, da je inverzna slika svakog predbaznog skupa u 2“ otvoren
skup u prostoru X.

Predbazu prostora 2“ ¢ine skupovi oblika

uk; = {f €2 f(k) =i},
gdeje k € wiie€ {0,1}. Za svako k € w i svako i € {0, 1}, neka je

Uki = Upear Xf(0)...p(k-1)4-
Za svako k € w isvako i € {0,1}, Ug; je otvoren skup, pa

zr el < f(k)=1,
& f € u,

$to konaéno znaéi da Uy; = g~ (ug;). Dakle, g je neprekidna funkcija kom-
paktnih Hauzdorfovih prostora, tj. ¢ je homeomorfizam. O

Primer 34. Ako je B kona¢na Bulova algebra sa n € w atoma, broj
ultrafiltera u B je takode n, odnosno, |SB| = n. To znaéi da |B| = 2198l t;.
da je |B| > |SB].

Primer 35. Broj svih filtera u konacnoj algebri sa n € w atoma je 2.

Primer 36. Broj svih podalgebri algebre sa n € w atoma jednak je broju
particija skupa od n elemenata.

U slu¢aju beskonaé¢nih Bulovih algebri, ovi odnosi se bitno menjaju. Ako
je B beskona¢na Bulova algebra, Fi(B) skup svih njenih filterai Pa(B) skup
svih njenih podalgebri, onda

|B| <|SB| < | Fi(B)| < | Pa(B)| < 2/,

U ovom nizu, kljuéne su nejednakosti |B| < |SB| i | Fi(B)| < |Pa(B)]|.
Sve druge su same po sebi razumljive. Primetimo da i donja i gornja granica
broja ultrafiltera algebre B moze biti dostignuta. Na primer, ako je B
Freseova algebra, |B| = |SB|, a ako je B slobodna algebra, |SB| = 2/5I.

Teorema 23. Ako je A prava podalgebra algebre B, postoje razli¢iti
ultrafiltri F,G € SB takvida FNA =GN A.

Dokaz: Za svaki ultrafilter F' algebre B, F'N A je ultrafilter algebre A.
Izaberimo a € B—A. NekajeU ={z € A:a<z}iU ={z € A:a* < x}.
Skup U U U " ima svojstvo konac¢nih preseka jer bi u suprotnom postojali
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zelUiye U’ takvi dajex Ay =0,tj. x <y* <a. Otuda bi sledilo da je
r = a, tj. da a € A, §to protivreci izboru elementa a. Neka je V ultrafilter
algebre A koji prosiruje U U U .

Skup V U{a} ima svojstvo kona¢nih preseka u algebri B jer u suprotnom
bi postojalo z € V takav da z A a = 0. To bi znacilo da je a < z*, tj. da
x* € U C V, §to protivreé¢i pretpostavci da = € V. Sliéno, skup V U {a*}
ima svojstvo konac¢nih preseka. Dakle, postoje ultrafiltri F,G € SB takvi
daVU{a}CFiVU{a*} CG. Pritom, FA#Gi FNA=V=GNA. O

Teorema 24. Za svaku beskonacnu algebru B, |B| < |SB].

Dokaz: Pretpostavimo da su F i G razliciti ultrafiltri i apg € F — G.
Neka je A podalgebra algebre B generisana sa {apg : F # G i F,G € SB}.
To znaci da je |A| < |SB.

Prema prethodnoj teoremi A = B, jer za svaka dva razli¢ita ultrafiltra
F,Ge SB,apg € AN(F—G),paje FNA#+GNA. O

Primer 37. Ako su Fi,...,F,, n € w, razlic¢iti ultrafiltri algebre B i
F=Fn---NF,, ondaje B/p = 2".

Primer 38. Za svaki filter F' algebre B, F'U F* je podalgebra algebre B.
Ako su F' i G razli¢iti filtri i nisu maksimalni, FU F* # G U G*.

Primer 39. Ako je Fi(B) — SB skup filtera algebre B koji nisu maksi-
malni, onda je |SB| < | Fi(B) — SB|.

Primer 40. Za svaku algebru B, | Fi(B)| < | Pa(B)|.

Teorema 25. Ako je B slobodna Bulova algebra nad skupom slobodnih
generatora kardinalnosti x, onda je |SB| = 2.

Dokaz: Svaki ultrafilter F' algebre B odreduje funkciju f : k — 2 takvu
da za svako i < k, f(i) = 1 ako i samo ako x; € F. I obratno, za svaku
funkciju f € 2%, skup Xy = {:nf @ < k} ima svojstvo kona¢nih preseka,
pa je sadrzan u nekom ultrafiltru F. Ako su f, g : k — 2, razli¢ite funkcije,
za neko i < K, f(i) # g(i), tj. za neko i < K, f(i) = 11 g(i) = 0. Ako su
Fy i Fy ultrafiltri koji odgovaraju funkcijama f i g, onda x; € Fy i z; € Fy,
tj. Ff #* Fg. g

Dakle, broj ultrafiltera u slobodne algebre dostize svoju gornju granicu.
U narednim primerima ilustrovan je odnos kardinalnosti Bulove algebre i
njenog Stonovog prostora.

Primer 41. (a) Za svako n € w, postoji prebrojiva Bulova algebra sa
tacno n atoma.
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(b) Postoji prebrojiva Bulova algebra sa beskona¢nim skupom atoma
koja nije atomi¢na. Postoje neizomorfne algebre sa takvim svojstvom.

Primer 42. Ako Bulova algebra B nije atomi¢na, onda je |SB| > 2“.
Dakle, ako je prostor SB prebrojiv, algebra B je atomicna.

Ako B nije atomicna algebra, postoji b € B, b # 0, takvo da za svako
x < b, x nije atom u B. Kako z nije atom, postoje disjunktni y,z € B,
razli¢iti od nule, takvi da je x = yV 2. Za svako f € 2“ moze se konstruisati
skup Xy C {z € B : x < b} sa svojstvom konacnih preseka takav da za sve
f,g € 2%, ako je f # g, postoje x,y € B takvidaz € Xy, y € Xy;izAy =0.

Primer 43. Ako je X Bulov prostor, algebra C'X je gusta podalgebra
algebre RO(X). Dakle, CX je regularna podalgebra algebre RO(X)

Primer 44. Ako je X topologki prostor u kojem je svaka familija
disjunktnih otvorenih skupova prebrojiva i S baza prostora X, onda je
| RO(X)| < |51,

Za svako U € RO(X) neka je Sy maksimalna familija disjunktnih ele-
menata u P(U) N S. Prema Zornovoj lemi, takva familija postoji i pritom
je U = int( cl(lJSy)). Kako familija oblika Sy ima najvise |S|“ to je
| RO(X)| < |81,

Teorema o postojanju ultrafiltra kompletnog za prebrojivu familiju
supremuma Bulove algebre ima i topoloski dokaz. U tom dokazu koristi
se Berova teorema prema kojoj je presek svake prebrojive familije gustih
skupova kompaktnog Hauzdorfovog prostora gust skup.

Primer 45. Za svaku prebrojivu familiju supremuma S algebre B i svako
x € B, x # 0, postoji S-kompletan ultrafilter F' u B takav da « € F'.

Ako je S ={S, : n € w} familija skupova elemenata algebre B, za svaki
prirodan broj n € w, skup P,, = {G € SB :G je kompletan za \/ S, } je gust
u prostoru SB. Prema Berovoj teoremi, skup (1, ., Sn je gust u SB. Kako
je © # 0, skup s(z) nije prazan, pa postoji F' € [ .. S, takav da F' € s(x).

new

Napomene

— Kada smo rekli da Fregea smatramo osnivac¢em savremene logike,
nismo zeleli da potcenimo njenu dugu anticku i srednjevekovnu tradiciju.
Pre Fregea, modernu logiku su nagovestili radovi Gotfrida Vilhelma Lajb-
nica, Bernharda Bolcana i posebno Dzordza Bula. U svom ”Istrazivanju
zakona misljenja”, objavljenom 1854. godine u Kembridzu, Bul je naveo
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spisak identiteta koji, kako je rekao, vladaju zakonima misljenja. Tako ideja
interpretacije formalnih objekata u konkretnim matematickim strukturama
u njegovom dobu nije bila u potpunosti razvijena, moze se re¢i da je on imao
u vidu dve interpretacije svojih identiteta.

Prva interpretacija odnosi se na ono §to danas nazivamo dvoelementnom
Bulovom algebrom, tj. na algebru 2 = {0, 1}, u kojoj konstanta 0 oznacava
”laz”, konstanta 1 oznacava ”istinu”, i ¢ije operacije odgovaraju logickim
operacijama disjunkcije, konjunkcije i negacije.

U drugoj interpretaciji, Bul je imao u vidu "algebru klasa” u kojoj nje-
govim operacijama odgovaraju operacije unije, preseka i komplementacije.

Znacaj Bulovih rezultata svakako prevazilazi okvire same teorije Bulovih
algebri. Na primer, sa nesto malo preterivanja, Bertrand Rasel je smatrao
da je Bul otkrio ¢istu matematiku. Koliko god to bilo sporno, moze se ipak
re¢i da je Bul jedan od prvih matematicara koji matematiku nije shvatao
samo kao neku vrstu kvantitativne analize, ve¢ prevashodno kao nauku o
apstraktim strukturama.

— Kao matematicke strukture u strogom smislu, dakle kao klasa al-
gebarskih struktura koja zadovoljava odredene identitete, Bulove algebre
izuCavaju se tek pocetkom dvadesetog veka.

Pokazalo se da je Bul bio u pravu u odnosu na obe interpretacije koje je
imao u vidu — u oba slucaja on je formulisao kompletnu aksiomatizaciju ovih
struktura. Naime, 1921. godine, Emil Post je dokazao da se svaki identitet
koji vazi u dvoelementnoj Bulovoj algebri moze izvesti iz Bulovih identiteta.
Sa druge strane, 1936. godine, Marsal Ston je dokazao da svaka algebra koja
zadovoljava Bulove identitete mora biti izomorfna algebri skupova.

— Ekvivalencija Bulovih algebri i komplementiranih distributivnih mreza
formulisana je pocetkom ovog veka. Verovalo se da su Bulove algebre
mreze sa jedinstvenom komplementacijom, ali se danas zna da to nije tacno.
Otvoreno je pitanje da li to vazi u slucaju kompletnih mreza sa jedinstvenom
komplementacijom.

— Strukturalna i kombinatorna teorija Bulovih algebri razvijena je sredi-
nom ovog veka. Konstrukcija kompletiranja nastala je u okviru opstijih
ideja kompletiranja parcijalnih uredenja [4]. Veéi deo teorije o prosirenjima
homomorfizama razvio je Roman Sikorski [5]. Faktorizaciju o-kompletnih
algebri dokazao je Alfred Tarski [1].

— Teoremu u ultrafiltru dokazao je Alfred Tarski 1930. godine. Kao
skupovno teoretski princip, ona je nesto slabija od aksiome izbora. Ekviva-
lentna je stavu potpunosti predikatskog racuna i kompaktnosti Kantorovog
prostora 2, za svaki skup P. U monografiji [2] izlozen je niz ekvivalent-
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nih formulacija teoreme o ultrafiltru i detaljno raspravljen njen odnos sa
aksiomom izbora. Koristeci topoloske metode, teoremu o egzistenciji ultra-
filtra koji je kompletan za prebrojive familije supremuma dokazali su Roman
Sikorski i Helena RaSova 1951. godine. Dokaz koji smo ovde izlozili je nesto
kasnije formulisao Alfred Tarski [3].

— Teoremu reprezentacije dokazao je Marsal Ston 1936. godine [6]. Iste
ideje uopstavane su u okviru teorije distributivnih mreza sa jedne, kao i u
kontekstu problema reprezentacije komutativnih prstenova sa druge strane.
Ovi rezultati predstavljali su inspiraciju glavnih ideja teorije kategorija u
¢ijem okviru su po prvi put precizno definisani pojmovi kanonskog homo-
morfizma i prirodne ekvivalencije.

— Celovit pregled razvoja teorije Bulovih algebri do 1989. godine izlo-
zen je u Prirucniku Bulovih algebri [3]. Monografija Bulove Algebre [4],
objavljena na srpskom jeziku, obuhvata i jedan broj najnovijih rezultata u
ovoj oblasti.
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Teorija modela

Kao specificna grana matematike, logika se bavi izu¢avanjem jezika u
kojem se izrazavaju matematicka tvrdenja. Preciznije, ona se bavi odnosom
izmedu matematickih teorija izrazenih u formalnom jeziku i matematickih
struktura u kojima se takve teorije realizuju. Ovo poglavlje obuhvata onaj
deo logike koji se u uzem smislu bavi takvim pitanjima i uobicajeno se naziva
teorijom modela. Ta teorija bi¢e razvijena do jednog nivoa na kojem se u
ovom kontekstu moze sagledati veéina standardnih matematickih teorija. Sa
druge strane, kao u svim ostalim oblastima nauke, u logici se razvio i jedan
krug problema koji su zanimljivi za nju samu, nezavisno od uloge koju ona
ima u matematici ili filosofiji, pa izlaganje teorije modela predstavlja uvod
u logiku kao potpuno samostalnu nauku.

Iskazni rac¢un

U zasnivanjima matematike zanimljivi su logicki sistemi u kojima se
mogu izrazavati svojstva matematickih struktura. Centralno mesto u
tom smislu ima predikatski ra¢un prvog reda ¢iju smo skicu napravili u
dosadasnjem izlaganju. lako iskazni ra¢un nije takav sistem, njegove izra-
zajne moguénosti su u sasvim ogranicene, on ipak zasluzuje odredenu paznju.
Na prirodan nacin, on je deo predikatskog ra¢una, pa se na njemu, kao na-
jjednostavnijem logickom sistemu, mogu definisati i razumeti glavne ideje
koje su relevantne u izucavanjima svih drugih logickih sistema. Iz tih ra-
zloga, u ovom poglavlju, bavi¢éemo se i osobinama iskaznog racuna.

Iskazni racun formalizuje deo logike u kojem legitimnost argumentacije
zavisi samo od toga kako su reCenice konstruisane, a ne i od njihovog
znacenja ili unutrasnje strukture. U ovom kontekstu irelevantno je zaSto
je neki iskaz istinit ili lazan, kako je interpretiran i Sta je njegov smisao.
Bitna je samo njegova struktura u odnosu na logicke veznike. Sasvim
uopsteno, kada se radi o bilo kom logickom sistemu, priroda strukture nje-
govih veznika izucava se tako Sto se izabere skup recenica ili aksioma i skup
pravila izvodenja. Polazeé¢i od aksioma, pravila izvodenja generisu skup
recenica koje, iz razli¢itih razloga, smatramo legitimnim u datom sistemu.

U slucaju izkaznog i predikatskog racuna, izbor aksioma i pravila izvo-
denja pretezno je motivisan matematickim razlozima.
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Sa formalnog stanovista, jezik je odreden skupom simbola i skupom pra-
vila po kojima se formiraju gramaticki korektne recenice. Skup simbola S
iskaznog racuna, sadrzi sledec¢e simbole:

(a) beskonac¢an skup iskaznih slova P = {p, : n € w},
(b) logicke veznike negaciju — i implikaciju —,
(c) interpunkcijske simbole desnu )

” ”

ilevu ”(” zagradu.

Osim u problemima odluéivosti, kada podrazumevamo da je skup
iskaznih slova zadat na neki efektivan nacin, pretpostavka o njegovoj pre-
brojivosti nije sustinska. Prakti¢no sve §to budemo rekli o prebrojivom
iskaznom ra¢unu vazi i u neprebrojivim rac¢unima.

Na skupu simbola S, kao nad nekom vrstom azbuke, definisa¢emo gra-
maticka pravila pomocu kojih se formulisu recenice jezika S. U slucaju
iskaznog ra¢una, umesto recenice, za gramaticki korektno formiran niz sim-
bola upotrebljava¢emo termin formula.

Skup formula F' iskaznog ra¢una je najmanji skup konaé¢nih nizova sim-
bola koji zadovoljava sledeé¢e uslove:

(a) PCF,
(b) zasve p,p € F, mp € Fi(p—1)eF.

Skup simbola S na kojem je definisan skup formula F je jezik iskaznog
racuna.

Na primer, niz simbola (pg — (p1 — po)) jeste formula iskaznog racuna.
Medutim, konaéni nizovi simbola py(— p1— 1 pop1p2 nisu formule.

Sa algebarskog stanovista, skup formula F' je slobodna algebra nad
skupom slobodnih generatora P u kojoj operacije - i — ne zadovoljavaju
nikakav zakon.

Rekurzivna definicija skupa formula ima sustinsku ulogu u svim argu-
mentacijama matematicke logike. Ona omogucava da se sva svojstva skupa
formula definisu ili provere indukcijom po slozenosti njegovih elemenata.

Broj logickih veznika koji se javljaju u formuli ¢ iskaznog rac¢una je sloZe-
nost formule . Pritom, iskazna slova su formule slozenosti nula. Prema ovoj
definiciji, dokaz da svi elementi skupa F' imaju svojstvo P podrazumeva:

(a) da sva iskazna slova imaju svojstvo P,

(b) iz pretpostavke da formule ¢ i ¥ imaju svojstvo P sledi da formule
(¢ — ) 1 = imaju svojstvo P.

Slozenost formule je prirodan broj, pa ovaj tip argumentacije predstavlja
indukciju u uobicajenom smislu, odnosno, indukciju u strukturi prirodnih
brojeva. To zapravo znaci da nasa metateorija sadrzi aritmetiku.
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Kako se logika prevashodno bavi svojstvima implikacije, kao osnovne
logicke veznike izabrali smo negaciju i implikaciju. Ostali standardni veznici
su samo konvencija koju uvodimo radi preglednijeg zapisivanja formula. Za
sve p, 1) € F,

(e A1) = =(p — =) je konjunkcija formula ¢ i 1,
(V1) = (—p — 1) je disjunkcija formula ¢ i 1,
(p ) =(p—=Y)A (Y — p) je ekvivalencija formula ¢ i 1.
Ponekad, radi lakseg ¢itanja formula, izostavljamo neke od interpunk-
cijskih simbola. Svakako, uvek odgovarajuée parove, tako da je u svakoj
formuli broj levih zagrada jednak broju desnih zagrada i tako da se svaka
takva formula moze procitati na jedinstven nacin.

Kako smo ranije napomenuli, iskazni racun formalizuje deo logike u ko-
jem valjanost argumentacija zavisi samo od veznika pomoc¢u kojih su kon-
struisane recenice prirodnog jezika. U ovom slu¢aju interesuje nas struktura
prirodnog jezika samo u odnosu na iskazne veznike. Recenice su istinite ili
lazne i to zavisi samo od toga kakvi su u tom smislu njihovi sastavni delovi.
Pritom, potpuno je irelevantno na koji nacin je interpretiran iskaz oznacen
slovom p,, n € w. Bitno je da svaki takav iskaz moze biti samo istinit ili
lazan. Ove vrednosti interpretiramo kao jedinicu i nulu Bulove algebre 2, a
logicke veznike kao njene operacije. Pritom, negacija se interpretira komple-
mentacijom, a implikacija slede¢om operacijom algebre 2: za sve x,y € 2,
x — y = x* Vy. Kao binarna operacija, implikacija se na ovaj na¢in moze
definisati u svakoj Bulovoj algebri.

Valuacija iskaznih slova je funkcija f : P — 2. Za svako n € w, vrednost
f(pn) je interpretacija iskaznog slova p,, za valuaciju f € 2°.

Neka je f € 27 valuacija. Interpretaciju f () formule ¢ € F, za valuaciju
f, definiSemo indukcijom po slozenosti formule ¢: za sve ¢, ¢ € F, ako su
interpretacije f(¢) i1 f(¢) definisane, onda

(a) f(=p) = fle)",
(b) flo =)= flp) = f(¥).

Fakticki, funkciju f : P — 2 definisanu na iskaznim slovima P C F, pro-
sirili smo do funkcije f: F' — 2 koja je definisana na svim formulama is-
kaznog ra¢una. Zbog jedinstvenosti takvog prosirenja, na isti nacin oznagili
smo valuaciju f skupa P i njeno prosirenje f na skup F.

Interpretacija uvedenih logickih veznika definisana je na slede¢i nacin:
za svaku valuaciju iskaznih slova f € 27,
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fleng) = fle) A f),
flevy) = fle) v ().

Za svaku formulu ¢ € F i svaku valuaciju f € 27, ako je f(¢) = 1,
onda f zadovoljava formulu ¢. Ovu relaciju oznacavamo sa f = ¢ i ako vazi
f E ¢, ponekad kazemo da je valuacija f model formule .

Neka je ¥ skup formula. Valuacija f € 2F zadovoljava ¥ ako za svaku
formulu ¢ € ¥, f = ¢. Ovu relaciju oznacavamo sa f = X. Akovazi f E X,
valuacija f je model skupa formula X.

Skup formula ¥ je zadovoljiv ako ima model, odnosno, ako postoji val-
uacija f takva da za svako ¢ € X, vazi f | ¢.

Primetimo da je relacija = konkretna matematicka relacija izmedu skupa
valuacija i skupa formula iskaznog rac¢una, odnosno, =C 2“ x F. Njena
definicija moze se formulisati i induktivno:

(a) za svako n € w, f = p, ako i samo ako f(py) =1,
(b) f = — ako i samo ako ne vazi f = ¢,

(¢) f E ¢ — ¢ ako i samo ako f | ¢ implicira f | 9.

Formula ¢ € F je tautologija, u oznaci = ¢, ako za svaku valuaciju
f€2F vazi f = . Osim termina tautologija, upotrebljavaju se i termini
valjana formula i logicka istina.

Primer 1. Ako su ¢, € F iskazne formule, za svaku valuaciju f € 27,
f(e — 1) =0 ako i samo ako f(¢) =11 f(¢p) =0,
fle A1) =1 ako i samo ako f(p) =11 f(¢) =1,
f(e V1) =0 akoisamo ako f(¢) =01 f(¢) =0,
f(e <> ) =1 ako i samo ako f(¢) = f(¢).

Primer 2. Ako su ¢,9,¢1,...,p, € F iskazne formule takve da svaka
valuacija koja zadovoljava ¢, @1, ..., @, takode zadovoljava i 1, sledeca for-
mula je tautologija:

(1 A= ANpn) = (0 — ).

Skup valuacija 2F je beskonacan, pa na prvi pogled, izgleda da je
za proveru valjanosti formule potrebno beskona¢no mnogo izracunavanja
njenih vrednosti. Medutim, kako svaka formula sadrzi samo kona¢no mnogo
iskaznih slova, za takvu proveru dovoljan je konac¢an broj valuacija.

Teorema 1. Predikat ” ¢ je tautologija” je odluciv.

Dokaz: Neka je ¢ formula i pg,...,pn, 7 € w, sva iskazna slova koja
ucestvuju u formuli . Ako su valuacije f,g € 2°, takve da za sve i < n
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vazi f(p;) = g(pi), onda je f(¢) = g(p). Fakticki, koristedi tablice bulovskih
operacija, dovoljno je izvrsiti 2" provera. O

Ideja istinosnih tablica je veoma stara. Anticki logicar, Filon iz Megare,
izmislio je istinosnu tablicu implikacije koju smo definisali u prvom primeru.

Semanticka odlu¢ivost, u logickom smislu trivijalizuje iskazni racun.
Osim sa nekom specificnom motivacijom u analizi njegovih fragmenata, ak-
siomatizacija iskaznog ra¢una nije potrebna. Umesto da dokazujemo logicku
istinitost neke formule, tako Sto ¢emo pokazati da ona sledi iz nekog skupa
aksioma, jednostavno mozemo proveriti njenu valjanost pomocu procedure
koju smo definisali u prethodnoj teoremi.

Aksiomatizacija je znacajna u logickim sistemima koji nisu semanticki
odlucivi. U takvim sistemima ona je neophodno sredstvo pomocu kojeg
generisemo skup valjanih formula. Na primer, predikatski ra¢un prvog reda,
za koji je vezan veéi deo nasih izlaganja, nije semanticki odluciv, pa u tom
kontekstu ideja formalizacije ima sustinski znacaj. Stoga, razlozi zbog ko-
jih se izvodi formalizacija odlucivih sistema, poput iskaznog rac¢una, pre-
vashodno su motivisani analizom njihovih fragmenata. U ovom izlaganju
mi to ¢inimo iz didaktickih razloga. Ideja formalizacije ima veliki zanacaj u
logici i matematici, pa je korisno da se ona izlozi na jednostavnom primeru
iskaznog racuna.

Neka je X skup formula jezika S. U najopS$tijem sluc¢aju, formalizacija
skupa X podrazumeva izbor sledeéih skupova:

(a) izbor odluéivog skupa formula I' C ¥ i
(b) skupa pravila izvodenja koja, polazeéi od T', generisu skup X.

Problem formalizacije ima viSe reSenja. Na primer, u iskaznom racunu,
ako je X skup svih tautologija, skup aksima moze se izabrati tako da sa-
drzi samo jednu shema aksiomu ¢ — ¢, ali je u tom slucaju skup pravila
izvodenja nesto slozeniji. Druga krajnost je formalizacija sa jednim pravilom
izvoenja i nesto slozenijim skupom aksioma. Opredelili smo se za drugu mo-
guéndst. Ona vise odgovara formalizaciji koja je motivisana problemima
zasnivanja matematike.

Problem formalizacije moze se postaviti i drugacije. Pretpostavi se od-
reden broj aksioma i pravila izvodenja, a potom, postavi pitanje karak-
terizacije skupa formula koji aksiome i pravila izvodenja proizvode. Ako
granica izmedu filosofske i matematicke logike uopste postoji, mogla bi se
definisati upravo navedenom razlikom. Matematic¢ari prevashodno resavaju
problem formalizacije svojstava matematickih objekata, a filosofi, problem
smisla odredenih logickih principa. U prvom slucaju, za datu semantiku
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trazi se potpuna sintaksa, u drugom slucaju, obratno, za datu sintaksu trazi
se semantika u odnosu na koju je takva sintaksa potpuna.

Skup aksioma sastoji se od tri skupa formula koji su odredeni sa tri
sheme aksioma. Za sve @, 1,0 € F sledece formule su aksiome:

o = (Y — ),
(o= W —=0) = ((p—=v) = (p—0)),
(mp = ) = (Y — ).

Prva shema odreduje sledeci skup formula iskaznog racuna:

Ay ={(¢—= (b =)@, € F}.

Na isti nacin, preostale dve sheme aksioma odreduju skupove formula
iskaznog racuna Ao i As. Za datu formulu ¢ € F, u kona¢no mnogo koraka
moze se proveriti da li formula ¢ pripada nekom od navedenih skupova. To
znaci da je predikat "¢ je aksioma” odluciv.

Intuitivno, aksioma ¢ — (¢» — ¢) kaze da ako vazi formula ¢, onda
p sledi iz bilo cega. Logicki princip na kojem pocivaju aksiome A; naziva
se slabljenje (tvrdenje 1 — ¢ je slabije od tvrdenja ¢) ili kako bi klasiéni
logic¢ari rekli verum ex quodlibet. Jedna filosofska Skola to osporava. Ako iz
¥ sledi ¢, formule ¥ i ¢ moraju imati nesto zajednicko. U relevantnoj logici
nisu legitimna zaklju¢ivanja koja se oslanjaju na taj princip. Moglo bi se re¢i
da su mnogi, ako ne i svi, oblici neformalnih matematickih argumentacija
relevantni, tako da ova primedba klasi¢noj logici ima odredenu tezinu.

U aksiomi (¢ — (¢ = 6)) = ((¢ = ¥) = (¢ — 6)) formulisana je neka
vrsta distributivnosti implikacije u odnosu na samu sebe. Ovaj princip je
opste prihvacen i smatra se suStinskim za implikaciju.

Aksioma (—¢ — =) — (¢ — ¢) je jaka kontrapozicija. Ona aksioma-
tizuje princip na koji se u zakljuc¢ivanju ¢esto pozivamo: ako iz —¢ dokazemo
-1, onda iz ¥ sledi ¢.

Konstruktivisticke logicke skole, poput intuicionista, takvu vrstu za-
klju¢ivanja ne prihvataju. One smatraju legitimnom samo slabu kontrapozi-
ciju (p = ¥) = (- — —¢). Medutim, sistem aksioma sa slabom kon-
trapozicijom, umesto jake, nije potpun u odnosu na nasu semantiku.

Jedino pravilo izvodenja je modus ponens: za proizvoljne p,v € F|
formula 1 je neposredna posledica formula ¢ i ¢ — .

Konac¢an niz formula o1, ..., @, je dokaz formule ¢ ako ¢ = ¢, i za sve
k < n, ¢ je aksioma ili za neke i, j < k, @y je neposredna posledica formula
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@i i ¢;. Ako ima dokaz, formula ¢ je teorema. Za teoreme upotrebljavamo
oznaku F .

Primer 3. Za svaku formulu ¢ € F', F ¢ — .
Dokaz teoreme F ¢ — ¢ je sledeéi niz formula:

1 = (p=>(p—=9) =)= ((p—=(p—=9) = (p—9),

w2 = = ((p—=¢)—p),

p3 = (p—=(p—=9) = (p— ),
ps = P (p— ),

05 = © =

Formula ¢ je aksioma iz As, formula ¢ je aksioma iz Ap, formula 3
je neposredna posledica formula g i 1, formula ¢4 je aksioma iz Ay, a
formula 5 je neposredna posledica formula ¢4 i 3.

Teorema - ¢ — ¢ izrazava princip identiteta. Prema ovom principu,
F —p — -, za svaku formulu ¢. Stoga, na osnovu definicije disjunkcije, u
iskaznom rac¢unu vazi zakon iskljucenja treéeg: - ¢ V —p.

Kada se u jednom matematickom dokazu prvi put pozvao na princip
iskljucenja trec¢eg, Hilbert je izazvao veliku zabunu. Naime, on je dokazao
da pretpostavka o nepostojanju odredene funkcije vodi do kontradikcije i
zakljucio da takva funkcija postoji. Veéina matematicara devetnaestog veka
je to smatrala nekom vrstom prevare buduéi da Hilbert nije eksplicitno kon-
struisao objekat ¢iju egzistenciju dokazuje. Konstruktivisti niposto ne prih-
vataju ovaj princip.

U na8im razmatranjima, princip iskljucenja treceg ili tertium non datur
javlja se kao posledica ¢injenice da smo disjunkciju i konjunkciju uveli kao
definisane logicke veznike.

Dokaz sasvim jednostavne teoreme - ¢ — ¢ upucéuje na to da bi do-
kazi slozenijih teorema mogli izmaéi svakoj razumnoj kontroli. Da bismo
u tom smislu stvari pojednostavili, ali i zbog njenog posebnog znacaja u
logici, prethodno ¢emo dokazati teoremu dedukcije. Ona predstavlja primer
izvedenog pravila zakljuCivanja koje je u izvesnom smislu obratno modus
ponensu.

Neka je 3 C F skup formula. Konacan niz formula o1, ..., p, je dokaz
formule @ iz pretpostavki 3 ako ¢ = ¢, i za sve k < n, @ je aksioma ili
jedna od formula skupa 3 ili za neke i,j < k, @i je neposredna posledica
formula ¢; i ;.

Formula ¢ je dokaziva iz skupa pretpostavki 3 ako postoji dokaz za ¢ iz
pretpostavki 3, u oznaci X F . Dokaz je konacan niz formula, pa % F ¢
ako i samo ako postoji konacan ¥y C X, ¥ F .
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Teoremu dedukcije dokazujemo indukcijom po duzini dokaza iz skupa
pretpostavki ¥. Duzina dokaza je prirodan broj, pa je takva indukcija isto
§to i indukcija po prirodnim brojevima.

Teorem 2 Teorema dedukcije: Y U{p}F1v & XF ¢ — .

Dokaz: Ako ¥ F ¢ — 1, primenom modus ponensa neposredno dobijamo
da vazi XU {¢} F 9.

Obratnu implikaciju dokazujemo indukcijom po duzini dokaza formule
iz pretpostavki ¥ U {¢}. Neka je n > 11 41,...,1, proizvoljan dokaz za 1
iz. pretpostavki X U {¢}. Tvrdimo da za svako i <n, ¥ F ¢ — 1.

Neka je n = 1. Ako je i aksioma ili ¥ € X, onda ¥ F ;. Kako u
skupu A; imamo aksiomu ¥ — (¢ — 1), po modus ponensu, ¥ = ¢ — ;.
Ako je ¥1 = ¢, onda zbog F ¢ — @, vazi X F ¢ — 1.

Neka je 1; neposredna posledica firmula ; i ¥, = 1; — ;. Po induk-
tivnoj pretpostavei, ¥ F ¢ — 1; 1 ¥ F ¢ — 9. Kako u skupu Ay imamo
aksiomu (¢ — (¢Y; = ¥;)) = ((¢ = ¥;) = (¢ — 1;)), primenom modus
ponensa u dva koraka dobijamo > F ¢ — ;. O

U dosada$njim razmatranjima, termin teorema upotrebljavali smo u dva
znacenja. U formalnom smislu, teorema je formula iskaznog racuna koja
ima dokaz, tj. za koju postoji konacan niz formula koje zadovoljavaju uslove
definicije dokaza. Biti teorema iskaznog racuna je jedno konkretno svojstvo
njegovih formula.

U neformalnom smislu, kao u slu¢aju teoreme dedukcije, teorema govori
o odredenim svojstvima teorema iskaznog racuna. Kao sintaksne objekte,
teoreme ¢emo nazivati objekt teoremama, a matematicka tvrdenja o sintak-
snim objektima naziva¢emo metateoremama. Teorema - ¢ — ¢ je objekt
teorema, a teorema dedukcije je metateorema.

Teorema dedukcije omoguéuje nam da pojednostavimo dokaze. Treba
napomenuti da je teorema dedukcije konzervativno pravilo zakljuc¢ivanja,
odnosno, pozivanje na to pravilo ne pro§iruje skup teorema: svaka njegova
primena moze se eliminisati.

Primer 4. Za proizvoljne formule ¢, 1,0 € F, imamo da vazi

F@—0)—= (¢ =) = (p—0)).

Ova teorema izrazava tranzitivnost implikacije. Na osnovu definicije
dokaza iz hipoteza i primenom teoreme dedukcije redom se dobija:
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v —=0,0 =, 0}
W —=0,0—¢,p}
{ = 0,0 = Y, 0}
{—=0,0— ¢, ¢}
{v = 0,0— 9,0}
= 0,0 — 9}
{¢ — 0}

T T T T T T T T

v,
© =1,

Y,

Y — 0,

97

©—0,

(p =) = (¢ = 0),

(Y —=0) = ((p =) = (p—0)).

Dokaz je dat tako da sugeriSe kako bi se on mogao transformisati u direk-
tan dokaz tranzitivnosti implikacije. To pokazuje da je pozivanje na teoremu
dedukcije potpuno legitimno.

Primer 5. Za proizvoljne ¢, € F, vazi = ¢ — (p — ).

{_'(Pv (P}
{—, ¢}
{_'907 90}
{—, ¢}

{—e}

T T T T T T

= = (7 = =),

(Y = =) = (¢ = ),
(o =),

Y,

(o =),

o = (p = ).

Klasic¢ni logic¢ari su ovaj princip nazivali ex falso quodlibet.

Primer 6. Za svaku formulu ¢ € F, vazi F ——p — .

{=¢}
{=p}
{=—¢}

T T T T T T

(7 = ~=m9) = (7mp = ),

{~¢} T =
{=—} ,
Y = Q.

Na slican nacin, koriste¢i kontrapoziciju, dokazuje se i obratna imp-
likacija, tj. za svaku formulu ¢ € F, vazi F ¢ — ——¢p.

Primer 7. Za sve ¢, € F, F (p = ) = (¢ = ) — —p).

Treba pokazati da se iz skupa pretpostavki {¢ — ¥, — =)} moze
dokazati —p. Postupi¢emo na nacin koji ¢esto primenjujemo u dokazima
matematickih tvrdenja. Pretpostavi¢emo suprotno, tj. da nije —y. Iz skupa
pretpostavki {¢ — ¥, ¢ — =1, 7—p} dokazadéemo kontradikciju —(p — ¢).
Uz pomo¢ kontrapozicije oslobodi¢emo se pretpostavke ——¢ i dokazati —¢.
Ovaj tip dedukcije naziva se svodenje na apsurd.
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{o =9, 0 =, e} ©,

{o =Y, = 9, 7} Y,

{o = 9,0 = 9, g} -1,

{o =Y, = 9, 2} = (Y = =(p = 9)),
{o =Y, 0 =, e} (¢ = ),

== = (e = @),
(= = =(p = @) = (¢ = ) = ),

{o—=v,0— 0}
{o—= v, 0= -}

{o—=v,0— 0} (o = ¢) = o,
{o—=v,0—= 9} © =,
{o =¥, 0 = -} -,

T T T T T T T T T T T

(o =) = ((¢ = ) = ).

Primer 8. Sli¢no prethodnim primerima, moze se dokazati slaba kontra-
pozicija (¢ — ) = (= — —p).

Primer 9. Za proizvoljne ¢, € F, vazi - ((¢ — ) = ¢) = ¢.

Navedeni teorema naziva se Persovim pravilom i ne moze se dokazati
samo pomocu aksioma A; i As. Uz ove aksiome, Persovo pravilo aksiom-
atizuje implikativni fragment iskaznog racuna, tj. svaka teorema iskaznog
racuna u kojoj se od logickih veznika javlja samo implikacija dokaziva je
polazeci od aksioma A;, Ay i Persovog pravila.

Primer 10. Za proizvoljne formule ¢, € F,

(a) F(p = —=0) =¥ —=(p—=0),
(b) Fle=(p—=19) = (=)

Teorema (a) izrazava princip permutacije premisa, a teorema (b) princip
njihove kontrakcije.

Principi identiteta, tranzitivnosti implikacije, permutacije i kontrakcije
premisa, uz aksiomu A; dovoljni su da se dokaze aksioma As. Tako se dobija
ekvivalentna aksiomatizacija iskaznog racuna.

Primer 11. Ako implikaciju shvatimo kao neku vrstu poretka medu for-
mulama, konjunkcija u takvom poretku ima svojstvo infimuma:

(a) F(pAY) =@, F(oND) =,
(b) H (0 =)= ((0 =)= (0= (eAD)))
Primer 12. Sli¢no tvrdenje vazi i za disjunkciju. U odnosu na implikaciju
kao poredak, ona se ponaSa kao supremum:

(a) o= (pVY), Y — (p Vi),
b) Flp—=0)—= (v —=0) = (V) —0)).
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Primer 13. Konjunkcija i disjunkcija su uzajamno distributivne, od-
nosno, formule koje izrazavaju njihovu distributivnost su teoreme iskaznog
ra¢una. Isto vazi i za formule koje izrazavaju De Morganove zakone.

Sintaksu iskaznog rac¢una definisali smo izborom jednog skupa tautologija
kao aksioma i modus ponensa kao pravila izvodenja. Sasvim prirodno
oc¢ekujemo da nas dokazi ne izvode iz skupa tautologija, tj. da je skup teo-
rema T, sadrzan u skupu tautologija T,. Ta ¢injenica se u logici oznacava
kao saglasnost sintakse sa semantikom koju Zelimo da formalizujemo.

Teorema 3. Teorema saglasnosti: Ako - ¢ onda |= ¢, za svako ¢ € F.

Dokaz: Teoremu saglasnosti dokazujemo indukcijom po slozenosti doka-
za formule ¢ € F'. Baza indukcije su aksiome, tj. treba dokazati da za svaku
aksiomu ¢ i svaku valuaciju f € 2F, f(p) = 1.

U slucaju aksioma iz A1, pretpostavimo suprotno, tj. da postoji valua-
cija f € 2P takva da f(¢ — (¢ — ¢)) = 0. To znaci da mora biti f(¢) =1
i f(¢ — ¢) =0, odnosno, f(p) =11 f(¢) =11 f(p) =0, Sto nije moguce.
Na slican nac¢in proveravaju se i sve ostale aksiome.

Induktivni korak je primena pravila izvodenja, odnosno modus ponensa.
Ako je f(v) =11 f(vv — ¢) = 1, onda f(¢) = 1, tj. modus ponens ¢uva
tautologije. O.

Primetimo da je i definicija dokaza iz hipoteza saglasna sa semantikom
iskaznog racuna. Ako X F ¢, svaka valuacija koja zadovoljava svaku formulu
od skupa ¥ takode zadovoljava i formulu ¢.

Formula ¢ je semanticka, odnodno, logicka posledica skupa formula 3,
u oznaci X |= ¢, ako svaka valuacija koja zadovoljava X, zadovoljava i .

Osim saglasnosti pojma teoreme sa pojmom tautologije iskaznog racu-
na, i pojam sintaksne posledice saglasan je sa pojmom logicke posledice,
odnosno, saglasnost sintakse iskaznog ra¢una sa njegovom semantikom sada
mozemo izraziti na sledeéi nacin.

Primer 14. Prosirena teorema saglasnosti: Za svaki skup ¥ C F' i svaku
formulu ¢ € F iskaznog racuna,

SFp = Y Eo

Prosirenu teoremu saglasnosti dokazujemo indukcijom po duzini dokaza
formule ¢ iz pretpostavki X. U principu, taj dokaz ne razlikuje se od dokaza
njene posebne varijante.

Skup formula F' izkaznog rac¢una ima svojstva bliska Bulovoj algebri.
Implikacija je refleksivna i tranzitivna, a konjunkcija i disjunkcija imaju sva
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svojstva bulovskih operacija. Medutim, sam po sebi, skup formula F' shva¢en
kao slobodna algebra nad operacijama — i — ipak nije Bulova algebra. Na
primer, formule V1) i YV su razlicite. Implikacija nije simetri¢na, pa se ne
moze shvatiti kao poredak. Tek izjedna¢avanjem ekvivalentnih formula, na
koli¢nickoj stukturi dobija se Bulova algebra. Zapravo, radi se o slobodnoj
Bulovoj algebri nad prebrojivim skupom slobodnih generatora.

Za proizvoljne formule iskaznog ra¢una ¢,y € F, neka je

p~Y S Fp—oY i FyY— e

Zbog refleksivnosti i tranzitivnosti implikacije, relacija ~ je relacija ek-
vivalencije skupa F. Za svako ¢ € F, neka je |¢| klasa ekvivalencije formule
¢ 1 Bp = {|p| : ¢ € F} odgovarajuéi koliénik skupa formula F' po relaciji

Na prirodan nacin, sada se na kolicniku Br moze definisati struktura
poretka. Za sve p,¢ € F, neka je

lo| <] & Fp—=1.

Definicija relacije < je korektna. Ako ¢ ~ gpl iy~ 1, onda b =P
ako i samo ako F ¢ — 1.

Teorema 4. Struktura Br = (Br, <) je Bulova algebra.

Dokaz: Zbog - ¢ — ¢, relacija < je refleksivna. Po definiciji, ona je
simetri¢na, a zbog tranzitivnosti struktura Br je parcijalno uredenje.
Za proizvoljne p, ¢ € F,

FlpAY) =@ i F(oA) =1,

sto znaci da je |p A Y| < |o| i@ A| < |[¢]|. Ako je || donje ogranicenje
za {|¢|, |¥|}, onda - 0 — ¢ i+ 0 — 1, pa kako se konjunkcija u odnosu
na implikaciju ponaSa kao infimum, - 6 — ¢ A v, Sto znaci da je klasa
ekvivalencije |¢ A 9] je infimum skupa {|p|, |¥|}.

Sliéno, |¢ V 9| je supremum skupa {|¢|, ||}, a kako je distributivnost
teorema iskaznog racuna, struktura Bp je distributivna mreza.

Najveéi element u distributivnoj mrezi Br odreden je klasom ekviva-
lencije teorema, a najmanji klasom kontradikcija. Komplementaciju u Bp
odreduje negacija. Naime, za svaku formulu ¢ € F,

lol=1 &Fpi|p=0&F .
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Ako je |p| = 1, za svaku formulu 9, |¢| < |p|, tj. -1 — ¢. Ako F %, po
modus ponensu - . Obratno, ako F ¢, prema aksiomi iz skupa A1, za pro-
izvoljnu formulu ¥ € F, F ¢ — (¥» — ¢), pa po modus ponensu dobijamo
da je F ¢ — ¢, tj. || < |p|. Dakle, |p| = 1.

Ako je |p| = 0, za svaku formulu ¢ € F, imamo - ¢ — 1, pa zbog slabe
kontrapozicije, - -1 — —p. Ako formulu v biramo tako da F —t, onda
F —¢. Obratno, ako F —¢, zbog - —¢ — (¢ — ©), prema modus ponensu,
F @ — 1, za svaku formulu ¥, tj. || = 0.

Zbog = ¢V =y mora biti ||V |=p| = 1, a prema De Morganovom zakonu,
iz F =(¢A—¢p) dobija se da je |p| A || = 0. Dakle, za svaku formulu ¢ € F,
lo]* = |=¢|. To konacno znaci da je struktura Br komplementirana distri-
butivna mreza. O

Bulova algebra Bp se uobitajeno naziva Lindenbaumovom algebrom
iskaznog racuna. Lindenbaumova algebra je zapravo slobodna Bulova al-
gebra nad skupom slobodnih generatora P, = {|p,| : n € w}.

Svaki ultrafilter G algebre Bp odreduje valuaciju fg € 2° takvu da za
svako n € w, fg(p,) =1 ako i samo ako |p,| € G.

I obratno, za svaku valuaciju f € 27, skup Gy = {|¢| : f(p) = 1} je
ultrafilter Lindenbaumove algebre Bp.

Primetimo da jedinicu Lindenbaumove algebre ¢ini skup 7, svih teorema
iskaznog racuna.

Teorema 5 Stav potpunosti iskaznog racuna: Za svaku formulu ¢ € F
Fe & Feo

Dokaz: Imajuéi u vidu saglasnost iskaznog ra¢una, dovoljno je dokazati
da svaku formulu ¢ € F, = ¢ implicira F .

Pretpostavimo da nije - ¢. To znaci da u Lindenbaumovoj algebri mora
biti |¢| # 1, odnosno, |—¢| # 0.

Neka je G ultrafilter koji sadrzi |—¢p| i neka fg € 2 valuacija odredena
ultrafiltrom G. Kako |—¢| € G to mora biti fg(—¢) = 1, tj. vazi fa(e) =0,
pa nije E . O.

Stav potpunosti iskaznog rac¢una dokazan je 1921. godine. U tom dokazu,
Emil Post nije koristio teoremu o ultrafiltru. On je dokazao nesto jaci rezul-
tat, odnosno, definisao je efektivan postupak kojim se rekonstruise dokaz
svake tautologije.

Zbog semanticke odlucivosti, na osnovu stava potpunosti, izkazni racun
je i sintaksno odluciv, tj predikat " ¢” je odluciv.
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U narednim razmatranjima pokazac¢emo da stav potpunosti vazi i u
proSirenom obliku. Sintaksna posledica i semanti¢ka posledica u iskaznom
ra¢unu su iste relacije. Naime, za svako ¥ C F' i svaku formulu ¢,

Yo & Y Eo

Skup formula X je protivrecan ako 3 F ¢, za svaku formulu . U suprot-
nom, Y je neprotivrecan skup formula. Skup formula 3 je maksimalno ne-
protivrecan ako je svako njegovo pravo prosirenje protivrecan skup formula.

Sa Cn(X) oznac¢avamo deduktivno zatvorenje skupa formula 3, tj. skup
svih formula dokazivih iz pretpostavki 3. Primetimo da operator Cn ima
sledeca svojstva:

Primer 15. Ako je ¥ C F, sa g, oznacavamo skup svih konacnih
podskupova skupa X. Za proizvoljne X, I" C F,

(a) ¥ C Cn(%),

(b) Cn(Cn(%)) € Cn(X),

(c) ako ¥ C T, onda Cn(X) C Cn(I') i
(@) On() € Upes, On(T)

Primer 16. (a) Ako je ¥ neprotivre¢an skup, Cn(X) je takode neprotiv-
recan skup formula.

(b) Neka je ¥ maksimalno neprotivrecan skup formula. Za proizvoljnu
formulu ¢, X F ¢ ako i samo ako ¢ € X.

(c) Skup X U {p} je neprotivrecan ako i samo ako ne vazi ¥ - —p.

(d) Skup X je protivrecan ako i samo ako za svako ¢, X F ¢ A —p.

Teorema 6. Lindenbaumova lema: Svaki neprotivrecan skup recenica
moze se proSiriti do maksimalno neprotivre¢nog skupa.

Dokaz: Ako je ¥ neprotivrecan, skup B(X) = {|g| : ¢ € ¥} ima svojstvo
konac¢nih preseka. U suprotnom, ako postoji konacan skup >g C ¥ takav da
N B(Xo) =0, onda ¥ - ¢ A =, tj. ¥ je protivrecan skup.

Neka je G ultrafilter u Br koji prosiruje B(X) iI' = {¢ : |¢| € G}. Skup
I' je maksimalno neprotivrecan i prosiruje . O

Primer 17. Neka je ¥ maksimalno neprotivrecan skup formula.

(a) Za svaku formulu ¢, ta¢no jedna od formula ¢ i —p pripada 3.
(b) Za sve g, € F, p AN € ¥ ako i samo ako p € X i1 € 3,
(c) Za sve g, € F, o V1 € ¥ ako i samo ako ¢ € X ili ¢ € X.
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Egzistencija maksimalno neprotivreénog proSirenja omogucéava kon-
strukciju modela svakog neprotivretnog skupa formula, odnosno, dokaz
prosirenog stava potpunosti.

Teorema 7. Teorema o postojanju modela: Skup formula ¥ je nepro-
tivrecan ako i samo ako > ima model.

Dokaz: Pretpostavimo da je f € 27 model skupa formula ¥. Indukcijom
po duzini dokaza iz pretostavki ¥ dokazuje se da svaka formula dokaziva u X
vazi u modelu f. Dokaz je potpuno isti kao i u sluc¢aju teoreme saglasnosti
iskaznog racuna.

Obratno, ako je X neprotivrecan treba konstruisati model koji zado-
voljava . Na osnovu Lindenbaumove leme, neka je I' maksimalno nepro-
tivrecan skup formula koji prosiruje ¥ i neka je f € 2F valuacija takva da za
svako n € w, f(py,) =1 ako i samo ako p, € I'. Indukcijom po slozenosti
formule ¢ € I dokazujemo da vazi sledeéa relacija:

(x) vel & fEo

Ako je ¢ iskazno slovo, prema definiciji valuacije f, f = ¢ ako i samo ako
¢ € I'. Na osnovu uslova (a) iz prethodnog primera, ako ¢ zadovoljava (x),
onda —p zadovoljava (%), a na osnovu uslova (b), ako ¢ i ¢ zadovoljavaju
(%), onda formula ¢ — 1) zadovoljava ().

Zbog relacije (%), f F T, pakakoje X CT, f =3X. O

1z teoreme o postojanju modela neposredno sledi ekvivalencija sintaksne
i logicke posledice iskaznog ra¢una, odnosno, proSireni stav potpunosti.

Teorema 8. Prosireni stav potpunosti: Za svaki skup formula X i svaku
formulu ¢ € F iskaznog racuna,

YFp & Y Eo

Dokaz Implikacija sa leva na desno je prosirena teorema saglasnosti. Ob-
ratno, ako ¥ I ¢, skup formula ¥ U {—¢} je neprotivrecan, pa dakle prema
prosirenom stavu potpunosti, ima model. Otuda sledi da ¥ £ p. O

Na osnovu teoreme o postojanju modela, neposredno se dobija i stav
kompaktnosti iskaznog rac¢una. Nizom primera ilustrova¢emo znacaj ovog
rezultata. Njegova ¢isto semanticka priroda, zbog stava potpunosti ima
znacajne posledice u sintaksi iskaznog racuna.

Teorema 9. Stav kompaktnosti: Svaki konac¢an skup Xy C ¥ ima model
ako i samo ako skup recenica ¥ ima model.
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Dokaz: Pretpostavimo da ¥ nema model. Prema proSirenom stavu
potpunosti, Y je protivre¢an, tj. imamo dokaz za ¢ A —¢ iz pretpostavki
> i samo konacan skup Yo formula iz ¥ ucestvuje u tom dokazu. Kako
Yo F @ A -, skup ¥ je protivrecan. Prema teoremi o postojanju modela,
konacan >y C ¥ nema model. O

Primer 18. Stav kompaktnosti zapravo izrazava kompaktnost Kan-
torovog prostora 2°, §to opravdava njegov naziv.

Za svaku formulu ¢, ¢ = {f € 2P f = ¢} je otvoren skup prostora 2r,
Kako za svaku valuaciju f € 27, f |= ¢ ako i samo ako ne vazi f = -, za
svaku formulu ¢ € F, komplement skupa ¢ je takode otvoren, $to znaci da
je @ zatvoren skup prostora 2°.

Ako je ¥ neprotivrecan skup, prema pretpostavci stava kompaktosti, fa-
milija zatvorenih skupova ¥ = {& : ¢ € ¥} ima svojstvo konacnih preseka.
Zbog kompaktnosti prostora 2F, presek ({7 : ¢ € X} nije prazan, pa postoji
f koja je model skupa recenica X.

Skup formula ¥ nazivamo teorijom iskaznog racuna. Teorija X je
zatvorena ako vazi Cn(X) = X. Skup formula I' je skup aksioma teorije
¥ ako Cn(T') = Cn(X).

Primer 19. Skup formula I' je skup aksioma teorije 3 ako i samo ako
svaki model skupa I' je model skupa 3 i obratno.

Primer 20. Teorija 3 je konacno aksiomatska ako postoji konacan skup
aksioma za X.

Ako su ¥ i ¥y teorije iskaznog racuna takve da za svaki model f € 27,
f je model za ¥ ako i samo ako f nije model za Yo, onda su teorije 1 i
> konacno aksiomatske teorije.

Primer 21. Skup formula ¥ je nezavisan ako za svaku formulu ¢ € X,
formula ¢ nije posledica skupa formula ¥ —{¢}. Svaka teorija ima nezavisan
skup aksioma.

Obe aksomatizacije iskaznog racuna koje su spomenute u dosadasnjim
izlaganjima su nezavisne.

Skup svih modela teorije ¥ oznacava¢emo sa Mod ().

Primer 22. Za svaki kona¢an skup modela G C 2 postoji teorija ¥
takva da je G = Mod(X).

Primer 23. Postoji teorija ¥ za koju vazi |Mod(¥)| = w.

Primer 24. Postoji prebrojiv skup modela G C 2P takav da za svaku
teoriju X, G # Mod(X).
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Primer 25. Za svaku formulu ¢, skup modela Mod(p) je prazan ili kar-
dinalnosti 2%.

Primer 26. Za svaku teoriju X, skup modela Mod(X)¢ je prazan ili kar-
dinalnosti 2%

Teorija Y je kompletna ako za svaku formulu ¢ vazi tacno jedan od
uslova: X = ¢ ili ¥ E —o.

Primer 27. Ako je X teorija, sledeé¢i uslovi su ekvivalentni:

(a) teorija X je kompletna,

(b) skup recenica Cn(X) je maksimalno neprotivrecan,

(c) teorija ¥ ima tac¢no jedan model,

(d) postoji model f € 27 takav da za svako ¢ € F, ¥ |= ¢ ako i samo

ako f = .

Primer 28. Za svaku teoriju ¥ neka je B(X) = {|¢| : ¥ F ¢}. Struktura
B(¥) = (B(X), <) je Bulova algebra ili Lindenbaumova algebra teorije 3.

Svaka Bulova algebra moze se predstaviti kao algebra skupova. Tvrdedi
da je formulisao spisak identiteta ”koji izrazavaju sve zakone misljenja,” Bul
je mozda imao u vidu sledecu reprezentaciju ovih algebri:

Primer 29. Za svaku Bulovu algebru A, u iskaznom ra¢unu postoji teorija
¥ takva da A~ B(X).

Predikatski racun

Izrazajne mogucnosti iskaznog ra¢una su veoma ogranicene. One se
uglavnom iscrpljuju na svojstvima logickih veznika tako da jezik u kojem
bi se sistematski mogla izrazavati svojstva matematickih struktura mora
biti mnogo bogatiji. Pre nego §to izlozimo jedan takav jezik, precizira¢emo
kontekst u kojem ¢e on biti interpretiran, odnosno, definisatemo pojam
matematicke strukture.

U dosada$njim razmatranjima spomenuli smo grupe, prstene, polja,
uredenja, uredena polja, vektorske prostore, mreze, Bulove algebre, prirodne
brojeve itd. U svakom od tih sluc¢ajeva radilo se o nepraznom skupu na ko-
jem je definisan odreden broj relacija, operacija i konstanti.

U op$tem slucaju struktura A je matematicki objekt koji sadrzi sledece
komponente:
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(a) neprazan skup A, ili domen strukture A, ¢ija kardinalnost |A| je
kardinalnost strukture A,

(b) za svaki prirodan broj n € w, moguce prazan skup relacija duzine n
definisanih na skupu A, odnosno, podskupova skupa A",

(c) za svako n € w, moguée prazan skup operacija duzine n skupa A,
odnosno, preslikavanja oblika f : A™ — A.

(d) moguée prazan skup konstanti, odnosno, elemenata skupa A.

Opskurnim matematickim jezikom receno, struktura A je niz skupova
(A, R, F,C) u kojem je A neprazan skup, R skup relacija, F' skup operacija
i C skup konstanti skupa A.

Ovakva definicija matematicke strukture sugeriSe da jezik na kojem bi
se mogla izrazavati njena svojstva treba da sadrzi odgovarajuée oznake za
svaku od njenih relacija, operacija i konstanti. Stoga, jezik £ predikatskog
racuna prvog reda sadrzi sledece skupove simbola:

(a) skup predikatskih konstanti {P; : i € I}; za svako i € I, zadat je
prirodan broj n; > 1 koji odreduje duzinu konstante F;,

(b) skup operacijskih konstanti {F; : j € J}; za svako j € J, zadat je
prirodan broj n; > 1 koji odreduje duzinu konstante F; i

(c) skup individualnih konstanti {cj : k € K}, {cy : k € K},

(d) skup individualnih promenljivih V = {v, : n € w},

(e) iskazne logicke veznike, egzistencijalni kvantifikator 3 i znak jed-
nakosti = i

(f) interpunkcijske znake: zapetu, desnu ) i levu ( zagradu.

Individualne promenljive, logicki veznici, egzistencijalni kvantifikator,
znak jednakosti i interpunkcijski znaci su sastavni deo svakog jezika pre-
dikatskog ra¢una prvog reda. Iz tih razloga, ovu grupu simbola nazivamo
logickim simbolima.

Svi drugi simboli ¢ine nelogicki deo jezika. On je promenljiv ukljuc¢ujuéi
i moguénost da svaki od skupova relacijskih, opreracijskih i individualnih
konstanti bude prazan. Kada zadajemo jezik, dovoljno je navesti samo skup
njegovih nelogickih simbola — relacijske, operacijske i individualne konstante
koje on eventualno sadrzi.

Svaka operacija f : A" — A, duzine n > 1 odreduje relaciju Ry duzine
(n + 1) takvu da za sve 1,...,2n,y € A, R¢(Z,y) ako i samo ako f(Z) =y.
Dakle, svaka m-arna operacija f moze se shvatiti kao relacija Ry takva
da za svako & € A", postoji y € A za koje vazi R¢(Z,y) i koja ima funkcijsko
svojstvo, tj. za svako ¥ € A" i sve y,z € A, ako Ry(¥,y) i R¢(Z, z) tada
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y = z. Vazi i obratno; svaka relacija duzine n + 1 sa navedenim svojstvima,
odreduje operaciju duzine n.

Svaka konstanta moze se shvatiti kao operacija duzine nula, odnosno,
kao relacija duzine jedan, pa su sve strukture zapravo relacijske strukture.
Iz tih razloga jezik matematickih struktura se naziva predikatskim ra¢unom.

U definiciji jezika pretpostavili smo da on sadrzi jednakost kao logicki
simbol. Pritom, znak jednakosti uvek interpretiramo kao stvarnu jednakost,
odnosno, kao relaciju {(z,z) : © € A}, na svakom nepraznom skupu A.

Svaki neprazan skup moze shvatiti kao struktura (sa jednakoséu kao
relacijom), pa nelogicki deo jezika moze biti i prazan.

Primer 1. Bulove algebre mogu se definisati kao ¢isto algebarske struk-
ture ili kao parcijalna uredenja.

U prvom slucaju, jezik Bulovih algebri £ = {V,A,*,0,1} sadrzi dve
binarne operacijske konstante V i A, jednu unarnu * i dve individualne kon-
stante 0 i 1. Ako Bulove algebre shvatimo kao parcijalna uredenja, jezik
Bulovih algebri £o = {<,0, 1} sadrzi jednu binarnu relacijsku konstantu <
i dve individualne konstante 0 i 1.

Sa stanovista Bulovih algebri, izbor bilo kojeg od navedenih jezika nije
esencijalan. Postoji uniforman prelaz sa klase Bulovih algebri kao operacij-
skih struktura u klasu Bulovih algebri kao parcijalnih uredenja. Ali, klase
modela jezika £1 i Lo se znacajno razlikuju.

Primer 2. (a) Grupa G = (G, -, 1) je struktura sa jednom binarnom
operacijom i jednom konstantom. Stoga, jezik teorije grupa £ = {-,1}
sadrzi jednu binarnu operacijsku konstantu - i jednu individualnu konstantu
1. Takode, grupa se moze definisati i kao struktura oblika G = (G,-,~%,1).
U tom sluéaju, jezik teorije grupa je £ = {-,7! 1}.

(b) Kada se ima u vidu struktura N prirodnih brojeva, jezik aritmetike
je L=A{+,-,<,s,0}.

(¢) Jezik uredenih polja je £ = {+,-,<,0,1}. U odnosu na jezik teorije
grupa, on je proSiren jednim brojem novih nelogickih simbola.

Ako je L C L', jezik L' je prosirenje jezika L. Prosirenje L' koje, kao
nove simbole, sadrzi samo simbole individualnih konstanti nazivamo prostim
prosirenjem jezika L.

Kardinalnost jezika £, u oznaci || £]|, je kardinalnost skupa svih njegovih
simbola. Kako je logicki deo jezika prebrojiv to je || £|| = sup{w, |L|}.

Za razliku od iskaznog racuna, predikatski racun sadrzi dve vrste sin-
taksnih objekata: terme i formule. Termi su svi konacni izrazi koji se mogu
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dobiti od promenljivih, konstanti i operacijskih simbola i koji, kao re¢i, imaju
smisla. Formule su izrazi sastavljeni od predikata (nad termima), logickih
veznika i kvantifikatora.

Skup terma jezika L je skup konac¢nih nizova simbola koji zadovoljava
sledece uslove:

(a) individualne promenljive i konstante su termi jezika L,

(b) za svaku operacijsku konstantu F' duzine n > 1, ako su ti,...,t,
termi, onda je F'(ty,...,t,) term jezika L,

(c) svaki term jezika £ moze se dobiti samo kona¢nom primenom
prethodnih pravila.

Drugacije re¢eno, skup terma jezika £ je najmanji skup konac¢nih ni-
zova njegovih simbola koji sadrzi individualne promenljive, individualne
konstante i zatvoren je za pravilo (b).

Skup formula jezika L je takode skup konac¢nih nizova njegovih simbola i
definiSe indukcijom po slozenosti njegovih elemenata. U ovom slu¢aju, bazu
indukcije ¢ini skup elementarnih formula:

(a) ako su t; ity termi jezika £, onda je t; = to elementarna formula,

(b) ako je P predikatska konstanta duzine n > 11 tq,...,t, termi jezika
L, onda je P(ty,...,t,) elementarna formula,

(c) elementarne formule jezika £ mogu se dobiti samo primenom prethod-
nih pravila.

Skup formula jezika L je najmanji skup njegovih kona¢nih nizova koji
sadrzi elementarne formule i zatvoren je za sledece pravilo:

(d) ako su ¢ i ¢ formule, z € V promenljiva, re¢i —¢, ¢ — ¢ i Jxp su
formule jezika L.

Standardne logicke veznike, disjunkciju, konjunkciju i implikaciju u
predikatskom rac¢unu definisemo isto kao u iskaznom slucaju, a univerzalni
kvantifikator na sledeé¢i nacin: za svaku formulu ¢ i svaku promenljivu
x eV, Vrp=-3dr—gp.

Svakako, u prethodnoj definiciji znak jednakosti je upotrebljen u ne-
formalnom smislu. Kao elemet jezika L, jednakost = je binarna relacijska
konstanta. Tako u oznakama tu razliku nismo napravili, upotreba jednakosti
¢e u datom kontekstu uvek biti jasno odredena.

Kako su formule induktivno definisane, za svaku formulu odreden je
skup njenih potformula. Niz susednih simbola u formuli ¢ koji je sam po
sebi formula je potformula formule . Za svaku formulu, rekurzivno po
slozenosti, definisan je skup svih njenih potformula.
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Za proizvoljne promenljive z,y € V, javljanje promenljive u formulu ¢
je pod dejstvmm kvantifikatora Jdy, ako se x javlja u formuli Jy, za neku
potformulu v formule .

Javljanje promenljive x € V u formuli ¢ je vezano ako se, u tom javljanju,
promenljiva z nalazi pod dejstvom kvantifikatora Jz. Javljanje promenljive
x koje nije vezano je slobodno. U istoj formuli promenljiva £ moze imati
viSe vezanih i viSe slobodnih javljanja.

Promenljiva y je slobodna za promenljivu x u formuli ¢ ako se
promenljiva z ne nalazi pod dejstvom kvantifikatora Jy u formuli ¢.

Term t je slobodan za promenljivu x u formuli ¢ ako su sve njegove
promenljive slobodne za x u formuli .

Primer 3. U formuli ¢(v1) = =3vg (vg < v1) jezika parcijalnih uredenja,
svaka promenljiva razli¢ita od vg je slobodna za v; u formuli .

Ako se interpretira u parcijalnom uredenju, smisao formule ¢(v1) je:
”v1 je minimalan element u parcijanom uredenju P.” Zamenom promenljive
v1 bilo kojom od promenljivih v, koja je razili¢ita od vy, dobija se for-
mula (vg) koja ima isti smisao kao i formula ¢(v1). Medutim, formula
©(vg) = —=3vg P(vg,v1) ima sasvim drugo znacenje, pa zamena promenljive
v1 promenljivom vg u formuli ¢ nije legitimna.

Primer 4. Neka je p(z,y) = 3z (y = z - ) formula jezika aritmetike.
Svaka promenljiva u razli¢ita od od promenljivih y i z je slobodna za x u
formuli .

Semantika

U primerima smo istakli da je svaki jezik predikatskog racuna vezan za
klasu struktura istog tipa. Tip strukture, odnosno njegove relacije, operacije
i konstante determinisu skup nelogickih simbola jezika L koji je odgovarajuéi
za, datu klasu struktura. Medutim, bez obzira kako je nastao, jezik je sin-
takticki objekt i moze se interpretirati na svakom nepraznom skupu. Kada
se njegovi nelogicki simboli interpretiraju relacijama, operacijama i kon-
stantama skupa A # (), valuacija promenljivih jezika £ elementima skupa A
odreduje istinosnu vrednost svih njegovih formula.

Neka je L jezik i A neprazan skup. Ako je P predikatska konstanta
duzine n > 1, interpretacija konstante P je relacija R skupa A duzine n.
Ako je F operacijska konstanta duzine n > 1, interpretacija konstante F
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je operacija f skupa A duzine n. Interpretacija individualne konstante c je
element a skupa A.

Struktura A ¢ije su sve relacije interpretacije relacijskih konstanti, sve
operacije interpretacije operacijskih konstanti i sve konstante interpretacije
individualnih konstanti jezika L je interpretacija jezika L na nepraznom
skupu A. Najéesée, umesto o interpretaciji, govoriéemo o modelu jezika L.

Jasno je da, na istom skupu, jezik moze imati viSe interpretacija. Da bi-
smo odredili smisao njegovih sintaksnih objekata, neophodno je najpre pre-
cizirati pravila po kojima se interpretiraju termi i odreduje njihova vrednost
u modelu jezika L.

Vrednost terma u datom modelu A zavisi samo od vrednosti promenlji-
vih koje se u njemu javljaju. Jednostavnosti radi, u odredivanju vrednosti
terma, pretpostavljamo da su zadate vrednosti svih promenljivih, odnosno
valuacija promenljivih jezika £ u modelu A.

Ako je A model jezika L, niz x € A¥ je valuacija promenljivih jezika L
u modelu A.

Ako je z = (29,21, ...,Zn,...) valuacijaia € A, sa z(n/a) oznacavamo
valuaciju (2o, 1, ..., Tp—1,0, Tpil, ... ).

Ako je A model it term jezika L, vrednost terma t u modelu A za valu-
aciju x € A%, koju oznacavamo sa [t]4, definisemo indukcijom po slozenosti
terma t:

(a) za svako n € w, [v,]2 = T,

(b) ako je ¢ individualna konstanta i @ € A njena interpretacija u modelu
A, onda je [c]2 = a,

(c) ako je F operacijska konstanta duzine n > 1, operacija f njena in-

terpretacija u modelu A i t1,...,t, termi jezika £, onda je

[F(ty,- o ta)le = F([0]5 - [l

Primer 1. Indukcijom po slozenosti terma, pokazuje se da za svaku valua-
ciju x € A¥ promenljivih jezika L, svaki term ¢ u modelu A ima jedinstveno
odredenu vrednost [t]4 € A.

Interpretacija nelogickih simbola jezika £ u modelu A i denotacija nje-
govih terma, omogucéava interpretaciju formula jezika £ i odreduje njihovu
istinitost u modelu A.

Neka je A model u jeziku £, x € A“ valuacija promenljivih jezika £ i
@ formula. Relaciju ” valuacija x zadovoljava formulu ¢ u modelu A,” koju
oznacavamo sa A =, ¢, definiSemo indukcijom po slozenosti formule ¢:
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(a) Ako je ¢ elementarna formula oblika ¢; = t9, gde su t; i t termi
jezika L, onda

A=, t1 =t ako i samo ako [t]2 = [ta]2,

(b) ako je ¢ elementarna formula oblika P(t1,...,t,), gde je P relacijska
konstanta duzine n > 11 ty,...,t, termi jezika £, onda

A=, P(ty,...,t,) ako i samo ako ([ti]2,...,[t.]2) € P4,

R

(c) ako su ¢ i ¢ formule jezika £, onda
A =z ¢ ako i samo ako ne vazi A =, ¢,
A=z o =1 akoisamo ako A =, ¢ implicira A =, ¢ i
A =2 v, ako i samo ako postoji a € A, A Fy(n/a) #-

Ako A |, ¢, kazemo da formula ¢ vazi u modelu A za valuaciju pro-
menljivih z € A¥. Uz denotaciju terma, definicija vazenja formule moze se
shvatiti kao neka vrsta recnika koji, u zadatom kontekstu, prevodi formule
jezika £ na neformalni jezik matematike.

Primer 2. Indukcijom po slozenosti formule, moze se dokazati da
istinitost formule, za datu valuaciju, zavisi samo od njenih slobodnih
promenljivih.

Preciznije, ako je ¢ formula, A model jezika £ i xz,y € A“ valuacije
takve da za svaku promenljivu v, koja ima slobodno javljanje u formuli ¢,
[v,])4 = [vn];j7 onda A =, ¢ ako isamo ako A = ¢.

Kako istinitost formule zavisi samo od njenih slobodnih promenljivih,
umesto oznake A |, ¢, kada su sve slobodne promenljive formule ¢ neke
od promenljivih vy, . . ., v,, za istinitost formule ¢ u strukturi A za valuaciju
x upotrebljava¢emo i oznaku A = @[z, ..., Ty].

Neka je 3 skup formula jezika £. Formula ¢ je logicka posledica skupa
formula X, u oznaci ¥ = ¢, ako za svaki model A jezika £ i svaku valuaciju
x € A%, vazi A |=; ¥ implicira A =, ¢.

Pritom, sa A =, ¥ ozna¢ili smo ¢injenicu da u modelu A, za valuaciju
x, vaze sve formule skupa 3.

Formulu bez slobodnih promenljivih nazivamo reé¢enicom. Ako je ¢ rece-
nica i A model jezika £, za svaku valuaciju promenljivih x € A¥ vazi A =, ¢
ili A=, .

Relaciju ”re¢enica ¢ vazi u modelu A”, odnosno relaciju ”.A je model
reCenice ,” oznacavamo sa A = .

Model A jezika £ je model skupa recenica 3, u oznaci A E X ako za
svaku recenicu ¢ € 3, vazi A = ¢.
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Recenica ¢ je valjana ili logicka istina predikatskog racuna, u oznaci
E ¢, ako ¢ vazi u svakom modelu jezika £. Dakle, recenica je valjana
ako je istinita u svakoj interpretaciji. Istinitost takve re¢enice ne zavisi od
toga kako smo interpretirali njene nelogicke simbole ve¢ isklju¢ivo od njene
logicke strukture. Ova definicija istinite reCenice u potpunosti odgovara
neformalnom pojmu istine koji matematicari inac¢e upotrebljavaju.

Skup valjanih formula predikatskog racuna sadrzi tautologije. Medu-
tim, za razliku od tautologije, re¢enica moze imati beskona¢no mmnogo
neizomorfnih modela tako da postupak za proveru njene istinitosti u svim
modelima nemamo. Problem odlucivosti predikatskog ra¢una je mnogo
suptilniji od iskaznog slucaja. U okviru teorije izracunljivosti, izlozi¢emo
reSenje ovog problema i pokazati da uopsSte ne postoji algoritam koji za
svaku recenicu ¢ moze proveriti da li ¢ jeste ili nije logicka istina.

U nekim slucajevima, za recenice odredenog tipa, procedura za prover-
avanje istinitosti ipak postoji. Jedna grupa takvih postupaka zasniva se na
sledeé¢im primerima.

Primer 3. Ako je jezik £ konacan, za svako n € w postoji samo konacno
mnogo neizomorfnih modela jezika £ kardinalnosti n.

U kona¢nom modelu A, sa domenom A = {ay,...,a;}, relacija A
Jup, ¢ svodi se na disjunkciju: A = ¢laq] ili ... ili A E ¢[a,]. Dakle, u
kona¢nim modelima predikat A =, ¢ moze se proveriti u kona¢no mnogo
koraka.

Primer 4. Pretpostavimo da jezik £, kardinalnosti k € w, sadrzi samo
unarne predikatske konstante. Za svaku formulu ¢ jezika L, = ¢ ako i samo
ako ¢ vazi u svim modelima kardinalnosti < 2*.

Za svaku formulu ¢, ako je A = (A, Ry,..., Rx) model jezika Lid € A"
takvo da A |= —[d], onda postoji model A* kardinalnosti < 2¥ u kojem ne
vazi formula .

Na skupu A defini§imo relaciju ekvivalencije ~ tako da za sve a,b € A,

a~b & zasvakoi=1,...,k, R;(a) ako i samo ako R;(b).

Postoji najvise 2 klasa ekvivalencije relacije ~. Takode, relacija ~ je

kongruencija u odnosu na sve relacije Ry,...,R,, pa je na kolicniku A*
relacije ~ definisan model A* jezika L.
Za svaku formulu ¥ (z1,. .., %y, ) jezika £, indukcijom po njenoj slozeno-

sti, neposredno se proverava da za svako ¢ € A™,

AEYlE & Ay
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Otuda sledi da A* |= —p[a*] 5to znaci da, ako formula ¢ ne vazi u nekom
modelu jezika £, onda postoji model kardinalnosti < 2¥ u kojem ne vazi .

Neka su A i B modeli jezika £. Model B je podmodel modela A, u oznaci
B C A, ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(a) domen modela B je podskup domena modela A,

(b) za svaku relacijsku konstantu P duzine n > 1, P? = PAn B",

(c) za svaku operacijsku konstantu F' duzine n > 1 i svako b € B",

(d) skup B sadrzi interpretacije svih individualnih konstanti jezika L.

Jednostavnije receno, model B je podmodel modela A ako B C A, a
interpretacije svih konstanti jezika £ u modelu B se dobijaju kao restrikcije
njihovih interpretacija u modelu A na skup B.

Primer 5. Ako su A i B modeli jezika £, B C A ako i samo akoza B C A
i za svaku valuaciju x € B i svaku elementarnu formulu ¢

BlEzy & AEse.

Primer 6. Ako je B model jezika £ i X C B neprazan skup, sledeé¢i uslovi
su ekvivalentni:

(a) skup X je domen modela A C B,
(b) za svaku konstantu ¢ jezika £, ¢c® € X i za svako n > 1, ako je F
operacijska konstanta duzine n i z1,...,z, € X, onda FA(z1,...,z,) € X.

Neka je A model jezika £ i X C A skup koji, ukoliko jezik £ sadrzi bar
jednu konstantu, moze biti i prazan. Prema prethodnom primeru, skup

(X)a={B:BC AiXC B}

je domen podmodela modela A koji oznac¢avamo sa (X)4. Model (X)4
jedinstveno je odreden i naziva se modelom generisanim skupom X C A.

Skup X C A je skup generatora modela A ako (X)4 = .A. Ako je skup
X konacan, model A je konacno generisan.

Primer 7. Ako je X C A, onda (X)4 = {[t]2 :t term u L i 2 € X¥}, za
svaki model A jezika £. Pritom, | X| < [(X)a| < sup{|X]|, ||£||}

Konstrukcija modela (X) 4 definisana je u okviru datog modela A jezika
L. Medutim, po ugledu na konstrukciju slobodne algebre, ona se moze izvesti
i nezavisno od modela jezika L. Ta ideja je izlozena u slede¢em primeru.

Primer 8. Neka je X C V skup promenljivih jezika £ koji sadrzi bar
jednu operacijsku ili individualnu konstantu. Modela A je slobodna algebra
jezika L ako zadovoljava sledeée uslove:
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(a) domen A sadrzi sve terme jezika ¢ije promenljive pripadaju skupu
X?

(b) ¢ = ¢, za svaku individualnu konstantu c,

(¢) FA(ty,...,tn) = F(t1,...,t,), za svaku operacijsku konstantu F
duzine n > 1 i proizvoljne t1,...,t, € A,

(d) PA = (), za svaku relacijsku konstantu P jezika L.

Ako je A slobodna algebra nad skupom X i B proizvoljan model jezika
L, onda za svaku funkciju f : X — B, postoji jedinstveni homomorfizam
g : A — B koji prosiruje funkciju f.

Primer 9. (a) Pretpostavimo da jezik £ sadrzi samo predikatska slova i
da je A model jezika L. Za svaki neprazan skup X C A, model A sadrzi
podmodel sa domenom X.

(b) Ako L ne sadrzi operacijske konstante, prethodno tvrdenje vazi za
svaki neprazan skup X C A koji sadrzi sve konstante jezika L.

U oba slucaja, podmodel generisan skupom X dobija se restrikcijom
relacija modela A na X.

Primer 10. Ako je A C B i ¢ formula bez kvantifikatora, onda za svaku
valuaciju z € A¥, vazi sledeca relacija: A =, ¢ < B, ¢

Tvrdenje se dokazuje indukcijom po slozenosti formule ¢. Slucaj ele-
mentarnih formula pokriven je definicijom podmodela.

Akosuxy,...,z, € V promenljive jezika L, sa VZ ¢ ozna¢avamo formulu
Vi ...Va, . Slicnu oznaku koristimo i u sluc¢aju formule sa nizom egzis-
tencijalnih kvantifikatora.

Primer 11. Recenica ¢ jezika L je univerzalna ako postoji formula 1) bez
kvantifikatora takva da ¢ = VZ 1.

(a) Ako je ¢ univerzalna recenica i A C B, onda B | ¢ implicira A | .

(b) Ako je ¢ univerzalna recenica i A model jezika £, onda A | ¢ ako i
samo ako za svaki kona¢no generisan podmodel B C A, vazi B = .

Primer 12. Recenica ¢ jezika L je egzistencijalna ako postoji formula
bez kvantifikatora za koju je ¢ = IT .

Za svaku egzistencijalnu recenicu ¢ jezika £, ako je A C B, onda A = ¢
implicira B |= ¢.

Primer 13. Nekasun,m € w, £ € V", i € V™ iy reCenica jezika L takva
da ¢ = AZVYy 1, za neku formulu 1 koja ne sadrzi kvantifikatore, funkcijske
simbole i konstante.

(a) Ako recenica ¢ ima model, onda ¢ ima model kardinalnosti < n.
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(b) Recenica ¢ je valjana ako i samo ako ¢ je valjana u svim modelima
kardinalnosti < n.

Tvrdenje vazi i pod pretpostavkom da se u formuli ¢ javlja m razlic¢itih
konstanti. U tom slu¢aju, ako ¢ ima model, onda ¢ ima model kardinalnosti
< m+n. Medutim, ovo tvrdenje ne vazi ako se odbaci i uslov da formula ¢
ne sadrzi operacijske konstante.

Osim standardne matematicke ideje podstrukture ili proSirenja struk-
ture, u logici je vazna slede¢a konstrukcija:

Neka je A model jezika £. Ako je L' prosirenje jezika £, model A moze
se progiriti do modela A’ jezika £’ tako $to se novi simboli prosirenog jezika
interpretiraju kao relacije, funkcije ili konstante skupa A. U tom slucaju
model A’ je ekspanzija modela A na jezik L£'. Ili obratno, model A je
redukcija modela A’ na jezik L.

Na primer, uredeno polje realnih brojeva je ekspanzija grupe realnih
brojeva na jezik uredenih polja. Vazno je napomenuti da se u ekspanzijama
i redukcijama ne menja domen modela.

Ako je prosirenje £ jezika £ dobijeno dodavanjem samo novih konstanti,
jezik L' je prosto prosirenje jezika £. U tom slucaju, model A’ je jezika L’
je prosta ekspanzija modela A jezika L.

Sintaksa

Zbog semanticke neodlucivosti predikatskog racuna, poseban znacaj ima
¢injenica da on ipak ima sintaksu koja potpuno opisuje sve njegove is-
tine. Takva sintaksa omogucéava da, polazeéi od rekurzivnog skupa aksioma,
generiSemo sve istine predikatskog rac¢una. Zapravo, to znaci da je predikat
"= ¢” parcijalno odluéiv, tj. da postoji program koji proizvodi sve istine
predikatskog rac¢una. Ta osobina logiku prvog reda ¢ini bitno razlicitom od
logike drugog reda, odnosno, ¢ini je logikom u pravom smislu te reci.

Aksiome predikatskog racuna su sheme, odnosno, skupovi formula jezika
L. Podelili smo ih u tri grupe. Prvu grupu ¢ine aksiome iskaznog tipa,
drugu aksiome kvantifikatora i trecu, aksiome jednakosti.

Formula jezika £ koja se iz formule ¢ iskaznog ra¢una dobija zamenom
svih iskaznih slova formulama jezika L je supstituciona instanca formule .

Iskazne aksiome: Supstitucione instance iskaznih aksioma Ay, Ao i A3
su aksiome predikatskog racuna prvog reda.

Za svaku formulu ¢ jezika £, u konaé¢no monogo koraka moze se utvrditi
da li ¢ pripada skupu Aj, tj. skup aksioma A; je rekurzivan. Isto vazi i
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za skupove As i As, tj. predikat ”formula ¢ je aksioma iskaznog tipa” je
odluciv.

Primer 1. Svaka supstituciona instanca tautologije je valjana formula.

Prema stavu potpunosti iskaznog rac¢una, bududi da sintaksa predikat-
skog racuna sadrzi modus ponens kao jedno od pravila, sve substitucione
instance tautologija su teoreme predikatskog racuna.

Aksiome kvantifikatora: Drugu grupu aksioma, koja karakterise svojs-
tva kvantifikatora, ¢ine dva skupa formula predikatskog racuna.

Ako su ¢ i 9 formule jezika £ i x € V promenljiva koja nije slobodna u
formuli ¢, onda je formula

Vi (e = ) = (¢ = Vo y)

aksioma predikatskog rac¢una prvog reda. Skup svih formula tog oblika oz-
nac¢avamo sa Ag.

Za datu formulu ¢ jezika £, u kona¢no mnogo koraka moze se utvrditi
da li formula ¢ pripada skupu Ay, tj. skup aksioma A4 je rekurzivan.

Ako je ¢(x) formula jezika £, term t¢ slobodan za promenljivu = € V
u formuli ¢(z) i ¢(t) formula dobijena iz ¢(z) zamenom svih slobodnih
javljanja promenljive z termom ¢, onda je formula

vz p(z) — o(t).

aksioma predikatskog rac¢una prvog reda. Skup svih formula tog oblika oz-
nacavamo sa As. Jasno, skup aksioma Ajs je rekurzivan.

Primer 2. Ogranicenje koje se u odnosu na promenljivu x € V javlja u
aksiomi A4 je neophodno.

Na primer, neka su skupovi X, Y C Atakvida X CY, X #01Y # A.
Skupove X i Y mozemo shvatiti kao unarne relacije X (x) i Y (z) skupa A.
Neka je A = (A, X,Y) model jezika £ koji sadrzi unarne relacijske konstante
P; i P». Bez ogranic¢enja na promenljivu z € V', formula

Va (P (z) — Py(z)) — (P1(z) — Va Py(x))

bi bila instanca aksiome A4. Medutim, postoji valuacija promenljivih ¢ € A¥
za koju navedena formula ne vazi u modelu A. Dovoljno je izabrati valuaciju
u kojoj vrednost promenljive x pripada skupu X.

Primer 3. Ograni¢nje na term ¢ u odnosu na promenljivu x formule ¢,
koje se javlja u aksiomi As, takode je neophodno.

Na primer, ako predikat P u formuli Va3y P(z,y) — Jy P(y,y) interpre-
tiramo kao striktno uredenje < prirodnih brojeva, pretpostavka Va3y P(z,y)
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je ta¢na, medutim, ne postoji prirodan broj n € w za koji je n < n. Dakle,
bez navedenog ogranic¢enja, instance sheme aksioma As nisu valjane formule.

Aksiome jednakosti: Poslednju grupu aksioma ¢ine aksiome jednakosti.
Kako smo ve¢ napomenuli, jednakost uvek interpretiramo na isti nac¢in, kao
jednakost elemenata domena modela.

Za svaku promenljivu x € V, formula
Vo (z = x).

je aksioma predikatskog rac¢una. Skup svih formula tog oblika oznacavamo
sa Ag. U ovom slucaju, skup aksioma Ag indeksiran je skupom individualnih
promenljivih. Jasno, skup Ag je rekurzivan.

Za svaku formulu ¢ jezika £ u kojoj je promenljiva y slobodna za
promenljivu x, ako se formula 90, dobija iz ¢ zamenom nekih slobodnih
javljanja promenljive z u formuli ¢, ne obavezno svih, sa promenljivom v,
onda je sledec¢a formula aksioma predikatskog ra¢una:

VaVy (z =y — (¢ = ¢)).

Skup svih formula tog oblika ozna¢avamo sa A7. On je takode rekurzivan
i ¢ini zavrsnu grupu aksioma predikatskog racuna prvog reda.

Pravila izvodena: Pravila izvodenja pomoc¢u kojih u predikatskom
ra¢unu generiSemo valjane formule su sledeéa:

Modus ponens: za proizvoljne formule ¢ i ¥ jezika L, formula ¢ je
neposredna posledica formula ¥ i ¢ — ¢,

Generalizacija: za svaku formulu ¢ i svaku promenljivu « € V, formula
Yz ¢ je neposredna posledica formule .

Pojam sintaksne posledice u predikatskom ra¢unu definiSe se u principu
isto kao u iskaznom ra¢unu. Jedina razlika je u primeni pravila general-
izacije u dokazima iz hipoteza. Mi smo ovo pravilo ogranicili na promenljive
koje se u pretpostavkama ne javljaju kao slobodne promenljive. U primeru
koji sledi odmah posle definicije pojma sintaksne posledice, ilustrovana je
neophodnost restrikcije na pravilo generalizacije. Napominjemo da se ovaj
problem moze resiti i tako Sto Ce se teorema dedukcije primenjivati samo na
reCenice predikatskog racuna.

Neka je X skup formula i ¢ formula jezika £ i n > 1 prirodan broj.
Konacan niz formula ¢4, ..., p, je dokaz formule ¢ iz pretpostavki 3. ako
pn = @ izasvako k < n,
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(a) ¢ je aksioma predikatskog racuna ili

(b) pr € X 1ili

(c) zaneke i,j < k, ¢; = p; — ¢y, ili

(d) za neko i < k, ¢ = Vrp;, gde je x € V promenljiva koja nije
slobodna u formulama skupa 3.

Restrikcija na pravilo generalizacije u dokazima iz hipoteza je zaista
neophodna kao sto pokazuje sledeéi primer.

Primer 4. Ako skup pretpostavki ¥ sadrzi formulu oblika z = 0,
neograni¢enom primenom generalizacije iz pretpostavke = 0 dobija se
dokaz formule Vz (z = 0).

U standardnom modelu prirodnih brojeva N' = (w,+,-, <, s,0), svaka
valuacija promenljivih @ € w* za koju je vrednost promenljive z jednaka
nuli zadovoljava x = 0. Medutim, u modelu A ne vazi formula Vz (z = 0).

Oznake i terminologiju koje smo fiksirali u iskaznom rac¢unu upotreblja-
va¢emo i u predikatskom ra¢unu. Tako, 3 F ¢ oznacava dokazivost formule
© iz pretpostavki X, a b ¢ oznacava dokazivost formule ¢ iz praznog skupa
pretpostavki, odnosno, ¢injenicu da je ¢ teorema predikatskog racuna.

Dokaz iz hipoteza je konacan niz formula. Stoga, ako ¥ = ¢, onda postoji
konacan skup formula ¥y C 3 takav da g - .

Primer 3. Jednakost je simetri¢na i tranzitivna relacija, tj. za proizvoljne
promenljive z,y,z € V,

FVYaVy (z =y =y =),
FVYaVyVz (z =y — (y =2 = = = 2)).

Primer 4. Ako je ¢(x1,...,x,) formula i t1,...,t, termi jezika £ takvi
da je svaki term t; slobodan za promenljivu x; u formuli ¢, onda

Fxi=ti A ANxy =tn) = (0(x1, ...y x0) = @(t1, ..., tn)).

Primer 5. Neka su P, F i ¢ konstante jezika £ i x,y,z1,...,Zn
proizvoljne promenljive. Formula oblika z =y, x = ¢, F(x1,...,z,) = y ili
P(x1,...,x,) je prosta formula.

Za svaku formulu ¢, postoji formula ¢*, ¢ije su sve elementarne potfor-
mule proste, takva da vazi - ¢ < p*.

Na osnovu ovog primera, u dokazima indukcijom po slozenosti formule
moze se pretpostaviti da su sve njene elementarne potformule proste.

Primer 6. Za svaku formulu ¢(z1,...,z,) jezika £, vazi

Fo(@i,...,zn) < FVor-- Vo, e(zr,...,20).
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Postoji formula ¢ za koju ne vazi - ¢ < Vaq - -V, @.

Formula ¢ jezika £ ima normalni preneksni oblik ako postoji formula
1 bez kvantifikatora takva da ¢ = Q121 - Qnx, . Pritom, @; oznacava
jedan od kvantifikatora V ili .

Primer 7. S obzirom na negaciju, kvantifikatori zadovoljavaju sledeca
pravila: za svaku formulu ¢ jezika £, vazi

F-Vrp & dr—e i F-dre < Ve .

Pravila koja kvantifikatori zadovoljavaju u odnosu na binarne logicke
veznike ilustrovacemo odgovaraju¢im pravilima u odnosu na implikaciju.

Primer 8. Ako promenljiva z nije slobodna u formuli ¢, za proizvoljnu
formulu ¢ jezika L,

(Ve p(z) = ) < 3z (p(z) = ¢), FCrp() =) < Ve (o) = ),
F @ = V(@) < Ve (P = (), F @ —3ze) < 3z = p(z)).

Pod istim uslovima, sli¢cna pravila vaze i za ostale logicke veznike. Zap-
ravo, prethodni primeri sugerisu da se svaka formula moze transformisati u
ekvivalentnu preneksnu normalnu formu.

Teorema 10. Teorema o preneksnoj normalnoj formi: Svaka formula ¢
ima normalni preneksni oblik ¢* za koji vazi relacija: F ¢ <> ¢*.

Dokaz: Indukcijom po slozenosti formule . Ako je ¢ elementarna for-
mula ili formula oblika J1, gde je 9 formula u normalnom preneksnom
obliku, tvrdenje je trivijalno.

U slu¢aju formule oblika Jz ¢/, neposredno koristimo svojstva koja kvan-
tifikatori imaju u odnosu na negaciju.

Ako formula ¢ ima oblik ¢; — @2, da bi se omoguéila primena pravila
kvantifikacije u odnosu na implikaciju, sva vezana javljanja promenljivih
treba zameniti promenljivim koje se uopste ne javljaju u formuli ¢. Ta
operacija je moguca buduéi da - 3z p(z) <> Jy ¢(y), za svaku formulu . O

Sintaksu predikatskog racuna definisali smo tako da ona generiSe samo
valjane formule, odnosno, tako da bude saglasna sa njegovom semantikom.
Kao u iskaznom sluc¢aju, to predstavlja laksi deo stava potpunosti.

Teorema 11. Teorema saglasnosti predikatskog racuna: Za svaki skup
reCenica Y. i svaku recenicu ¢ jezika L,

Yo = Y Ee.
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Dokaz: Dokaz ove teoreme izlozi¢emo sa nesto vise detalja. Neka 3 F ¢.
Tada postoji konacan 3y C 3 takav da g - .

Indukcijom po duzini dokaza @1, ..., ¢, za ¢ iz pretpostavki g, doka-
za¢emo da za svako i < n, 3o | ¢;.

Ako je p; supstituciona instanca tautologije, onda Xg = ;. To sledi iz
teoreme saglasnosti iskaznog racuna.

Neka je ¢; = Yo, (¥ — x) = (¥ — Yv, x), gde je v, promenljiva koja
nije slobodna u formuli . Pretpostavimo da je A model jezika £ takav da za
valuaciju z € AY, A =, Yu, (¥ — x). Prema definiciji relacije zadovoljenja,
za svako a € A, A Fyn/a) vn(¥ — Xx). Otuda, A =, ¢ implicira da za
svako a € A, A F=4(n/q) X, $to konacno znaci da A =, ¢ — Yoy, x.

Pretpostavimo da je ¢; = Yu, p(v,) — ¢(t), gde je t term slobodan za
promenljivu v, u formuli ¢. Neka je A model jezika £ i x € A“ valuacija
promenljivih u modelu A. Pretpostavimo da vazi A =, Y, ¢(v,). Tada
za svako a € A, A Fyn/a) ¢(vn). Specijalno, ako je a = [t]4, prema
posledicama aksiome jednakosti, A =, ¢(t).

Ako je ¢; aksioma jednakosti ili ako je ¢; € ¥g, onda Xy = ;.

Pretpostavimo da za neke j,k < i, ¢; = ¢; — ;. Po induktivnoj
pretpostavei Xg = ¢ 1 X = @), tj. ako A =5 ¥o, onda A =, @51 A =5 ¢
Prema definiciji relacije zadovoljenja A =, ¢;, tj. Xo = ¢i-

Konaé¢no, pretpostavimo da je ¢; = Vv, ¢; za neko j < i. Prema defini-
ciji posledice iz hipoteza, promenljiva v, nije slobodna u ¥g. Prema definiciji
relacije zadovoljenja, za svaki model A jezika L i svaku valuaciju z € A¥,
A =z Yo implicira da za svako a € A, A Fy(n/q) Zo- Prema induktivnoj
pretpostavci, ako A = o, onda A [=y(,/q) ¢j- Kako se promenljiva vy,
ne javlja kao slobodna u g, A =, Xo implicira A =, Vv, ¢;, odnosno,
Yo = i O

U sledeé¢im primerima naveden je jedan broj neposrednih posledica teo-
reme saglasnosti. Njihovi dokazi se, u principu, ne razlikuju od odgovaraju-
¢ih tvrdenja u iskaznom racunu.

Primer 9. Skup recenica X jezika L je neprotivre¢an ako i samo ako svaki
konac¢an podskup od ¥ je neprotivrecan.

Primer 10. Neka je ¢ recenica i % skup recenica jezika £. Skup recenica
Y U {p} je neprotivrecan ako i samo ako ne vazi ¥ F —p.

Primer 11. Ako je Y maksimalno neprotivrecan skup recenica i ¢, ¥
reCenice jezika L, onda:

> F ¢ ako i samo ako ¢ € X,
@ & ¥ ako i samo ako —~p € ¥,
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p A1 € ¥ ako i samo ako p, 1 € 3.

Primer 12. Teorema dedukcije: ako je ¥ skup formula i ¢, 1 formule
jezika £, onda X U {p} F 1 ako i samo ako ¥ F ¢ — 1.

Primer 13. Ako je term t slobodan za promenljivu z u formuli ¢(z),
onda F ¢(t) — Iz p(x).

Primer 14. Neka je 3 skup formula, ¢ i ¢ formule i ¢ konstanta jezika £
koja se ne javljau X, ¢ i ¢, onda ZU{p(c)} F ¢ implicira XU{3z p(z)} F 9.

Primer 15. Pretpostavimo da se konstanta c ne javlja u X. Za svaku
formulu ¢ jezika £, ako ¥ F ¢(c), onda ¥ F Vz p(z).

Primer 16. Za svaku formulu ¢, F JaVyp(z,y) — VyIzp(z,y). U
opstem slucaju ne vazi - Vy3z o(x,y) — JxVy p(z,y).

Primer 17. Pretpostavimo da formula ¢ jezika £ ne sadrzi operacijske
konstante i logicke veznike razlicite od VvV, A, =, Vi 4. Ako je ¢* formula
koja se dobija iz formule ¢ zamenom svih javljanja V sa A, A sa V, V sa 3
i 3 saV, kao i zamenom svih elementarnih potformula formule ¢ njihovim
negacijama, onda - ¢ ako i samo ako - —¢*.

Primer 18. Pretpostavimo da formula ¢ zadovoljava uslove prethodnog
primera i da je A = (4, Ry,..., R, c1,...,cyn) model jezika L(p). Neka je
A* = (A,R},...,R},c1,...,cn) model u kojem je R = A — R, gde je
v(7) duzina relacije R;.

Za svaku valuaciju z € A%, A |=, ¢ ako i samo ako A* =, —p*.

Stav potpunosti

Dokaz stava potpunosti za prebrojive jezike predikatskog ra¢una u prin-
cipu pociva na istoj ideji kao i dokaz potpunosti iskaznog ra¢una. Jedina
bitna razlika je u konstrukeciji ultrafiltra Lindenbaumove algebre. U ovom
sluc¢aju, nije dovoljan samo ultrafilter koji sadrzi odreden element ove al-
gebre, ve¢ to mora biti ultrafilter koji se regularno ponasa u odnosu na
kvantifikatore. Kljuénu ulogu u konstrukciji takvog ultrafiltra ima teorema
Alfreda Tarskog koja tvrdi da za svaku prebrojivu familiju supremuma u
Bulovoj algebri postoji ultrafilter kompletan za datu familiju.

U prvom koraku dokaza¢emo stav potpunosti za prebrojive jezike, a po-
tom ¢emo dati drugi dokaz proSirenog stava potpunosti za jezike proizvoljne
kardinalnosti. U osnovi prvog dokaza nalazi se ideja bulovsko vrednosnih
modela, a u osnovi drugog, ideja imenovanja matematickih objekata. Drugi
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dokaz je interesantan jer, iako sasvim jednostavna, ideja imanovanja ele-
menata domena modela individualnim konstantama predstavlja osnov opste
teorije modela. Takode, ona je osnov metode forsinga, najmocnijeg sredstva
teorije skupova. Dakle, izlaganje dva dokaza stava potpunosti ima smisla
utoliko §to svaki od njih ima specifican znacaj u logici.

Na skupu formula F jezika £ definiSemo relaciju ekvivalencije ~ tako
da ¢ ~ ¢ ako i samo ako - ¢ — ¢ i F b — ¢, za proizvoljne formule
¢ 1 1. Klasu ekvivalencije formule ¢ oznacavamo sa |¢|, a skup svih klasa
ekvivalencije sa Bp.

Poredak u Bp definisemo tako da za sve ¢, € F, |p| < |[¢| ako i samo
ako F ¢ — 1. Taj poredak je korektno definisan i struktura B = (B, <)
je Bulova algebra. Nazivamo je Lindenbaumovom algebrom predikatskog
racuna. Detalji ove konstrukcije su potpuno isti kao u iskaznom racunu, pa
ih stoga ovde ne¢emo ponavljati.

Posebnost Lindenbaumove algebre predikatskog racuna, u odnosu na
iskazni slucaj, jeste u tome $to se u jeziku £ javljaju kvantifikatori. Zapravo,
kvantifikatori u algebri B odreduju dve infinitarne parcijalno definisane op-
eracije, §to ovu algebru ¢ini komletnom u odnosu na specifi¢ne familije ele-
menata. Iz tih razloga je neophodno precizirati uslove pod kojima se mogu
izra¢unavati vrednosti tih operacija.

Primer 1. Za svako n € w neka je ¢(vg, . .., v,—1) formula jezika L ¢ije su
sve slobodne promenljive neke od promenljivih vg,...,v,—1. Ozna¢imo sa
B,, skup klasa ekvivalencije formula oblika ¢ (v, ..., v,—1). Za svako n € w,

na skupu B,, C B odredena je podalgebra B,, Lindenbaumove algebre B.
Algebra By je algebra recenica jezika L.

Primer 2. Neka je X skup recenica jezika L. Saglasno konvenciji koju
smo usvojili u iskaznom rac¢unu, svaki skup recenica nazivaéemo teorijom.
Neka je Fs = {lg] : © E ¢}.

(a) Teorija X je neprotivreéna ako i samo ako Fy; je filter u By.

(b) Teorija X je neprotivreéna i kona¢éno aksiomatska ako i samo ako Fx
je glavni filter u By.

(c) Teorija X je kompletna ako i samo ako Fy; je ultrafilter u By.

(d) Teorija ¥ je kompletna i konaéno aksiomatska ako i samo ako Fy; je
glavni ultrafilter u By.

Primer 3. Vazi i obratno, proizvoljan skup F' C By odreduje teoriju
Yr={¢:|p| € F} jezika L. Pritom, ¥ i F zadovoljavaju sva svojstva iz
prethodnog primera. Dakle, postoji obostrano jednoznac¢na korespodencija
izmedu teorija u jeziku L i filtera Lindenbaumove algebre By.
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Isti rezultat bi se dobio da smo u definiciji skupa Fy;, umesto semanticke,
pretpostavili sintaksnu posledicu. To vazi bez pozivanja na stav potpunosti.

Kako smo veé¢ napomenuli, Lindenbaumova algebra predikatskog racuna
se znacajno ne razlikuje od Lindenbaumove algebre iskaznog racuna. Jedina
razlika je u tome $to se u predikatskom slucaju javljaju formule sa kvan-
tifikatorima, pa se njihova vrednost ra¢una na specifican nacin. Zapravo, u
Lindenbaumovoj algebri kvantifikatori su predstavljeni parcijalno definisa-
nim infinitarnim operacijama.

Za svaku formulu ¢ € F neka je ¢(vy/v,) formula koja se iz formule ¢
dobija u slede¢a dva koraka:

(a) zamenom svih vezanih javljanja promenljive v, promenljivom vg,1,
gde je k najveéi indeks svih promenljivih koje se javljaju u formuli ¢, a
zatim

(b) zamenom svih slobodnih javljanja promenljive v promenljivom v,,.

Teorema 12. Za svaku formulu ¢ jezika £
Vuk | = inf{[@(ve/vp)| - p € w}.

Dokaz: Prema aksiomi Ay, F Vv ¢ — p(vg/vp). Stoga, za svako p € w,
[Vur @] < [p(vg/vp)], pa dakle [Vog o| < inf{|e(vk/vp)| : p € w}.

Pretpostavimo da je 1 donje ogranicenje za {|p(vg/vp)| : p € w}. Ako
izaberemo ¢ € w tako da promenljiva v, nema javljanja u ¢ i ¢, onda vazi
F 14 — @(vg/vg). Na osnovu generalizacije i As, F ¢ — Yo, p(vk/vg).

Kako, prema aksiomi A4, - Vv, p(vg/vg) — ¢ to na osnovu general-
izacije i aksiome As dobijamo - Vv, ¢(vk/vg) — Vug . Konacno, primenom
tranzitivnosti implikacije dobija se - 1 — Vui ¢. To znaci da je klasa ek-
vivalencije |Yvy | najveée donje ogranicenje familije {|p(vg/vp)| : p € w}.
O

Primer 4. Iz istih razloga, u sluc¢aju egzistencijalnog kvantifikatora, za
svaku formulu ¢ jezika £, |3y | = sup{|p(vi/vp)| : p € w}.

Osim §to karakteriSe specificnost strukture Lindenbaumove algebre jezika
L, prethodna teorema ima klju¢nu ulogu u dokazu stava potpunosti predi-
katskog rac¢una prvog reda. U samoj formulaciji teoreme, nismo pretpostavili
nikakvo ogranicenje na kardinalnost jezika £. Buduéi da se dokaz sastoji u
konstrukeiji modela samo jedne recenice jezika £, koja sadrzi samo konacan
broj simbola, pretpostavka o prebrojivosti jezika £ nije potrebna.

Teorema 13. Stav potpunosti: Za svaku recenicu ¢ jezika L,
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Fe & Fo

Dokaz: Kako je teorema saglasnosti je ve¢ dokazana, dovoljno je dokazati
da za svaku recenicuyp, = ¢ implicira F ¢. Dokazujemo kontrapoziciju
tvrdenja. Pretpostaviéemo da ¢ nije teorema i konstruisati model jezika £
u kojem ne vazi p. To ¢e znaciti da ¢ nije valjana formula.

Neka je L, jezik reCenice ¢. On se sastoji od svih nelogickih simbola
jezika L koji se javljaju u formuli ¢. Kako svaka formula sadrzi samo
kona¢no mnogo simbola, L, = {P1,..., P, Fi,...,Fj,c1,...,c;}.

Ako nije - ¢, u Lindenbaumovoj algebri jezika L, vazi |¢| # 1, $to znaci
da mora biti |—¢| # 0. Prema prethodnoj teoremi, za proizvoljnu formulu
Y jezika L,

(a) |Vop 9| = inf{|Y(vg/vp)| : p € w}.

Jezik L, je prebrojiv, pa je familija infimuma tipa (a) prebrojiva. Prema teo-
remi Tarskog, postoji ultrafilter F' Lindenbaumove algebre koji ¢uva familiju
(a) isadrzi |~¢|. To znaci da za svaku formulu ¢ jezika L, i svako k € w,

Vup | € F < zasvako p € w, [¢(v,/vp)| € F.

Prema definiciji kvantifikatora, filter koji ¢uva infimume tipa (a) takode
cuva i supremume tipa

(b)  [Fox ¥ = sup{[¢(vr/vp)| : p € w},
tj. za svaku formulu v jezika L,
|Fup | € F < postoji p € w, [¢p(vg/vp)| € F.

Treba konstruisati model A jezika £, u kojem ne vazi recenica . Kako
osim sintaksnih objekata na raspolaganju nemamo nikakve druge objekte,
prirodno je da takav model konstruiSemo od sintaksnog materijala. Na
skupu promenljivih V' definisaéemo domen takvog modela i u njemu in-
terpretaciju svih nelogickih simbola jezika L.

Intuitivno, svaka formula ¢ jezika £ odreduje element |¢| Lindenbaumove
algebre Br. Da bi se od takvog ” Bp-vrednosnog” modela dobio standardni
”2-vrednosni” model zadate rec¢enice, neophodna je kompletnost ultrafiltra
Fu odnosu na familiju supremuma koju u algebri Br definisu egzistencijalne
kvantifikacije formula jezika L.

Na skupu promenljivih V' = {vgp,v1,...} jezika L, definiSemo binarnu
relaciju ~ tako da za proizvoljne m,n € w,
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U ~Up S U =] € F.

U jednom od ranijih primera pokazali smo da je jednakost relacija ekvi-
valencije u sintaksickom smislu, tj. da su refleksivnost, simetri¢nost i tranz-
itivnost jednakosti teoreme predikatskog racuna. Iz tih razloga, relacija ~
je relacija ekvivalencije.

Za svako v € V neka je v = {u € V : v ~ u}. Kolicnik po relaciji
~ je skup V = {v : v € V} koji je prebrojiv i nije prazan. Na skupu V'
interpretira¢emo sve simbole jezika L.

Za svaku konstantu ¢ € Ly, = Jug (¢ = vg). Kako ultrafilter F' ¢uva
supremume, postoji k € w takvo da je |c = vg| € F. Interpretacija konstante
¢ je klasa ekvivalencije v, € V.

Neka je G operacijska konstanta jezika £, duzine n € w. Za proizvoljne
U, Vi, ..., € V neka je
g(/ﬁi17"'7;i;in) =v & ‘G(’Uil,...,vin) = U| e F.

Ako je t = G(viy,-..,v;,) 1 v promenljiva koja nema javljanja u t, onda je
F Jug (t = vg), tj. |Fog (t = vg)| € F. Kako ultrafilter F' ¢uva supremume,
postoji m € w takvo da |(t = vy,)| € F, tj. g(0iy, ..., V;,) = Um. Dakle, g je
zaista n-arna operacija skupa V. Na osnovu sintaksnih svojstava jednakosti,
operacija g je dobro definisana. _

Neka je P predikat jezika £, duzine n € w, neka je R relacija skupa V'
definisana tako da za sve v;,,...,v;, €V,

(Viyy.. oy 05,) €ER < |P(viy,...,v,)| € F.
Prema osobinama jednakosti, za sve k € {1,...,n}, ako v;, ~ u;,, onda
|P(viy,...,vi,)| € F & |P(uip,...,u;,)| € F.
To znaci da je definicija relacije R korektna.

Neka je A = (V,R1,...,Ri, fi,--, fisc1,...,cx) model jezika L,. Za
svaku valuaciju z € V% oblika = (x1,x9,...) neka je T € V valuacija
T=(71,T2,...).

Tvrdimo da za svaku formulu ¢ (v, ...,v,) jezika L, i svako x € V¥,

(x) AEz¢v < |[¥(vo/xo,...,0n/xn)| € F.

Relaciju () dokazujemo indukcijom po slozenosti formule 1. Na osnovu
aksioma jednakosi, mozemo pretpostaviti da su elementarne formule proste
Sto znaci da relacija (%) za elementarne formule vazi po definiciji.
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Ako nije elementarna, formula ¢ moze imati oblik -6 ili 8 — 6, ili Juv,, 0,
za neke formule 6 i x. U prva dva slucaja relacija () sledi neposredno iz
definicije relacije zadovoljenja i svojstava ultrafiltra.

Pretpostavimo da je ¢ oblika Jv, 0, gde je 6 formula ¢ije su slobodne
promenljive neke od promenljivih vg, ..., v,. Po definiciji relacije zadovolje-
nja, A =z v ako i samo ako postoji v € vV, A F#(n/7) 0 ako i samo ako za
neko p € w, A Ezn/3,) 0-

Formula 6 je manje slozenosti od 1, pa prema induktivnoj pretpostavci,
poslednja relacija vazi ako i samo ako postoji p € w,

10(vo/x0, ..., Vn—1/Tn—1,0n/vp)| € F,

a kako F' ¢uva supremume, |Jv,0 (vo/xo, ..., 0n—1/Tn—1,vn)| € F. Dakle, za
svaku formulu v vazi relacija (x).

Specijalno, kako ultrafilter F' sadrzi |—¢|, u modelu A jezika L, vazi
formula —¢. Kako je L, C L, ako se na skupu V svi simboli iz £ — L,
interpretiraju sasvim proizvoljno, dobija se model A’ u jeziku £ u kojem
vazi —p. To znaci da ¢ nije valjana formula. O

Ako skup recenica dokazivih u predikatskom ra¢unu oznac¢imo sa Ty,
a skup recenica valjanih u svim modelima sa 7;, stav potpunosti moze se
izraziti u obliku Ty = T;.

Ako sa T}, ozna¢imo skup recenica jezika £ koje su istinite u svim pre-
brojivim modelima, na$ dokaz stava potpunosti zapravo pokazuje da je T; =
T, = T;. Dakle, skup logicki valjanih recenica se svodi na skup logicki
valjanih recenica u prebrojivim strukturama.

Primer 5. Neka je X skup recenica u prebrojivom jeziku £. Oznac¢imo
sa B(X) Lindenbaumovu algebru oblika B(X) = {|¢| : ¥ F ¢}. Ako je ¥
neprotivrecan skup recenica, onda se nad skupom promenljivih predikatskog
rac¢una moze konstruisati model teorije X.

Ovaj primer pokazuje da se konstrukcija modela izlozena u dokazu stava
potpunosti moze se izvesti i u slu¢aju proSirenog stava potpunosti za pre-
brojive jezike.

Kako smo ve¢ napomenuli, kljuéni korak u izlozenom dokazu stava pot-
punosti je konstrukcija ultrafiltra koji obezbeduje realizaciju kvantifiko-
vanih formula kao supremuma, odnosno, infimuma u Lindenbaumovoj al-
gebri. Egzistencija takvog filtra pretpostavlja prebrojivost jezika tako da
nije odmah jasno kako bi se taj dokaz mogao izvesti u slu¢aju prosirenog
stava potpunosti.
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Umesto reSenja spomenutog problema, proSireni stav potpunosti za
jezike proizvoljne kardinalnosti, a time i stav kompaktnosti predikatskog
racuna, dokaza¢emo Henkinovom metodom konstanti.

Za datu neprotivre¢nu teoriju jezika L, dokaz stava potpunosti po-
drazumeva konstrukciju njenog modela. Ako jezik £ nije prebrojiv, u opstem
slucaju za takvu konstrukciju nije dovoljan skup njegovih promenljivih. U
takvim okolnostima prirodno je da se jezik prosiri dovoljno velikim skupom
individualnih konstanti, ¢iju egzistenciju nalaze data teorija, pa da se na
tom skupu izvrsi konstrukcija modela.

Neka je 3 skup recenica i C' skup konstanti jezika £. Skup C je skup
svedoka teorije 3 ako za svaku formulu () jezika £ takvu da ¥ 3z o(z),
postoji konstanta ¢ € C' takva da 3 F ¢(x/c).

Dokaz prosirenog stava potpunosti zasniva se na Cinjenici da se svaka
neprotivreéna teorija moze prosiriti do neprotivreéne teorije sa unapred za-
datim skupom svedoka. Konstrukcija modela izvodi se na skupu svedoka na
slican nacin na koji smo konstruisali model prebrojivog jezika nad skupom
njegovih promenljivih.

U sledecoj teoremi pretpostavljamo da je 3 teorija u jeziku £ i da je C
skup novih individualnih konstanti, koje se ne javlju u jeziku L, kardinal-
nosti |C| = ||£]|. Sa L¢ oznac¢avamo prosto prosirenje jezika £ skupom C
individualnih konstanti.

Teorema 14. Neka je ¥ neprotivrecna teorija jezika £ i C' skup novih in-
dividualnih konstanti kardinalnosti |C| = ||£||. Teorija ¥ ima neprotivreéno
prosirenje ¥’ u jeziku Lo takvo da je C' skup svedoka teorije X'.

Dokaz: Pretpostavimo da je C = {cg : B < a} skup individualnih
konstanti koje ne pripadaju jeziku £ kardinalnosti || £|| = a.

Prema aksiomi izbora, neka je (g : f < a) dobro uredenje svih formula
jezika Lc sa najvise jednom slobodnom promenljivom i (cg : 8 < a) dobro
uredenje skupa C'. Polazeci od teorije X, konstruisemo rastuci niz (X : f <
«) neprotivrecénih teorija jezika L.

Neka je ¥ = X. Za svako 8 < o, g1 =Yg U {Tr g — pp(x/c)}, gde
je ¢ prva konstanta u nizu (cg : 8 < «) koja se ne javlja u Xg. Za svaki
grani¢ni ordinal 3 neka je ¥g = U’Y<,3 2.

Tvrdimo da je Ygiq neprotivrecéna teorija. U suprotnom, imali bi smo
da X5 F ~(3z s = ps(x/c)), odnosno, ¥g F 3z pg A ~pg(z/c). Po pret-
postavci, konstanta c se ne javlja u Xg, pa X5 = Vo (3z pg A ~pg(x)), a to
zapravo znaci da Xz = 3z g A -3z pg(x), Sto je suprotno pretpostavci o
neprotivrecnosti teorije 3.
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Kada je 8 < a grani¢ni ordinal, teorija ¥g = U'y < 2y Je neprotivrecna.
Neka je ¥ = U,B<a Y. Po konstrukciji, teorija ¥’ u jeziku L¢ je nepro-
tivreéno prosirenje teorije 3 sa skupom svedoka C. O

U dokazu teoreme o postojanju modela, konstrukcija modela nepro-
tivre¢ne teorije izvodi se nad skupom njenih svedockih konstanti. Kako ona
u svemu ostalom odgovara konstrukciji modela u dokazu stava potpunosti
za prebrojive jezike, ovaj dokaz je izlozen sa nesto manje detalja.

Teorema 15. Teorema o postojanju modela: Skup recenica Y. ima model
ako i samo ako X je neprotivrecan.

Dokaz: Pretpostavimo da je Y¢ maksimalno neprotivreéno prosirenje
teorije X koje ima skup svedoka C' u jeziku Lo. Prema prethodnoj teoremi,
takvo prosirenje se uvek moze napraviti.

Na skupu individualnih konstanti C', definisimo binarnu relaciju ~ tako
da za sve ¢, d € C,

c~d & (c=d)eXc.

Relacija ~ je relacija ekvivalencije i neka je A = {¢: ¢ € C'} skup njenih
klasa ekvivalencije.

Za svaki relacijsku konstantu P jezika £, duzine n > 1, neka je R relacija
skupa A takva da za sve ¢q,...,¢c, € C,

(¢1,...,¢n) € R & P(cr,...,cn) € X

Na osnovu sintaksnih svojstava jednakosti, definicija relacije R je korek-
tna.

Za svaku operacijsku konstantu F' duzine n > 11 sve ¢1,...,¢, € C,
formula 3z (F(cy,...,cy,) = x) pripada teoriji ¥¢. Za sve ¢,cq,...,¢, € C,
neka je

fci,....,cn) =¢ < (Flct,...,cn) =c¢) € Xg.

Zbog sintaksnih svojstava jednakosti, definicija operacije f je korektna.

Ako je ¢ individualna konstanta jezika £, kako recenica 3z (x = ¢) pri-
pada teoriji ¥¢, neka je ¢* = ¢ Kao i u sluéaju operacijske konstante,
zbog sintaksnih svojstava jednakosti, interpretacija individualne konstante
¢ je korektna.

Na taj na¢in, na skupu A interpretirani su svi nelogicki simboli jezika
L, odnosno, definisan je model A’ u jeziku Lo. Pokazademo da je tako
dobijeni model prosta ekspanzija modela teorije .

Tvrdimo da za svaku recenicu ¢ jezika Lo vazi sledeéa relacija:
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AEp & peXe.

Zanimljivo je da se ovo tvrdenje, zbog maksimalne neprotivrec¢nosti
skupa X 4, moze dokazati indukcijom po slozenosti recenice ¢. U ovoj induk-
ciji, jedini slucaj koji zahteva objasnjenje jeste induktivni korak ¢ = Jz ).

Pretpostavimo da u modelu A’ vazi formula 3z . Po definiciji relacije
zadovoljenja, postoji ¢ € C takvo da A" = v [¢]. To znaci da A" = ¢(z/c),
pa prema induktivnoj pretpostavci, ¢(x/c) € X¢. Zbog F (x/c) — Iz,
dobijamo da ¢ € ¥¢.

Obratno, ako ¢ € ¥, kako ¢ ima svedoke u C, postoji ¢ € C' takvo
da ¥¢ F Jxp — YP(x/c). Kako je ¥ maksimalno neprotivreéna teorija,
imamo 1(x/c) € X, pa prema induktivnoj pretpostavei, A" = 9(x/c). To
znaci da postoji ¢ € C takvo da A’ = ¢[d], tj. A" E .

Dakle, A’ je model teorije ¢ u jeziku Lo. Redukcijom jezika Lo na
jezik £ dobijamo model A jezika £ u kojem vazi . O.

Teorema o postojanju modela ima izvanredno znacajne i zanimljive
posledice. Njegovu snagu neposredno izrazava sama konstrukcija modela
nad svedockim konstantama date teorije. Ona je prisutna u osnovi vecine
modelsko-teorijskih rezultata.

Primer 6. Prosireni stav potpunosti: Za svaki skup recenica ¥ i svaku
reCenicu ¢ jezika L,

YEe & Yo

Sledeca posledica teoreme o postojanju modela je jedna verzija donje
Skolemove teoreme o kojoj ¢emo kasnije govoriti.

Primer 7. Svaka neprotivre¢na teorija jezika £ ima model ¢ija je kardi-
nalnost manja ili jednaka kardinalnosti jezika L.

Sledeca posledica teoreme o postojanju modela je stav kompaktnosti
predikatskog ra¢una za teorije proizvoljne kardinalnosti.

Primer 8. Stav kompaktnosti: Skup recenica 3 ima model ako i samo
ako svaki konac¢an podskup skupa ¥ ima model.

Ako svaki konacan podskup skupa > ima model, onda je svaki njegov
konacan podskup neprotivrecan. Dakle, ¥ je neprotivrecan, pa prema stavu
potpunosti, ¥ ima model. O

U daljim izlaganjima, kada se pozivamo na stav potpunosti, podrazu-
mevamo jednu od njegovih ekvivalentnih varijanti, teoremu o postojanju
modela ili pro§ireni stav potpunosti.
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Elementarna ekvivalencija

Osnovna ideja u algebarskim konstrukcijama, kao Sto su podalgebre,
homomorfizmi i razne vrste proizvoda, jeste oCuvanje algebarske strukture
nad kojom se takva konstrukcija izvodi. Isto vazi i za sve druge matematicke
strukture, relacijske ili relacijsko operacijske. U teoriji modela takve kon-
strukcije podrazumevaju oCuvanje svih svojstava izrazenih u jeziku struk-
ture, odnosno svih formula jezika L.

Na primer, ako su A i B modeli jezika £, onda: A je podmodel modela
B ako i samo ako za svaku elementarnu formulu ¢ jezika £ i svaku valuaciju
x € A¥ vazi A =5 ¢ ako i samo ako B =, ¢.

Umesto samo o elementarnim, u teoriji modela vodimo ra¢una o svim
formulama predikatskog racuna. Ako se to ima u vidu, algebru mozemo sh-
vatiti kao deo teorije modela, odnosno, kao elementarnu teoriju modela. Isti
odnos postoji izmedu aritmetike i modelsko-teorijske aritmetike ili izmedu
analize i modelsko-teorijske analize.

Sasvim uopSteno rec¢eno, teorija modela se bavi odnosom matematickih
struktura i jezika u kojima izrazavamo njihova svojstva. Klju¢éni pojam u
toj teoriji jeste elementarna ekvivalencija. Sa stanovista teorije modela dve
strukture su iste ako imaju ista svojstva izrazena u predikatskom rac¢unu
prvog reda, tj. ako zadovoljavaju iste recenice.

Modeli A i B jezika L su elementarno ekvivalentni, u oznaci A = B, ako
za svaku reCenicu ¢ jezika £, A = ¢ implicira B = ¢.

Elementarna ekvivalencija je relacija ekvivalencije. Ako su A i B ele-
mentarno ekvivalentni modeli jezika £, za svaku rec¢enicu ¢ jezika £, A = ¢
ako i samo ako B = ¢.

Ako je A model jezika L, sa Th(A) oznac¢avamo skup svih recenica jezika
L koje vaze u modelu A. Teorija Th(A) je kompletna teorija. Pritom,
Th(A) = Th(B) ako i samo ako A = B.

Neka su A i B modeli jezika £. Preslikavanje h : A — B je homomorfizam
modela A u model B, u oznaci h : A — B, ako:

(a) za sve ai,...,an € A,
(at,...,an) € R = (h(a1),...,h(ay)) €S,
(b) za sve a,ay,...,a, € A,
flar,...;an) =a = g(h(ar),...,h(ay,)) = h(a),

(c) za svaku konstantu c jezika £, h(c?) = cP.
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Pritom, podrazumevamo da su R i S interpretacije predikata jezika £ u
modelu A, odnosno u modelu B, a f i g odgovarajuée interpretacije opera-
cijskih simbola jezika L.

Kao i u slucaju podmodela, preslikavanje h : A — B je homomorfizam
modela A u model B ako i samo ako za svaku elementarnu formulu ¢ i svaku
valuaciju x € A“.

Pritom, za svako z € A%, h(x) = (h(xo),...,h(zy),...) € B*.

Homomorfizam h : A — B je izomorfizam ako je preslikavanje h~! ho-
momorfizam. Modeli A i B su izomorfni, u oznaci A = B, ako postoji
izomorfizam modela 4 u model B.

Homomorfizam h je utapanje ako A = h[A], odnosno. ako za svaku
elementarnu formulu ¢ jezika £ za svaku valuaciju x € A%,

AEz ¢ & BEpw ¢

Primer 1. Neka je X C A skup koji generiSe model A. Ako je f
obostrano jednozna¢na funkcija skupa X u model B, onda postoji najvise
jedno izomorfno utapanje modela A u model B koje prosiruje funkciju f.

Kako smo ranije naglasili, ako je A C B i ¢ formula bez kvantifikatora,
za svaku valuaciju z € A%,

AE. o & BE; e

Ako navedena ekvivalencija vazi za sve formule jezika £, A je elementarni
podmodel modela B, odnosno B je elementarna ekstenzija modela A. Ovu
relaciju oznacavamo sa A < B.

Utapanje h modela A u model B je elementarno utapanje ako za svaku
formulu ¢ i svaku valuaciju ¢ € A%,

AEc e & Bl ¢

Primer 2. Ako je A C B, onda A < B ako i samo ako inkluzijai: A — B
je elementarno utapanje modela A u model B.

Kako smo veé naglasili, osnovni pojam u teoriji modela jeste elementarna
ekvivalencija. Medutim, relacija = je definisana u odnosu na recenice jezika
L koje, osim u izuzetnim sluc¢ajevima, ne dopustaju indukciju po slozenosti.
Sa druge strane, buduéi da je definisana u odnosu na sve formule jezika L,
relacija = je mnogo operativnija od elementarne ekvivalencije.
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Svakako, iako sasvim bliske, elementarna ekvivalencija = i elementarni
podmodel =< su ipak razlicite relacije. Ako A < B, onda A = B, ali obratno
ne vazi. U narednim primerima ilustrovaémo odnos ovih relacija.

Primer 3. Izomorfni modeli su elementarno ekvivalentni. Izomorfizam
f modela A i B je elementarno utapanje, tj. za svaku formulu ¢ jezika £ i
svaku valuaciju = € A%,

Ova ¢injenica se dokazuje indukcijom po slozenosti formule . Slucaj
elementarnih formula pokriven je definicijom elementarnog utapanja.

Primer 4. (a) Postoje elementarno ekvivalentni modeli iste kardinalnosti
koji nisu izomorfni.

(b) Postoje izomorfni modeli A i B takvi da B C A i nije B < A.

Ako je A = (w,<) i B = (wh, <), gde je w' skup pozitivnih prirodnih
brojeva, onda BC Ai B = A.

Neka je p(vg) = Juy (v1 < vg). Jedinica u skupu w ima prethodnika, pa
A E ¢[1]. Sa druge strane, u w* jedinica nema prethodnika, pa B |= = [1].
Dakle, nije B < A.

Teorema 16. Teorema o elementarnom podmodelu: Neka je A C B.
Model A je elementarni podmodel modela strukB ako i samo ako za svaku
formulu ¢ i svaku valuaciju promenljivih x € A%,

BE:vne = zanekoa€ A, By ¥

Dokaz: Pretpostavimo da je A < B. To znaéi da za svaku valuaciju
x € A¥, ako B =, Ju, ¢, onda A =, Jv, ¢, pa prema definiciji relacije
zadovoljenja, postoji a € A takvo da A [Fy(n/e) - Zbog A = B, postoji
a € A takvo da B [=y(n/q) #-

Obratno, pretpostavimo da za svaku formulu ¢ i svaku valuaciju x € A%,
B . Jvy, ¢ implicira da postoji a € A, B [=y(n/q) J¢. Treba dokazati da je
A < B, odnosno, po definiciji relacije <, treba dokazati da za svaku formulu
@ isvako x € AY,

(x) BEsp & Alce

Relaciju (*) dokazujemo indukcijom po slozenosti formule . Ako je ¢
elementarna formula, relacija (x) vazi zbog pretpostavke A C B.

U induktivnom koraku, jedini netrivijalan slucaj jeste sluc¢aj formule ob-
lika ¢ = Jv, V.
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Ako A =, Jvp ¢, postoji a € A takvo da A [=y(n/q) ¥ Prema in-
duktivnoj pretpostavci, relacija (x) vazi u slucaju formule v, pa dakle

B =i(n/a) ¥, 0odnosno, B =, Jv, 9.

Ako B =, Jv, 9, onda prema pretpostavci teoreme, postoji a € A takvo
da B F=4(n/q) - Kako po induktivnoj pretpostavei vazi A = (,/q) 9, kona-
¢no dobijamo A =, Jv, . O

Dakle, podmodel A modela B je elementarni podmodel ako i samo ako
za svaku formulu ¢(vo,...,v,) jezika L i sve ag,...,a,—1 € A, ako postoji
b € B takvo da B = ¢|ag,...,an—1,b], onda postoji a € A takvo da B |
elag,...,an—1,al.

Primer 5. Neka je A = (Q, <) uredenje racionalnih i B = (R, <) uredenje
realnih brojeva. Dokazaéemo da je A < B, a to znacii da je A = B.

Pretpostavimo da je ¢ formula jezika £ = {<} sa slobodnim promenlji-
vim vy, ..., v, takva da za neke ag,...,a,-1 € Qib € R,

Bl ¢lag,...,an—1,b].

Ne umanjujuéi opstost, mozemo pretpostaviti da je ag < -+ < ap—1 i
ap < b <agy1,zanekok+1<n—1. Nekajece Q takvoda ay < ¢ < agyq
i h izomorfizam uredenja B za koji je h(a;) = a;, 0 <i<n—11ih(b) =c
Kako je svaki izomorfizam je elementarno utapanje imamo

B = ¢lh(ag),...,h(an—1),h(b)] < BE¢lao,...,an—1,c.

Prema prethodnoj teoremi A =< B, odnosno, kao uredenja, realni i
racionalni brojevi su elementarno ekvivalentni.

Primer 6. Kao uredena grupa (Q, +, <, 0), racionalni brojevi su elemen-
tarni podmodel uredene grupe (R, +, < 0) realnih brojeva.

Primer 7. Neka je (S) sistem linearnih jednacina i nejednacina nad
racionalnim brojevima. Sistem (S) ima reSenje u racionalnim brojevima
ako i samo ako (S) ima resenje u realnim brojevima.

Primer 8. Kao polje, racionalni brojevi Q nisu elementarno ekvivalentni
polju R realnih brojeva.

Prosirivanje jezika imenima jednog niza elemenata domena modela
omogucava da njihove odnose u datom modelu zapisemo recenicama i even-
tualno sa¢uvamo u modelsko-teorijskim konstrukcijama. Iako sasvim jednos-
tavna, procedura imenovanja u principu pretpostavlja jedan oblik principa
izbora. Ako svakom elementu modela treba pridruziti ime, jasno je da to
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u opStem slucaju podrazumeva princip dobrog uredenja ili aksiomu izbora.
Svakako, radimo u metateoriji koja sadrzi takve principe.

Neka je A model jezika £ i a = (ag : B < «) niz elemenata skupa A
duzine «, tj. a € A®. Pritom, « je ordinal, odnosno, tip linearnog dobrog
uredenja. Sa L, oznatavamo prosto prosirenje jezika £ nizom razlic¢itih
konstanti (cs : B < «). Za svako 8 < «, konstantu cg interpretiramo
elementom ag.

Ako je B model jezika L sa (B, a) oznacavamo model jezika L, koji se iz
B dobija interpretacijom konstanti (cs : 8 < «) elementima modela B.

Model (B, a) je prosta ekspanzija modela B. Kako smo ranije napome-
nuli, ekspanzija ne menja domen modela.

Teorema 17. Ako je A podmodel modela B i 3 proizvoljan ordinal, sledeci
uslovi su ekvivalentni:

(a) A=< B,

(b) za svako a € AP, (A,a) < (B,a),

(c) za svako a € AP, (A, a) = (B, a),

(d) za svako a € AP, B < w, (A,a) = (B, a),

Dokaz: U prvom slucaju, A je elementarni podmodel modela B u smislu
jezika L, a u preostala tri slu¢aja elementarni podmodel i elementarna ek-
vivalencija se odnose na jezik Lg.

Pretpostavimo da je A < B. Neka je 8 ordinal, a € AP i ¢ formula jezika
Lg. Pretpostavimo da za neku valuaciju b € A%, (A, a) =5 .

Ne umanjujuéi opstost, pretpostavimo da ¢ sadrzi samo jednu konstantu
cy, v < B, jezika Lg. Neka je v;, promenljiva koja se ne javlja u formuli ¢
i neka je ¢* formula koja se dobija iz formule ¢ zamenom svih javljanja
konstante ¢, promenljivom v;. Tako dobijena formula ¢* jeste formula u L.

Kako je sa a, interpretirana konstanta cy, (A, a) Epyr/a,) ¢* Formula
¢* je formula jezika L, pa A [=y/q,) ¢*- 1z pretpostavke da je A < B sledi
da B Eyk/a,) ¢ pa dakle (B, a) Eb ¢

Ocigledno, (b) implicira (c) i (¢) implicira (d).

Pretpostavimo da vazi uslov (d). Neka je ¢ formula jezika £ i b € A¥
valuacija takva da A |=p ¢. Zamenimo sve razli¢ite slobodne promenljive

Vi, .., 0;, formule ¢ redom konstantama cy, ..., c,. Tako dobijena formula
©* je recenica jezika L,,41. Neka je b* = (b;y,. .., b;, ) niz elemenata domena
A dobijen iz valuacije b. Ako konstante cy,...,c, interpretiramo redom

elementima b;,,...,b;,, onda (A, b*) = ¢*. Prema uslovu (d), (B,b*) = ¢*,
pa dakle B =4 ¢. O

Neka je A proizvoljan skup i « ordinal. Niz a € A“ je numeracija skupa
A ako se svaki njegov element bar jednom javlja u nizu a € A®.
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Ako je A domen modela A jezika £, numeracijom elemenata skupa A
svaki njegov element z € A je u prosirenom jeziku £, dobio svoje ime c,.
Ako je a € A% numeracija bez ponavljanja, svaki element je dobio tacno
jedno ime.

Teorema 18. Neka su A i B modeli jezika £ i a € A® numeracija skupa
A. Model A moze se elementarno utopiti u B ako i samo ako postoji niz
b € B takav da, u prosirenom jeziku L, (A,a) = (B,b).

Dokaz: Neka je h : A — B elementarno utapanje. Niz b € B® definiSemo
tako da za svako v < a, by = h(a,). Kako je h elementarno utapanje to
mora biti (A, a) = (B,b).

Obratno, neka je niz b € B* takav da (A,a) = (B,b). Za svako v < a,
neka je h(ay) = by. Preslikavanje h je elementarno utapanje modela A u
model B. O

Primer 9. Ako su A i B modeli jezika L iste kardinalnosti i a € A®
numeracija skupa A, onda

(a) ako A = B, onda postoji b € B* takvo da (A,a) = (B,b)

(b) ako je b € B* numeracija i (A, a) = (B,b), onda je A= B,

(c) ako A C B, onda A < B ako i samo ako (A, a) = (B, a).

Primer 10. Ako su A i B elementarno ekvivalentni modeli konac¢ne kar-
dinalnosti, onda A = B.

Neka je A model jezika £1ia € A% numeracija skupa A. Teorija Th(A, a)
je dijagram modela A. Zapravo, dijagram modela A je skup svih recenica
jezika L, koje vaze u modelu (A, a).

Skup A4 svih elementarnih reéenica i negacija elementarnih recenica
jezika L, koje vaze u modelu (A, a) je elementarni dijagram modela A.

Skup svih elementarnih recenica jezika L, koje vaze u modelu (A, a) je
pozitivni elementarni dijagram modela A, u oznaci Az.

Teorema 19. Teorema o elementarnom utapanju: Model A moze se
elementarno utopiti u model B ako i samo ako postoji ekspanzija modela B
koja je model elementarnog dijagrama modela A.

Dokaz: Neka je h : A — B elementarno utapanje. Za svaku numeraciju
a € AY vazi (A,a) = (B, h(a)), pa je (B,h(a)) model za A4.

Obratno, neka je a € A® numeracija skupa A i (B,b) model jezika L,
koji zadovoljava elementarni dijagram modela A. Za svako 8 < «, neka je
h(ag) = bg. Homomorfizam h je elementarno utapanje modela A u B. O

Primer 11. Pretpostavimo da jezik £ ne sadrzi operacijske simbole i kon-
stante. Neka je ¥ teorija i .A model jezika £. Model A moze se elementarno
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utopiti u model teorije ¥ ako i samo ako svaki konac¢an podmodel modela
A moze se elementarno utopiti u model teorije 3.

Da to dokazemo, pretpostavimo da se svaki konacan podmodel modela
A moze elementarno utopiti u neki model teorije . Tvrdimo da je teorija
Y = ¥ U A4 neprotivreéna.

Neka je a € A® numeracija skupa A. Svaki konacan Xy C ¥/ sadrzi
konacan broj konstanti jezika L,. Neka su to konstante cg,,...,cg,.
Kako jezik £ ne sadrzi operacijske simbole i konstante, konacan skup
A" = {ag,,...,ap,} generise konacan podmodel A" modela A. Neka je B’
model skupa recenica ¥ u koji se A’ moze utopiti.

Prema prethodnoj teoremi, model B’ ima ekspanziju (B, b) koja je model
elementarnog dijagrama A ,, modela A’. Dakle, ¥9 C ¥ U A,/ ima model.
Prema stavu kompaktnosti, ¥’ ima model B. Ponovo, prema prethodnoj
teoremi, redukcijom modela B na jezik £ dobija se model teorije 3 u koji se
model A moze elementarno utopiti.

Utapanje h : A — B je homomorfno ako za svaku formulu ¢ i svaku
valuaciju x € A¥, A |=; ¢ implicira B =p,) ¢

Primer 12. Model A moze se homomorfno utopiti u model B ako i samo
ako postoji ekspanzija modela B koja je model elementarnog pozitivnog
dijagrama modela A.

Teorema 20. Svako parcijalno uredenje moze se proiriti do linearnog
uredenja.

Dokaz: Svako parcijalno uredenje (A, <) skupa A = {ay,...,a,} moze
se prosiriti do linearnog uredenja (A,<*). Ovo tvrdenje se jednostavno
dokazuje indukcijom po n € w.

Pretpostavimo da je A = (A, <) parcijalno uredenje. Neka je a € A“
numeracija skupa A, Aj pozitivni elementarni dijagram modela A i ¢ =
VaVy (x < y V y < x) recenica koja izrazava ¢injenicu da je uredenje <
linearno. Neka je

S=A U{ca#cp:a,be Aa#blU{p}

Ako je ¥g konacan podskup od ¥ i ag,,...,as, € A svi elementi ¢ija
se imena javljaju u ¥, restrikcija uredenja < na skup {ao,...,a,} ima
prosirenje <* do linearnog uredenja, tj. ¥¢ ima model. Prema stavu kom-
paktnosti, skup recenica ¥ jezika L, ima model (B,b).

Model (B,b) je linearno uredenje u kojem je zadovoljen pozitivni dija-
gram Aj modela A. Za svako f < a neka je h(ag) = bg. Ekspanzija modela
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BB je model pozitivnog dijagrama AT, pa prema prethodnom primeru, pres-
likavanje h je homomorfno utapanje modela A u model B. Preslikavanje A"
u modelu A indukuje linearno uredenje koje prosiruje relaciju <. O

Primer 13. Primenom stava kompaktnosti moze se dokazati da se svaki
skup moze linearno urediti.

Parcijalno uredenje P je usmereno ako za sve p,q € P, postoji r € P
takvodap<rig<r.

Ako je P usmereno uredenje, familija modela (A, : p € P) jezika L je
usmerena ako za sve p < ¢, A, C A,.

Unija usmerene familije (A, : p € P) je model A jezika L takav da:

(a) A= UpGP AP7

(b) ako je R relacijska konstanta jezika £1i R,,, p € P, njena interpretacija
u modelu A, relacija RA = Upe p ) je interpretacija relacijske konstante
R u modelu A,

(c) za sve aq,...,a, € A, ako je F operacijska konstanta jezika £, onda
FMay,...,a,) = Fy(a1,...an), gde je F, interpretacija operacijske kon-
stante F' u modelu A,, ai,...,a, € A,.

(d) individualnu konstantu ¢ jezika £ u modelu A interpretiramo ele-
mentom ¢, € A, za proizvoljno p € P.

Sasvim jednostavno se proverava da su interpretacije relacijskih, opera-
cijskih i individualnih konstanti jezika £ korektno definisane.

Primer 14. Ako je (Ap : p € P) usmerena familija modela jezika £, takva
da A, = Ay, za sve p,q € P, p < g, onda je A, X A, za svako p € P.

Skolemove teoreme

U nasim uvodnim napomenama naglasili smo da predikatski racun ima
odredena ogranicenja. Njegovim sredstvima nije mogué jedinstven opis bilo
koje beskonacne strukture. Ta ¢injenica sledi iz stava kompaktnosti, ali je
u potpunosti izrazava Skolemova teorema.

Teorema 21. Skolemova teorema: Neka je 3 skup recenica jezika £ koji
ima beskonacan model.

(a) Ako je 3 konacan skup, ¥ ima model svake beskonacéne kardinalnosti.

(b) Ako je ¥ beskonacan skup kardinalnosti x, ¥ ima model svake kar-
dinalnosti > k.

Dokaz Skolemove teoreme izlozi¢emo u okviru dva nesto informativnija
reziltata. Zapravo, ova teorema predstavlja resenje sledeéeg problema: ako
je A model kardinalnosti «,
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(a) u kojim kardinalnostima model A ima elementarni podmodel i
(b) u kojim kardinalnostima model A ima elementarnu ekstenziju?

Kada je k konacan kardinal, ovaj problem je resen u jednom od prethod-
nih primera. U beskona¢nom sluc¢aju, odgovor na prvo pitanje daje donja,
a odgovor na drugo pitanje gornja Skolemova teorema.

Teorema 22. Neka je A model kardinalnosti « u jeziku £. Ako je ||£]| <
B < a, za svaki skup X C A kardinalnosti 5, postoji elementarni podmodel
B modela A takav da |B|=81X C B.

Dokaz: Pretpostavimo da je A model kardinalnosti o i X C A skup
kardinalnosti 5 > ||£]|. Neka je (A, <) dobro uredenje skupa A. U odnosu
na relaciju <, svaki podskup skupa A ima minimalni element.

Indukcijom definisemo niz (B, : n € w) podskupova skupa A ¢ija Ce
unija biti domen trazenog modela.

Neka je By = X i za svako n > 0, B,11 skup elemenata a € A takav
da, za neku formulu ¢(vg,...,v,) jezika £ i neke ag,...,an—1 € By, a je
najmanji elemenat skupa A u smislu uredenja < koji zadovoljava uslov

A ': @[aﬁv'-- 7an717a]-

Za svako b € By, b = min{a € A : A |= (vo = v,)[b,al}, pa je b € By,
tj. Bn C Bpy1. Pritom, b je najmanji element u smislu relacije <.

Kako je ||£|| < B, za svako n € w, skup B,, je kardinalnosti §. Neka je
B = U,c. Bn- Jasno, B je kardinalnosti § i neka je B podmodel modela
A generisan skupom B. Kako je B prebrojiva unija skupova kardinalnosti
< 8, model B ima kardinalnost j.

Neka je ¢(vo, ..., v,) formula jezika £ i ag,...,a,—1 € B takvi da

A = Ju, plag, - .., an—1].

Po definiciji skupa B, postoji m € w takvo da ag,...,an—1 € Bp. Po
pretpostavci skup {a € A : A = ¢Jao,...,an—1,a]} nije prazan, pa sadrzi
najmanji element b € By, 1.

Stoga, postoji b € B takvo da A = ¢|ag,...,an—1,b]. Kako je B C A,
prema teoremi o elementarnim podmodelima, B < A. O.

Slede¢a posledica prethodne teoreme uobic¢ajeno se naziva donja Skole-
mova teorema. Jednu varijantu ove teoreme dokazli smo kao posledicu stava
potpunosti.

Teorema 23. Donja Skolemova teorema: Ako je X skup recenica kardi-
nalnosti «, koji ima beskonacan model kardinalnosti 5 > «, onda 3 ima
model svake beskonacne kardinalnosti A\, o« < X\ < 3.
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Dokaz: Neka je 6 = max{w, a} i £ skup nelogickih simbola jezika £ koji
se javljaju u recenicama skupa . Skup ¥ mozemo shvatiti kao teoriju u
jeziku £’ kardinalnosti 6.

Po pretpostavci, postoji model A jezika £ kardinalnosti § > « takav da
A E 3. Ispustajuéi sve nelogicke simbole jezika £ koji nisu u £’ dobijamo
model A’ jezika £’ kardinalnosti 8 u kojem vazi X.

Prema prethodnoj teoremi, ako je § < A3, model A’ sadrZi elementarni
podmodel B’ kardinalnosti A. Zbog B’ < A’, model B’ je model jezika £’
kardinalnosti A u kojem vazi 3. Ako u modelu B’, na proizvoljan nacin,
interpretiramo nelogicke simbole koji se ne javljaju u 3, dobijamo model B
jezika L kardinalnosti A u kojem vazi 3. O

Donja Skolemova teorema ima veoma zanimljive i ponekad zbunjujuce
posledice. U njenom dokazu pretpostavljen je princip dobrog uredenja,
odnosno, aksioma izbora. Kasnije ¢emo videti da iz donje Skolemove teo-
reme sledi aksioma izbora.

Sledeéa teorema predstavlja odgovor na nase drugo pitanje o kardinal-
nosti modela teorije u jeziku £. U njenom dokazu koriste se stav kompakt-
nosti i donja Skolemova teorema.

Teorema 24. Svaki beskonac¢an model A kardinalnosti o ima elementarnu
ekstenziju proizvoljne kardinalnosti 8 > «.

Dokaz: Neka je A model jezika £ kardinalnosti o i neka a € A% nu-
meracija skupa A i I'4 dijagram modela A. Podsetimo se da je I'4 teorija u
jeziku L.

Neka je C' = {¢y : v < B} skup konstanti razlic¢itih od svih konstanti
jezika L, ineka je Lopp =L UC.

Oznacimo sa ¥ skup formula {—(cy = ¢5) : v < 6 < B}. Tvrdimo da
svaki kona¢an podskup skupa > U4 ima model.

Dovoljno je dokazati da za svaki konacan ¥y C X, skup g U T4 ima
model. Neka su ¢,,,...,c,, sve konstante skupa C' koje se javljaju u X i
al,...,al, razliciti elementi skupa A.

Definisimo numeraciju a* € A**? skupa A tako da za sve v < a+ f3,

ay akoy <a,
=3 af akoy=a+y,1<i<n,
ap inace.

Kako su a, razliciti, (A,a*) je model za Yo UT4. Prema stavu kom-
paktnosti ¥ UI'4 ima model. Kako konstante ¢, imaju razlicite vrednosti u
svakom modelu za ¥ U "4, taj model mora biti kardinalnosti > f.
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Prema donjoj Skolemovoj teoremi X UT 4 ima model (B, ') kardinalnosti
B. Kako je I'y dijagram modela A, mora biti (A,a) = (B,b), gde je niz b
sastavljen od prvih «a ¢lanova niza b'. Kako je a € AY numeracija skupa A,
model A moze se elementarno utopiti u model B. Dakle, do na izomorfizam,
B je elementarna ekstenzija modela A kardinalnosti 5. O

Teorema 25.  Gornja Skolemova teorema: Ako skup reCenica ¥ ima
model kardinalnosti a@ > w, onda ¥ ima model svake kardinalnosti § > a.

Gornja Skolemova teorema neposredno sledi iz prethodnog rezultata. U
slede¢im primerima izloZene su posledice stava kompaktnosti i Skolemove
teoreme u aritmetici prirodnih i realnih brojeva. Kako smo nagovestili u
uvodnim napomenama, predikatski ra¢un nije dovoljno snazan da izrazi teo-
reme jedinstvenosti prirodnih i realnih brojeva.

Prirodne brojeve definisali smo kao strukturu N' = (+,-,<,s,0). Pret-
postavi¢emo da su prirodni brojevi na odredeni na¢in zadati. Na§ cilj je da
sredstvima predikatskog rac¢una prvog reda, ukoliko je to uopste moguce, u
potpunosti opisemo strukturu N.

Navedena pretpostavka u filosofskom smislu podrazumeva jedan oblik
platonizma. Ona izrazava uverenje da matematicki iskazi imaju smisao
koji je nezavisan od nasih izrazajnih, stvaralackih ili saznajnih moguénosti.
Prema platonistickom shvatanju, u izvesnom idealnom smislu, matematicki
objekti zaista postoje. Ta egzistencija se nuzno manifestuje u svim odnosima
realnog sveta i u svim sferama misljenja. Covek ne stvara, veé¢ otkriva
matematicka tvrdenja. Ne upustajuéi se u podrobniju raspravu platon-
istickog stanovista, o tome je bilo re¢i u napomenama uvodnog poglavlja,
reé¢i ¢emo samo to da pretpostavkom o postojanju prirodnih brojeva u ovoj
stvari nismo preterali. Veéina matematicara i filosofa ipak pretpostavlja
bar potencijalnu egzistenciju prirodnih brojeva nad kojima su izvedene sve
ostale matematicke konstrukcije.

Jezik strukture A/ u predikatskom rac¢unu prvog reda oznacavamo sa Lpa
i nazivaéemo ga jezikom prirodnih brojeva ili jezikom aritmetike. Jasno,
jezik aritmetike Lpa = {+,-,<,s,0} je prebrojiv. Struktura N prirod-
nih brojeva je standardni model, a svaki drugi model jezika Lp4 koji nije
izomorfan sa A je nestandardni model jezika aritmetike.

Primer 1. U jeziku Lpg mogu se definisati sve uobic¢ajene aritmeticke
relacije i operacije: polinomi, deljivost, prosti brojevi itd.

Teorija Th(N) koja se sastoji od svih recenica jezika Lp 4 istinitih u mo-
delu NV je kompletna aritmetika. Zbog prebrojivosti jezika Lp 4, kompletna
aritmetika je prebrojiva teorija.
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Primer 2. Kompletna aritmetika ima model proizvoljne beskonacne kar-
dinalnosti.

Teorija Th(N) je prebrojiva i ima beskona¢an model A/. Prema Skole-
movoj teoremi, teorija Th(A) ima model svake beskona¢ne kardinalnosti.

Buduéi da kompletna aritmetika ima nestandardne modele, ona prirodne
brojeve ne odreduje na jedinstven nacin. Kao kompletna teorija, ona se u
jeziku Lp4 ne moze neprotivreéno proSirivati, pa u jeziku aritmetike nije
moguca jedinstvena karakterizacija prirodnih brojeva. Na osnovu Skolemo-
ve teoreme, isti rezultat bi se dobio u svakom prosirenju jezika £p 4, odnosno,
u predikatskom ra¢unu prvog reda takva karakterizacija nije uopste moguca.
Na osnovu Dedekindove teoreme o jedinstvenosti prirodnih brojeva, to znaci
da se princip matematicke indukcije, formulisan u logici drugog reda ili kao
metamatematicki princip, ne moze izraziti sredstvima predikatskog racuna
prvog reda.

Primer 3. Postoji prebrojiv nestandardni model kompletne aritmetike.

Ovo tvrdenje pokazuje da postoje elementarno ekvivalentni modeli jezika
L iste kardinalnosti koji nisu izomorfni. U njegovom dokazu javlja se kom-
binacija argumenata kompaktnosti i donje Skolemove teoreme koju smo veé
koristili u dokazu gornje Skolemove teoreme.

Neka je L, pa jezik koji se dobija prosirivanjem jezika aritmetike Lp4
skupom individualnih konstanti C' = {¢,, : n € w}. Svakom prirodnom broju
n € w dato je ime ¢,, odnosno, u strukturi prirodnih brojeva konstantu c,
interpretiramo kao prirodan broj n.

Neka je c individulna konstanta koja ne pripada jeziku £, pa. Neka je
¥ teorija u jeziku L, pa U {c} takva da

Y =ThWN)U{ec, #c:ncw}

Svaki konacan skup 3¢ C ¥ sadrzi samo konacan broj konstanti jezika
L, paU{c}, pa postoji najveéi prirodan broj k € w za koji se konstanta ob-
lika ¢, javlja u skupu recenica 3g. Ako se konstanta c interpretira prirodnim
brojem veéim od k, u modelu N vazi 3. Prema stavu kompaktnosti, teorija
¥ ima model. Kako je ¥ teorija u prebrojivom jeziku £, pa U {c}, prema
donjoj Skolemovoj teoremi, teorija ¥ ima prebrojiv model M’. Njegova
redukcija na jezik aritmetike Lp4 je prebrojiv model M teorije Th(N).

Element ¢ € M, kojim je u modelu M interpretirana konstanta c,

razlikuje se od interpretacije ¢} svakog standardnog prirodnog broja n € w.

Takav broj ¢ je beskonacan prirodan broj.
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Peanova aritmetika je teorija u jeziku Lp4. Ona se sastoji od receni-
ca ¢1,...,ps, koje su navedene u uvodnom poglavlju i sheme indukcije,
odnosno skupa recenica oblika

©(0) AV (o(z) = @(s(2))) = Ve p(),

za svaku formulu ¢(z) jezika Lps koja sadrzi bar jednu slobodnu
promenljivu z € V. Peanovu aritmetiku oznacavamo sa PA.

Jasno je da kompletana aritmetika Th(N') sadrzi teoriju PA. Medutim,
obratno ne vazi, odnosno, Peanova aritmetika nije kompletna teorija. Tu
¢injenicu dokaza¢emo u okviru teorije izracunljivosti. Sli¢no kompletnoj
aritmetici, Peanova aritmetika ima nestandardne modele, ali postoje modeli
teorije PA koji nisu modeli kompletne aritmetike.

Neka je 0 = 01 za svako n € w, n+ 1 = s(n). Termi jezika Lp4 oblika
n su numerali.

Primer 4. Za svaki term t(xy,...,xx) jezika Lpa isve n,ni,...,ng € w,
PAFn=t(ny,...,n) & n=tVng,..., n.

Primer 5. Ako je M model Peanove aritmetike, onda postoji jedinstveno
utapanje modela N u inicijalni segment modela M.

Isto tvrdenje vazi i za kompletnu aritmetiku, odnosno, za bilo koje pro-
Sirenje Peanove aritmetike. U modelu M jezika Lp4, elemente inicijalnog
segmenta koji je izomorfan sa NV, nazivamo standardnim prirodnim broje-
vima modela M.

Primer 6. U teoriji Th(N'), pa dakle ni u teoriji PA nije mogude for-
mulisati princip dobrog uredenja.

Primer 7. (a) U svakom nestandardnom modelu Peanove aritmetike
postoji beskonacan prost broj.

(b) Postoji model M Peanove aritmetike koji sadrzi prirodan broj m €
M deljiv svim standardnim prostim brojevima modela M.

Primer 8. Svaki model M Peanove aritmetike ima sledeéi tip uredenja
(M, <) =w+ (w"+w) - 0. Pritom, (w* 4+ w) je tip uredenja celih brojeva, a
0 tip linearnog gustog uredenja bez krajeva.

Primer 8. Postoji 2¥ nestandardnih neizomorfnih prebrojivih modela
Peanove aritmetike.

Pretpostavumo da je ¢ konstanta koja ne pripada jeziku Lpyg i S C P
proizvoljan skup prostih brojeva. Za svaki prost broj p € P neka je ¢, =
Jz (¢ = x - p), gde je p numeral broja p i neka je
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Y(S)=PAU{p, :pe StU{~yp, :pe P\S}.

Prema stavu kompaktnosti i zbog prebrojivosti jezika Lp4, teorija 3(S)
ima prebrojiv model M(S). Ako su Si,S2 C P neprazni razliciti skupovi
prostih brojeva, modeli M(S7) i M(S2) nisu izomorfni.

Na osnovu poslednja dva primera i kada se ima u vidu Cinjenica da
je tip prebrojivog gustog uredenja bez krajeva jedinstveno odreden, moze
se zakljuciti da sa stanovista uredenja postoji samo jedan prebrojiv model
Peanove aritmetike koji nije izomorfan strukturi . Svi drugi neizomorfni
prebrojivi modeli realizuju svojstva operacija prirodnih brojeva.

Uredeno polje F je struktura jezika £ = {+,-,<,0,1} koja zadovol-
java aksiome (1, ..., @16 navedene u uvodnom poglavlju. Takode, u istom
kontekstu definisali smo pojam kompletnog uredenog polja, kao polja u ko-
jem svaki neoprazan ogranicen skup ima supremum i formulisali teoremu
o jedinstvenosti kompletnog uredenog polja realnih brojeva. Naglasavamo
da princip kompletnosti nismo definisali u predikatskom ra¢unu prvog reda.
Sliéno principu indukcije, on je bio izrazen u logici drugog reda, odnosno,
kao metamatematicki princip.

Dokaz jedinstvenosti polja realnih brojeva bic¢e izlozen u poglavlju o
teoriji skupova. U ovom kontekstu, sli¢no prirodnim brojevima, pretpostavl-
jamo da je uredeno polje realnih brojeva R = (+, -, <,0,1) nekako zadato,
odnosno, konstruisano nad prirodnim brojevima. Na$ cilj je da odredimo
meru u kojoj se ova struktura moze okarakterisati sredstvima predikatskog
ra¢una.

Primer 10. Svako uredeno polje sadrzi izomorfnu kopiju strukture prirod-
nih brojeva.
U svakom uredenom polju A = (A,+,-,<,0,1), za svako x € A, vazi
nejednakost x < x + 1.
Otuda redom sledi da je 0 < 1 <14+ 1 < ---. Za svako n € w, ako
izraz oblika 1+ ---+ 1 identifikujemo brojem n, onda w C A. Takvom
—_———

n
idenitifikacijom dobija se utapanje prirodnih brojeva u polje A.

Primer 11. Svako uredeno polje sadrzi kopiju jedinstveno odredenih
racionalnih brojeva.

Neka je Q polje racionalnih brojeva. Svaki racionalan broj ¢ € ) moze
se predstviti u obliku ¢ = 7 ili ¢ = —*, za neke m,n € w i n # 0.

Svaki izomorfizam prirodnih brojeva N C Q ima jedinstveno prosirenje
na polje racionalnih brojeva. Ako se pretpostavi princip indukcije, polje
Q jedinstveno je odredeno. Utapanje prirodnih brojeva N u proizvoljno
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uredeno polje A, na jedinstven nacin prosiruje se do utapanja polja racio-
nalnih brojeva Q u polje A.

Uredeno polje F je arhimedovsko polje ako za svako = € F, postoji
prirodan broj n € w takav da je x < n.

Primer 12. (a) Skup racionalnih brojeva je gust u svakom arhime-
dovskom polju.

(b) Svako kompletno uredeno polje je arhimedovsko.

Neka je F arhimedovsko polje. Ne umanjujuéi opstost, pretpostaviéemo
da su z,y € F takvi da 0 < z < y. Kako je F arhimedovsko polje, postoji
prirodan broj n € w koji zadovljava nejednakost y_% < n. Otuda se dobija
da je ny—nz > 1, pa ako je m € w najmanji prirodan broj takav da nz < m,
onda je nx < m < ny, odnosno, x < ' < y.

Ako kompletno uredeno polje F nije arhimedovsko, postoji x € F takvo
da za svako n € w, n < z. Kako je x € F gornje ograniCenje skupa w
u kompletnom uredenom polju, skup w ima supremum a € F. Kako je
a najmanje gornje ogranic¢enje, a — 1 nije gornje ograni¢enje skupa w, pa
postoji n € w takav da a — 1 < n, odnosno, a < n + 1, §to nije moguce.

Primer 13. Postoji uredeno polje koje nije arhimedovsko.

Neka je L jezik teorije uredenih polja, a € Q¥ numeracija racionalnih
brojevaiTh(Q, a) dijagram strukture Q. Podsetimo se da je dijagram teorija
u proSirenju L, jezika L koje sadrzi imena svih racionalnih brojeva.

Neka je ¢ individualna konstanta koja ne pripada jeziku L, i > skup
reCenica jezika £, U {c} takav da

Y =Th(Q,a)U{ch < c:n € w}.

U svakom kona¢nom skupu recenica >g C 3, javlja se konacan broj in-
dividualnih konstanti jezika £, U {c}, pa postoji racionalan broj ¢ € @ veéi
od svakog racionalnog broja Cije se ime javlja u skupu recenica y. Ako se
konstanta c interpretira sa ¢, onda je @ model za .

Prema stavu kompaktnosti, skup rec¢enica 3 ima model, a njegova reduk-
cija na jezik £ je nearhimedovsko polje F koje elementarno prosiruje polje
racionalnih brojeva.

Egzistencija nearhimedovskih polja priblizava nas ideji nestandardne
analize. U takvim poljima postoje beskona¢no male veli¢ine.

Nearhimedovsko polje F sadrzi kopiju standardnih prirodnih brojeva,
tj. w C F. Ako je cp € F interpretacija konstante ¢, za svako n € w,
n < cp, odnosno, element cr je beskonacno veliki element polja F. Kako
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1

1 1 . s
-- < 5, odnosno, o € F je pozitivan

jecF>0,zasvak0n€w,O<CF

beskona¢no mali element polja F.

Primer 14. (a) Postoji prebrojivo uredeno polje A elementarno ekvi-
valentno uredenom polju R = (R, +,-,<,0,1) realnih brojeva. Dakle, sa
stanovista logike prvog reda, postoje prebrojivi realni brojevi.

(b) Postoje prebrojivi modeli teorije Th(R) koji nisu izomorfni.

Sama po sebi, egzistencija nearhimedovskih proSirenja uredenih polja
nije dovoljna u zasnivanju nestandardne analize. Izucavanje pojmova kon-
vergencije, neprekidnosti ili diferencijabilnosti u nestandardnim proSirenjima
realnih brojeva, podrazumeva da svojstva standardnih objekata dokazana
sredstvima proSirenja vaze u samom polju realnih brojeva. Neophodan je
princip prenosa, odnosno, elementarna ekvivalencija polja R i njegovog ne-
standadnog proSirenja R*. Lajbnic je implicitno pretpostavljao i koristio
ovaj princip, ali se on u svom punom smislu izrazava u okviru teoreme o
ultraproizvodu, koja ¢e biti izlozena u slede¢em poglavlju.

Teorema o ultraproizvodu

U teoriji modela znacajne su konstrukcije koje ¢uvaju elementarnu struk-
turu modela. Osim elementarnih podmodela i elementarnih utapanja, jedna
konstrukcija takve vrste je ultraproizvod familije modela jezika L. Po svojoj
prirodi, ova konstrukcija je algebarska i mozemo je shavtiti kao specifican
slucaj proizvoda matematickih struktura. Ta specificnost ogleda se upravo
u ¢injenici da ultraproizvod Cuva sva svojstva prvog reda koja vaze u ”filter
mnogo” njegovih faktora.

Pretopstavimo da je (A; : ¢ € I) familija struktura jezika £, indeksir-
ana nepraznim skupom I. Njen ultraproizvod je potproizvod Dekartovog
prizvoda koji se dobija izjednacavanjem elemenata po ultrafiltru indeksnog
skupa. Pritom, Dekartov proizvod familije skupova (A4; : i € I) je skup
funkcija

[LerAi={f:1— Ujcs Ai: zasvakoic I, f(i) € A;}.

Kada je iz konteksta jasno o kom indeksnom skupu je re¢, Dekartov
proizvod A = [[,c; A; oznacavamo sa A = [] A;.

Pretpostavimo da je F' familija podskupova skupa I. Defini§imo binarnu
relaciju ~ na Dekartovom proizvodu A tako da za sve f,g € A,

f~g & {iel:f(i)=g(i)} €F.
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Primer 1. Ako je F filter nad I, relacija ~ je relacija ekvivalencije na A.
Ako svaki skup A; sadrzi bar tri elementa, vazi i obratno.

Za svako f € A, neka je fr = {g € A : f ~ g} klasa ekvivalencije s
obzirom na relaciju ~. Koli¢nik po relaciji ~ oznacavamo sa [[;.; A;/F.

Simbole jezika £ interpretiramo u kolicniku [ [;.; A;/F na sledeci nacin:
Ako je P relacijska konstanta jezika L, njena interpretacija je relacija
Rp skupa [[,c; Ai/F takva da za sve f,g € A,

(frygr) € Rp & {i€I:(f(i),g(i) € Ri} € F.

Interpretacija operacijske konstante G je operacija G takva da za sve
f’ g’ h’ e A?

Gr(fr,gr) =hr < {iel:Gi(f(i),g9(i)) =h(i)} € F.

Interpretaciju ¢y konstante ¢ definiSemo tako da svako f € A,
fr=cpr & {i€l:f(i)=c¢}EF.

Jednostavnosti radi i ne umanjujuéi opstost, definisali smo interpretacije
binarnih relacijskih i operacijskih konstanti jezika £. Jasno je da ista defini-
cija vazi i za konstante proizvoljne duzine n > 1.

Primer 2. Ako je F filter nad skupom I, definicije relacija Rr, operacija
G i konstanta cp proizvoda [ [;.; A;/F su korektne.

Treba dokazati da je relacija ~ kongruencija u odnosu na relaciju Rp i
operaciju G i konstanti cp. Na primer, u slucaju relacije Rr iz pretpos-
tavki f ~ g, f" ~ ¢ 1 (fr,g9r) € Rp, po definiciji relacije ~ i iz svojstava
filtra F, treba dokazati da (f;;, g};) € Rp.

Struktura [[A;/F = (][Ai/F,Rr,GFr,cr) je redukovani proizvod
familije modela (A;,i € I) po filtru F. Nas ¢e prevashodno zanimati reduko-
vani proizvodi po ultrafiltru. U tom slucaju, redukovani proizvod [[ A,/F
je ultraproizvod. Kada je A; = A, za sve i € I, odgovarajuéi redukovani
proizvod se svodi na ultrastepen, u oznaci Af > modela A po filtru F.

Modelsko-teorijski znac¢aj ove konstrucije je u tome §to ona ¢uva sva
svojstva izrazena u jeziku £ koja u familiji (A; : ¢ € I) vaze na filter mnogo
mesta. Da bi se ta Cinjenica izrazila potrebno je prethodno usaglasiti oznake
valuacija u proizvodu i valuacija u njegovim ¢iniocima.

Svaki niz f = (f!, f2,...) elemenata proizvoda A = [] 4; odreduje valu-
aciju promenljivih fr = (f&, f2,...) jezika £ u modelu [].A;/F i obratno,
svaka valuacija promenljivih u modelu [ | A;/F odredena je nizom elemenata
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Dekartovog proizvoda A. Za svako i € I, sa f(i) oznacavamo valuaciju
promenljivih (f1(7), f2(i),...) u modelu A; odredenu nizom f € A%.

Teorema 26. Teorema o ultraproizvodu Neka je F' ultrafilter nad sku-
pom I. Za svaku formulu ¢ jezika £ i svaku valuaciju fr € ([] 4i/F)%,

[[A/FEpe © {i€l: A et eF.

Dokaz: Teoremu dokazujemo indukcijom po slozenosti formule . U
sluéaju elementarnih formula, na osnovu sintaksnih svojstava jednakosti,
dovoljno je dokazati da teorema vazi za proste elementarne formule, odnosno,
za formule oblika vy, = vy, G(Um, vn) = vp 1 P(vm, vy) jezika L.

Ako je ¢ elementarna formula oblika v, = v,, za svaku valuaciju f € A%,
na osnovu definicije relacije ~ i po definiciji relacije zadovoljenja redom se
dobija:

[TA/F = fp om =vn & fp =[5
e e
& fiel:fm@)= (i)} cF
= {iEI:Ai }Zf(i) Umzvn}EF.

Ako je ¢ elementarna formula oblika G(vy,, v,) = vp, na osnovu definicije

operacije G, za svako [ € A%,

A e Gom,v) =vp & Gr(fis fi) = fp,
& {ie L G(f™60), ["(0) = [F)} € F,
- {’L el: A ):f(l) G(vm,vn) = Up} € F,

gde smo sa A oznacili model [[.A;/F.
Sliéno, ako je ¢ elementarna formula P(vy,,v,), na osnovu definicije
relacije Ry, za svaku valuaciju f € A%,

HAZ/F ':fF P(Um,’l)n) - (f;’naf}@) € Rp,
& {iel:(fm),f"(@) € R} € F,
= {iGI:Ai ':f(z) P(’Um,’l}n)}EF.

Pretpostavimo da je ¢ = ¢ A 0. Za proizvoljnu valuaciju f € A“ neka
je Dy = {iel: A ):f(z) Y}iDg={iel: A }Zf(z) 0}, sto znaci da je
Dy NDy= {iel: A ):f(i) A}

Otuda, na osnovu definicionih svojstava filtra i po induktivnoj pretpos-
tavci redom dobijamo da vazi:

[TA/FER YN0 & JTA/FERei [TA/F Ef 0,

& DyeFibDgel,
& DyNnDgeF.
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Ako je formula v oblika —1), za svaku valuaciju f € A%, na osnovu
¢injenice da je F ultrafilter i po induktivnoj pretpostavci redom imamo:

H.Al/F ):fF - & ne vazi H.Al/F ):fF P,
4 Dw ¢ F,
& DfpeF,
& {iel:AiFu W} eF

Pretpostavimo da je ¢ oblika Ju, . Za svaku valuaciju f € A¥, neka je
Dszy,y ={i €1: A; () Fvnp}. Treba dokazati da vazi

H.AZ/F ):fF Ju, ¢y & DHUMPGF'

Pretpostavimo da je [[ A;/F |= . Jv, 9. Tada postoji b € [[ A; takvo
induktivnoj pretpostavci Dy, € F. Za sve i € I, f(n/b)(i) = f(i)(n/b;), pa
mora biti Dy C D3y, tj. D3y, € F.

Pretpostavimo da D3, € F. Za svako i € D3, 4, A; ':f(i) Ju, ¥, pa
postoji b; € A; takvo da A; = ¢(;)(n/p,) ¥- Prema aksiomi izbora, postoji
c € [[A; takvo da za sve i € D3, ¢, ¢; = b;.

Otuda sledi da je D3,y € {i € I 1 Ai = f(n/e)s) ¥} Kako D3,y € F,
mora biti {i € I : A; = F(n/e)(d) 1} € F. Prema induktivnoj pretpostavci
H.Al/F ):f(n/c)p 1), odnosno, HAz/F ):fF Fv, . O

1z teoreme o ultraproizvodu neposredno sledi da ako je ¢ recenica jezika
L, onda: [TA;/F = ¢ akoisamo ako {i € I : A4; E ¢} € F.

Pretpostavimo da je A model jezika £ i F' ultrafilter nad skupom I. Za
svako a € A, neka je a* € A takvo da za svako i € I, a*(i) = a. Definigimo
preslikavanje h : A — A;F tako da za svako a € A, h(a) = a}.. Preslikavanje
h je obostrano jednoznac¢no i naziva se kanonsko utapanje modela A u
ultrastepen .Af e

Teorema 27. Kanonsko utapanje je elementarno utapanje.

Dokaz: 1z ove teoreme neposredno sledi da je svaki model A elemen-
tarno ekvivalentan svakom svom ultrastepenu .AfF. Samo u specificnim

okolnostima, ultrastepen .Af 7 Je izomorfan modelu A, pa se konstrukcijom
ultrastepena modela dobija njegova prava elementarna ekstenzija.

Ako je p(vg, . . ., v,) formula jezika £1ia°,...,a"™ € A, na osnovu teoreme
o ultraproizvodu i po definiciji kanonskog utapanja, redom imamo:

AfF Eelagp,....anp] & {iel: AE=plai(i),...,an(i)]} € F,
< {iel: AE=yplag,...,an]} € F,
= Alch[ao,...,an]. |
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Primer 3. Neka je F' ultrafilter nad skupom I i G € F. Familija skupova
Gp ={xzNF :z e G} je ultrafilter nad skupom G.

Primer 4. Ako je (A; : i € I) familija modela jezika £, F' ultrafilter nad
I'iG e F,ondaje [[;c; Ai/F ~]licq Ai/GF.

Primer 5. Ako je F' glavni ultrafilter nad I, onda postoji k € I takvo da
[Lics Ai/F =~ Ay.

Primer 6. Ako je F neglavni ultrafilter nad skupom I, onda postoji
J C I i uniforman ultrafilter G nad J takav da za svaku familiju modela
(AZ (1€ I) jezika L, Hz’eIAi/F ~ HzeJ‘Al/G

U ovom primeru, treba izabrati element ultrafiltra F' najmanje kardinal-
nosti i primeniti rezultat prethodnog primera.

Primer 7. Ako je A model jezika £ kardinalnosti |A| < w i F prebrojivo
kompletan ultrafilter nad skupom I, onda Af A

Podsetimo se, ultrafilter F' nad skupom I je prebrojivo kompletan ako i
samo ako za svaku prebrojivu particiju {X, : n € w} skupa I postoji k € w
takvo da X € F. Kada se to ima u vidu, dovoljno je dokazati da kanonsko
utapanje h preslikava A na Af 7

Neka je fr € A;F izasvakoa € A, X, ={i € I: f(i) = a}. Familija
{X4 :a € A} je prebrojiva particija skupa I. Zbog prebrojive kompletnosti
ultrafiltra F, postoji ag € A takvo da X,, € F. To znaci da je h(ag) = fr,
tj. kanonsko utapanje h preslikava A na .Af .

Primer 8. Ako je A kona¢an model jezika £ i F' proizvoljan ultrafilter
nad I, onda |A§F| = |A|.

Opstije, pretpostavimo da je (A; : i € I) familija kona¢nih modela jezika
L i F ultrafilter nad skupom 1.

Ako postoji n € w takvo da {i € I : |A;| =n} € F, onda je \A;F] = |A|.

Primer 9. Postoji familija funkcija A C w® kardinalnosti 2“ koja zado-
voljava sledece uslove:

(a) ako f € A, za svako n € w, f(n) < 2",

(b) za sve f,g € A, ako f < g,onda [{n€w: f(n)=g(n)} < w.

Za svaku funkciju € € 2%, neka je f. € w® funkcija takva da za svako
n € w, fe(n) = >, c,e(m) - 2" Familija funkcija A = {f. : ¢ € 2¢}
zadovoljava uslove (a) i (b).

Primer 10. Ako je (A; : i € I) familija kona¢nih modela jezika £ i F
ultrafilter nad I takav da za svakon € w, X,, = {i € I : |Ai| = n} € F,
onda je 2¢ < \A§F|.
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Kako ni jedan od skupova X, ne pripada ultrafiltru F', on mora biti
prebrojivo nekompletan ultrafilter, a to znac¢i da je F' neglavni ultrafilter.
Takode, postoje proizvoljno veliki prirodni brojevi n takvi da X,, nije prazan.
Od nepraznih skupova X,, napravimo particiju {I, : n € w} skupa I koja
zadovoljava uslove:

(a) za svakon € w, I, € F,

(b) ako i € I,,, onda |A;| > 2".

Pritom, za svako i € I, postoji jedinstveno odreden prirodan broj n(i) €
w takav da i € ;.

Za svako i € I neka je (a;x : k < 2"9) niz razlicitih elemenata skupa
A; i neka je A C w* familija funkcija koja zadovoljava uslove prethodnog
primera.

Za svako f € A definisimo funkciju hy € [[ A; tako da za svako i € I,
hp(i) = a; fn@y)- Za svako i € I, f(n(i)) < 2" pa hy(i) uvek postoji.
Skup {h¢/F : f € A} C ] A;/F ima kardinalnost 2¢.

Primer 11. Pretpostavimo da je (A; : i € w) prebrojiva familija kona¢nih
modela jezika £ i F ultrafilter nad w. Ako postoji n € w takav da {i € w :
|A;| = n} € F, onda je |A§F| = n, inace |A§F| =2,

Dakle, ultraproizvod prebrojive familije kona¢nih skupova je ili konacan
ili kardinalnosti 2¢. U slucaju familije skupova ¢iji svaki element ima kar-
dinalnost w, prebrojiva kompletnost ultrafiltra omogucava ocenu kardinal-
nosti njenog ultraproizvoda. Bez nekih dodatnih skupovno teoretskih pret-
postavki, kardinalnost takvog ultraproizvoda se tesko moze ta¢no odrediti.

Primer 12. Neka je A model jezika £ kardinalnosti |A| = w.

(a) Ako je F prebrojivo kompletan ultrafilter nad I, |A!/F| = w.
(b) Ako je F prebrojivo nekompletan ultrafilter, |A!/F| > 2v.
Pritom, ako je |I| = w, onda |A! /F| = 2¥.

Kako je tvrdenje (a) je ocigledno, pretpostavimo da je F prebrojivo
nekompletan ultrafilter. To znaci da postoji particija {X,,n € w} skupa
I ¢iji elementi ne pripadaju ultrafiltru F'. Za svako ¢ € X,,, n € w, neka
je B; skup takav da |B;| = n. Na osnovu ranijih primera, to znaci da je
2 <[] B;/F| < |Al/F|

Na osnovu prethodnih primera mozemo zakljuciti da ako su svi modeli
familije (A; : i € I) beskonac¢ni i F' nekompletan ultrafilter na skupom I,
onda je |[[ A;/F| > 2*. To zna¢i da su ultraproizvodi, osim u trivijalnim
slucajevima, uvek neprebrojivi modeli.
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Aksiomatske klase

Po svojoj prirodi, ultraproizvodi su algebarska konstrukcija. Ipak, svo-
jim nastankom i u primenama oni su vise vezani za logiku nego za algebru.
To se pre svega ogleda u teoriji modela teorije skupova i jednoj karakteri-
zaciji elementarne ekvivalencije. U narednim razmatranjima ilustrova¢emo
primenu konstrukcije ultraproizvoda na probleme aksiomatizacije standard-
nih matematickih teorija.

Neka je £ jezik. Sa Mod(L) oznacavamo klasu svih modela jezika L.
Klasu svih modela teorije ¥ jezika £ oznacavamo sa Mod(X).

Ako je K klasa modela jezika £ 1 K = Mod(X), teorija X je skup aksioma
klase K. Klasa modela K je aksiomatska ako postoji skup aksioma za K.
Kada je takav skup konacan, klasa K je kona¢no aksiomatska.

Za proizvoljnu klasu modela K jezika £, sa Th(K) oznacavamo skup
svih recenica jezika £ koje vaze u svim modelima klase IC. Jasno, klasa K
je aksiomatska ako i samo ako C = Mod(Th(K)).

Primer 1. Za svako n € w neka je =" sledeéa recenica:

Jup---Fup (v F Ve A AL £ Uy AUy U3 A U1 # p).

Za svaki model A jezika £, A = ¢=" ako i samo ako domen A sadrzi bar
n elemenata. Dakle, za svako n € w, klasa K>, svih modela jezika £ koji
sadrze bar n elemenata je kona¢no aksiomatska i K>, = Mod(p=").

Neka je n € w. Ako sa ¢" oznaéimo recenicu =" A —p="*1 onda
A = ™ ako i samo ako domen A sadrzi taéno n elemenata. Dakle, za svako
n € w, klasa IC,, svih modela jezaika £ sa tatno n elemenata je konacno

aksiomatska.

Primer 2. Neka je ¥ = {¢=" : n € w}. Tada A = ¥ ako i samo ako A
je beskonacan model, odnosno, klasa K;, beskona¢nih modela jezika L je
aksiomatska.

Skup aksioma X klase K;,; je beskonacan. U slede¢im primerima
dokazacemo da klasa KC;y, s nije konac¢no aksiomatska.

Primer 3. Ako skup recenica > ima proizvoljno veliki kona¢an model,
onda Y ima beskonac¢an model.

Pretpostavimo da je (A, : n € w) niz kona¢nih modela teorije ¥ takav
da za sve m,n € w, ako m < n, onda |A,,| < |A,|. Neka je F neglavni
ultrafilter nad w i A ultraproizvod [[A,/F. Kako ¥ vazi u svakom A,
prema teoremi o ultraproizvodu, ¥ vazi u A.



131

Po definiciji niza (A, : n € w), za svako n € w, recenica ¢" vazi u
najviSe jednom modelu Aj, medutim, kako je F' neglavni ultrafilter, F' ne
sadrzi jednoelementni ili prazan skup. Prema teoremi o ultraproizvodu, za
sve n € w, u A ne vazi ¢", odnosno. model A je beskonacan. O

Prethodni primer pokazuje da klasa K;, svih kona¢nih modela jezika £
nije aksiomatska.

Primer 4. (a) Ako su K; i Ky aksiomatske klase modela jezika £, onda
su K1 N Ky 1 Ky UKy aksiomatske klase.

(b) Klasa K je konano aksiomatska ako i samo ako klase K i K¢ su
aksiomatske.

Na osnovu ¢injenice da klasa Ky, svih konacnih modela jezika £ nije ak-
siomatska i poslednjeg tvrdenja sledi da klasa /C;,, y svih beskonacnih modela
jezika L nije konacno aksiomatska.

Primer 5. Neka su %1 i ¥ teorije, a K1 i Ko klase modela jezika L.

(a) Ako ¥; C %5, onda Mod(X2) € Mod(X).
(b) Ako K1 C Ko, onda Th(K3) C Th(Ky).

Primer 6. (a) Za svaku teoriju X jezika £, ¥ C Th(Mod(X)), a jednakost
u ovoj relaciji vazi ako i samo ako postoji klasa modela K takva da ¥ =
Th(K).

(b) Za svaku klasu modela K jezika £,  C Mod(Th(K)), a jednakost u
ovoj relaciji vazi ako i samo ako postoji teorija ¥ takva da K = Mod(X).

Primer 7. Za svako i € I, neka je K; klasa modela jezika £. Tada
Th(UiEI ’Ci) = ﬂie[ Th(lCi)-

Primer 8. Neka je 3;, ¢ € I familija teorija jezika £, onda

(a) Mod(User %i) = (Niey Mod(%5).

(b) Jednakost Mod([;c; i) = U;c; Mod(%;) vazi samo pod uslovom da

je skup I konacan i da svaka od teorija ¥; ima oblik ¥; = Th(K;), za neku
klasu modela K; jezika L.

Teorema 28. Klasa modela K je aksiomatska ako i samo ako K je
zatvorena za elementarnu ekvivalenciju i ultraproizvode.

Dokaz: Pretpostavimo da je klasa K zatvorena za ultraproizvode i ele-
mentarnu ekvivalenciju. Ako je ¥ = Th(K), tvrdimo da je ¥ skup aksioma
za klasu modela K.

Neka je A model u kojem vazi ¥ i neka je Th(A) = I. Za svako ¢ € I,
recenica —¢ nije dokaziva u X, pa postoji model A, € K u kojem vazi ¢.

Za proizvoljnu formulu ¢ € I neka je I, = {y € I : Ay, = ¢}.
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Familija (I, : ¢ € I) ima svojstvo konacnih preseka, pa postoji ultrafilter
F nad skupom I koji prosiruje familiju (I, : ¢ € I). Otuda sledi da je
ultarproizvod [[ A, /F familije elemenata klase IC elementarno ekvivalentan
modelu A, pa dakle model A pripada klasi . O

Teorema 29. Modeli A i B jezika L su elementarno ekvivalentni ako i
samo ako model B mozZe se elementarno utopiti u ultrastepen modela A.

Dokaz: Neka je Af  ultrastepen modela A. Ako se model B moze ele-
mentarno utopiti u AfF, onda je B = .AfF, pa dakle A = B.

Pretpostavimo da je A = B. Neka je b € B” numeracija skupa B.
Oznacimo sa I skup recenica Th(B,b) jezika L.

Svaka recenica ¢ € I sadrzi konacan broj konstanti cy,,...,c,, jezika
Lz. Neka je ¢* formula jezika £ dobijena iz ¢ zamenom tih konstanti
promenljivim v;,,...,v;, koje se ne javljaju u ¢. Kako u modelu (B,b)

vazi ¢ i kako je ¢* formula jezika £ to
B = v, - Juy, 0.

Kako je A= B, A = Jv;, - - - Jv;, ¢*. Otuda sledi da postoji numeracija
ay = (apy 7 < ) skupa A takva da (B, a,) = ¢. Za svaku recenicu ¢ € I
moguce je odrediti niz a, € AP,

Neka je I, = {¢ € I : (A, ay) = ¢}. Familija (I, : ¢ € I) ima svojstvo
konac¢nih preseka i moze se prosiriti do ultrafiltra F' nad skupom I. Tvrdimo
da se B moze elementarno utopiti u Af 7

Defini§imo preslikavanje h : B — A; - tako da h(by) = fp, za proizvolj-
no vy < 3, gde je fy € A funkcija takva da za svako ¢ € I, (@) = apy.

Pretpostavimo da je ¢ formula jezika £ i d € B¥ valuacija promenljivih
u modelu B. Treba dokazati da B |=4 ¢ ako i samo ako AfF =) V-

Neka je 1)* recenica jezika Lg koja se dobija iz v na slede¢i nacin: za
svako k € w, ako je dj, = b,, sva slobodna javljanja promenljive vy u formuli
1 zamene se konstantom c,. Tada, B =4 v ako i samo ako (B,b) = ™.

Ako je f, = ay, za sve ¢ € I, na osnovu teoreme o ultraproizvodu i po
definiciji, redom se dobija da vazi:

(B,b) v & Yrel,
- Iw* € F,
& {pel:(Aay) =y }eF,
& (AlJF, fr) E ¢

Kako je po definiciji, h(b) = f/r otuda sledi da (B,b) = ¢* ako i samo
ako (A'/F,h(b)) = +*, sto konacno znaci da B =4 v ako i samo ako
AlJF = n(d) ¥, tj. preslikavanje h je elementarno utapanje. O
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Primer 9. Elementarno ekvivalentni kona¢ni modeli su izomorfni.

Ako je n € w kardinalnost modela 4, onda A = ¢", pa zbog elementarne
ekvivalencije, B | ¢", tj. modeli A i B su iste kardinalnosti. Takode,
zbog elementarne ekvivalencije, model A moze se elementarno utopiti u neki
ultrastepen modela B. Kako je model B konacan, svaki njegov ultrastepen
je izomorfan sa B. Zbog jednake kardinalnosti, model A je izomorfan sa B.

Kako smo veé¢ napomenuli, jezik teorije grupa Lo = {+, 0} sadrzi jedan
binarni operacijski znak i jednu konstantu. Sa g oznacava¢emo konjunkciju
aksioma komutativnih grupa.

Primer 10. Klasa konaé¢nih grupa, kona¢nih komutativnih grupa i klasa
cikliénih grupa nisu aksiomatske.

Ako je G = (G,+,0) grupa, red elementa x € G je najmanji prirodan
broj n takav da z+---4+x = n-x = 0, ako takav n € w postoji. U
—_——

n
suprotnom, element x € G je beskonacnog reda.

Primer 11. Za svaki prost broj p € w, klasa komutativnih grupa u kojima
su svi elementi reda p je aksiomatska. Njena aksioma je konjunkcija aksiome
@@ 1 recenice Vz (p - x = 0).

Nije tesko dokazati da za svaki prost broj p € w, bilo koje dve komuta-
tivne grupe iste kardinalnosti, u kojima je svaki element reda p, su izomorfne.

Primer 12. Komutativna grupa G je grupa bez torzije ako svaki element
grupe G ima beskonaéni red.

Za svako n > 1 neka je ¢, recenica Vz (n-z = 0 — = = 0). Skup recenica
Yo = {pat U{pn : n > 0} je skup aksioma klase komutativnih grupa bez
torzije.

Klasa komutativnuh grupa bez torzije nije kona¢no aksiomatska.

Primer 13. Komutativna grupa G je grupa sa deljenjem ako za svaki
prirodan broj n € w, vazi G = Va3Jy (n -y = z).

Klasa komutativnih grupa sa delenjem nije kona¢no aksiomatska.

Primer 14. (a) Bilo koje dve neprebrojive komutativne grupe sa delje-
njem i bez torzije su izomorfne.

Postoji neprebrojivo mnogo komutativnih grupa sa deljenjem i bez torz-
ije ¢ija je kardinalnost w.

Jezik teorije polja Lp = {+,+,0,1} sadrzi dva binarna opreacijska sim-
bola i dve konstante. Sa ¢ oznacavamo konjunkciju aksioma teorije polja.
Klasa svih polja je klasa modela recenice pp.
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Polje A je polje karakteristike p € w ako je p najmanji prirodan broj
takav da za svakox € A,z +---+x=p-z=0.
——
P

Primer 15. (a) Karakteristika polja je prost broj. Za svaki prost broj
P € w, postoji polje karakteristike p.

(b) Za svaki prirodan broj n > 1, do na izomorfizam, postoji jedinstveno
odredeno polje karakteristike p kardinalnosti p™.

Za svaki prirodan broj p € w, oznacimo sa P recenicu
Ve(p-z=0)A3z((p—1)-z2#0)AJx((p—2)-x#0)A--- A3z (z #0).

Za svaki prost broj p € w, neka je ¢h. recenica pp A ¢P. Model A jezika
teorije polja zadovoljava @% ako i samo ako A je polje karakteristike p.
Dakle, klasa polja date karakteristike p je kona¢no aksiomatska.

Polje A je polje karakteristike nula ako za svaki prost broj p, A nije
karakteristike p. Neka je X% = {=¢? : p € w} U {pr}. Polje A je karakter-
istike nula ako i samo ako A je model za Z‘%.

Teorema 30. Klasa polja karakteristike nula nije konac¢no aksiomatska.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji recenica go% jezika teorije polja takva
da za svaki model jezika Lp, imamo A [ % ako i samo ako A je polje
karakteristike nula.

Za svaki prost broj p € w neka je A, polje karakteristike p. Jasno, u
modelu A, vazi recenica ¢P. Neka je F' neglavni ultrafilter nad skupom
prostih brojeva P C w i neka je A =[] A,/F.

Za svako p € P, A, je model recenice ¢r, pa prema teoremi o ultra-
proizvodu, A je model recenice ¢, tj. A je polje. Za svako p € P, recenica
P vazi u tacno jednom faktoru A,. Kako je F' neglavni ultrafilter, F' ne
sadrzi jednoelementni skup, pa prema teoremi o ultraproizvodu, za svako
p € P, u modelu A ne vazi recenica ¢P.

Ovo poslednje zna¢i da je A polje karakteristike nula, tj. A | ¢%.
Medutim, kako je {p € P : A, = ¢%} = 0, prema teoremi o ultraproizvodu,
() € F, sto nije moguce. O

Polje A je algebarski zatvoreno polje ako svaki polinom sa koeficijentima
u A, stepena > 0, ima nulu u polju A. Za svako n > 2 neka je

On =Vr1- Vo, (x, #0 = Jy (xy™ + -+ 21y + 20 = 0).

Ako je Xor = {pr} U{b, :2 <n < w}, polje A je algebarski zatvoreno
ako i samo ako A je model za Xop.
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Primer 16. Svako polje ima algebarsko zatvorenje, tj. ako je A polje,
onda postoji minimalno algebarski zatvoreno polje A* koje sadrzi A.

Neka je A polje, Aj pozitivni dijagram polja Ai ¥ = {(pF}UAj. Prema
teoremi o pozitivnom dijagramu, svaki model teorije ¥ je prosirenje polja A.
Neka je I = A[z] skup svih polinoma stepena > 1 sa koeficijentima u polju
A. Za svako p € I neka je A, faktorizacijsko polje polinoma p, tj. najmanje
proSirenje polja A koje sadrzi sve nule polinoma p.

Za svako p € I neka je I, = {q € I : p faktorise u A;}. Kako za
proizvoljne pi,...,pp € I, p1---pn € I,y N---N I, , familija (I, : p € I)
ima svojstvo konaé¢nih preseka, §to zna¢i da se moze progiriti do ultrafiltra
F nad skupom I. Ako je B =]][.A,/F, prema teoremi o ultraproizvodu, B
je model za 3, tj. B je prosirenje polja A.

Neka je p(z) = 2™ + a12p—1 + - - - + ap—12 + a,, polinom nad poljem A.
Tvrdimo da p(z) faktorise u B. Neka je ¢ recenica

i i+ FYn=—a1 A Ay -y = (—1)"ay).

Recenica ¢ vazi tacno u onim modelima za ¥ u kojima faktorise polinom
p(z). Kako je {g € I : Ay = ¢} = I, € F, prema teoremi o ultraproizvodu,
B = ¢, odnosno, polinom p(x) faktorise u polju B.

Dakle, polje B je ekstenzija polja A u kojoj faktorise svaki normirani
polinom sa koeficijentima iz A. Neka je A* skup svih elemenata polja B koji
su algebarski nad poljem A. Skup takvih elemenata ¢ini polje i struktura
A* je algebarsko zatvorenje polja A.

Da to dokazemo, pretpostavimo da je p(z) normirani polinom nad poljem
A*. Kao polinom nad poljem B, polinom p(z) faktorise nad poljem B,
pa postoje ai,...,a, € B takvi da je p(x) = (z — a1) - (z — ay). Kako

su elementi aq,...,a, algebarski nad A*, oni moraju biti algebarski i nad
poljem A.
Za svako i € {1,...,n} neka je p;(x) minimalni polinom elementa a;

nad poljem A. Kako p;(z) faktorise u polju B, njegovi koreni pripadaju
polju B, a kako su ti koreni algebarski nad A, oni pripadaju A*. Dakle
a,...,ap, € A*, tj. polinom p(x) faktorise u polju A*, pa je A* algebarski
zatvoreno polje.

Primer 17. Ako polje A nije algebarski zatvoreno, ultrafilter F', kon-
struisan u prethodnom primeru, nije glavni filter. Takode, polje B nije
algebarska ekstenzija polja A, a ultrastepen .A; 7 je Cista transendentna ek-
stenzija od A.

Primer 18. Za svako n € w postoji polje A,, koje nije algebarski
zatvoreno, u kojem faktorisu svi polinomi pozitivnog stepena < n.
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Primer 19. Klasa algebarski zatvorenih polja nije kona¢no aksiomatska.

Pretpostavimo da postoji recenica ¢ jezika teorije polja koja aksioma-
tizuje klasu algebarski zatvorenih polja karakteristike nula.

Za svako n € w, neka je A, polje koje nije algebarski zatvoreno u kojem
faktoriSe svaki polinom stepena < n. Neka je F neglavni ultrafilter nad
wiA=[]A./F. Za svako n € w, A, je polje, pa prema teoremi o
ultraproizvodu, A je takode polje.

Zasvakon > 2, skup X,, = {k € w: Ay |= 0, } je neprazan i ima konacan
komplement. Pritom, recenica 6,, je jedna od aksioma teorije zatvorenih
polja. Kako je F' neglavni ultrafilter, X,, € F, pa prema teoremi o ultra-
proizvodu, za svako n > 2, A |= 6,,. Dakle, A je algebarski zatvoreno polje,
pa A = ¢. Medutim, za svako n € w, A, |E —, §to nije moguée. O

Primer 20. Klasa algebarski zatvorenih polja karakteristike nula nije
kona¢no aksiomatska. Sli¢no, za svaki prost broj p € w, klasa algebarski
zatvorenih polja karakteristike p nije kona¢no aksiomatska.

Jezik parcijalnih uredenja je £ = {<} i neka je ¢, recenica jezika £ koja
opisuje striktna linearna uredenja.

Primer 21. Teorija gustog linearnog uredenja bez krajeva je konacno
aksiomatska. Isto vazi i za gusta linearna uredenja sa jednim, odnosno, dva
kraja.

Aksioma klase gustih linearnih uredenja bez krajeva je konjunkcija
recenice ¢, i sledeéih recenica:

pr=VaVy(z <y—Jz(z<zAz<y))
P2 =Vz (Jy(y <z)AJy(z <y)).

Linearno uredenje P = (P,<) je dobro uredenje ako svaki neprazan
podskup skupa P ima najmanji element u uredenju P.

Primer 22. Ako je (P;,i € I) familija dobrih uredenja i F' prebrojivo
kompletan ultrafilter nad skupom I, onda je P = [[ P;/F dobro uredenje.

Za svako i € I, P; = ¢u, pa prema LoSovoj teoremi, P = ¢y, tj. P
je linearno uredenje i pretpostavimo da je fo/F >p -+ >p fo/F >p -+,
beskonac¢an opadajuéi niz u P.

Za svakon € w, X,, = {i € I : f,(i) > far1(i)} € F. Kako je F
prebrojivo kompletan ultrafilter, skup X = X, pripada filtru F. To
znaci da skup X nije prazan.

Ako i € X, niz fo(i) > -+ > fn(i) > --- je beskonacan opadajuéi niz u
dobrom uredenju P;, §to nije moguce.

new

Primer 23. Neka je (a, : n € w) beskonacan striktno opadajuéi niz
racionalnih brojeva. Za svako n € w, neka je P, = {ag,...,an} i Pp =
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(Py, <), gde je < uredenje racionalnih brojeva. Ultraproizvod P = [[P,,/F
je dobro uredenje ako i samo ako F' je glavni ultrafilter nad w.

Da to dokazemo, pretpostavimo da je F' neglavni ultrafilter nad w. Za
svako k € w, definisimo funkciju fi tako da za svako n € w,

| apy1 ako n<k-—1,
fi(n) = { ay, ako k <n.

Niz fo/p > fi/p > --- je beskonacan opadajuci niz elemenata uredenja
‘P, pa ultraproizvod P nije dobro uredenje.

Obratno, ako pretpostavimo da je F' glavni ultrafilter nad w, onda za
neko k € w vazi P = Py.

Otuda sledi da klasa dobrih uredenja nije aksiomatska.

Primer 24. Za svako i@ € I, neka je P; beskona¢no dobro uredenje.
Ako je F prebrojivo nekompletan ultrafilter nad skupom I, ultraproizvod
P =[] P;/F nije dobro uredenje.

Primer 25. Neka je F' neglavni ultrafilter nad w.

(a) Ultraproizvod N* = N¥/F je nestandarni model kompletne arit-
metike kardinalnosti 2¢.

(b) Model N'* sadrzi 2 prostih brojeva.

Primer 26. Klase arhimedovskih polja, kompletnih uredenja, i Bulovih
algebri koje su izomorfne algebrama svih podskupova nekog skupa nisu ak-
siomatske klase.

Kompletne teorije

U narednim razmatranjima govori¢emo o kompletnim teorijama i po-
kusati da to svojstvo teorija delimi¢no izrazimo modelsko-teorijskim sred-
stvima. Jednu takvu karakterizaciju kompletnih teorija smo implicitno i
ranije spominjali.

Primer 1. Teorija je kompletna ako i samo ako svi njeni modeli su
elementarno ekvivalentni.

Navedena karakterizacija nema stvarni znacaj buduéi da njena primena
u proveri kompletnosti neke teorije podrazumeva razmatranje beskona¢nog
skupa recenica. Ni njena preformulacija pomocu elementarnih utapanja,
nema bitno veéi znacaj u primenama.

Primer 2. Teorija X jezika L je kompletna ako i samo ako svaka dva
modela teorije ¥ mogu se elementarno utopiti u model teorije X.
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Ako za svaka dva modela A i B teorije ¥ postoji model C u koji se A i
B mogu utopiti, onda su A i B elementarno ekvivalentni, pa je ¥ kompletna
teorija.

Prema teoremi o dijagramu, model A moze se elementarno utopiti u
model C ako i samo ako postoji ekspanzija modela C u jeziku L, koja je
model dijagrama Th(A,a) = A4, za neku numeraciju a € A*.

Neka su A i B modeli kompletne teorije ¥ i a € A%, b € B? numeracije
skupova A i B. Tvrdimo da postoji model C jezika L, takav da (C,a,b) =
Ay UAB.

Ako pretpostavimo suprotno, teorija A 4 UA g sadrzi konac¢an protivrecan

—.

skup recenica. To znaci da postoji recenica p(@) € Ay irecenica (b) € Ap

takve da je {p(@),1(b)} protivrecan skup, tj. (@) F - (b).

Zamenom konstanti jezika L u formuli 1/)(5) promenljivim koje se ne
javljaju u ¢(@) dobijamo da ¢(d@) F VZ—(Z). Kako (A,a) E ¢(d) to
(A,a) = VZ—(Z). Medutim, VZ —)(Z) je reCenica jezika L, pa kako je ¥
kompletna teorija, VZ (%) € X. Kako je B model teorije ¥, B |= VI =) (),

Sto nije moguce.

Teorija X jezika L je kategori¢na ako su svaka dva modela teorije X
izomorfna. Ako je xk kardinal, teorija 3 je k- kategori¢na ako su svaka dva
modela teorije ¥ kardinalnosti x izomorfna.

Primer 3. Teorija koja ima konacne i beskona¢ne modele nije kompletna.
Kompletna teorija koja ima konac¢an model je kategori¢na.

Primer 4. (a) Teorija gustog linearnog uredenja bez krajeva je w-kate-
gori¢na.
(b) Teorija gustog linearnog uredenja bez krajeva nije 2*-kategori¢na.

Neka su Py = (P1,<) i P2 = (P2, <) prebrojiva gusta linearna uredenja
bez krajeva i (ap, : n € w), (by, : n € w) numeracije skupova P; i Ps.
Izomorfizam f : P; — P, konstruiSe na sledeéi nacin:

Definigemo redom f(ag), f~'(bo), f(a1), f~1(b1),... tako da u svakom
koraku funkcija f ¢uva poredak. Za svako n > 0, ako vrednost f(a,) nije
definisana, neka je f(ay,) = by, gde je k € w najmanji prirodan broj takav da
funkcija f ¢uva poredak. Kako je funkcija f prethodno definisana za samo
kona¢no mnogo a € P; i kako je P» gusto linearno uredenje bez krajeva,
takav prirodan broj k uvek postoji. Na isti nacin, za svako n > 0, definiS§emo
vrednost f~1(b,).

Neka je R je skup realnih brojeva i Ry = R — {0}. Zbog kompletnosti
realnih brojeva, uredenja (R, <) i (R, <) nisu izomorfna, tj. teorija gustog
linearnog uredenja bez krajeva nije 2 kategori¢na.
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Primer 5. Neka je ¥ teorija u jeziku £ = {0, s}, gde je s unarna operaci-
jska konstanta, koja sadrzi sledece recenice:
Va (s(x) # 0) AVaVy (s(z) = s(y) = = =y),
Vo (r #0— Jy(s(y) =x)), i Ve (s"(x) # x), za svako n > 0.
(a) Svi modeli teorije ¥ su beskonaéni. Model M = (w,0,s) je model
teorije 3. Postoji prebrojiv model teorije 3 koji nije izomorfan sa M.
(b) Ako je A neprebrojiv model teorije ¥ kardinalnosti k, A je izomorfan

Dakle, teorija X nije w-kategori¢na, ali jeste kategori¢na u svakom ne-
prebrojivom kardinalu.

Teorema 31. Pretpostavimo da neprotivre¢na teorija ¥ ima samo bes-
konaé¢ne modele. Ako je ¥ kategori¢na u nekom kardinalu x > || £]|, onda je
> kompletna teorija.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da su svaka dva modela A i B teorije X
elementarno ekvivalentna. Po pretpostavci, modeli A i B su beskonaéni.
Prema Skolemovoj teoremi, postoje modeli A’ i B’ kardinalnosti x takvi da
je A= A"i B=B. Kako je teorija ¥ k-kategori¢na, A’ = B’. Otuda sledi
daje A =8B,t. A=B. O

Prethodna teorema je relativno jednostavan test kompletnosti teorija u
predikatskom ra¢unu i to ¢e biti ilustrovano u nekoliko slede¢ih primera.

Primer 6. Teorija gustog linearnog uredenja bez krajeva je kompletna.
Svi modeli ove teorije su beskonac¢ni. Njena kompletnst sledi iz ¢injenice
da su svaka dva prebrojiva gusta linearna uredenja bez krajeva izomorfna.

Primer 7. Teorija bezatomi¢nih Bulovih algebri je kompletna.

Primer 8. Neka je p € w prost broj. Teorija beskona¢nih komutativ-
nih grupa, u kojima je svaki element razli¢it od neutralnog reda p, jeste
kompletna teorija.

Ako je G grupa sa navedenom osobinom ¢ija je kardinalnost x i ako
je X skup njenih generatora, onda i skup X mora biti kardinalnosti .
Jednostavno se proverava da je grupa G izomorfna direktnoj sumi cikli¢nih
grupa od kojih je svaka generisana jednim elementom skupa X.

Primer 9. Teorija beskona¢nih komutativnih grupa sa deljenjem i bez
torzije je kompletna.

Svaka beskona¢na komutativna grupa sa deljenjem i bez torzije je
izomorfna direktnoj sumi izomorfnih kopija aditivne grupe racionalnih bro-
jeva. Otuda sledi da su u svakom neprebrojivom kardinalu bilo koje
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dve beskona¢ne komutativne grupe sa deljenjem i bez torzije izomorfne.
Na primer, to zna¢i da su aditivne grupe realnih i kompleksnih brojeva
izomorfne.

Sa druge strane, ima prebrojivo mnogo neizomorfnih prebrojivih komu-
tativnih grupa sa deljenjem i bez torzije. Na primer, otuda sledi da aditivna
grupa racionalnih brojeva i aditivna grupa kompleksnih racionalnih brojeva
nisu izomorfne.

Primer 10. Teorija prebrojivo mnogo razlic¢itih konstanti, odnosno,
teorija jednakosti za beskonac¢ne skupove je kompletna.

Primer 11. Teorija algebarski zatvorenih polja odredene karakteristike
je kompletna. Prema jednom klasi¢nom rezultatu, ova teorija je kategoric¢na
u svakom neprebrojivom kardinalu.

Primer 12. Za sve n,p € w, ako je p prost broj ili nula, teorija n-
dimenzionalnih vektorskih prostora nad algebarski zatvorenim poljem ka-
rakteristike p je kompletna.

Primer 13. Neka je ¥ kompletna teorija jezika £ ineka su g 2 3131 D
3} neprotivrecéna pro§irenja teorije 3 u jeziku Ly, odnosno, u jeziku £q. Ako
sve individualne konstante jezika L pripadaju L i sve relacijske i operacijske
konstante jezika L9 pripadaju jeziku £, onda je YUY neprotivreéna teorija.

Pretpostavimo da je g U X, protivreéna teorija. U tom slucaju postoje
recenice ©1,...,p, € 31, n > 1, za koje je skup recenica o U {p1,...,¢n}
protivrecan.

Neka je p = 1A+ -Apnicy,...,c, sve individualne konstante jezika £
koje se javljaju u recenici ¢, a koje ne pripadaju jeziku £. Kako je 3o U{¢}
protivrecan skup, 3o F =, odnosno, 3¢ b V1 - - - Vag (a1, ..., T,).

Po pretpostavci, ¥ je kompletna, a ¥y neprotivrecna teorija, pa dakle
vazi ¥ F Vxy-- Ve —e(x,...,z,). Kako je ¥1 O X, dobijamo da vazi
Y FVzy - Vo, ~¢(z1,. .., 2y,), odnosno, X1 F -, Sto nije mogude.

Primer 14. Neka je ¥ kompletna teorija u jeziku L i ¢ recenica jezika
L1 2 L &ije sve individualne konstante pripadaju jeziku £. Ako je X U {¢}
neprotivrecna teorija i A model teorije ¥, onda je {¢}UTh(.A) neprotivreéna
teorija.

Primer 15. Neka je A model jezika £ i A; ekspanzija modela 4 na
jezik L1 O L. Ako je B elementarno prosirenje modela A, onda postoji
elementarno proSirenje 1 modela B, ¢ija redukcija na jezik L je elementarno
prosirenje modela B.
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Primer 16. Prepostavimo da je ¥ kompletna teorija u jeziku L, ¢ rece-
nica jezika £1 D L, 1 recenica jezika Lo D L, £1 N L9 = L 1 pretpostavimo
da sve individualne konstante koje se javljaju u recenicama ¢ i ¥ pripadaju
jeziku L. Ako su XU{¢} 1 LU {t} neprotivrecne teorije, onda je XU {¢p, 1}
neprotivrecna teorija.

Neka je Ap model teorije XU{¢} i Aj njegova redukcija na jezik £. Prema
prethodnim primerima, teorija {¢} U Th(.Af) je neprotivrecna i neka je A;
njen model u jeziku Lo. Pritom, Aj < Aj. Iz istih razloga, postoji model
Aj jezika £, takav da Ag = Aj i pritom A} < A5. Na taj nacin se usmeren
niz modela Ag < Ay < --- jezika L1, usmeren niz modela A4; < A3z < ---
jezika L9 i usmeren niz modela Aj <X A7 < A5 --- jezika £. Ako je A model
jezika L4 U Lo Cija redukcija na jezik £1 je unija prvog, redukcija na jezik
Lo unija drugog, a redukcija na jezik £ unija treceg usmerenog niza modela,
onda model A jeste model teorije ¥ U {p, ¥ }.

Primetimo da se pretpostavka o individualnim konstantama moze eli-
minisati iz prethodnog tvrdenja. Ako su ci,..., ¢y individualne konstante
reCenice ¢, i dy,...,d, individualne konstante rec¢enice ¥, koje se ne pri-
padaju jeziku calL, onda za formule ¢1 = 321 -z @i = dz1 - - - Fzp ¢
prethodno tvrdenje vazi bez pretpostavke o konstantama.

Izlaganje osnova teorije modela zavrSsavamo dokazom teoreme interpo-
lacije sredstvima ove teorije. Direktan dokaz je znatno komplikovaniji.

Primer 17. Teorema interpolacije: Ako su ¢ i 9 re¢enice redom jezika
L1, odnosno, Lo takve da vazi b ¢ — 1, I/ =p i /1), onda je L1 N Ly # (i
postoji re¢enica 0 jezika £4 N Lo takvadat o = 60 iF 60 — .

Nekaje £L=L1NL21% = {0 : ¢ — 0} skup recenica u L. Pretpostavimo
da je ¥ U {9} neprotivrecan skup i neka je A njegov model u jeziku Ls.
U tom slucaju, ako je I' = Thg(A), skup recenica I' U {p} je takode ne-
protivre¢an. U suprotnom, postojale bi recenice ¢1,...,¢, € I' takve da
vazi I' F =(p1 A -+ A p), a to bi zanacilo da =(p1 A -~ Ag,) € X CT
ipi A+ AN, €1, §to nije moguce. Prema prethodnom primeru, skup
I'U {¢, )} je neprotivrecan, a to znaci da mora biti I/ ¢ — 1.

Kako je ¥ U{—%} protivrecan skup, postoje ¢1,...,p, € X, za koje vazi
F o1 A=Ay, — 1. Jasno je da jezik £ ne moze biti prazan. U suprotnom,
postojao bi model za ¢ i =), §to bi znacilo da vazi tf ¢ — 1.

Napomene

— Pojam induktivno definisanog formalnog sistema i pojam njegove in-
duktivno definisane interpretacije javlja se eksplicitno dvadesetih godina
ovog veka. Kako je osnovna ideja teorije modela dualizam sintakse i seman-
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tike, ova teorija predstavlja prototip platonistickog shvatanja matematike.
Jezik predikatskog racuna je sredstvo za izrazavanje svojstava matematickih
struktura, a one same postoje nezavisno od toga kako matematika istrazuje
njihova svojstva.

— Koriste¢i normalne konjunktivne forme, stav potpunosti iskaznog
rac¢una dokazao je Emil Post 1921. godine. NeSto drugacijim sredstvima,
isti rezultat dokazao je i Kalmar 1935. godine. Sikorskog i Helene Rasove iz
1951. godine [1].

— Prva verzija predikatskog rac¢una, koju je formulisao Frege 1879. go-
dine, znacajno se razlikuje od verzije koju smo izlozili. Osim razlika u no-
taciji, izboru aksioma i pravila izvodenja, Fregeova formulacija dozvoljavala
je 1 kvantifikaciju preko predikatskih promenljivih. Uz ostale Fregeove pret-
postavke, ta je teorija bila protivrecna.

— Modelsko-teorijsku definiciju istine ili semantiku predikatskog racuna
formulisao je Alfred Tarski 1935. godine [1]. Stav potpunosti predikatskog
rac¢una dokazao je Gedel u jednom radu iz 1930. godine. U istom radu za
prebrojive jezike dokazani su proSireni stav potpunosti i stav kompaktnosti.
Dokaz stava potpunosti za prebrojive jezike, u formi u kojoj je ovde izlozen,
nastao je 1951. godine u radu RaSove i Sikorskog [1]. Dokaz i sa svedoc-
kim konstantama formulisao je Henkin 1949. godine, a opstu verziju stava
kompaktnosti Maljcev 1936. godine [2].

— Da svaka neprotivrecna teorija u prebrojivom jeziku ima prebrojiv
model dokazao je Skolem 1920. godine. Nesto ranije, 1915. godine, Leven-
hajm je dokazao verziju ove teoreme za sluc¢aj samo jedne formule, odnosno,
dokazao je da svaka konaéno aksiomatska teorija ima prebrojiv model [2].

— Veéinu modesko-teorijskih ideja formulisao je Tarski pedesetih god-
ina ovog veka ukljucujuéi pre svega definiciju i karakterizaciju elementarnih
podmodela [1]. Pojmove elementarnog utapanja i dijagrama definisao je
Abraham Robinson 1949. godine [4].

— Prvu konstrukciju prebrojivog nestandardnog modela aritmetike defin-
isao je Skolem 1934. godine. Na jedan sasvim posredan nacin, Lajbnic je
verovao u egzistenciju nearhimedovskih prosirenja uredenih polja. U kontek-
stu nestandardnih modela realnih brojeva, Abraham Robinson je 1960. go-
dine oziveo Lajbnicove ideje u diferencijalnom i integralnom ra¢unu i zas-
novao nestandardnu analizu [3]. Pokazalo se da su Lajbnicove pretpostavke
o aktualnoj egzistenciji beskona¢no malih i beskona¢no velikih brojeva bile
opravdane.

— Konstrukcija ultraproizvoda je implicitno prisutna u Gedelovim i Skole-
movim radovima [1]. Prva eksplicitna formulacija u kontekstu teorije modela
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javlja se u jednom Losovom radu iz 1955. godine [2].

— Veéinu skupovno-teorijskih svojstava ultraproizvoda i karakterizaciju
elementarne ekvivalencije, dokazali su Frejn, Morel i Skot 1962. godine [1].

— Pristup osnovama algebre sa modelsko-teorijskog stanovista izlozen je
u knjizi Zarka Mijalloviéa Algebra I [5] i njen sadrzaj predstavlja dobru
osnovu za razumevanje materije koja je ovde izloZzena. Znatno potpuniji
pregled rezultata savremene teorije modela izloZen je u monografiji An
Introduction to Model Theory istog autora [4].
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Teorija skupova

Skup je osnovni matematicki pojam i sva matematicka tvrdenja izraza-
vaju neka njegova svojstva. Ako bi formalizacija ovog pojma bila moguca,
u eventualnoj formalnoj teoriji skupova moglo bi se formulisati sve Sto se u
matematici moze izraziti. Sve §to je uopste dokazivo moglo bi se i formalno
dokazati. Sa stanovista svakodnevne matematike, a i samo po sebi, ovo
tvrdenje izgleda preterano ambiciozno. Medutim, kada to kazemo, uopste ne
mislimo da bi se matematika stvarno mogla svesti na mehanicko dokazivanje
teorema, veé¢ da je nacelno i do odredenog stepena jedna takva formalizacija
moguca.

Dakle, u teoriji skupova moze se zasnovati matematika, ali se sama
teorija skupova samo nacelno bavi takvim zasnivanjem. Njen pravi predmet
jeste jedan broj pitanja ¢ija formalizacija nije u potpunosti ostvariva. Ona
su po svom karakteru skupovno-teorijska i samo izuzetno direktno vezana
za probleme svakodnevne matematike.

Aksiome teorija skupova izrazavaju nekoliko ociglednih principa na ko-
jima pociva svako matematicko rasudivanje. Svako ko ima izvesno matema-
ticko iskustvo podrazumeva da skupovi imaju sledeé¢e osobine:

— jednaki skupovi imaju iste elemente,

— svaka familija skupova ima uniju,

—nad svakim skupom postoji skup svih njegovih podskupova,
— postoji beskonacan skup,

— slika skupa pri svakom preslikavanju je takode skup,

— svi matematicki objekti su skupovi.

Svi navedeni principi mogu se izraziti u predikatskom ra¢unu. Njihova
formulacija u jeziku Lzr = {€}, gde je € binarna relacijska konstanta, jeste
Cermelo-Frenkelova teorija skupova. Ovu teoriju oznacavamo sa ZF.

Osim principa teorije ZF, u matematici se koristi i aksioma izbora. Iako
sa ovim skupovno-teorijskim principom manipuliSe veoma obazrivo i samo
izuzetno ga koristi, veéina matematicara ipak smatra nespornim da

— svaka familija nepraznih skupova ima funkciju izbora.

Aksioma izbora takode ima jednostavnu formulaciju u jeziku Lzp.
Teoriju ZF progirenu takvom formulacijom oznac¢avamo sa ZFC.
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Sve elementarne formule jezika £zp su oblika (z = y) ili (x € y), za neke
individualne promenljive x,y € V. Sli¢no jednakosti, znak € istovremeno
upotrebljavamo kao formalni simbol jezika Lzpr i kao neformalnu oznaku,
ali je iz konteksta uvek jasno o kakvoj se upotrebi radi.

Formalno posmatrano, model jezika Lzp je struktura M = (M,e) u
kojoj je € binarna relacija nepraznog skupa M. Saglasno definiciji zadovo-
ljenja, za sve a,b € M,

M E (z € y)[a, b] ako i samo ako (a,b) € ¢.

Interpretacija jezika Lz se sustinski razlikuje od interpretacije drugih
jezika. Kada formuliSemo jezik teorije algebarski zatvorenih polja, jezik
aritmetike ili bilo koji drugi jezik, pred sobom imamo jednu klasu struktura
na koju se takav jezik odnosi. Ako to nije sluéaj, odnosno, ako jezik nema
osnovnu interpretaciju, njegove teorije se svode na puku igru simbolima li-
Senu svakog smisla. Medutim, opis takve interpretacije teorije skupova nije
uopste jednostavan.

Primer 1. (a) Uredenje realnih brojeva R = (R, <) jeste model jezika
Lz, ali relacija < y ni priblizno nema svojstva koja o¢ekujemo da ima
interpretacija predikata €.

(b) Neka je € binarna relacija na prirodnim brojevima takva da za sve
n,m € w, nem ako i samo ako na n-tom mestu u binarnoj ekspanziji
prirodnog broja m, rac¢unajuci sa desna, javlja se cifra jedan.

Sa izuzetkom beskonacnosti, struktura M = (w,e) ima sva svojstva
izrazena u teoriji ZFC. Buduéi da verujemo u postojanje beskonaénih
skupova, model M ne moze biti osnovna interpretacija jezika Lzp.

Ne ulazeéi do kraja u problem osnovne interpretacije, za sada ¢emo reci
samo to da u takvoj interpretaciji jezika Lzp, formula x € y ima znacenje
”x je element od y.” Kako su svi matematicki objekti skupovi, ako je x skup
iy € x, onda y mora biti skup. Takode, ako je z skup, y € z i z € v,
onda z mora biti skup itd. Ako je M model jezika Lz, njegov domen M
mora imati navedeno svojstvo. On mora biti skup u naslednom smislu, pa
u nacelu nasa osnovna interpretacija podrazumeva takve modele.

Primer 2. Ako pretpostavimo da je rekurzija legitimna u teoriji ZF,
skupovi tipa Vo = {0}, za svako n € w, V,, = P*(0) ili V, = U,,o,, Va su
primeri skupova u naslednom smislu.

new

U nacelu, formulacije svih matematickih pojmova izrazive su u jeziku
Lzr. Medutim, radi jednostavnijeg izlaganja, mi ¢emo fakticki uvek raditi
u nekoj njegovoj definicionoj ekstenziji. Dakle, jezik Lz postepeno §irimo
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novim predikatskim, operacijskim i individualnim konstantama. Pritom,
nove simbole definiSemo formulom jezika L£zp tako da se definisani simboli
uvek mogu eliminisati i sva tvrdenja dokaziva u proSirenom jeziku dokazati
u jeziku Lzp.

Ideja prosirenja jezika simbolima definisanim njegovim recenicama je
sasvim opsta i odnosi se na svaki jezik u predikatskom racunu. U narednim
razmatranjima pretpostavljamo da je teorija ZF formulisana u jeziku Lzp
i nista viSe od toga. Svi rezultati se mogu odnositi i na bilo koju teoriju
predikatskog rac¢una prvog reda.

Jedina specificnost teorije ZF o kojoj treba voditi ra¢una u ovom kon-
tekstu jeste ¢injenica da ona, poput Peanove aritmetike sadrzi i jednu shema
aksiomu koja se sastoji od skupa recenica jezika Lzp. Sa prosirenjem jezika
siri se i skup njegovih formula tako da se shema aksioma, kao skup recenica,
menja u odnosu na prvobitni jezik.

Neka je ¢(x1,...,x,) formula jezika Lzp, i P relacijska konstanta duzine
n € w koja ne pripada Lzp. ReCenica

Y =Vry Vo, (p(x1,...,2n) <> Plxy,...,20))

je definicija relacijske konstante P u teoriji ZF.

Teorija ZF(P) = ZF U {¢} u jeziku Lzr U {P} je definiciono prosirenje
teorije ZF. Formula ¢ je definiciona formula relacijske konstante P i
oznacavamo je sa @p.

Ova definicija izgleda neprirodno utoliko Sto definicija nove relacijske
konstante nema nikakve veze sa teorijom ZF. Ona je zapravo definisana u
jeziku Lzp. To jeste tacno, ali samo kada se radi o predikatskim konstan-
tama. U sluc¢aju operacijske konstante, osim njene definicije u jeziku Lzp,
neophodan je dokaz da takva definicija zaista odredjuje operaciju, a on se
mora izvesti u okviru neke teorije. Isto vazi i u sluc¢aju definicije individualne
konstante.

Ako je o(z1,...,2n,y) formula jezika Lzp i F operacijska konstanta
duzine n € w koja ne pripada Lz, recenica

=V Ve ,Vy (F(x1,...,2,) =y <> @(z1,...,Tn,Y))
je definicija operacijskog simbola F' u teoriji ZF ako
ZF FVzxy - Vo, yVz (o(z1, ..., &0, 2) <> 2 =7Y).

Teorija ZF(F) = ZF U {¢} jezika Lzp U {F'} je definiciono prosirenje
teorije ZF. Definicionu formulu ¢ operacijskog slova F' oznacavamo sa @p.
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Neka je ¢(x) formula jezika Lzp i ¢ individualna konstanta koja ne
pripada Lzpr. Recenica

b=Va(c=g o o))
je definicija konstante ¢ u teoriji ZF ako
ZF - vz (o(2) < 2 = y).

Teorija ZF(c) = ZF U {¢} je definiciona ekstenzija teorije ZF u jeziku
LzrU{c}. Formula ¢(z) je definiciona formula konstante ¢, u oznaci ¢.(z).

U opstem slucaju, radimo u teoriji ¥ = ZF(S1, .., Sp,), odnosno, u nekom
kona¢nom definicionom prosirenju teorije ZF.

Teorema 1. Ako je teorija X, u jeziku Ly, definiciono prosirenje teorije
ZF, za svaku formulu 1 jezika Ly postoji formula ©* jezika Lz takva da

Y EVey Ve, (W(x, ..., xn) < Y21, 20))-

Dokaz: Za svaku formulu ¢ jezika Ly, indukcijom po slozenosti formule
1, definiSemo formulu 9* jezika Lz, a potom, indukcijom po slozenosti
formule ¢ dokazujemo teoremu.

Za proizvoljne formule v i 6 jezika Ly neka je

(=) =%, (p = 0)" =¢" — 07 i (Fzyp)" = Jw ™.

Ako je 1 elementarna formula, onda formulu ¢* takode definiS§emo in-
dukcijom po slozenosti formule ).

Pretpostavimo da formula 1 ima oblik P(t1,...,t,), gde je P relacijska
konstanta i ty,...,t, termi jezika Lx. Neka su xo,...,x, promenljive koje
se ne javljaju u formuli v, onda je

v =3y, (1 =t1)" A A (= t0)* Aop(zo, ..., Tn)).

Svaka formula (z; = ¢;) je manje slozenosti od formule .

Pretpostavimo da formula v ima oblik F(t1,...,t,) =t, gde je F opera-
cijska konstanta i ¢y, ..., t,,t termi jezika Ls;. Neka su xq, ..., T,,x promen-
ljive koje se ne javljaju u v, onda je

v =Fxy -z (k1 =) A A (T = tp)*
ANz =t)" Nop(xo, ..., Tn,x)).

Svaka od formula (z; =¢;) i (x = t) ima manju slozenost od formule ).
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Neka je formula v oblika ¢ = t, gde je ¢ individualna konstanta, ¢ term
jezika Ly i neka je x promenljiva koja se ne javlja u formuli ¢, onda

¢ =3 ((z =1)" A pe(x)).

Pritom, formula (z = t) ima manju slozenost od formule ).

Konaé¢no, ako elementarna formula ¢ ima oblik (x = y) ili (z € y), gde
su z i y promenljive predikatskog ra¢una, onda y* = ).

Relacija, ¥ F Vi ---Va, (¥(z1,...,2,) < ¥*(x1,...,2,)) dokazuje se
indukcijom po slozenosti formule . Netrivijalni koraci su jedino elemen-
tarne formule, a oni se dokazuju na osnovu definicije formule ¥*. O

Neka je L£* definiciona ekstenzija jezika L, I" skup definicija novih kon-
stanti jezika £* 1 X teorija u jeziku £. Sa >* = X UI" oznacavamo definicionu
ekstenziju teorije X. Jasno, teorija X* je teorija u jeziku L*.

Primer 3. Neka je £* definiciona ekstenzija jezika £ i I" skup definicija
novih konstanti jezika L£*.

Svaki model A jezika £ ima ta¢no jednu ekspanziju A* u jeziku £* takvu
da, za svaku rec¢enicu ¢ € I', vazi A* | .

Ekspanzija A* je definiciona ekspanzija modela A.

Primer 4. Ako je ¥ teorija u jeziku £, onda za svaku formulu 1) jezika
L*, postoji formula ¢* jezika £ takva da:

(a) za svaki model A jezika L, za sve ay,...,a, € A, ako A = X, onda
A* = laq, ..., a,] ako i samo ako A = ¢*[aq,. .., a,),
(b) Ako su A i B modeli jezika £, onda A = B ako i samo ako A* = B*.

Rezultat ovog primera znacajan je u slucaju teorija jezika £ koje, poput
ZF ili PA, sadrze sheme aksioma. On pokazuje da se takve sheme mogu
primenjivati i na formule prosirenog jezika L£*.

U slucaju definicionih ekstenzija jezika Lzp najceSée upotrebljavamo
terme oblika ¢t = {y : ¢}, gde je ¢ formula neke definicione ekstenzije jezika
Lzr. Ako se takav term javlja u elementarnoj formuli oblika (¢t = u), onda
je(t=u)*=3Fz2My(y €z )N z=u).

Sli¢no, ako se term t javlja u elementarnoj formuli oblika (u € t), formula
(u € t)* je formula 3z (Vy (y € z <> ) Au € z). Isto vazi i u slucaju formule
t € u, za svaki term u jezika Lyp.
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Neka su ¥ i X redom teorije jezika £ i £/. Ako je £’ ekstenzija jezika
L 1Y CY teorija ¥’ je konzervativna ekstenzija teorije ¥ ako za svaku
reCenicu ¢ jezika L,

¥ ¢ ako i samo ako X+ .

Dakle, teorija 3 i njena konzervativna ekstenzija >* imaju iste posledice
u jeziku L. Na osnovu prethodne teoreme, sve uvedene konstante defini-
cionih ekstenzija mogu se eliminisati. Medjutim, tek konzervativnost u pot-
punosti opravdava ovakvu vrstu ekstenzija. Sve Sto se dobije sredstvima
prosirenja, moze se dobiti i u okviru osnovne teorije.

Teorema 2. Svaka definiciona ekstenzija je konzervativna.

Dokaz: Neka je ¥ teorija u jeziku £ i ¥* njena definiciona ekstenzija
u jeziku £*. Na osnovu prethodnog primera, svaki model A teorije 3 ima
definicionu ekspanziju A* koja je model teorije ¥*. Otuda, ako je ¢ recenica
jezika £, onda A = ¢ ako i samo ako A* = ¢. Na osnovu stava potpunosti,
> F ¢ ako i samo ako ¥* F . O

Konzervativnost definicionih ekstenzija dokazali smo pozivanjem na stav
potpunosti, ali samo po sebi izgleda da on nije neophodan u dokazu takvog
tvrdenja.

Primer 5. Ako je teorija ¥’ jezika £’ definiciona ekstenzija teorije ¥ u
jeziku L, svaki dokaz formule ¢ jezika £ u teoriji ¥’ moze se preraditi u
dokaz formule ¢ u teoriji 2.

Aksiome teorije skupova

Teorija ZF sastoji se od aksioma ekstenzionalnosti, unije, partitivnog sku-
pa, beskonacnosti, reqgularnostii jedne sheme aksioma koju ¢emo nazivati ak-
siomom zamene. U naSem pregledu pojavice se kao aksiome i formalizacije
nekih svojstava skupova koje se iz navedenih aksioma mogu dokazati. O
njima govorimo samo radi jednostavnijeg izlaganja i eventualno iz istorijskih
razloga.

U okviru pregleda samih aksioma, nastojacemo da ilustrujemo deo
matematike koji se u njihovom okviru moze razviti. Bez preterane sis-
tematicnosti u toj stvari, postupno uvodimo standardne matematicke poj-
move i istovremeno nastojimo da razvijemo opste skupovno-teorijske ideje
na kojima se zasniva sama teorija skupova.
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Aksioma ekstenzionalnosti izrazava uverenje da su skupovi jednaki ako
imaju iste elemente. U jeziku Lzp ona je formulisana slede¢om recenicom:

VaVy (Vz (z €ex > 2z €y) > & =1y).

Kako na osnovu aksioma jednakosti u predikatskom racunu vazi i
suprotna implikacija

FVaVy (z =y = Vu(u € x <> u € y)),

to znaci da je x = y ako i samo ako Yu (u € z <> u € y), za sve x, y. Dakle,
skupovi su jednaki ako i samo ako imaju iste elemente ili istu ekstenziju.

Aksioma separacije je shema koja formalizuje skupovnu konstrukciju ob-
lika {z : p(z)} ukojoj p(z) izrazava neko svojstvo skupa z. U nasem slucaju
svojstvo ¢ je formula jezika Lzp.

Za svaku formulu ¢, u kojoj y nije slobodna promenljiva, slede¢a formula
je aksioma teorije ZF:

VzIyVe (x € y <> (x € 2 A p(x))).

Aksioma separacije tvrdi da za svaku formulu ¢ i proizvoljan skup z, pos-
toji podskup y svih njegovih elemenata koji zadovoljavaju svojstvo izrazeno
formulom ¢. Pritom, u formuli ¢ mogu se javiti i parametri razli¢iti od
promenljive y. Kao shema, aksioma separacije je familija recenica nave-
denog oblika indeksirana formulama () jezika £z u kojima promenljiva
y nema slobodnih javljanja.

Primer 6. Prema aksiomi ekstenzionalnosti, za svaki skup z i svaku
formulu ¢(x) u kojoj y nije slobodna promenljiva, skup y = {z € z : ¢} je
jedinstveno odreden.

Primer 7. Ako je ¢ recenica jezika Lz, klasa svih objekata koji imaju
svojstvo ¢ nije uvek skup.

Shema oblika JyVx (z € y <> ¢) je protivreéna. Naime, ako je p = x & =z,
onda na osnovu navedene sheme, postoji y takvo da Vz (x € y <> = € x).
Instanca ove formule y € y <> y ¢ y je kontradikcija.

Zapravo, pretpostavka da za svaku formulu ¢ jezika Lzpr postoji skup
svih objekata koji zadovoljavaju formulu ¢ je protivre¢na. Specijalan slu-
¢aj ove konstatacije jeste upravo navedeni Raselov paradoks ”skupa svih
skupova koji nisu elementi samih sebe” [3].

Primetimo da postojanje skupa z koji zadovoljava relaciju € x ne pro-
tivreci aksiomi separacije. Ona ne eliminise moguénost da se kao skup moze
javiti i objekt tipa x = {z}, koji intuitivno ne odgovara ovom pojmu.
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Primer 8. Na osnovu teoreme predikatskog ra¢una - 3z (x = z), postoji
bar jedan skup. Prema aksiomi separacije, za svaki skup z postoji skup
y ={x € z: x # z}. Kako postoji bar jedan skup, prema aksiomi eksten-
zionalnosti, () je jedinstven skup y takav da Vz (z € y).

Formula ¢y(y) = Vz (z € y) je definiciona formula konstante (), pa kako
je zadovoljen uslov jedinstvenosti ZF - 3yVz (¢g(z) — 2z = y), mogli bismo
re¢i da ¢emo ubudude raditi u definicionoj ekstenziji

ZE U {Vy (y =0 < ¢p(y))}.

Kada se ima u vidu moguénost eliminacije definisanih simbola i konzer-
vativnost definicionih ekstenzija, mozemo reéi da radimo u teoriji ZF.

Primer 9. Prema aksiomi separacije, vazi - —3zVz (x € 2).

Na osnovu prethodnog primera, ne postoji skup svih skupova, odnosno,
klasa svih skupova V' = {x : x = 2} nije skup. Pritom, termin klasa upotreb-
ljavamo u smislu kolekcije objekata koji zadovoljavaju odredenu formulu ¢.
Zapravo, klasa A = {z : ¢(x)} izrazava znacenje formule ¢ i moze se sa
njom identifikovati. Na primer, klasu svih skupova V' mozemo identifikovati
sa formulom (z = x), klasu svih grupa sa formulom ¢¢ itd.

Primer 10. Prema aksiomi separacije, za proizvoljne skupove x i vy,
postoji skup z takav da Yu(u € z <> (u € z Au € y)). Prema aksiomi
ekstenzionalnosti takav z je jedinstven, tj. z = z N y. Na slican nacin, za
svaki neprazan skup x postoji (| z. Za sve x,y postoji skup = — y. Takode,
moze se definisati predikat z Ny = (.

Aksioma dvoclanog skupa izrazava ¢injenicu da za proizvoljne skupove
x 1 y postoji skup {x,y} €iji su elementi upravo skupovi x i y. Formulise
slede¢om recenicom jezika Lz p:

VaVy3dzVu(u € z < (u=xVu=1y)).

Zbog aksiome ekstenzionalnosti za date = i y, skup z ¢iju egzistenciju
postulira aksioma dvoc¢lanog skupa, jedinstveno je odreden. To znaci da se
par skupova {z,y} moze definisati kao jedinstven skup z koji zadovoljava
uslov Vu (u € z ¢ (u =z Vu=y)).

Primer 11. Jednoc¢lan skup {a} je par {a,a}. Takode, ureden par moze
se definisati kao skup (a,b) = {{a},{a,b}}. Pritom, (a,b) = (¢,d) ako i
samo akoa=cib=d.
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Aksioma unije izrazava ¢injenicu da za svaku familiju skupova postoji
unija njenih elemenata. U jeziku Lzp eormulisana je recenicom

VedyVz (z € y <> Ju(u € z A z € u)).

Prema aksiomi ekstenzionalnosti, za svaki skup x, skup y ¢iju egzistenciju
garantuje aksioma unije, jedinstveno je odreden i oznacava se sa Uxz. Na
primer, na osnovu aksiome dvoclanog skupa, za proizvoljne skupove z,y,
x Uy = U{z,y} je skup.

Aksioma partitivnog skupa postulira egzistenciju skupa svih podskupova
datog skupa. Izrazava se sledetom recenicom jezika Lzp:

VedyVz (z € y <> Vu(u € z — u € x)).

Na osnovu aksiome ekstenzionalnosti, za svaki skup x, skup y ¢iju egzis-
tenciju tvrdi aksioma partitivnog skupa je jedinstveno odreden i oznacava
se sa P(x). Skup P(z) je skup svih podskupova skupa z ili partitivni skup
skupa .

Primer 12. Ne postoji skup z takav da je P(z) C x.

Da bismo pojednostavili formulacije, ubuducée ¢emo koristiti sledece oz-
nake: x C y za formulu Vz (2 € x — z € y), zatim Jz € yp za formulu
dzx(z € yAp)iVe € yp za formulu Vo (z € y — o).

Takode, sa 3*x ¢ oznacavamo formulu VaVy (¢(x) A p(y) — = =y), a sa
Az ¢ formulu JyVz (p(z) > x = y). U oba slucaja ¢(x) je formula u kojoj
y nije slobodna promenljiva. Pritom, smisao formule 3*x ¢ jeste da postoji
najvise jedno z za koje vazi formula ¢, a smisao formule 3!z ¢ je da postoji
ta¢no jedno z takvo da vazi formula ¢.

Primer 13. Koriste¢i aksiomu unije i partitivnog skupa moze se defini-
sati Dekartov proizvod x x y skupova x i y.

Neka jez xy ={z: Fudvu e x Av ey z=(u,v)}. Da bismo oprav-
dali ovu definiciju, primetimo da je z x y € PP(x Uy). Otuda, na osnovu
aksioma unije, partitivnog skupa i separacije, proizvod = X y jeste skup, a
na osnovu aksiome ekstenzionalnosti, jedinstveno je odreden.

Primer 14. Na osnovu do sada izlozenih aksioma teorije skupova, mogu
se definisati i sledeéi predikati:

(a) "r je n-arna relacija”, gde je n € w proizvoljan prirodan broj,

(b) "y = dom(r)” i 7y = codom(r),” gde je r binarna relacija.

Pritom, da su dom(r) i codom(r) zaista skupovi, sledi na osnovu relacija
dom(r) C UUr, odnosno codom(r) C UUr.
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Primer 15. Binarna relacija f je funkcija ako i samo ako za svako
z € dom(f) i sve u,v € codom(f), (z,u) € f1i(z,v) € f implicira u = v.
Za svako z € dom(f), jedinstven skup u takav da (z,u) € f oznac¢avamo sa
7(2).

Formulu koja u teoriji ZF odgovara predikatu ” f je funkcija” ozna¢avamo
sa fun(f). Ako vazi fun(f), x = dom(f) i codom(f) C y, koristimo uobica-
jenu oznaku f:x —y.

Za svako n > 1, ako je dom(f) = 2", f je n-arna operacija skupa x.

Ako je y = codom(f), f je funkcija na skup y. Ako za sve u,v € dom(f),
f(z) = f(y) implicira = y, funkcija f je obostrano jednoznaé¢na.

Funkcija g je prosirenje funkcije f ako f C g. Restrikcija funkcije f na
skup = C dom(f) je funkcija f | z = {(u,v) € f :u € z}.

Ako vazi fun(f), f[z] ={v € codom(f):3Ju € z(f(u) =v)}, za svako
x C dom(f). Za svako x C codom(f), f~!(x) = {u € dom(f) : f(u) € z}
je inverzna slika skupa « pri preslikavnju f.

Postoji skup svih funkcija iz  u y koji oznacavamo sa y*. To sledi iz
¢injenice da je y* C P(z X y).

Primer 16. Na osnovu do sada navedenih aksioma, za zadati skup z,
mogu se formulisati pojmovi relacije ekvivalencije, particije i koli¢nika s
obzirom na odredenu relaciju ekvivalencije skupa x.

Aksioma beskonac¢nosti posredno postulira egzistenciju beskonaénog sku-
pa. Preciznije, kako nemamo definisan pojam konacnog skupa, u aksiomi
beskonacnosti zapravo postuliramo egzistenciju induktivnog skupa. Ta ¢i-
njenica izrazava se sledetom recenicom jezika Lzp:

@ exAVy(yex—yU{y} € x)).

Neka je pina(z) =0 € x AVy (y € x — yU{y} € z). Svaki skup koji ima
svojstvo winq(z) je induktivan skup. Na osnovu aksiome separacije, postoji
najmanji induktivan skup

w =z : pina(z)}.

Najmanji induktivan skup w je skup prirodnih brojeva.

Koristi¢emo sledeé¢u notaciju: 0 =), 1 = {0}, 2 = {0,1}, itd. Akon € w,
ondan+1=nuU{n}.

Skup «x je tranzitivan ako za svako y € x, vazi y C x. Zapravo, skup z
je tranzitivan ako za sve y,z, y € 2z Az € x — y € x, tj. ako je relacija €
tranzitivna na skupu x.
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Primer 17. (a) Ako je skup z induktivan, {y € z : y C z} je induktivan
skup. Otuda sledi da je skup prirodnih brojeva w tranzitivan i za svaki
prirodan broj n € w, n = {m € w: m € n}.

(b) Ako je skup x induktivan, {y € x : y je tranzitivan} je induktivan
skup. Dakle, svaki prirodan broj n € w je tranzitivan.

(c) Ako je skup x induktivan, {y € x : y je tranzitivan i y ¢ y} je induk-
tivan skup. Otuda sledi da za svako n € w, vazi n € n, Sto znaci da je relacija
€ je nerefleksivna na skupu w. Takode, za svako n € w, vazi n # n + 1.

Neka je y € x. Skup y je €-minimalan element skupa x ako ne postoji
skup z € x takav da z € y.

Na osnovu do sada izlozenih aksioma, ne moze se dokazati da svaki
skup ima €-minimalni element. Na primer, "skup” oblika x = {{z}} nema
element koji je minimalan u € smislu.

Primer 17. Ako je z induktivan skup, svaka familija tranzitivnih
skupova y € x takvih da svaki neprazan z C y ima €-minimalni element,
jeste induktivan skup.

Primer 19. (a) Svaki neprazan skup z C w ima €-minimalni element.

(b) Skup{yex:y=0V Iz € xy = {2} Uz} je induktivan, ako je z in-
duktivan skup. Otuda sledi da za svako n # 0, postoji prirodan broj m € w
takav da vazi n = m + 1.

(c) Ako je x C w takav da 0 € = i za svako n € w, n € z implicira
n+ 1€ x, onda je z = w.

Neka je n € w. Skup z ima n elemenata ako postoji obostrano jed-
noznacana funkcija f koja preslikava x na skup n. Skup z je konacan ako
za neko n € w, r ima n elemenata. Skup je beskonacan ako nije konacan.

Primer 20. (a) Skup z je konacan ako i samo ako svaki neprazan skup
y € P(z) ima C-minimalni element.
(b) Skup w nije kona¢an, pa dakle postoji beskonac¢an skup.

Na osnovu prethodnih primera moze se zakljuciti da skup prirodnih bro-
jeva w zadovoljava sledece uslove:

(a) skup w je beskonacan,

(b) relacija € je dobro uredjenje na w,

(c) svaki neprazan ograni¢en skup u w ima najveéi element.

Kasnije ¢emo pokazati da ova tri uslova jedinstveno odreduju prirodne
brojeve. Dakle, u teoriji skupova jeste mogucéa karakterizacija strukture
prirodnih brojeva izrazen u Dedekindovoj teoremi.
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Aksioma zamene intuitivno tvrdi da ako neke od elemenata datog skupa
zamenimo proizvoljnim skupovima, svaki element jednim skupom, rezultat
takve zamene jeste skup.

Sli¢no aksiomi separacije, aksioma zamene je shema aksioma. Za svaku
formulu ¢(z,y), u kojoj z nije slobodna promenljiva, slede¢a recenica je
aksioma teorije ZF:

Vu (Ve € ud*'yp — I2Vy (y € z «> Jx € uy))

Aksioma separacije dakle tvrdi sledeée: ako formula ¢(x,y) na skupu
u definiSe parcijalnu funkciju, klasa svih slika elemenata skupa u pripada
nekom skupu z. Pojednostavljeno receno, ako je preslikavanje definisano
formulom jezika Lzp, onda je slika svakog skupa pri takvom preslikavanju
takode skup.

Ako formule shvatimo kao klase skupova, onda formula ¢(z,y) odreduje
klasu parova skupova F' = {(z,y) : ¢(z,y)}. Prema uslovu aksiome zamene,
klasa F je funkcionalna, tj. za svaki skup x postoji najvise jedan skup, u
oznaci F(x), takav da par (z, F'(z)) pripada klasi F.. Aksioma zamene tvrdi
da za svaki skup u, klasa {F(v) : v € u} jeste skup.

To znadi da ako formula ¢(x,y) odreduje funkcionalnu relaciju F' i ako
je dom(F) skup, onda je codom(F') takode skup. U tom slucaju, zbog
ekstenzionalnosti, skup F[z] jedinstveno je odreden.

Primer 21. Ako z nije slobodna promenljiva u formuli 1, iz aksiome
zamene sledi Yu3zVy (y € z <> y € u A ). To zapravo znaci da se aksioma
separacije moze izostaviti u teoriji skupova koja sadrzi aksiomu zamene.

Neka je ¢ formula (x = y) A¢. U tom slucaju vazi pretpostavka aksiome
zamene, odnosno, vazi Vr € u3*y . Otuda, prema aksiomi zamene, dobi-
jamo 3zVy (y € z «» Iz € uyp). Zbog dx € up < y € u A1), konacno se
dobija aksioma separacije 32Vy (y € z <> y € u A Y).

Primer 22. Slicno aksiomi separacije, u teoriji skupova koja sadrzi
shemu zamene moze se izostaviti i aksioma dvoclanog skupa, tj. moze se
dokazati da vazi xVy (y € x <> (y =u V y = v)).

Po aksiomi partitivnog skupa, postoje P(0)) =1, P(1) = 2 i pritom vaze
slede¢iuslovi: 0 £ 1, x €1+ x=0ix €2+ x=0Vzx=1. Dakle, postoji
bar jedan dvoclan skup 2. Otuda, na osnovu aksime zamene, pokazujemo
da za proizvoljne skupove u i v postoji skup {u,v}.

Neka je ¢(z,y) formula (z = 0Ay = u) V(2 = 1 Ay = v). Kako je
0 # 1, to mora biti Vz € 23*y ¢(z,y), tj. vazi pretpostavka aksiome zame-
ne. Dakle, vazi JzVy (y € x < 3z € 2¢(z,y)) Sto konacno znaci da vazi
IVy(yex > y=uVy=n).
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Sa aksiomom zamene zavrsava se spisak aksioma teorije ZF koji formali-
zuje relevantna matematicka svojstva skupova. Sa izuzetkom aksiome izbo-
ra, pod tim podrazumevamo svojstva skupova na koja se svakodnevno pozi-
vamo u svim oblastima matematike. Teorija ZF sadrzi jos jednu aksiomu,
aksiomu regularnosti, koja prevashodno ima skupovno-teorijski smisao. U
narednim razmatranjima radimo u teoriji ZF bez aksiome regularnosti koju
oznatavamo sa ZF - Reg. Sva tvrdenja koja ¢emo izloziti u narednima
odeljcima, do uvodenja aksiome regularnosti, mogu se formulisati i dokazati
u ovoj teoriji. Teorija ZF - Reg predstavlja formalizaciju teorije kaja se
uobicajeno naziva naivnom teorijom skupova.

Ordinalni brojevi

U aritmetici, ideja brojanja izrazena je principom matematicke induk-
cije. Kako smo ranije napomenuli, taj princip je u prirodnim brojevima
ekvivalentan njihovom dobrom uredenju. U sledeé¢em primeru pokazac¢emo
da u svakom dobrom uredenju vazi princip matematicke indukcije Sto znaci
da dobro uredenje predstavlja skupovno-teorijsko uopstenje ideje brojanja.

Primer 1. Princip indukcije vazi u svakom dobrom uredenju.

Neka je (P, <,0) dobro uredenje sa najmanjim elementom 0. Ako skup
FE C P zadovoljava uslove

(a) 0e E i

(b) za svako x € P, Vy < z (y € E) implicira x € E,

onda je £ = P.

Pretpostavimo da je E # P. Neka je x najmanji element skupa P — F.

Zbog (a), x # 0. Kako za sve y < x, y € E, prema uslovu (b), z € E, sto
nije moguce.

Prosirivanje principa indukcije na sva dobra uredenja omogucava da se
skup prirodnih brojeva proSiri na transfinitan sistem koji uopstava ideju
brojanja. To uopStenje izrazava se u pojmu ordinalnih brojeva.

Skup x je tranzitivan ako je svaki element od x podskup skupa z. U
jezuku Lz predikat "z je tranzitivan” definisan je formulom

ouw(x) =Yy € xVz € y(z € z).

Primer 2. (a) Skup z je tranzitivan ako i samo ako Uz C x.
(b) Skup z je tranzitivan ako i samo ako x C P(x).



157

Primetimo da je "skup” x oblika = = {x} takode tranzitivan.

Tranzitivan skup x je ordinal ako je relacija € dobro uredenje na x. U
narednim razmatranjima pokaza¢emo da se ovako definisan pojam ordinala u
kona¢nom slucaju poklapa sa prirodnim brojevima. U beskona¢nom slucaju
on sasvim prirodno uopstava ideju brojanja.

Primer 3. Predikat "z je ordinal” moze se izraziti formulom jezika Lz p.

Skup z ordinal ako i samo ako x je tranzitivan skup i dobro ureden
relacijom €. Predikat "relacija € je dobro uredenje skupa z” izrazi¢emo
formulom jezika Lzp.

Predikati "« je parcijalno ureden relecijom €”, ”"x je linearno ureden
relacijom €” i ”x je dobro ureden relacijom €” su u jeziku Lz redom izra-
zeni formulamas:

o) =Vyecax(y€y AVy,z,ucz(yezNz€u—yecu),
() = ppu(x) A\Vy,z€x(y €2Vy=2V2Ey),
Cau(r) = pru(z) AVy ez (y#0 = Iz cy(xnz=0)).

To konac¢no znaci da formula pon (2) = @i () Apay () jezika L£zp definise
predikat 7z je ordinal”. Klasa On = {z : @on(x)} je klasa svih ordinala.

Ordinale ozna¢avamo malim grékim slovima. Poredak medu ordinalima
definiSemo tako da, o < 8 ako i samo ako « € f3.

Primer 4. (a) Prirodan broj 0 je ordinal, odnosno, On # ().
(b) Ako je o ordinal i 8 € «, onda je 8 ordinal.

(c) Ako su i 8 ordinalii o C 3, onda «a € 5.

(d) Ako su a i 8 ordinali, onda o C S ili 5 C «.

U ovom primeru tvrdenje ”0 je ordinal” treba shvatiti kao teoremu teorije
ZF, odnosno, ZF t ¢,,(0). Sli¢no vazi i za sva ostala tvrdenja u prethodnom
i svim narednim primerima.

Primer 5. (a) Za sve a, 8 € On, a < fili @« = g ili @ > B, odnosno,
relacija < je linearno uredenje klase On.

(b) Za svaki ordinal «, vazi o = {f: 8 < a}.

(c) Ako je C neprazna klasa ordinala, NC' je ordinal, ((C € C i vazi
jednakost () C' = inf C. Svaki skup ordinala je dobro ureden relacijom €.

(d) Ako je C neprazan skup ordinala, | JC je ordinal i [ JC = supC.

(e) Za svaki ordinal o, a U {a} je ordinal i a U {a} = inf{f8: a < §}.

Ordinal oo + 1 = a U {a} je naslednik ordinala a. Ako « nije naslednik,
ordinal « je grani¢ni ordinal i tada je o = sup{f : f < a}.
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Primer 6. Klasa On nije skup.
U suprotnom, sup On + 1 bi bio ordinal, pa se tako dobija protivre¢nost
slicna Raselovom paradoksu.

Primer 7. Ordinal « je graniéni ordinal ako i samo ako za svaki ordinal
B, B < « implicira 8+ 1 < a.

Potpunosti radi, pretpostavljamo da je 0 = sup () grani¢ni ordinal. Posle
ordinala 0, sledeéi ordinal je skup prethodnih ordinala, odnosno, 1 = {0},
pa redom imamo: 2 ={0,1},...,n={0,1,...,n — 1}.

Prvi beskonacan ordinal je w = {0,1,...,n,...}. Istovremeno, w je
najmanji grani¢ni ordinal razli¢it od 0 i definisan je formulom

Vw(®) = ind(z) ANVz (Yina(z) >z =2V e C z),

gde je pinq(x) instanca aksiome beskonacénosti.

Ordinal je w +1 = wU{w} ={0,1,...,n,...,w} je naslednik ordinala
w, pa na slican nac¢in, w +n ={0,1,...,w,w+1,...,w+ (n—1)} itd. Prvi
granicni ordinal veéi od w je w + w = sup{w +n : n € w}.

Kao uopstenje ideje brojanja, ordinalni brojevi ¢uvaju sva vazna svoj-
stva prirodnih brojeva. U ovom smislu klju¢na je ¢injenica da se teoreme
indukcije i rekurzije prirodnih brojeva mogu uopstiti na ordinalne brojeve.
Indukciju mozemo uopétiti na transfinitnu indukciju i legitimno koristiti kao
pravilo zakljuc¢ivanja u teoriji ZF. Sli¢no, u teoriji ZF legitimne su i definicije
transfinitnom rekurzijom. Pre nego $to predemo na razmatranje ovih pita-
nja, dokaza¢emo da se svako dobro uredenje moze predstaviti ordinalom.
U ovoj teoremi reprezentacije koristimo svojstva dobrih uredenja koja su
izlozena u slede¢im primerima.

Primer 8. (a) Ako je f automorfizam dobrog uredenja (P, <), onda za
svako x € P, vazi x < f(x).

(b) Jedini automorfizam dobrog uredenja je identitet.

(¢) Ukoliko postoji, izomorfizam dobrih uredenja je jedinstven.

U dokazu tvrdenja (a) treba pokazati da je D = {z € P : f(z) < z}
prazan skup. Na slican nac¢in, u dokazu tvrdenja (b) treba pokazati da je
E={x € P: f(x) # x} prazan skup.

Akosu f: P —>Gig:P — G izomorfizmi dobrih uredenja, kompozicija
h = f~1 o g je automorfizam uredenja G. Zbog tvrdenja (b), automorfizam
h je identitet, pa mora biti f = g.

Za svako u € P, skup P, = {x € P : z < u} je inicijalni segment dobrog
uredenja (P, <), odreden elementom wu.
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Primer 9. (a) Ne postoji dobro ureden skup koji je izomorfan svom
inicijalnom segmentu.

(b) Svaka dva dobra uredenja su ili izomorfna ili je jedno od njih izo-
morfno inicijalnom segmentu drugog.

Neka je (P, <) parcijalno uredenje, a € P i f : P — P, izomorfizam
uredenja P na inicijalni segment P,. Na osnovu prethodnog primera, vazi
a < f(a), ali po pretpostavci, f(a) € P,, tj. f(a) < a, $to nije moguce.

Teorema 3. Svaki dobro ureden skup je izomorfan ordinalu.

Dokaz: Neka je P = (P, <) dobro uredenje. Teoremu dokazujemo in-
dukcijom u dobrom uredenju P. Primetimo da, ukoliko uopste postoji,
prema prethodnim primerima, ordinal izomorfan uredenju P jedinstveno je
odreden.

Za svako x € P, neka je a, ordinal izomorfan inicijalnom segmentu P,.
Tvrdimo da za svako x € P postoji ordinal .

U suprotnom, postojao bi najmanji element x € P, za koji ne postoji
ordinal «a; izomorfan sa P,. To bi znacilo da za svako y < x, inicijalni
segment P, izomorfan je ordinalu . Prema principu indukcije na dobrom
uredenju P, P, je izomorfan ordinalu, $to nije moguce.

Na osnovu prethodnih primera, za svako x € P, ordinal o, je jedinstveno
odreden. Prema aksiomi zamene, S = {«a, : z € P} je skup. Kao skup
ordinala, S je dobro ureden relacijom €. Treba dokazati da je S tranzitivan
skup.

Pretpostavimo da je a € «a,. Neka je f : P, — «, odgovarajuéi izo-
morfizam i y = f~!(a). Neposredno se proverava da je f | P, izomorfizam
inicijalnog segmenta P, i ordinala o, tj. « € §. O

Primer 10. Princip transfinitne indukcije: ako klasa C' C On zadovolja-
va uslove

(a) 0 € C,

(b) za svako «a, ako a € C, onda o+ 1 € C,

(c) ako je « grani¢ni ordinal, za svako 8 < «, f € C implicira « € C,
onda je C' = On.

U suprotnom, postojao bi a = inf(On — C'), pa bi se primenom jednog
od navedenih uslova transfinitne indukcije morala dobiti kontradikcija.

U do sada razvijenim pojmovima teorije skupova moze se kombinatornim
sredstvima izloziti i ve¢i deo aritmetike ordinala. Kako u nekim sluc¢ajevima
takve definicije nisu sasvim ocigledne, pre nego §to razvijemo ovu aritmetiku
formulisa¢emo teoremu transfinitne rekurzije.
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Transfinitna rekurzija

Neka je a proizvoljan skup. Za svako n € w, sa a™ oznac¢avamo skup svih
funkcija sa domenom n i vrednostima u skupu a. Svaka funkcija f € a™ je niz
elemenata skupa a duzine n. Primetimo da se u odnosu na raniju definiciju
uredenog para skupovi a x a i a? razlikuju, ali medu njima postoji obostrano
jednoznaé¢na korespodencija. Za svaki skup a, a<* = |J{a" : n € w} je skup
svih konac¢nih nizova skupa a. KEgzistenciju ovog skupa garantuju aksiome
partitivnog skupa, unije i separacije.

Sliéno kona¢nim nizovima, za svaki ordinal «, definisan je skup a® svih
nizova elemenata skupa a duzine a. Niz f € a® je funkcija koja preslikava
a u skup a. U opstem slucaju, funkcija f moze biti zadata eksplicitno,
odnosno, pravilom pomocu kojeg za svako f < « ra¢unamo vrednost f(3)
ili implicitno, jednim skupom uslova koji propisuju kako se izra¢unava f(0)
i kako se na osnovu vrednosti f(§), £ < ( izracunava vrednost f(f).

Primer 1. (a) Neka je f € w® niz prirodnih brojeva takav da za svako
n € w, f(n) =2-n?+n+3. Ako znamo da racunamo, a kasnije ¢emo
videti da to u ZF zaista jeste tako, onda na osnovu vrenosti n, neposredno
izra¢unavamo vrednost funkcije f(n).

(b) Ako je a skup, f(0) =aizasven € w, f(n+1) = {f(n)}, onda
vrednost f(n) ne ra¢unamo neposredno, ve¢ na osnovu prethodno izracunate
vrednosti niza f. U ovom primeru domen niza f je skup w, ali nije odmah
jasno §ta je njegov kodomen. Bez aksiome zamene, nije moguce dokazati da
skup vrednosti {a,{a},{{a}},...} funkcije f zaista jeste skup. Polazeéi od
skupa a, ovaj skup se ne moze dobiti primenom partitivnog skupa, unije ili
separacije.

(c) Neka je f € w® niz prirodnih brojeva takav da f(0) =1, f(1) =11
za svako n € w, f(n+2) = f(n+ 1)+ f(n).

U ovom primeru, takozvanog Fibonaécijevog niza, vrednosti funkcije f(n),
za n > 2, racunaju se na osnovu vrednosti f(n —1) 1 f(n — 2).

Lako je zamisliti primere u kojima se vrednosti niza rac¢unaju na os-
novu svih prethodno izra¢unatih vrednosti niza, ili kona¢nog broja vrednosti
nekog drugog niza itd. Jasno je da spisak uslova koji implicitno definisu
neku funkciju moze biti vrlo dugacak i slozen. U svakom takvom slucaju
nije apriori jasno da li zadati uslovi uopste odreduju neku funkciju, a ako to
jeste slucaj, da li je takva funkcija jedinstveno odredena. Teorema rekurzije
razreSava ovaj problem u jednoj prilicno prirodnoj klasi sluc¢ajeva. Da bi
se ona bolje razumela, u sledeéim primerima izloZene su njene varijante u
slu¢aju prirodnih brojeva.
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Primer 2. Teorema rekurzije za prirodne brojeve: Ako je a neprazan
skup, g : w X a — a funkcija i * € a, postoji jedinstveno odreden niz
f : w — a koji zadovoljava uslove:

f(0)=xizasven€w, f(n+1)=g(n, f(n)).

Ako funkcija f': w — a zadovoljava navedene uslove, onda f(0) = f’(0)
izasvakon € w, f(n+1) = g(n, f(n)) =g(n, f'(n)) = f'(n+ 1), tj. ukoliko
postoji, niz f je jedinstveno odreden.

Za svako m € w, neka je t,,, : m + 1 — a funkcija takva da ¢,,(0) = = i za
sve k <m, ty(k+1) = g(k,tm(k)). Primetimo da za sve n € w, t,, C w X a.
Neka je f = |J{tm : m € w}. Jasno, f Cw X a.

Tvrdimo da je f funkcija, da je dom(f) = w i da f zadovoljava uslove
teoreme.

Kako za sve m,n € w, m < n implicira t,, C t,, neposredno do-
bijamo da je f zaista funkcija. Jasno je da dom(f) C w, pa kako je
w € Upmeo dom(ty,) = dom(f), mora biti dom(f) = w.

Za svako n € w, t,(0) = x, pa mora biti f(0) =z i

f(n + 1) = thrl(n + 1) = g(nvtn+1(n)) = g(n7 f(n))v
Sto znadi da funkcije f zadovoljava uslove teoreme.

Primer 3. Za svaki skup a i svaku funkciju g : a<* — a, postoji funkcija
f:w — a takva da za svako n > 0,

f(n) =g(f In)=g(f0),...,f(n—1)).

Pritom, f(0) = g(f 10) = g(0).

Neka je hg = 0 i za svako n € w, hpt1 = hy U {(n,g(hy))}. Na osnovu
prethodnog primera, niz h : w — a<% je jedinstveno odreden.

Neka je f = U,c,, Pn, onda f : w — aizasvakon € w, f [ n = hy.
Pritom, za svako n € w, f(n) = hpy1(n) = g(hn) = g(f | n).

Definicija elementarnih aritmetickih operacija podrazumeva varijantu
teoreme rekurzije za prirodne u kojoj rekurzivno definisana funkcija moze
da sadrzi jedan ili viSe parametara.

Primer 4. Teorema rekurzije sa parametrima: Ako su a i b proizvoljni
skupovi, a f:b—aig:bxwxa— a funkcije, onda postoji jedinstveno
odredena funkcija h : b X w — a takva da za sve x € b, n € w

h(z,0) = f(x) i h(z,n+1) = g(z,n, h(z,n)).
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Dokaz teoreme rekurzije sa parametrima se prakticno ne razlikuje od
dokaza njene obi¢ne verzije. U ovom slucaju, za svako m € w definise se
funkcija ¢, : b x (m + 1) — a takva da za svako x € b, t;,(x,0) = f(x) i za
sve k < m, ty(x,k+1) = g(x,n,t,n(n)), a parametar x provuce kroz ¢itav
dokaz.

Primer 5. Koristeéi teoremu rekurzije sa parametrima jednostavno se
definiSe aritmetika prirodnih brojeva.

(a) Za sve z,y,z € w, neka je f(x) = z i g(x,y,z) = z+ 1. Polazedi
od funkcija f i g, na osnovu teoreme rekurzije, sabiranje prirodnih brojeva
definisano je slede¢im relacijama:

x+0=zizasvakoycw, z+ (y+1)=(z+vy)+1.

(b) Operaciju monozZenja prirodnih brojeva definisemo rekurzijom po-
mocu konstante f(x) =0, za svako z € w i sabiranja:

x-0=0izasveycw, z-(y+1)=z-y+y.

Kljuéni argument uopsStenja rekurzije na sve ordinale jeste aksioma
zamene. Ako formula ¢(x,y) jezika Lzp definiSe parcijalnu funkciju, na
osnovu aksiome zamene, za svaki skup a, postoji skup b takav da za svako
x € a, ¢(x,y) ako i samo ako y € b.

Ako sa f ozna¢imo klasu {(z,y) : ¢(z,y)}, za svaki skup z, ukoliko
postoji, f(x) oznacavamo jedinstveno odreden skup y takav da vazi p(z,y).
Klasu f shvatamo kao parcijalnu skupovnu operaciju definisanu formulom
¢. Pritom, na osnovu aksiome zamene, za svaki skup a, fla] = {y : Iz €
ap(z,y)} je jedinstveno odreden skup.

U daljim razmatranjima identifikujemo klase i formule, tj. pretpostavlja-
mo da je svaku formulu ¢(Z) odredena klasa skupova {Z : ¢} i obratno, svaka
klasa definisana je formulom jezika L. Takode, govorimo o odgovaraju¢im
operacijama i relacijama definisanim na klasama.

Na primer, ako su A = {z : p(x)} i B = {x : ¢)(x)} klase skupova, onda
jednakost A = B podrazumeva recenicu Vz (¢(x) <> 9(x)). Sli¢no, klasa
AN B odredena je konjunkcijom formula ¢ i .

Klasa svih skupova je V = {z : x = x}. Kako je klasa ordinala On C V
definisana formulom ¢,,(z) jezika Lz, klasa V nije skup. U suprotnom,
prema aksiomi separacije i klasa On bi bila skup, a to nije moguce.

Primer 6. (a) Ako su z i y skupovi, onda postoji x Uy, pa se unija moze
shvatiti kao klasa | J = {(z,y, 2) : Uy = z}, odnosno, kao binarna operacija
U:V x V — V na klasi svih skupova V.
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(b) Sli¢éno vazi i za operacije x Ny, X y, {z}, P(z) i 2¥ koje su uvek
definisane. Operacije poput dom(f) i codom(f) su parcijalno definisane.

Primer 7. Opsta teorema rekurzije za prirodne brojeve: Ako je g(z,y)
skupovna operacija, za svaki skup a postoji jedinstveno odreden niz (f(n) :
n € w) takav da:

f(0) =aizasvakon € w, f(n+1)=g(n, f(n)).

Dokaz ovog tvrdenja sledi neposredno iz teoreme o transfinitnoj rekurziji.
U sledeé¢im primerima ilustrovane su neke njene posledice.

Primer 8. (a) Na osnovu teoreme rekurzije za prirodne brojeve, u do-
brom uredenju P ne postoji niz ag > a; > ---, tj. u dobrom uredenju ne
postoji beskonacan striktno opadajuéi niz.

Ako se pretpostavi aksioma izbora, ovaj uslov implicira da je P dobro
uredenje.

(b) Takode, na osnovu prethodne teoreme rekurzije, neposredno sledi da
za svaki skup a, S = {a,{a},{{a}},...} je skup.

(c)w+wi{w, Plw), P(P(w)),...} suskupovi.

Primer 9. (a) Postoji niz skupova (V;, : n € w) takav da Vo =01 za
svaki prirodan broj n € w, V.41 = P(V,,). Takode, V,, = |, ¢, V je skup.

(b) Skup V,, je tranzitivan i za svako = € V,,, skup x je konac¢an. Ako je
x C V,, konacan skup, onda xz € V,,.

(c) Ako z,y € V,,, onda {z,y} € V,, Uz € V, 1 P(z) € V,,. Ako je
a € V, i f funkcija na a takva da za svako z € a, f(z) € V,, onda je
fla] € V.

Ako je o grani¢ni ordinal, grani¢na vrednost neopadajuéeg niza ordinala
(By 1y < @) je limy_q By =sup{B, : v < a}.

Primer 10. Postoje proizvoljno veliki grani¢ni ordinali, tj. za svaki or-
dinal «, postoji grani¢ni ordinal 5 > a.

Neka je a ordinal, ap = i za sve n € w, ap+1 = & + 1. Ordinal
8 = limy,_,, a, je grani¢ni ordinal veéi od «a.

Primer 11. Niz ordinala (v, : @ € On) je neprekidan ako za svaki
granicni ordinal «, limg_,, 73 = V4. Svaki neprekidan rastuci niz ordinala
ima fiksnu tacku, tj. postoji ordinal o takav da a = 4.

Za svako n € w neka je apy1 = Ya,,. Ordinal a = lim,_,, o, je fiksna
tacka niza (7, : @ € On). Jasno, svaki takav niz ima beskona¢no mnogo
fiksnih tacaka.

Kako smo nagovestili, rekurzivne definicije su moguée i na ordinalima
ve¢im od w, odnosno opstije, na klasi On svih ordinala.
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Kako je priroda spomenutih varijanti teoreme transfinitne rekurzije bitno
razli¢ita, svaku od njih dokazac¢emo posebno.

Teorema 4. Ako je A ordinal i h:On x V — V skupovna operacija,
postoji jedinstveno odredena funkcija f : A — V takva da za svako a € A,

fla) =hle, f ).

Pre nego $to dokazemo teoremu, primetimo da ona nije dokaziva u teoriji
ZF. U njoj je implicitno sadrzan kvantifikator ”za svako h”, pri ¢emu h
prolazi preko klasa, $to u teoriji ZF nije mogucée. Ako fiksiramo konkretnu
skupovnu operaciju h, onda postoji formula ¢(x,y, z) jezika Lz koja defi-
nise klasu h, tj. za svako o € On i sve x,y € V,

hloz) =y & ¢la,z,y)

Ako se to ima u vidu, smisao teoreme jeste da za zadatu formulu ¢ jezika
Lz, uteoriji ZF mozemo dokazati da za svaki ordinal A, postoji jedinstvena
funkcija f : A = V takva da za svako a € A vazi p(a, f [ «, f(«)). Dakle,
teorema se ne moze dokazati u ZF, veé¢ predstavlja shemu koja za svaku
konkretnu formulu daje teoremu teorije ZF.

Dokaz: Neka su h : On x V. — V i A € On zadati. Koristeéi samo
aksiome teorije ZF, dokazatemo da postoji jedinstveno odredena funkcija
f: A=V takva da za sve a < A, f(a) = h(a, f | ).

Neka je u < A. Pretpostavimo da su f1 : p — V i fo : p — V funkcije
takve dazasve a < p, fi(a) = h(a, fi [ a)i fo(a) = h(a, fo [ «). Tvrdimo
da je f1 = f.

Ako je p = 0, tvrdenje je trivijalno zadovoljeno. Pretpostavimo da je
pw > 01 da za svako ,u/ < pvazi fi | u' = fo | ;Ll. Ako je p graniéni
ordinal, onda neposredno imamo da je f; = fo. Neka je y = v + 1. Prema
induktivnoj pretpostavci fi [ v = fo [ v, paje fi(lv) =h(v,fi |v) =
h(v, fa | v) = fa(v). To konacéno znaci da je

fi= Tv)U{, L)} = (f2 Tv)U{{ f2(v)} = f,

§to dokazuje jedinstvenost funkcije f.
Neka je M klasa funkcija takva da

M=A{f:3u<A(f:p—=>VAVaep(fla)="hlo, f [a)}

Da bismo dokazali teoremu, dovoljno je pokazati da postoji f € M takvo
da vazi dom(f) = A.
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Primedba: Ako su funkcije f,g € M takve da p = dom(f), v = dom(g)
i ako je p < v, na osnovu dokaza jedinstvenosti, mora biti f =g [ pu.

Neka je A= {p:3f € M (dom(f) = p)}. Tvrdimo da A € A.

Pretpostavimo suprotno, onda A € (A+1) — A, pa skup (A+ 1) — A nije
prazan. Neka je p njegov najmanji element. To znaédi da je u < A, pa za
svako v < pu, postoji f € M takvo da je dom(f) = v. Prema prethodnoj
primedbi, za svako v < pu, neka je F(v) jedinstvena funkcija f € M takva
da je dom(f) = v. Prema aksiomi zamene, F'[u] je skup.

Neka je fo = |J F[p]. Takode, prema gornjoj primedbi, fy je funkcija i
pritom, za svako v < u, vazi fo [ v = F[v]. Otuda za sve v < p imamo

Va e v fola) =h(a, fo [ a).

Ako je p grani¢ni ordinal, onda fo € M i dom(fy) = p, suprotno pret-
postavci o izboru ordinala p. To znaci da bi u morao biti oblika y = v + 1.

U tom slucaju, ako je f{) = fou{(v,h(v, fo | v))}, mora biti fé eMi
dom(fy) = p, $to takode protivredi izboru ordinala p. O

Kao grani¢nu verziju prethodne teoreme, sada mozemo formulisati opstu
em teoremu rekurzije na ordinalima.

Teorema 5. Za svaku funkciju h : On x V' — V postoji jedinstveno odre-
dena funkcija f: On — V takva da za svako a € On, f(a) = h(a, f | «).

U odnosu na prethodnu, ova teorema ne predstavlja ni shema teoremu
Cija je svaka instanca dokaziva u teoriji ZF. Opsta teorema rekurzije je me-
tateorema o teoriji ZF, odnosno, metateorema o predikatskom ra¢unu prvog
reda koja garantuje legitimnost rekurzivnih definicija u teoriji ZF. Precizno
formulisana, teorema tvrdi da za svaku formulu ¢(z,y, z) jezika Lzp koja
zadovoljava uslov

Va € OnVx3Iyvz (p(a, z,2) < 2 =y),

postoji formula ¥ (x,y) takva da vazi:
(a) ZF EVa € On3yvz (YP(a, z) <> z =y) i
(b) ZF FVYaVy (Y(a,y) <> 3z (fun(z) A dom(z) = a)A
VEeap(§ 2 1€, 2(8) Aol z,y).

Dokaz: Jedini nacin da dokazemo teoremu jeste da, polazeéi od formu-
le ¢, eksplicitno konstruiSemo formulu . Zapravo, formula 1 je veé¢ data
uslovom (b), odnosno, ¥ («,y) je sledeéa formula:

3z (fun(z) Adom(z) = ) AVE € ap(&,z [&,2(8)) N pla,z,y).
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Izborom formule %, uslov (b) je trivijalno zadovoljen, pa ostaje da
dokazemo uslov (a). Jednostavnosti radi, umesto o formulama govori¢emo
o klasama. Neka je h: On x V — V zadato. Definisimo klasu f tako da

f={(a,x) : Jz(fun(z) A dom(z) = a)A
V€€ a(z(§) =h(& 2 [§))Na=h(a2))}

Ako (a, ), (a,z’) € f, onda z = 2. Pretpostavimo da je o ordinal za
koji ne postoji skup z takav da (a,z) € f. U tom sluc¢aju postoji najmanji
ordinal « sa takvim svojstom. Slicno dokazu prethodne teoreme, lako se
proverava da takva pretpostavka vodi do kontradikcije. Dakle, f : On — V
je funkcija i za svako «, f(a) = h(a, f | «). Konacno, ako je g: On — V
funkcija sa istim svojstvom, indukcijom po a dobija se da je f(«a) = g(a),
za svako o € On. O

U narednim primerima, na osnovu opsSte teoreme transfinitne rekurz-
ije definisa¢emo aritmetiku ordinalnih brojeva. Konstrukcije osnovnih op-
eracija su znatno jednostavnije ako se u opstoj teoremi transfinitne rekurzije
napravi razlika izmedu grani¢nih ordinala i ordinala oblika naslednika.

Primer 12. Ako je a skup i hy,hs : On x V' — V skupovne operacije,
onda postoji jedinstveno odredena funkcija f : On — V takva da:

(a) f(0) = a,

(b) f(a+1) = hi(a, f(a)), za svako o € On,

(c) ako je a # 0 granicni ordinal, f(a) = ha(a, f | «).

Definis§imo skupovnu operaciju h tako da za svaki skup = € V i proizvo-
ljan ordinal o € On,

.
a ako a =0,

hi(a,z) ako je a # 0, fun(x)
idom(z) =a+1,

ho(a, ) ako je o # 0 granicni ordinal,
fun(z) i dom(z) = «,

0 inace.

ha,z) =

\

Na osnovu teoreme transfinitne rekurzije, funkcija f : On — V definisa-
na relacijom f(«) = h(e, f | ) zadovoljava uslove (a), (b) i (c).

Sliéno teoremi rekurzije za prirodne brojeve i transfinitna rekurzija se
najcesce primenjuje u verziji za parametarima. Ona omogucava da rekur-
zivnu definiciju elementarnih operacija prirodnih brojeva prosirimo na trans-
finitne ordinale. U slede¢im primerima definisaemo sabiranje, mnozenje i
stepenovanje ordinala i izloziti osnovne osobine ovih operacija.
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U teoremi rekurzije sa parametrima, razdvoji¢emo slucajeve ordinala
naslednika i grani¢nih ordinala.

Primer 13. Ako su h1:V =V i ho,hg: V x On x V — V skupovne
operacije, postoji jedinstvena operacija f : V x On — V takva da:

(a) f(z,0) = hi(z),

(b) za svako o € On, f(z,a+ 1) = ha(x, o, fz(®)) i

(c) ako je a # 0 graniéni ordinal, f(z,«a) = hg(z, , fr | ).

Pritom, za svaki skup z, fo [a={(z,y,2): Iy € a(f(z,y) =2)}.

Primer 14. Sabiranje ordinala definisano je slede¢im relacijama: za svaki
ordinal S,

B40=p
B+ (a+1)=(B+«a)+1, za svaki ordinal «,
B+ a=sup{B+7:v<a}, ako je a # 0 grani¢ni ordinal.

Korektnost definicije sabiranja garantuje prethodna parametarska vari-
janta teoreme rekurzije. Suma ordinala dobija se transfinitnom rekurzijom
iz slede¢ih operacija:

hi(z) =z, ho(x,a,y) = yU{y} i hs(z, a,y) = sup(codom(y)).

Primer 15. Intuitivno, ako su « i 8 ordinali, njihova suma « + 8 je
tip uredenja koji se dobija kada se ordinal « produzi ordinalom (5. Bez
pozivanja na teoremu rekurzije, suma ordinala moze se definisati na slededi
nacin:

Neka je P = (a x {0}) U (B x {1}) i <p binarna relacija skupa P takva
da za sve 7,0 < max{a, 8} isve i,j € {0,1},

(7,1) <p (0,7) ako i samo ako (i < j)V (i =j Ay <9).

Kako je P = (P, <p) dobro uredenje postoji jedinstveno odreden ordinal,
u oznaci « + 3, izomorfan sa P.

Transfinitnom indukcijom se dokazuje da je navedena kombinatorna
definicija sume ordinala ekvivalentna njenoj rekurzivnoj definiciji.

Primer 16. Ako su a, 8 i 7 ordinali, onda:

(a) @ < B ako i samo ako v+ a < v+ 3,

(b) @ = B ako i samo ako v+« =y + 3,

(€) (@+B)+y=a+(B+7)

Kako je 1 + w = sup{l +n : n € w} = w, a istovremeno, w + 1 > w,
sabiranje ordinala nije komutativno.
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Primer 17. Ako je a < /3, onda a + v < 8 + 7, relacija < ne moze se
zameniti realcijom <. U opStem slucaju, iz a + v = 5 + v ne sledi o = 5.

Primer 18. (a) Za svaki ordinal «, postoje jedinstveno odredeni graniéni
ordinal i prirodan broj n € w takvi da o = 8 + n.

(b) Ako je o < 3, postoji jedinstven ordinal v takav da v+ = 3, a
jednacina v + a = [ ima jedno, beskonacno mnogo ili uopste nema resenja.

(c) Postoji najmanji ordinal o > w takav da za sve § < a, f+ a = a.

Primer 19. MnozZenje ordinala definisano je slede¢im relacijama: za
svaki ordinal S,

5 0= 07
B-(a+1)=p-a+ B, zasvaki ordinal «,
B-a=sup{f-v:v <a} ako je a # 0 grani¢ni ordinal.

Intuitivno, proizvod ordinala « i 8 je odrinal « - 8 koji se sastoji od
B kopija ordinala «. Pored rekurzivne definicije, mnozenje ordinala ima i
prirodnu kombinatornu definiciju, tj. proizvod ordinala « i 8 moze se defin-
isati kao tip leksikografskog uredenja Dekartovog proizvoda o x f3.

Ordinal - 3 je tip uredenja (a x 3, <*) u kojem je poredak <* definisan
tako da za sve 7,7 < aisve 8,8 < 3,

(7,6) <* (7/,6') ako i samo ako (y <)V (y=~ Ad<?).

Nije tesko proveriti da su kombinatorna i rekurzivna definicija mnozenja
ordinala ekvivalentne.

Primer 20. (a) Sli¢no sabiranju, mnozenje ordinala je asocijativno, ali
nije komutativno. Na primer, 2-w = sup{2-n : n € w} = w, a sa druge
strane, w-2=w-(1+1) =w+w.

(b) Ordinal « je grani¢ni ako i samo ako postoji § takvo da o = w - 3.

(c) Za sve o, B,y € On, vazi a- (B +7) = a- f + a - y. Medutim, desna
distributivnost mnozenja u odnosu na sabiranje ordinala ne vazi.

Primer 21. Neka su «, 8 i v ordinali. Ako ~ # 0, onda:

(a) a < 8 ako i samo ako v-a < - f3,

(b) a = B ako i samo ako v-a =+ [,

(¢c) Ako a < B,onda a-y < 3 7.

Relacija < u tvrdenju (c) ne moze se zameniti relacijom <. U opStem
slucaju, iz a- v = -y ne sledi a = .
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Primer 22. Stepenovanje ordinala definisano je sledeé¢im relacijama: za
svaki ordinal 3,

g0 =1,
BTt = pY. B, za svaki ordinal «,

BY =sup{s7 : v < a}, ako je a # 0 grani¢ni ordinal.

Za razliku od sabiranja i mnozenja, kombinatorna definicija stepenovanja
je priliéno komplikovana i retko se koristi.

Naglasavamo da je 2 = sup{2" : n € w} = w. Kao stepen ordinala, 2¢
treba jasno razlikovati od skupa 2% kao skupa svih funkcija iz w u 2.

Primer 23. Ako su a, 8 i vy ordinali, onda o - a7 = a#t7 i (a#)7 = o#7.

Primer 24. (a) Za svako «, postoji proizvoljno veliki ordinal 3 takav da
a + B = B. Postoji najmanji ordinal S takav da w + 8 = .

(b) Za svako «, postoji proizvoljno veliki ordinal 3 takav da a - 8 = 3.
Postoji najmanji ordinal 5 takav da w - 8 = (3.

(c) Za svako o, postoji proizvoljno veliki ordinal 8 takav da of = 3.
Postoji najmanji ordinal 3 takav da w? = .

Primer 25. Svaki ordinal o moze se predstaviti u Kantorovom normal-
nom obliku: o = w* 4 -+ +wW*, gde je a1 > -+ > Q.

Za zadato «, odredimo a7 kao najveéi ordinal takav da w®' < «, a potom
61 takvo da w™ + §; = «. Isti postupak ponovimo sa d;1 i odredimo najveéi
g takav da w®? < §1 1 d9 takvo da w246, = §1. Kakojea > 01 > 6y > -+ -
ovaj postupak zavrsava se u kona¢no mnogo koraka, a kako je w® = 1, pos-
tupak se zavrsava samo ako je &, = 0.

Ova forma ordinala je veoma korisna u izucavanju prebrojivih ordinala
manjih od Kantorovog ordinala £, tj. najmanjeg ordinala takvog da w® = €.
Kantorova normalna forma za eg je sam ey3. Uopste, ordinal a takav da
w® = « je e-ordinal.

. . . w' . . "
Primetimo da je eg = w“ . Pritom, stepenovanje se vrsi u w koraka.
0 )

Kardinalni brojevi

Kao §to je to bio slucaj u naivnoj teoriji skupova, za uporedivanje
skupova po broju elemenata, ili po njihovoj veli¢ini, koristimo obostrano
jednoznaé¢ne funkcije. Za proizvoljne skupove z i y neka je x < y ako i samo
ako postoji obostrano jednoznacna funkcija skupa x u skup y.
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Intuitivno, ako z < y, skup x ima manje elemenata od skupa y. Pritom,
relacija < je parcijalno uredenje klase V.

Za proizvoljne skupove x i y, neka je x ~ y ako i samo ako postoji
obostrano jednoznacna funkcija skupa x na skup y. Intuitivno, ako je xz =~ y,
skupovi z i y su jednaki po veli¢ini. Relacija ~ je relacija ekvivalencije klase
svih skupova V. Naglasavamo da su x < y i « &~ y formule jezika Lzp.

Primer 1. Za sve z,y, ako x <y iy <z, onda z ~ y.
Ovo tvrdenje se naziva Sreder-Bernstajnovom teoremom, a sredstvima
teorije ZF dokazano je u poglavlju o Bulovim algebrama.

Veli¢inu kona¢nog skupa odredujemo brojanjem. Ako se skup x moze
dobro urediti, onda postoji najmanji ordinal « takav da je x =~ «. Pod ovim
uslovom, brojanje je moguce i u slucaju beskonacnog skupa.

Ako se skup & moze dobro urediti, kardinalnost skupa x, u oznaci |z|, je
najmanji ordinal « takav da o ~ x.

Za svaki ordinal «, kardinalnost || je definisana i || < . Ordinal « je
kardinal ako i samo ako o = |a|. Predikat "z je kardinal” moze se izraziti
formulom ¢yqrq(x) jezika Lzp.

Primer 2. (a) Za proizvoljne a i 3, ako |a| < 5 < «a, onda |5]| = |a|.
(b) Za svakon € w, n % n+ 1.

(¢c) Za svako «, ako a =~ n, onda o = n.

(d) Ordinal w i svi prirodni brojevi su kardinali.

Skup z je konacan ako je |z| < w. Skup je beskonacan ako nije konacan.
Takode, skup z je prebrojiv ako |z| < w, a u suprotnom, skup z je nepre-
brojiv.

Primer 3. Za svaki skup z, x < P(z) i nije z = P(x).

Ako je f:x — P(x) funkcija, skup y = {z €  : 2 € f(z)} nije element
kodomena funkcije f. U suprotnom, ako postoji z € = takvo da f(z) = y,
onda z € y ako i samo ako z ¢ y, §to nije moguce.

Ovaj dokaz je star preko sto godina. Kantor je njime Zeleo da dokaze
egzistenciju neprebrojivih skupova. Zanimljivo, on je bio u pravu, ne samo u
pogledu samog rezultata, veé i u smislu sredstava koja je u dokazu koristio.
Bez aksiome o partitivnom skupu nije moguce dokazati da postoji neprebro-
jiv skup. Sistem aksioma teorije skupova, koji se dobija zamenom aksiome
partitivnog skupa u teoriji ZF njenom negacijom, takode je konzistentan,
odnosno, postoji model teorije skupova u kojoj je ordinal w jedini beskona-
¢an kardinal.
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Time $to smo rekli da postoji neprebrojiv skup, nismo tvrdili da postoji
skup kardinalnosti veée od w. Bez aksiome izbora, ta ¢injenica nije sasvim
ocigledna.

Primer 4. Za svaki ordinal a postoji kardinal veéi od a.
Pretpostavimo da je a > w. Neka je

R ={r € P(a x a) : r je dobro uredenje na o}

Za svako r € R neka je a, ordinal izomorfan dobrom uredenju (a,7).
Prema aksiomi zamene, postoji skup S = {a, : r € R}. Ako je k = sup(S5),
onda je x kardinal i Kk > a.

Primer 5. Neka je A grani¢ni ordinal i (k¢ : £ < A) strogo rastuéi niz
beskonacnih kardinala. Ako je x = limg<y K¢, onda je s kardinal.

Pretpostavimo da ordinal k nije kardinal. To znac¢i da postoji odrinal
a < ki funkcija f : @ — k koja preslikava a na x. Kako je k = U§<A K,
zbog a < K, postoji £ < A takvo da a < k¢. DefiniSimo funkciju g : o — kg
tako da za svako v < «a,

)= { J0 ko 100 €

0 inace.
Funkcija g preslikava a na k¢, suprotno pretpostavci da je k¢ kardinal.

Ako je k kardinal, k™ je najmanji kardinal veé¢i od k. Kardinal k je
naslednik ako postoji kardinal X takav da x = AT. Kardinal x > 0 koji nije
naslednik je granic¢ni kardinal.

Transfinitnom rekurzijom, na osnovu prethodnog primera, moze se defin-
isati strogo rastuéi niz kardinala (X, : o € On):

Ng = w,
Not1 = N, za svako a € On,
N, =sup{Ng : f < a}, ako je a grani¢ni ordinal.

Svaki kardinal 8, je ordinal. Kada o njemu govorimo kao o ordinalu,
oznatavamo ga sa wq. lako se radi o istoj stvari, koju smo oznacili na dva
nacina, ova razlika u oznakama bi¢e znaCajna u aritmetici kardinala. Po
definiciji niza (R, : @ € On) kardinali ¢une pravu klasu.

Primer 6. (a) Za svako «, ordinal w, je kardinal.

(b) Za svaki beskona¢an kardunal k, postoji ordinal a takav da £ = wq.
(c) Ako a < 3, onda w, < wg.

(d) Ordinal w, je grani¢ni kardinal ako i samo ako « je grani¢ni ordinal.
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Bez aksiome izbora, nije jasno da li se svaki skup moze dobro urediti.
Pretpostavka da postoji skup koji se ne moze dobro urediti ne protivreci
teoriji ZF. Medutim, u teoriji ZF, svaki skup sadrzi podskupove koji se
mogu dobro urediti. Na primer, svaki skup sadrzi konac¢an podskup.

Za svaki skup a neka je h(a) najmanji ordinal « takav da, za svaki skup
x C a koji se moze dobro urediti, |z| < |a|. Ordinal h(a) je Hartogsov broj
skupa a. Dakle h(a) je najmanji odrinal koji se ne moze obostrano jed-
noznac¢no preslikati u skup a. Ako je o ordinal, onda || < |h(«)|, odnosno,
h(a) = |a|T.

Primer 7. Svaki skup a ima Hartogsov broj i h(a) je kardinal.

Prema aksiomi zamene, postoji skup S svih ordinala koji su izomorfni
nekom dobrom uredenju r € P(a X a). Ako je f: a — a obostrano jedno-
znacna funkcija koja preslikava ordinal a u skup a, neka je r = {(f(v), f(£)) :
v < £ < a}. Kako je o izomorfan uredenju r, o € S. Dakle, skup S sadrzi
sve ordinale koji imaju istu kardinalnost kao podskupovi skupa a. Prema
aksiomi separacije, {a € S : 3z C a(a <X )} je skup ordinala, pa ordinal
h(a) postoji. Ako je |a| = |h(a)| za neko o < h(a), onda postoji x C a takvo
da z =~ h(a), pa dakle h(a) < h(a), $to nije moguce.

Ako je a ordinal, onda |a| < |h(a)|, odnosno, h(a) = |a|T.

Sa Hartogsovim brojem, kao nekom vrstom ocene kardinalnosti skupova,
u ovom smislu uglavnom se iscrpljuju moguénosti teorije ZF.

Niz ordinala (ag : € < f) je kofinalan u « ako je skup {o¢ : & < (}
neogranicen u ordinalu a, odnosno, ako je sup{ag : £ < 5} = a.

Najmanji ordinal § za koji postoji rastudi niz (ag : § < ) koji je kofi-
nalan u « je kofinalnost ordinala o > 0 i oznacava se sa cf(«). Ako je ordinal
a naslednik, cf(a) = 1. Jasno, za svaki ordinal «, cf(a) < a.

Na primer, kofinalnost ordinala w,, je w, kofinalnost ordinala w,,, je or-
dinal wy, a kofinalnost od wy,, + w,, je ordinal w.

Primer 8. (a) Za svaki ordinal «, postoji striktno rastuéi niz ordinala
(ag : & < cf(a)) kofinalan u ordinalu «a.

(b) Ako je a grani¢ni ordinal i (cg : £ < @) strogo rastuéi niz kofinalan
u ordinalu 3, onda je cf(a) = cf(5).

Neka je niz (¢ : £ < cf(a)) kofinalan u . Za svako & < cf(«), neka je
a¢ = max(d¢,sup{a, + 1 : p < £}). Na osnovu teoreme rekurzije, takav niz
zaita postoji i kofinalan je u a.

Da dokazemo (b) Pretpostavimo da je a grani¢ni ordinal takav da postoji
niz (a¢ : £ < ) koji je kofinalan u 3. Ako je niz (0¢ : £ < J) kofinalan u o,
onda je niz (as, : § < §) kofinalan u 3. Dakle, cf(3) < cf(a).
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Ako je niz (e : £ < cf(3)) kofinalan u 3, za svako & < cf(3) neka je e¢
najmanji v takav da «, > 7. Kako je (ag : & < «) striktno rastudi niz,
(e¢ : & < cf(B)) je kofinalan u «, odnosno, cf(a) < cf(53).

Na osnovu perthodnog primera, cf(cf(a)) = cf(«), za svaki ordinal «.

Ordinal 8 je regularan ako cf(3) = 3, a inace, ordinal [ je singularan.
Ako je « grani¢ni ordinal, cf(«) je regularan. Takode, ako je a regularan
ordinal, « je kardinal. Dakle, kofinalnost je uvek regularan kardinal.

Primer 9. (a) Postoje proizvoljno veliki singularni kardinali. Za svako
«, kardinal R, je singularan. Njegova kofinalnost je w.

(b) Ako je N, neprebrojiv grani¢ni kardinal, cf(X,) = cf(«). Zapravo,
N, je granica niza (X¢ : £ < cf(a)).

(c) Postoji proizvoljno veliki singularni kardinal X, takav da X, = a.
Dakle niz (X, :€ On) ima proizvoljno veliku fiksnu tacku koja je singularan
kardinal.

Za svaki kardinal Ng, neka je ag = wg i za svako n > 0, ap41 = Wa,,-
Ako je a = lim,,,, v, onda niz (X, : n € w) ima granicu N,.

Kako je N, = lim, ., Ry, = lim,,, ant1 = a. Bududéi da je njegova
kofinalnost w, kardinal R, je singularan.

Kako su svi neprebrojivi grani¢ni kardinali koje smo do sada naveli sin-
gularni, prirodno se postavlja pitanje da li uopste postoji takav kardinal koji
je regularan.

Primer 10. Ako je R, regularan neprebrojiv grani¢ni kardinal, X, = a.

Za svako a, cf(X,) = cf(«), pa kako je kardinal R, regularan, mora biti
R, = a. Kako je prva fiksna tacka niza (X, : @ € On) singularan kardinal
kofinalnosti w, koji se dobija kao grani¢na vrednost niza

(N()vNUJanw?Nwww?‘ . '7)7

regularna fiksna tacka niza (X, : @ € On), ukoliko uopste postoji, morala bi
biti jako veliki kardinal.

Regularan grani¢ni kardinal k je slabo nedostizan. U teoriji ZFC ne moze
se dokazati egzistencija slabo nedostiznog neprebrojivog kardinala. Pret-
postavka da je 2% slabo nedostizan kardinal, ne protivreci ZFC.

Kardinal w je regularan i za svako n < w, 2" < w. Ako se pretpostavi
aksioma izbora, to svojstvo moze se definisati i u slu¢aju neprebrojivih kar-
dinala. Regularan kardinal » je jako nedostizan ako za svako A < k (2} < k).
Svaki jako nedostizan kardinal je slabo nedostizan.
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Ako se pretpostavi aksioma izbora, za svako «, kardinal N} je regu-
laran. Otvoren je problem da li se bez aksiome izbora moze dokazati da
postoji kardinal kofinalnosti veée od w, odnosno, da li postoji regularan
neprebrojiv kardinal N,. Pretpostavka da kardinal ¥; nije regularan ne pro-
tivreci teoriji ZF. Dakle, ordinal w; moze biti i prebrojiva unija prebrojivih
skupova. Nekim topoloskim osobinama ovog ordinala zavrSi¢emo izlaganje
svojstava kardinala u teoriji ZF. O njima ¢emo kasnije govoriti u svetlu
aksiome izbora.

Primer 11. Neka je na ordinalu w; definisana topologija poretka. Kao
topoloski prostor wy ima slede¢e osobine:

(a) Skup = C w je zatvoren ako i samo ako za svaki grani¢ni ordinal
& < wi, ako je x N € neogranicen skup u &, onda £ € x. Isto vazi i u slucaju
prostora wi + 1.

(b) Za svako o € wy, « je izolovana tacka prostora wy ako i samo ako
ordinal « je naslednik.

(c) Prostori w; 1w +1 su Hauzdorfovi. Prostor w; je lokalno kompaktan,
ali nije kompaktan. Prostor w; 4+ 1 nije lokalno kompaktan.

Aksioma regularnosti

Sve do sada izlozene aksiome deluju sasvim prirodno i za veé¢inu mate-
matic¢ara samorazumljivo. Sa druge strane, aksioma regularnosti postulira
jednu osobinu skupova koja prevashodno ima skupovno-teorijski znacaj i
koristi se u konstrukcijama modela teorije skupova.

Istorijski gledano, teorija ZF je nastala kao rezultat logicke analize jedne
predstave o postepenoj, kumulativnoj izgradnji skupova u kojoj aksioma reg-
ularnosti ima kljuénu ulogu. Ta predstava podrazumeva hijerarhiju skupova
u kojoj se na prvom stupnju nalazi kolekcija zadatih objekata ili praeleme-
nata, na drugom stupnju javljaju se skupovi praelemenata i svi elementi
prvog stupnja itd. Prvobitno, teorija ZF je predstavljala opis svojstava
ovako izgradenih skupova, a kasnije se pokazalo da praelementi uopste nisu
potrebni, tj. da se svi matematicki skupovi ovakvom konstrukcijom mogu
dobiti iz praznog skupa.

Intuitivno, aksioma regularnosti eleminise odredene patoloske objekte iz
klase svih skupova. Ona obezbeduje da se, u odnosu na relaciju €, ne mogu
pojaviti ciklusi oblika g € 1 € -+ € x, € xzg ili beskona¢ni opadajuci
nizovi oblika g © x1 2 x2 O ---. U jeziku Lz formulisana je sledecom
reCenicom:
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Ve(PQylyez) = y(yeaxA-Iz(z€x Nz ey))).

Za svaki neprazan skup z postoji y € x takav da x Ny = (), odnosno,
svaki neprazan skup u odnosu na relaciju € ima minimalni element.

Primer 1. Na osnovu aksiome regularnosti, vazi - -3z (z € x). Opéstije,
za svako n € w, vazi b =3z - - - Iz, (ko € Ty A+ - Ay € ).

Prvo tvrdenje dobija se primenom aksiome regularnosti na skup {z}, a
drugo, primenom na skup {xo,...,z,}.

Kako smo nagovestili, sa aksiomom regularnosti, klasa svih skupova iz-
gleda veoma prirodno i moze se shvatiti kao kumulativna hijerarhija skupova
koja se dobija polazeéi od praznog skupa transfinitnom primenom operacije
partitivnog skupa i unije. U takvoj hijerarhiji svaki skup ima rang, tj. nivo
hijerarhije na kojem se prvi put pojavljuje. Stupnjevi hijerarhije indeksirani
su ordinalima.

Primer 2. Za svaki skup x postoji najmanji tranzitivan skup, u oznaci
tr(x), koji sadrzi x. Skup tr(z) je tranzitivno zatvorenje skupa x.

Neka je z9p = x. Za svaki prirodan broj n € w, neka je xp11 = Uzxy,.
Tako definisan skup tr(z) = Upecp®y, je tranzitivan i sadrzi x. Naime, ako
y € tr(x), postoji n € w takvo da y € x,,. Otuda sledi da y C Ux,, = 41,
tj. tr(x) je tranzitivan skup. Ako je a tranzitivan skup koji sadrzi x, onda
za svako n € w, x,, C a, tj. tr(z) C a.

Primer 3. Svaka neprazna klasa skupova sadrzi €-minimalni element.

Pretpostavimo da je C' klasa skupova iz € C. Ako x N C = (), skup =
je €-minimalni element u C'. Ako je z N C neprazan, neka je y = tr(x) N C.
Skup y nije prazan, pa prema aksiomi regularnosti, postoji z € y takav da
2Ny = . Skup z je €-minimalni element klase C'. U suprotnom, ako u € z i
u € C, zbog z € tr(x) i zbog tranzitivnosti skupa tr(x), mora biti u € tr(z),
tuezntr(z)NC =znNy=0.

Na osnovu teoreme rekurzije, definisSemo familiju skupova (V,,a € On):
‘/EJ = ®7

Va+1 = P(V,), za svaki ordinal «,
Vo = Uv <o V5, ako je o granicni ordinal.

Primer 4. (a) Za svaki ordinal «, skup V,, je tranzitivan i o C V.
(b) Ako je o < 3, onda V,, C V3.

Primer 5. Zbog aksiome regularnosti, za svaki skup x postoji a, x € V,,
tj. V = Ugscon Va je klasa svih skupova.
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Da to pokazemo, pretpostavimo da je C klasa svih skupova x koji nisu
u V. Ako C nije prazna, C' sadrzi €-minimalni element x. Za svako z € z,
z €V, padakle  C J,co, Va- Prema aksiomi zamene, postoji ordinal
takav da x C Ua<,3 Va. Dakle x C V3, tj. € Vgqq. To znadi da je C prazna
klasa, tj. da je V univerzum svih skupova.

Kako svaki skup  u kumulativnoj hijerarhiji pripada nekom V,,, postoji
najmanji ordinal «, u oznaci rang(z), takav da x € V,41. Takav ordinal
nazivamo rangom skupa .

Primer 6 (a) Za sve z,y, ako x € y, onda rang(z) < rang(y).
(b) Za svaki skup x, rang(z) = sup{rang(z) + 1: z € z}.

Na osnovu prethodnog primera mozemo zakljuciti da da aksioma regu-
larnosti o skupovima kaze dve stvari: za svaki skup uvek postoji prvi nivo na
kojem se on u univerzumu pojavljuje i drugo, svi njegovi elementi pojavljuju
se na nizim nivoima hijerarhije.

Kako svaka neprazna klasa sadrzi €-minimalni element, pojam trans-
finitne indukcije koji smo definisali na klasi ordinala moze se prosiriti na
proizvoljnu tranzitivnu klasu.

Primer 7. Dokaz €-indukcijom: Neka je M tranzitivna klasa i ¢(z)
formula jezika Lzp. Ako vazi ¢(0) i za svako x € M,

Yy e M (y€x— p(y) — ¢(x),

onda za svako x € M vazi p(z).

Neka je C klasa svih x € M za koje ne vazi ¢(x). Ako C nije prazna
klasa, onda C' sadrzi €-minimalni element z. Zbog tranzitivnosti klase M,
primenom uslova €-indukcije dobijamo kontradikciju.

Obostrano jednoznaé¢no i na preslikavanje f : M — N tranzitivnih klasa
M i N je izomorfizam, ako za sve x,y € M, x € y akoisamo ako f(z) € f(y).

Primer 8. Ako je f izomorfizam tranzitivnih klasa M i N, onda M = N
iza svako x € M, f(z) = =.

Tvrdenje dokazujemo €-indukcijom, odnosno, dokazujemo da za svako
x € M, f(x) = x. Pretpostavimo da za sve z € z, f(z) = z 1 neka je
f@)=y.

Ako je z € z, onda z = f(z) € f(x) =y, pa je x Cy. Obratno, neka je
u € y. Kako y € N to postoji z € M takvo da f(z) = u. Dakle f(z) € y,
tj. f(z) € f(z), pa mora biti z € x. Po induktivnoj pretpostavci f(z) = z
§to znaci da u € z. Dakle y C .



177

Prethodni primer pokazuje da ne postoje razli¢ite izomorfne tranzitivne
klase i da takve klase ne dopustaju netrivijalne automorfizme. Na primer,
univerzum svih skupova V' nema netrivijalnih automorfizama.

Primer 9. (a) Za svako o, rang(a) =a i V,NOn = a.
(b) Ako z € V, onda Uz, P(z) i {x} € V, a rangovi ovih skupova su
manji od rang(x) + w.

Primer 10. Ako z,y € V, onda x Xy, zUy, xNy, {z,y}, (z,y)iz¥ € V.
Svi rangovi ovih skupova su manji od max(rang(z), rang(y)) + w.

Primer 11. (a) Za svako n € w, |V,| <w i |V,| = w.
(b) Postoji skup a takav da a x a C a.

Primer 12. Definisimo relaciju ¢ C w? tako da za sve m,n € w,

nem ako i samo ako "na n-tom mestu, racunajué¢i sa desna, u binarnoj
ekspanziji broja m se javlja cifra 17.

Na primer 13 = 1101, pa 013, 2¢13, 3¢13, a =(1£13) i =(4¢13).

Kao modeli jezika Lzp, (w,€) 1 (V,,, €) su izomorfni.

Primer 13. U modelu (V,, €) vaze sve aksiome teorije ZF osim aksiome
beskonaénosti. Zapravo, svaki element skupa V,, je konacan skup.

Primer 14. (a) Ako je £ € V jezik predikatskog rac¢una, rang skupa
njegovih formula je manji od rang(£) + w. Ako je A € V model jezika L,
rang(A) < rang(A) + w.

(b) Ako se pretpostavi aksioma izbora, svaka grupa, topoloski prostor ili
bilo koja matematicka struktura izomorfna je strukturi u klasi V.

Zanimljivo je da bez aksiome izbora ovo tvrdenje nije moguée dokazati.
Onako kako su ovde definisane strukture celih Z, racionalnih O i realnih
brojeva R pripadaju skupu V4.

Zasnivanje matematike

Zasnivanje standardne matematike u okviru teorije ZF pre svega pod-
razumeva definiciju strukture prirodnih brojeva. Skup prirodnih brojeva w
definisali smo kao najmanji induktivan skup. Skup w je beskonacan, relacija
< je dobro uredjenje na w i svaki neprazan ogranicen skup u w ima naj-
veéi element. Sledeéi primer pokazuje da ovi uslovi jedinstveno karakterisu
prirodne brojeve.

Primer 1. Beskonac¢no dobro uredenje u kojem svaki neprazan skup ima
najveéi element, izomorfno je uredjenju prirodnih brojeva.
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Neka je p najmani element u uredenju P. Za proizvoljne x € Pin € w,
neka je g(z,n) najmanji y € P takav da z < y. Na osnovu teoreme rekurzije,
postoji jedinstveno odredena funkcija f : w — P takva da f(0) = piza svako
n>0, f(n+1) =g(xz,n).

Za svakon € w, f(n) < f(n+1). Otuda sledi da za sve m,n € w, m <n
implicira f(m) < f(n), odnosno, funkcija f je obostrano jednoznaéna. Ako
je P — codom(f) neprazan skup, neka je ¢ € P njegov najmanji element.
Kako skup {r € P : r < ¢} ima gornje ogranicenje, neka je r € P njegov
najveci element. Po definiciji elementa r, postoji n € w takvo da f(n) = r.
Kako je ¢ najmanji element skupa P takav da r < ¢, po definiciji funkcije f
mora biti f(n + 1) = ¢, a to nije moguce.

Definicije sabiranja i mnozenja prirodnih brojeva u aksiomama aritme-
tike su rekurzivne, pa je struktura N' = (w,+,-,<,s,0) koja zadovoljava
aksiome navedene u uvodnom poglavlju jedinstveno odredena.

Primer 2. (a) Neka je ~ binarna relacija skupa w x w definisana tako da
za sve ,y,u,v € w, (x,y) ~ (u,v) ako i samo ako x + v = y + u. Relacija
~ je ekvivalencija.

Neka [z, y] klasa ekvivalencije elementa (x,y). Koli¢nik skupa w x w po
relaciji ~ oznacavamo sa Z. Tako dobijen skup Z je skup celih brojeva.

(b) Za svaki ceo broj [z,y], ako > y, onda (z,y) ~ (z — y,0). Ako
je x < y, onda (z,y) ~ (0,y — x). Otuda sledi da svaki ceo broj sadrzi
jedinstven par oblika (n,0), n € w, ili (0,n), n > 0. Dakle, skup celih
brojeva je beskonacan prebrojiv skup.

(¢c) Za proizvoljne z,y,u,v € w, neka je [z,y] < [u,v] ako i samo ako
x + v < y + u. Definicija relacije < je korektna, a struktura (Z,<) je
linearno uredenje bez krajeva u kojem je svaki interval konacan.

Zasvakon > 0, [0,n] < [0,0] < [n,0] i preslikavanje f : w — Z definisano
sa f(n) = [n, 0] je obostrano jednoznac¢no i ¢uva poredak prirodnih brojeva.

(d) Za sve x,y,u,v € w, neka je [z,y] + [u,v] = [z + u, y + v]. Operacija
+ je korektno definisana i struktura (Z, 4, <,0) je uredena grupa. Pritom,
za sve T,y € w, —|[x,y] = [y, z].

(e) Za sve x,y,u,v € w, neka je [x,y] - [u,v] = [ru+yv, xv+yu|. Pritom,
operacija - je korektno definisana.

Struktura Z = (Z,+,-,<,1) je ureden prsten, odnosno, zadovoljava sve
aksiome uredjenih polja osim egzistencije inverznog elementa u odnosu na
operaciju mnozenja. Svaki ureden prsten sadrzi izomorfnu kopiju prstena
celih brojeva.

Sa stanovista teorije ZF, struktura Z je definabilna konstanta jezika Lz .
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Dakle, postoji formula ¢z(z) jezika Lzp takva da Vz (Z = z < ¢z(z)) i
pritom, ZF + 3aVy (pz(y) = y = z).

Primer 3. (a) Na skupu P = Z x (Z —{0}) definisimo relaciju ~ tako da
za sve (z,v), (u,v) € P, (z,y) ~ (u,v) ako i samo ako = - v = y - u. Pritom,
relacija ~ je relacija ekvivalencije.

Oznacimo sa [7] klasu ekvivalencije elementa (z,y) € P. Kolicnik @ =
Py je skup racionalnih brojeva. Za sve m,n € w, ako m # n, onda [7] #
[%], pa je skup racionalnih brojeva beskonacan prebrojiv skup.

(b) Za svako [7] € Q, [7] = [=]], pa moZemo pretpostaviti da je svaki
racionalan broj predstavljen elementom [%] u kome je y > 0.

Za sve [Z],[}] € Q, ako y > 0 i v > 0, neka je [7] < [{] € @ ako i samo

ako x - v < y - u. Struktura (@, <) je gusto linearno uredenje bez krajeva.

. _ rxvtyeur - 1z

(c) Neka je [] + [2] = [E5H2] § [2]. 2] = [22], 7 sve [2],[2] € Q.
Operacije + i - su korektno definisane 1 struktura Q = (Q,+,-,<,0,1) je
uredeno polje racionalnih brojeva. Polje Q moze se izomorfno utopiti u

svako uredeno polje.

Neka je P linearno gusto uredenje bez krajeva. Skup D C P je gust u P
ako za sve x,y € P, x < y, postoji z € D takvo da x < z < y. Kompletno
gusto linearno uredjenje bez krajeva S O P je kompletiranje uredenja P ako
je skup P gust u uredenju S.

Teorema 6. Svako linearno gusto uredenje bez krajeva ima jedinstveno
kompletiranje. Ako su Sy i1 Sy kompletiranja uredenja P, onda postji izomor-
fizam f: S — Sy takav da za svako p € P, f(p) = p.

Dokaz: Ureden par (A, B) disjunktnih nepraznih podskupova linearnog
gustog uredenja bez krajeva P je secenje ako AUB = P, zasvea € A i
b€ B, a < biskup A nema najveéi element. Neka je S skup svih secenja u
P i (A1, B1) < (Ag, By) ako i samo ako A; C As.

Uredenje S = (S, C) je kompletno; ako je {(A;, B;) : i € I} ogranicen
skup u S, onda je (U,;c; AisN;er Bi) njegov supremum.

Neka su P; i P2 kompletiranja uredenja P. Za svako x € P; neka je
Sy ={p € P :p <z} Skup S, C P je ogranicen, pa u P, postoji
f(z) =sup S;.

Za svako p € P, p je gornje ogranicenje za Sy, pa f(p) < p. Akojex € P»
takvo da x < p, zbog gustine skupa P, postoji ¢ € P takvo da = < q < p.
Dakle, x nije gornje ogranicenje skupa Sy, pa mora biti f(p) = p.

Ako x < y, zbog gustine skupa P, postoje p,q € P,z < p < ¢ < y. Kako
je p gornje ogranicene za S; i ¢ € Sy, to mora biti f(z) < p < ¢ < f(y).
Obratno, ako f(z) < f(y), onda z < y.
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Neka je g : P, — P, izomorfizam koji fiksira skup P. Za svako =z € Py,
ako p € S, onda p < x, pa je p = g(p) < g(x). Dakle, g(z) je gornje
ogranicenje skupa S,. Ako je z < g(z) gornje ogranic¢enje skupa S,, kako je
g izomorfizam, postoji y € P; takvo da z = g(y). To znaci da je y < z, pa
postojip € P takvoday <p < x. Kakope S, 1g(y) < g(p) =p,to z € P
nije gornje ogranicenje za S,, pa dakle g(x) =sup S,. O

Kako je Q jedinstveno prebrojivo linearno gusto uredenje bez krajeva, na
osnovu prethodne teoreme jedinstveno je odredeno i njegovo kompletiranje
R.  Uredenje R je realna prava ili kontinuum. Dakle, realna prava je
kompletno gusto linearno uredenje bez krajeva u kojem je skup racionalnih
brojeva svuda gust.

Sa stanovista uredjenja, jedinstveno smo okarakterisali realne brojeve,
ali nismo definisali i njihovu algebarsku strukturu. Samo po sebi uopste
nije jasno da postoji ta¢no jedna takva struktura saglasna sa postojeéim
uredenjem, ¢ija je restrikcija na skup racionalnih brojeva identi¢na strukturi
uredenog polja Q.

Struktura uredenog polja defiiSe se na seCenjima racionalnih brojeva, a
dokaz njene jedinstvenosti je neposredan. Dakle, u ZF - Reg, do na izomor-
fizam postoji jedinstveno kompletno uredeno polje.

U sledecem primeru izlozi¢emo jednu ¢udnu konstrukciju pozitivnih real-
nih brojeva koja se neposredno izvodi nad prirodnim brojeva. Konstrukciju
je definisao Kolmogorov analiziraju¢i Euklidov postupak merenja duzi.

Intuitivno, duz kojoj odgovara pozitivan realan broj r, premeri se je-
dini¢nom duzi, zatim polovinom jedini¢ne duzi, tre¢inom itd. Tako se dobija
niz (n1/1,n2/2,n3/3,...) koji aproksimira realan broj r.

Primer 4. Za sve m,n € w, n > 0, neka je [%] najvedi prirodan broj k

takav da je k- n < m, tj. [%] je celi deo koliénika m/n.

Pozitivan realan broj je funkcija r : wt — w koja zadovoljava uslove:

_ |r(kn)

(a) za sve k,n >0, r(n) = {T}?

(b) za svako n > 0 postoji k > 0 takvo da k- r(n) < r(kn).

Skup pozitivnih realnih brojeva oznacavamo sa R', njegovu strukturu
definiSemo na sledeé¢i nacin:

(c) Poredak < definisemo tako da za sve r,s € RT,

r<s < postojin >0, r(n) < s(n).
(b) Sabiranje je definisano tako da za sve r,s,t € R,

r+s=t < zasvakon >0, t(n) = maxgsq [w}
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(d) Proizvod realnih brojeva definisan je tako da za sve r,s,t € RT,

o - r(kn)-s(k/n)
r-s=t <« zasvakon >0, t(n) =max /g [nkk,]
Neposredno se proverava da, u odnosu na definisani poredak i operacije,
R™ zaista ima strukturu pozitivnih realnih brojeva. Na primer, ako je k > 0,

funkcija ri(n) = kn — 1, za sve n > 0, reprezentuje prirodan broj k.

Primer 5. Skup realnih brojeva je neprebrojiv.

U dokazu ovog tvrdenja, Kantor je upotrebio argument koji se uo-
bicajeno naziva dijagonalizacijom. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je
R = (cg,...,Cn,...) prebrojavanje realnih brojeva. Odredi¢emo realan broj
razli¢it od svakog c,,.

Neka je ag = ¢g i bg = ¢, gde je k je najmanji prirodan broj takav da
ag < ck. Za svako n € w, neka je any1 = ¢k, gde k je najmanji prirodan
broj takav da a, < ¢ < b,. I konac¢no neka je b,11 = ci, gde je k najmanji
prirodan broj takav da an4+1 < ¢x < b,. Ako je a = sup{a, : n € w}, za
svaki prirodan broj k € w, mora biti a # cg.

Kako su secenja racionalnih brojeva podskupovi prebrojivog skupa Q) x @,
R =< 2%, Da bismo pokazali da vazi i suprtna nejednakost, neka je C skup
realnih brojeva oblika ) -, g%, gde je za svako n > 1, a, = 0 ili a,, = 2.
Skup C' je zapravo Kantorov skup i C' C [0,1]. Po definiciji, C ~ {0,2}¥,
odnosno, 2 = R. Dakle, sa stanosta teorije ZF, ukoliko skup realnih brojeva
ima kardinalnost, |R| = 2%0. I sledeée primere treba shvatiti na taj nacin.

Primer 6. (a) Ako je A C R prebrojiv skup, onda je |R — A| = 2%,

(b) Skup iracionalnih brojeva je kardinalnosti 2%, Skup svih beskonaé-
nih skupova prirodnih brojeva je kardinalnosti 2%0.

Kako je |R x R| = 2%, dovoljno je pokazati da ako je A C R x R
prebrojiv, onda je |(R x R) — A| = 2%, Akoje P = {x € R: (x,9) € A},
skup P mora biti prebrojiv, pa postoji z € R takvo da = ¢ P. Ako je
X={z} xR onda ANX =0, pa X C(RxR)—Ai|X|=2%.

Gusto linearno uredenje P koje sadrzi prebrojiv gust skup je separa-
bilno. Ako je svaka familija disjunktnih otvorenih intervala najvise prebro-
jiva, uredenje P zadovoljava uslov prebrojivih lanaca.

Primer 7. Svako separabilno linearno uredenje zadovoljava uslov pre-
brojivih lanaca.

Realna prava je jedinstveno odredeno, kompletno separabilno gusto line-
arno uredenje bez krajeva. Jasno, realna prava zadovoljava uslov prebrojivih
lanaca, pa se prirodno postavlja pitanje:
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— da li je kompletno gusto uredenje bez krajeva koje zadovoljava uslov
prebrojivih lanaca, izomorfno realnoj pravoj?

Pozitivan odgovor na ovo pitanje naziva se Suslinovom hipotezom. Poz-
nato je da se u teoriji ZFC ovaj problem ne moze resiti.

Aksioma izbora

Kao princip, aksiomu izbora koristili smo u viSe navrata. U odnosu na
aksiome ZF ona se razlikuje utoliko Sto postulira egzistenciju odredenog
skupa koji istovremeno i ne definiSe. Na primer, aksiome separacije,
dvoclanog skupa, unije, partitivnog skupa, beskonacnog skupa i zamene ek-
splicitno definisu skupove ¢iju egzistenciju tvrde. Iz tih razloga, aksioma
izbora ima posebno mesto u teoriji skupova i matematici uopste. Zanim-
ljivo je da veéina matemati¢ara samo ovaj skupovno-teorijski princip naziva
aksiomom, a sve druge aksiome se u svakodnevnoj matematici uopste i ne
spominju. Aksiomu izbora u jeziku Lz p izrazavamo recenicom:

Ve (Vy € x (y #0) — 3f (fan(f) A dom(f) = & A Vy € 2 f(y) € )

Svaka familija nepraznih skupova x ima skup predstavnika u, odnosno,
svaka takva familija ima funkciju izbora.

Aksiomu izbora, odnosno, prethodnu rec¢enicu predikatskog racuna prvog
reda, ozna¢avamo sa AC. Kasnije ¢emo videti da je ona nezavisna od ostalih
aksioma teorije ZF i da mnoga matematicka tvrdenja nisu dokaziva u ZF
bez pretpostavke AC. Prosirenje ZF sa AC oznacavamo sa ZFC.

Kako smo veé naglasili, ve¢ina matematic¢ara od svih skupovno-teorijskih
principa jedino koristi aksiomu izbora i jedino se na nju poziva. Pritom,
najcesée se ne koristi ona sama, ve¢ neka od njenih ekvivalentnih verzija.
U slede¢im primerima navedeno je nekoliko takvih verzija, a odgovarajucéa
ekvivalencija dokazuje se uvek u teoriji ZF.

Primer 1. Aksioma izbora vazi ako i samo ako za svaku familiju dis-
junktnih nepraznih skupova postoji funkcija izbora.

Ako je x familija nepraznih skupova, za svako y € x neka je y* = y X
{y}. Prema aksiomi zamene, familija 2* = {y* : y € z} je skup, a svi
njegovi elementi su disjunktni i neprazni. Neka je a C Ux* skup predstavnika
familije *. Za svako y € x, oznacimo sa f*(y) jedinstveni element skupa
a Ny*. Pritom, za svako y € x, f*(y) je ureden par i neka je f(y) njegov
prvi element. Ocigledno, f:z — Uz i f je funkcija izbora skupa z.
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U nekim jednostavnim slucajevima, postojanje funkcije izbora moze se
dokazati i u teoriji ZF.

Primer 2. Familija jednoc¢lanih skupova ima funkciju izbora. Isto vazi i
za svaku kona¢nu familiju nepraznih skupova. Sa druge strane, egzistencija
funkcije izbora familije X se ne moze dokazati ¢ak ni uz pretpostavku da je
svaki x € X konacan skup.

Primer 3. Aksioma izbora je ekvivalentna principu dobrog uredenja.
Dakle, ako se pretpostavi AC, svaki skup moze se dobro urediti.

Pretpostavimo aksiomu izbora. Neka je f funkcija izbora familije svih
nepraznih podskupova skupa a. Neka je ag = f(a) i za svako o > 0 neka
je aq = fla—{ae : £ < a}) ako a — {ag¢ : £ < a} nije prazan. Neka je
najmanji ordinal takav da a = {a¢ : £ < B}. Niz (aq : @ < ) je numeracija
skupa a.

Obratno, pretpostavimo da se svaki skup moze dobro urediti. Ako je
a familija nepraznih skupova, uredimo linearno skup Ua, pa za proizvoljan
element x € a, neka je f(x) najmanji element skupa z.

Primer 4. Aksioma izbora je ekvivalentna Cornovoj lemi. Dakle, AC
vazi ako i samo ako svako parcijalno uredenje, u kojem svaki lanac ima
gornje ogranicenje, sadrzi maksimalni element.

Pretpostavimo aksiomu izbora. Neka je P parcijalno uredenje u kojem
svaki lanac ima gornje ogranic¢enje i f funkcija izbora familije svih nepraznih
podskupova skupa P. Neka je

Pa=f({p€P:p: <prasve <a}),

ako takav p, postoji. Ako je o # 0 grani¢ni ordinal, skup {p¢ : £ < a} je
lanac u P, pa prema pretpostavci, takav p, postoji. Neka je § najmanji
ordinal za koji ne postoji pgy1 € P takav da pg < pgy1. Dakle, pg je
maksimalni element uredenja P.

Pretpostavimo da vazi Cornova lema. Neka je a familija nepraznih sku-
povai P = {f: f je funkcija izbora familije z i z C a}. Kako svaka kona¢na
familija ima funkciju izbora, skup P nije prazan. U parcijalnom uredenju
(P, C) svaki lanac L ima gornje ogranicenje | J L, pa prema Cornovoj lemi,
P sadrzi maksimalni element f koji je funkcija izbora familije a.

U teoriji ZFC, svaki skup x moze se dobro urediti, odnosno, postoji
ordinal « takav da je * =~ «. Najmanji ordinal sa takvim svojstvom je
kardinalnost skupa x. Dakle, u ZFC svaki skup ima kardinalnost. Podsetimo
se, u teoriji ZF moze se definisati pojam kardinala i razviti do odredenog
stepena, ali ne i govoriti o kardinalnosti svakog skupa.
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Na primer, u teoriji ZF, ni za jedan ordinal a ne moze se dokazati da
skup P(wq) zaista ima kardinalnost.

Zbir niza kardinala (k. : « < () je kardinal

2a<p fia = [Uacp(hia x {a})]-

U ovoj definiciji, kardinale x, mozemo shvatiti i kao skupove, odnosno,
>a<p o = |Uacp 4al, gde je (Aq : a < B) proizvoljna familija disjunktnih
skupova takvih da za svako a < 8, |As| = Kq. Na osnovu aksiome izbora,
ova definicija je korektna.

U specijalnom sluc¢aju, zbir kardinala x i A definisan je kao kardinal
kA= (5 x {0 U x {1})]

Sabiranje kardinala je asocijativno i komutativno u opstem smislu,
tj. poredak ¢lanova niza (ko : o < ) je irelevantan za kardinalnost nje-
govog zbira.

Kardinalnost Dekartovog proizvoda [], . 3 Ka Je proizvod niza kardinala
(Ko @ a < (). Prema aksiomi izbora, ova definicija je korektna. Mnozenje
kardinala je asocijativno i komutativno u istom smislu kao i sabiranje.

Za proizvoljne kardinale x i A\, stepen k* definisemo kao kardinalnost
proizvoda [], ., k, odnosno k* = |{f : f je funkcija A u k}|. Za proizvoljne
kardinale k, A i v, k- k¥ = KO A pd = (k- ) 1 (KA = kOH),

Prethodne napomene pokazuju da aritmetika kardinala ima sva alge-
barska svojstva aritmetike kona¢nih kardinala. Medutim, one nisu u pot-
punosti svodljive jedna na drugu. U izvesnom smislu, kardinalna aritmetika
je trivijalna, sto pokazuje sledeéi primer.

Teorema 7. Za svaki kardinal x > Ny, vazi jednakost k- Kk = k.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Neka je x najmanji kardinal takav da
K-k # k. To znati da zasve A < kK, A- A=\ < K.

Neka je P = k x k. To zna¢i da je |P| = k- k > k. Za svako & < k, neka
jo Pe={(0,8) € Pra+B=¢}

Ako £ # v, onda PN Py =01 P = e, P Sto znaci da familija
(P¢ : £ < k) cini particiju skupa P.

Za svako £ < k, neka je na P definisan leksikografski poredak <¢ i neka
je <, ordinalna suma poredaka (P, <¢). To zapravo znaci da je <, dobro
uredenje skupa P.

Neka je  ordinal izomorfan uredenju (P, <.). Kako je |P| > &, mora biti
0 > k. Otuda sledi da postoji par (g, fy) € P za koji je inicijalni segment
P y uredenja (P, <) jednak kardinalu .

0,80
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Neka je & < & takvo da (ag, fo) € Pe,. To znaci da je ag + By = &o, pa
mora biti Py, 5,) € (S0 +1) x (§o + 1)

Kako je & + 1 < k, to mora biti [y + 1| < &, $to konacno znaci da je
[P )| < K, suprotno definiciji inicijalnog segmenta P, 5,). O

0,80

Tako se to relativno retko naglasava, prethodni primer spada u brojne
varijante aksiome izbora.

Primer 5. Aksioma izbora vazi ako i samo ako za svaki beskonacan
kardinal x, vazi jednakost x? = k.

Primer 6. Bez aksiome izbora, dakle u ZF, postoji proizvoljno veliki
kardinal 3 takav da 8% = 3.

Neka je a proizvoljan kardinal i 8 = 2%, Kako je a < 2%, to mora biti
a < 29N = 3. Pritom, §2 = (2%0)2 = 2002 — 90N — 3,

Primer 7. Donja Skolemova teorema je ekvivalentna aksiomi izbora.

Pretpostavimo da je k beskonacan kardinal, onda postoji kardinal A > k
takav da je A> = X. Neka je I binarna operacijska konstanta i ¢ sledeé¢a
reCenica jezika £ = {F}:

o =VaVy3zVu (F(z,y) = u + u=2)A
VzIuuVaVy (F(z,y) =z < (z=u A y =0)).

Recenica ¢ u modelu A = (A, f) izrazava ¢injenicu: ” f je obostrano

jednozanacna i na funkcija”. Prema donjoj Skolemovoj, postoji model B =

(B, g) kardinalnosti | B| = & u kojem vazi recenica ¢, §to znaéi da je k% = k.

Primer 8. Gornja Skolemova teorema je ekvivalentna aksiomi izbora.

Za dokaz ovog tvrdenja dovoljno je primetiti da, u ZF, postoji obostrano
jednozna¢na funkcija f koja preslikava w X w na w. Na primer, sledeci
polinom nabraja parove prirodnih brojeva: za proizvoljne m,n € w,

p(m,n) = %[(m—i—n)2 +3m + n).

To znaéi da recenica ¢, definisana u prethodnom primeru, ima prebrojiv
model. Prema gornjoj Skolemovoj teoremi, ¢ ima model svake beskonacne
kardinalnosti.

Primer 9. Ako je k beskonacan kardinal, onda skup svih ordinala kar-
dinalnosti x ima kardinalnost x*.

Primer 10. Unija prebrojive familije prebrojivih skupova je prebrojiva.
Opéstije, za svaku familiju S, [|J S| < |S| - sup{|z| : z € S}.

Pretpostavimo da je k = |S| i A = sup{|z| : * € S}. Prema aksiomi
izbora, familija S, a i svaki od njenih elemenata, moze se dobro urediti.
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Neka je S = {Sq : @ < K} izasvako o < K, So = {Zap : B < Ao}, Ao < A
Preslikavanje (o, §) — zop je projekcija k x A na [JS, tj. US| < K- A

Specijalno, unija R, skupova, od kojih je svaki kardinalnosti R, ima kar-
dinalnost N,. Takode, iz prethodnog rezultata sledi da za svako «, kardinal
Ny41 je regularan kardinal.

Primer 11. (a) Neka su s i A kardinali i za svako a@ < A\, ko = k. Tada
je Y qerfa = A K.

(b) Neka je A beskonacan kardinal i za svako o < A, K, > 0, onda je
Y oacrKa = A SUpP,y Ka-

(c) Ako je A < sup,y Ka, onda )\ Kq = SUP, ) Ka-

Na osnovu ovih rezultata, singularni kardinal « je kardinal predstavljiv
kao suma k= )\ Kq U kojoj je A < & isvaki k; < k.

Primer 12. (a) Neka je A beskonacan kardinal i (ko > 0 : @ < A)
neopadajuéi niz kardinala, onda je
[Tocr fia = (Supgep ha)™.
(b) Skup w! = {f € w¥ : fje”1-1”i”na” } ima kardinalnost 2“.
Pritom, w! se moze shvatiti kao [[o.,,<., 7

Primer 13. (a) Za svaki kardinal , ako je A beskonacan kardinal i
2 < k <\, onda k* = 2.

(b) Ako je x beskonacan kardinal (kT)" = 2%,

Da bi se dokazalo tvrdenje (a), dovoljno je dokazati nejednakost k* < 2.
Kako je A beskonacan kardinal i K < A\, k- A= AX. Nekaje f: A XK — A
obostrano jednozna¢na i ”na” funkcija.

Za svaku funkciju h : A — K, h € K x A, pa neka je G(h) = f[h]. To
znaci da je G(h) C A, tj. G : k* — P()) je obostrano jednoznacna funkcija.
Pritom, u ovom slucaju, sa x* oznaéili smo skup svih funkcija iz A u k.
Otuda sledi da je x* = [s*| < |P(\)| = 2.

Kardinal £ je regularan, pa ako (x7)" shvatimo kao skup svih funkcija
iz kuk®, (K7)" CJyep+ @ Otuda se redom dobija

((K5)] < Pt 1071 = L |0 = &7 - K% = 1T 27 =28,

sto dokazuje tvrdenje (b).

U prethodnim dokazima, izraz x* javljao se kao oznaka stepena kardinala
i istovremeno, kao oznaka skupa svih funkcija iz A u &, ali je iz konteksta
bilo jasno u kom smislu je on bio upotrebljen.
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Za beskonacan kardinal A, tvrdenje (a) daje potpun odgovor o ponasanju
stepena k* za sve vrednosti £ < \. Za k > )\, ponadanje stepena je mnogo
kompleksnije i o njemu se u ZFC ne moze reé¢i monogo vise od onoga §to je
re¢eno u tvrdenju (b). Na primer, 2% jeste kardinal, pa za neki ordinal a,
2R = R, ali se u teoriji ZFC ova jednacina ne moze resiti.

Tako je pokusavao da dokaze i suprotno, Kantor je izgleda verovao da je
2R = N;. Kako je 2% kardinalnost skupa R realnih brojeva, odnosno, konti-
nuuma, pretpostavka 280 = R; se uobi¢ajeno naziva hipotezom kontinuuma

Skup 2¥ moze se definisati u teoriji ZF, pa je 2“ konstanta kona¢nog
definicionog prosirenja jezika Lzp. Isto vazi i za predikate Fin(z) ako i
samo ako "z je konacan skup”, Preb(z) ako i samo ako "z je prebrojiv
skup” i "z = y”. Stoga, hipotezu kontinuuma mozemo izraziti re¢enicom

CH =Vz ((x C2¥ A =Fin(x)) — (Preb(z) V z =~ 2¥)).

Recenica CH formulisana je u definicionom proSirenju jezika Lzp. Kada
eliminiSemo sve uvedene konstante, dobijamo ekvivalentnu formulaciju
recenice CH u jeziku Lzp. Zapravo, ta recenica predstavlja formulaciju
hipoteze kontinuuma u jeziku teorije ZF. Kantorov problem kontinuuma
sada mozemo shvatiti kao problem dokazivosti recenice CH u teoriji ZF,
odnosno ZFC ili bilo kojoj teoriji ¥ u jeziku Lzp.

Nije sasvim jasno koliko je ovakva preformulacija Kantorovog problema
opravdana. Sigurno, on sam ga nije tako shvatao. Iako po formulaciji sasvim
jednostavan, problem kontinuuma je decenijama mobilisao znacajne napore
vecine matematicara. O tome kako je reSen i da li je uopste resen, govori-
¢emo i kasnije. Prethodno ¢emo izloziti svojstva kardinala 2 koja se mo-
gu dokazati u teoriji ZFC. Granicu do koje ova teorija rasvetljava problem
kontinuuma i aritmetiku kardinala odreduje slede¢a teorema.

Kenihova Lema: Ako su (ko : @ < ) 1 (Aq @ @ < ) nizovi kardinala
takvi da za svako a < 3, ko < Aa, Onda je

Za<[3 Ka < Ha<,3 Aa-

Dokaz: Neka je (aq : a < ) familija skupova takva da za svaki ordinal
a < B, |aa] = Aa. Dovoljno je dokazati da za proizvoljnu familiju skupova
(ba : a0 < B), ako ba C [[,cpaa =a i [ba| < Ka, onda J,gba # a.

Za svako a < 3, neka je o = {f(@) : f € ba}. Kako je |z4] < |aq|, neka
je [ € a takvo da za svako a < 3, f(a) € (aq — z4). Dakle, za svaki ordinal
a < B, f&ba, tj. Upcpba #a. O
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Primer 14. Ako je x beskonacan kardinal, onda x < cf(2").
Svaki niz kardinala (ko < 2" : a < k), na osnovu Kenihove leme zado-

voljava nejednakost Yo<phia < [, (27)" = 27.

Primer 15. Ako je k beskonacan kardinal, x < k),

Za a < cf(k), neka su k, < Kk takvi da kK = Za<Cf(H) K- Na osnovu
Kenihove leme, k = Za<cf(n) Ko < Ha<Cf(ﬁ) k= kCH).

Prema prethodnom primeru 28 ne moze biti kardinal kofinalnosti w, §to
znadi da je 2% £ R odnosno, 280 #£ R, itd. Pretezno, to je sve §to se u
teoriji ZFC moze reé¢i o problemu kontinuuma.

Modeli teorije skupova

Sve aksiome teorije ZF vaze u modelu (V,€), pa dakle ZF je nepro-
tivreéna teorija. Medutim, ovaj ”"dokaz” neprotivre¢nosti teorije ZF samo
izrazava naSe uverenje da teorija skupova u kojoj se moze zasnovati ¢itava
matematika nije protivrecna. Klasa V nije skup, pa dakle u pravom smislu
te reci, (V, €) nije model teorije ZF. Jedan od kljuénih problema zasnivanja
matematike je problem neprotivrecnosti teorije ZF. Eksplicitno formulisan to
je problem ”da li postoji dokaz kontradikcije iz pretpostavki ZF”, odnosno,
da li postoji kona¢an niz recenica @1, ...pn_1,9 A —p jezika Lz u kojem
su recenice @1, ..., py—1 aksiome teorije ZF ili njihove posledice.

Ovako postavljena, neprotivreénost teorije ZF ima ¢isto kombinatorni
karakter, pa izgleda da se taj problem moze resiti u elementarnom racunu
sa kona¢nim nizovima. Po svemu sudeéi, Hilbert je verovao u postojanje
upravo takvog dokaza "da opSte prihvad¢ene metode matematike uzete u
svojoj ukupnosti ne dovode do kontradikcije”. Medutim, prema Gedelovoj
teoremi nepotpunosti, takav dokaz nije mogué ¢ak ni kada se u metateoriji
pretpostave sredstva izrazena u teoriji ZFC.

Kako klasa V', kao osnovna interpretacija jezika £z nije model u pravom
smislu te reci, kljuéna ideja u dokazima neprotivrecnosti je Gedelov stav
potpunosti. Za proizvoljnu teoriju ¥ jezika Lzp, u klasi V definisa¢emo
interpretaciju u kojoj vaze sve recenice teorije ¥. Na primer, ako je CH for-
mulacija hipoteze kontinuuma u jeziku £, definisa¢emo jednu interpretaciju
u kojoj vazi ZF + CH i drugu, u kojoj vazi ZF + —-C'H, a da pritom uopste
ne odgovorimo na pitanje da li u nasoj glavnoj interpretaciji V' vazi hipoteza
CH ili njena negacija.
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Smisao takvog rezultata jeste da pretpostavke teorije ZF ne dokazuju niti
opovrgavaju hipotezu kontinuma i on je u principu prihvatljiv i sa platonis-
tickog i sa formalistickog stanovista. U prvom slucaju, on pokazuje da rece-
nice teorije ZF ne izrazavaju sva svojstva skupova koja vaze u matematic-
kom svetu. Sa formalistickog stanovista, on pokazuje da se u formalizaciciji
principa naSe metateorije, dakle u ZF ili u ZFC, moze dokazati recenica

Con(ZF) — Con(ZF + CH),

u kojoj Con(ZF) oznacava formalizaciju recenice "ZF je neprotivrecna
teorija” u jeziku Lzp.

Ako pretpostavimo da nasa metateorija sadrzi principe koji su neophod-
ni da bi se dokazao stav potpunosti, iz neprotivrec¢nosti teorije ZF sledi da
postoji model A = (A, ¢) jezika Lzp takav da A = ZF. Kao ureden par,
model A je skup, tj. A € V, pa sve objekte koje smo do sada definisali,
kao i njihova svojstva, mozemo interpretirati u modelu A. Na primer, u
modelu A postoje skupovi prirodnih i realnih brojeva, ordinal w* i kardinal
w1, odnosno, u njemu su definisani klasa On, niz kardinal (X, : « € On) itd.
Svi navedeni objekti ne moraju biti identi¢ni sa odgovaraju¢im objektima
univerzuma V. U slede¢im primerima ilustrova¢emo kako u modelima teorije
ZF izgledaju prirodni brojevi.

Primer 1. Ako je ZF neprotivreéna teorija, ZF ima prebrojiv model.
Medutim, u teoriji ZF dokazali smo da ”u univerzumu V postoji neprebrojivo
mnogo skupova”.

Navedena ”protivrecnost” naziva se Skolemovim paradoksom. Ipak, ona
je samo prividna buduéi da recenica koja izrazava neprebrojivost univerzuma
zaista vazi u prebrojivom modelu teorije ZF.

Pretpostavimo da je ZF neprotivrecéna teorija. Kako je jezik Lzp pre-
brojiv, na osnovu Skolemove teoreme, teorija ZF ima prebrojiv model A =
(A, e). Neka je p(z) = =Fy (fun(y) Amono(y) Adom(y) = x Acodom(z) C w)
formula koja u teoriji ZF formalizuje predikat "ne postoji funkcija koja
obostrano jednoznac¢no preslikava skup x u skup prirodnih brojeva w”.

Kako smo ranije dokazali ZF + 3z ¢(x), pa postoji skup a € A za koji
vazi A = ¢(x)[a). Skup a? = {z € A: zea} C A je najvise prebrojiv, pa
postoji funkcija f € V koja obostrano jednoznaéno preslikava a4 na skup
prirodnih brojeva w.

Kako svaki skup pripada klasi V', za svako a € A, vazi A = (x = z)[a], tj.
interpretacija V4 klase V u modelu A jeste skup A. Kako je VA = A, otuda
nesledida f € A. Jer, po definiciji zadovoljenja, smisao relacije A = ¢(z)[a]
jeste da ne postoji f € A takvo da fun(f), mono?(f), dom?(f) = a i



190

codom?(z) €4 wA, odnosno, skup a € A je (neprebrojiv)?. Slobodnije
re¢eno, posmatran iz univerzuma V, skup a? je prebrojiv, a posmatran u
samom modelu A, skup a“ nije prebrojiv.

Kada se ima u vidu gornja Skolemova teorema, slika iz prethodnog
primera moze se potpuno preokrenuti. Spolja gledano, skupovi u modelu
teorije ZF mogu biti neprebrojivi, a prebrojivi sa stanovista samog modela.

Primer 2. Ako je teorija ZF neprotivrecéna, postoji model B za ZF ¢iji
je skup prirodnoh brojeva w? neprebrojiv u V.

Neka je L' = Lzp U {w} definiciono prosirenje jezika Lzp. Prosirimo £
sa wy novih konstanti. U tako dobijenom jeziku definiS§imo skup recenica:

Y=ZFU{cpncw:acwm}tU{caFcg:a#pBia,fecw}

Po pretpostavci, ZF je neprotivreéna teorija, pa svaki konacan skup
recenica g C Y ima model. Prema stavu kompaktnosti, teorija ¥ ima
model. Neka je B = (B, ¢,w?) redukcija modela teorije ¥ na jezik £'. Kao
i ranije, w® je interpretacija konstante w u modelu B. Po konstrukciji, skup
{a € B : asw? } je neprebrojiv, medutim, wB je prebrojivB . To zapravo
znaci da prirodni brojevi u modelu B nisu standardni prirodni brojevi.

Prethodni primeri na prvi pogled protivrece i ¢injenici da se u teoriji ZF
moze dokazati jedinstvenost strukture prirodnih brojeva. Naime, prirodni
brojevi w? i w? sigurno nisu izomorfni. Medutim, ako se Dedekindova
teorema o jedinstvenosti prirodnih brojeva definiSe re¢enicom jezika Lzp,
onda njen smisao u modelu A teorije ZF jeste da su u modelu A bilo koje

dve strukture prirodnih brojeva izomorfne.

Svi sintaksni i semanticki pojmovi jezika L£zr mogu se formalno izraziti
u jeziku Lzp i sva njegova svojstva dokaziva su u teoriji ZF.

Sintaksnu i semanticku strukturu L£zr definiSemo na isti nacin kao u
slucaju strukture prirodnih, racionalnih ili realnih brojeva. U slede¢im
primerima, strukturu jezika L£zp opisa¢emo do stepena u kojem je moguce
formalizovati metamatematicku relaciju zadovoljenja.

Za svaku formulu ¢ jezika Lz, kod formule ¢ je skup "¢ koji defini-
Semo indukcijom po njenoj slozenosti:

(a) "y = v, = (0,m,n), za sve m,n € w,

(b) "y € v, = (1,m,n), za sve m,n € w,

(C) ()0 % w—l — (2 r —I l_w—l)

(d) "= = (3,7 )

(e) ’_Elvn <p—' = (4 n,"¢"), za svako n € w.
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Na osnovu teoreme rekurzije, definiSemo skup F kodova svih formula
jezika Lzp. Neka je Fp =2 X w X w i za svakon > 0

Foy1=F,U({2} x F, x F,,) U ({3} x Fj,) U ({4} x w x F,).

Primer 3. Ako je F' =
ZF vazi "ol € F.

new Fn, za svaku formulu ¢ jezika Lzp, u teoriji

Ako je ¢ formula jezika Lz i x € a* valuacija promenljivih u skupu a, u
jeziku Lz definisemo relaciju ”formula ¢ vazi u modelu (a, €,) za valuaciju
z”. Pritom, sa €, oznacili smo restrikciju relacije € na skup a, odnosno,
relacija €, je skup {(z,y) € a® : x € y}.

Ako je x € a¥ valuacija promenljivih, n € w iy € a, sa z(n/y) oznaca-
vamo valuaciju (z — {(n,z(n))}) U{(n,y)}.

Primer 4. U teoriji ZF moze se definisati funkcija f koja, svakom kodu
formule ¢ jezika Lzp, priduzuje skup valuacija za koje formula ¢ vazi u
modelu (a, €,).

Za svako k € w definisa¢emo funkciju fx : Fr, — P(a®). Funkcija f ¢ija
se egzistencija tvrdi je f = Ui, fr- Ako je k =0, za sve m,n € w,

(a) fo(0,m,n) ={z € a¥;x(m) = z(n)},

(b) fo(1,m,n) = {x € a*;x(m) € x(n)}.

Za svako k > 0, ako je funkcija fr definisana, onda za sve u,v € Fj i
svako n € w,

(©) fr+1(2,u,v) = (a* = fir(w)) U fi(v),

(d) frt1(3,u) = a® — fi(u),

(€) frr1(4,nyu) ={x € a¥;3z € a(x(n/z) € fr(u))}.

Na osnovu teoreme rekurzije, smisao prethodnog tvrdenja jeste da pos-
toji formula (z,y) jezika Lzp takva da ZF F Va3f ¢(a, f). Na osnovu
prethodnog dokaza,

ola,f) = fan(f) A (dom(f) = F)
AYmYn (f(0,m,n) = {z € a*;x(m) = z(n)}
Af(l,m,n) ={z € a’;x(m) € z(n)}
AVu € FYv € F (f(2,u,v) = (a* — f(u)) U f(v)
ANf(3,u) =a” — f(u)
Afd,nu) =4z €a*;3z€ax(n/z) € f(u)})).

f) definise skup valuacija za koji formula sa datim kodom
€,). Za sve a, v, z neka je s(a,v) = z ako i samo ako vazi
) =

2).

Formula ¢(a,
vazi u modelu

(a
Vf (ela, f) = fv
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Ako v € F, onda je s(a,v) skup svih valuacija x € a* koje zadovoljavaju
formulu v u modelu (a, €,).

Sada se u jeziku Lzr moze definisati formulu
Sat(z,v,a) =v € F Az € s(a,v).

Primer 5. Formula Sat(z,"¢",a) u teoriji ZF formalizuje predikat "z
zadovoljava formulu ¢ u modelu (a, €,)”.

Za sve m,n € w i proizvoljne formule @, ¥ jezika Lzp, u teoriji ZF moze
se dokazati da za svaki skup a i svaku valuaciju x € a*,

(a) Sat(x, vy = v, ', a) > z(m) = z(n),

(b) Sat(z, v, € vy, 7, a) <> x(m) € x(n),

(c) Sat(xz,"p — Y7 a) <> Sat(z, ¢, a) — Sat(x,"Y 7, a),

(d) Sat(z, "¢, a) « —Sat(z, ¢, a),

(e) Sat(z, Fv, ¢, a) < Jy € aSat(x(n/y), ¢, a).

Primer 6. Ako je ¢ formula sa slobodnim promenljivim vy, ...v,, u
teoriji ZF moze se dokazati da za svaki skup a i svaku valuaciju z € a* vazi

Sat(z, ¢, a) < p*(x(0),...,z(n)),

gde je ¢ formula koja se dobija relativizacijom svih kvantifikatora formule
© na skup a. To znaéi da se svaki kvantifikator = zameni sa 3z € a.

Primer 7. Ako je Ist(v,a) = Va € a* Sat(z, v, a), onda za svaku recenicu
©, u teoriji ZF moze se dokazati da ako je a # 0, Ist("p ™, a) <> ¢®.

U teoriji ZF, formula Ist("¢™, a) izrazava istinitost recenice ¢ u mo-
delu (a, €,). Dakle, u teoriji ZF moze se formulisati istina modela (a, €,
). Medutim, ne postoji formula Lis(x) koja izrazava logicke istine Citavog
univerzuma V. To bi znacilo da za svaku recenicu ¢ vazi ZF + ¢
Lis(7¢"), 8to u rekurzivno aksiomatskoj teoriji kakva je i ZF nije moguce.
Ovaj rezultat izloZen je u okviru teorije izracunljivosti.

Primer 8. U teoriji ZF moze se definisati formula koja formalizuje ele-
mentarne podmodele. Ako je

Epm(a,b) =a CbA Vv € FVx € a¥ Sat(z,v,a) <> Sat(z,v,b).

formula Epm(a,b) izrazava ¢injenicu da je (a,€,) elementarni podmodel
modela (b, €,). Pritom, za svaku formulu ¢ jezika Lzp, ¢ije su slobodne
promenljive vy, . .. v,, U teoriji ZF moze se dokazati

Epm(a,b) — Yvg € a--- Yo, € a(p® < ).
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Primer 9. Ako pretpostavimo aksiomu izbora, dakle u teoriji ZFC, moze
se dokazati formalna varijanta donje Skolemove teoreme:

Vz C b(w < |z| < |b] = Ja C b(Epm(a,b) Az C a)).

Formalizacija sintaksne strukture jezika £zp je znatno jednostavnija od
formalizacije njegove semantike. Skup formula F' smo definisali. Formaliza-
smisao "z je dokaz formule y u teoriji s”, pritom, x je konacan niz kodova
elemenata skupa F', y € F'i s C F skup kodova teorije X u jeziku Lzp. Za
svaki skup recenica X neka je

Con(s) = -3z Pr(s,z,"0=17).

Recenica Con(s) u teoriji ZF formalizuje neprotivre¢nost teorije 3.
Takode, ako je s skup kodova teorije Y, recenica

Mod(a, s) = Vv € sIst(v,a)

u teoriji ZF formalizuje vazenje teorije ¥ u modelu (a, €,), odnosno, formula
Mod(a, s) vazi ako i samo ako (a,€,) je model teorije ¢iji je skup kodova
s CF.

Nije tesko uveriti se da sve teoreme o kojima smo govorili u okviru teorije
modela mozemo formalizovati u ZF. Ako su dokazive metamatematickim
sredstvima koja se mogu izraziti u ZF, sve takve teoreme mogu se i for-
malno dokazati u ZF. Posebno, u slucaju stava potpunosti koristili smo
jednu varijantu principa izbora.

Kada se radi o teorijama u prebrojivom jeziku Lz, aksioma izbora moze
se eliminisati iz njegovog dokaza. Naime, svi objekti jezika £z, njegova sin-
taksa i semantika, mogu se kodirati kona¢nim nizovima prirodnih brojeva,
a stav potpunosti za teorije u jeziku Lzr moze se dokazati sredstvima arit-
metike. Kako se u teoriji ZF mogu izraziti sva aritmeticka tvrdenja, otuda
sledi da

ZF Vs C F (Con(s) +» JaMod(a, s)).

Ovo poslednje zapravo znac¢i da svaka konstrukcija modela teorije ZF,
sredstvima same ZF i aksiome izbora, a mi drugih sredstava u metateoriji
za sada nemamo, istovremeno znaci i dokaz re¢enice Con(ZF') u teoriji ZF.
Medutim, na osnovu Gedelove teoreme nepotpunosti, koja ¢e biti dokazana u
okviru teorije izracunljivosti, u bilo kojoj neprotivreénoj rekurzivnoj teoriji
tako nesto nije moguce.
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Na osnovu prethodnih razmatranja sledi da u teoriji skupova mozemo
govoriti samo o relativnoj neprotivreénosti. U tom smislu, kada govorimo o
modelu teorije skupova irelevantno je da li se radi o modelu u pravom smislu
te reci ili o strukturi oblika M = (M, ¢) ¢iji domen M moze biti i prava
klasa. Uz pretpostavku neprotivre¢nosti teorije u jeziku Lzp, na osnovu
stava potpunosti, takav model moze se uvek relativizovati na hipoteticki
model odgovarajuce teorije.

Neka je M = (M, ) struktura jezika Lz, u kojoj domen M moze biti
i prava klasa. Ako je e = (M?N €), M je standardni model jezika Lyzp.
Kako je u standardnom modelu relacija € isto §to i pripadnost, samu klasu
M nazivamo modelom jezika Lz p.

Ako je M tranzitivna klasa, (M, €) je tranzitivan model. 1 u slucaju
tranzitivnih modela, umesto o modelu (M, €), prosto govorimo o modelu M
jezika £ZF-

Ako je M Xklasa, relativizaciju o™ formule ¢ na klasu M definisemo
indukcijom po slozenosti formule ¢:

(a) (z =y)M i (x € y)™ su redom formule v =y i z € y,
() (o = PYM i (=p)M su formule oM — M i =M
(c) 3z o)™ je formula 3z € M M.

Dakle, relativizacija formule ¢ na klasu M je zapravo formula koja se
dobija relativizacijom svih kvantifikatora formule ¢ na klasu M.

Primer 10. (a) Relativizacija formule (x C y) na klasu M je formula
VzeM(zex— z€y),
odnosno, (z C )M je formula x N M C y. Ako je M tranzitivna klasa, za
svako x € M, x N M = x, pa dakle, za sve z,y € M,
(xCyM & zCy.

(b) Ako se aksioma partitivnog skupa Vz3IyVz (z C z — z € y) rela-
tivizuje na klasu M, dobija se formula:

Vre M3ye MVze M (zNM Cx— z€y).

Ako je M tranzitivna klasa, za svako z € M, 2N M = z, pa je aksioma
partitivnog skupa relativizovana na klasu M sledeca formula:

Vee M3ye MVze M (zCz—z€y).
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Ako je M = {z : O(x)}, relativizaciju formule ¢ na klasu M oznac¢avamo
sa ¥, To znaci da je (3z ¢)? formula 3z (6(x) A ¢?).

Ako je ¢ recenica jezika Lz, ¢ vazi u klasi M ako i samo ako ¢™. Ako
w vazi u M, kazemo da je M model formule ¢ i upotrebljavamo uobic¢ajenu
oznaku M = .

Primer 11. (a) Ako parafraziramo prethodni primer, formula x C y vazi
u klasi M ako i samo ako x N M C y.

(b) Ako je M tranzitivan model, za sve z,y € M, (z C y)™ je formula
x C y, pa aksioma partitivnog skupa vazi u modelu M ako i samo ako

Ve e M3ye M (Px)n M Cy).

Neka je ¥ teorija i ¢ recenica jezika Lzp. Recenica ¢ je relativno ne-
protivrecna u odnosu na teoriju ¥ ako neprotivrecnost teorije ¥ implicira
neprotivrecnost teorije ¥ U {¢}.

Primer 12. Neka je X teorija i ¢ reCenica jezika Lzp. Ako postoji
formula 0(x) jezika £ koja zadovoljava sledeée uslove:

(a) X+ Jzb(x),

(b) T F4?, za sve i € X,

(c) 2k ¢,

onda je recenica ¢ relativno neprotivre¢na u odnosu na teoriju .

Ako je recenica v valjana, (Jz0(z) — 9?) je takode valjana recenica.

Ako je ¥ U {¢} protivreéna teorija, postoje recenice 11, ...,%, € ¥ takve
da je Y1 A -+ Ah, = ¢ valjana recenica. Otuda sledi da je

3z 0(z) = (Y] A~ Ay = —¢f)

valjana recenica. Sukcesivnom primenom uslova tvrdenja, dobijamo da vazi
¥ F —p?, odnosno, ¥ je protivreéna teorija.

Neka su X 1 ¥/ teorije u jeziku Lzp. Klasa M je model teorije ¥’ u
teoriji ¥ ako za svaku recenicu ¢ € ¥/, ¥+ oM.

Teorema 8. Ako su X i ¥/ teorije u jeziku Lzpr takve da u teoriji &
mozemo dokazati da Y’ ima model, onda neprotivreénost teorije ¥ implicira
neprotivrecnost teorije Y.

Dokaz: Ako je ¥/ protivrecna teorija, onda se u ¥’ moze dokazati o A —p.
Kako se po pretpostavci teoreme, u teoriji X moze dokazati da je M model
teorije ¥/, to bi znacilo da se u ¥ moze dokazati o™ A —¢M. O
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Kao prvu ilustraciju dokaza relativne neprotivrecnosti teorija u jeziku
Lzr izlozicemo dokaz relativne neprotivreénosti aksiome regularnosti u
odnosu na ostale aksiome teorije ZF. Kako smo ranije naglasili, aksioma
regularnosti ekvivalentna je Cinjenici da svaki skup pripada nekom nivou
hijerarhije (V,, : @ € On). Dakle, aksioma regularnosti Reg je formula
Vz Reg(z) = Vada (z € Vy).

Teorema 9.
Aksioma regularnosti je relativno neprotivreéna u odnosu na ostale ak-
siome teorije ZF.

Dokaz: 'Treba dokazati da je aksioma regularnosti relativno nepro-
tivretna u odnosu na teoriju ZF - Reg. S obzirom na rezultat prethodnog
primera, treba pokazati da:

(a) ZF - RegF Jx Reg(z),

(b) ZF - Regt+ goReg, za svaku aksiomu teorije ZF - Reg,

(¢c) ZF - Reg F (Va Reg(z))Re8.

Kako je klasa V' = | J,co,, Va definisana rekurzijom u ZF - Reg, to znaci
da je V model teorije ZF definisan u teoriji ZF - Reg.

Kako je 0 € Vi, postoji « takvo da Reg(x), tj. ZF - Reg - 3x Reg(x).

Pokazactemo da se relativizacija aksiome zamene i aksiome regularnosti
na formulu Reg(z) mogu dokazati u ZF - Reg. Ostale aksiome se dokazuju
primenom svojstava hijerarhije V,, koja su ranije dokazana.

Neka je ¢(z,y) formula jezika L. Treba pokazati da, na osnovu pret-
postavke Reg(u) A Vx € u(Reg(z) — F*y (Reg(y) A @Reg)), u teoriji ZF -
Reg moze se dokazati

3z (Reg(z) A Vy (Reg(y) — (y € z <> 3 € u (Reg(z) A @Reg)))).

Pretpostavimo da vazi Reg(u). Otuda sledi da za svako = € u, Reg(z),
pa dakle Vz € u 3y (Reg(y) A p1€8).
Na osnovu aksiome zamene, postoji z takvo da

Yy (y € 2+ Tz € u(Reg(y) A p Re8)).

U opstem slucaju, za svaki skup x vazi Vy € x Reg(y) — Reg(z). Otuda,
na osnovu prethodne relacije dobija se da vazi Reg(z).

Iz istih razloga vazi Vy (Reg(y) — (y € z <» Jz € ugoReg)). Kako po
pretpostavei vazi Reg(u), zbog tranzitivnosti skupova oblika V,,, mora biti
T € upl8 & Iz € u (Reg(x) A R€8), pa konaéno dobijamo

Vy (Reg(y) — (y € z +» 3z € u (Reg(z) A @Reg))).
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Uz uslov Reg(z), ovo poslednje zapravo znaci da vazi konsekvens aksiome
zamene relativizovan na formulu Reg(z).

Proveri¢emo jos i samu aksiomu regularnosti. U teoriji ZF - Reg treba
dokazati da ako Reg(x) i = # 0, onda

Jy € x (Reg(y) AVz(Reg(z) ANz €y — 2 & x)).

Neka je o najmanji rang svih elemenata skupa z i y € z takav da
rang(y) = a. Zbog tranzitivnosti skupova V), vazi Reg(y). Ako z € vy,
onda rang(z) < «, pa dakle, z € x. O

Za razliku od relativne neprotivrec¢nosti aksiome regularnosti u odnosu
na ostale aksiome teorije ZF, relativna neprotivrec¢nost aksiome izbora ili
hipoteze kontinuuma zahteva nesto jaca sredstva od relativizacije. Pre nego
§to razvijemo takva sredstva, u slede¢im primerima ilustrova¢emo specifican
polozaj hipoteze o nedostiznom kardinalu u odnosu na teoriju ZFC. Naime,
pokazademo da egzistencija nedostiznog kardinala nije dokaziva u teoriji
ZFC, ali i vise od toga, ne moze se dokazati ni relativna neprotivreénost
egzistencije nedostiznog kardinala u odnosu na teoriju ZFC.

Primer 13. Ako je o graniéni ordinal, u V,, vaze sve aksiome teorije ZF
osim, eventualno, aksiome zamene. Pritom, ako vazi aksioma izbora, onda

u V, vazi AC.

Primer 14. Ako je k nedostizan kardinal, V,; je model teorije ZFC.

Kako je k grani¢ni ordinal, osim aksiome zamene, sve aksiome teorije
ZFC vaze u V. Za dokaz da u V,; vazi aksioma zamene dovoljno je pokazati
da za svaku funkciju f, ako dom(f) € V,; i codom(f) C Vi, onda f € V.

Kako je k nedostizan kardinal, |V,;| = k, pa za svako z € V,;, || < k. Ako
je f funkcija sa domenom x € Vj; i vrednostima u Vj, onda |f[z]| < |z| < &,
pa kako je k regularan kardinal, postoji o < k takvo da f[z] C V,, $to znaci
da f € V.

Primer 15. U teoriji ZFC ne moze se dokazati egzistencija nedostiznog
kardinala.

Ako je k nedostizan kardinal, V,; je model za ZFC, pa za svaki ordinal «,
u Vi vazi "« je nedostizan kardinal” ako i samo ako « je zaista nedostizan
kardinal. Otuda, ako je x najmanji nedostizan kardinal,

Vi E "ne postoji nedostizan kardinal”.

Ako ne postoji nedostizan kardinal, onda je klasa V' model teorije ZFC u
kojem ne postoji nedostizan kardinal. Dakle, u teoriji ZFC ne moze se
dokazati egzistencija nedostiznog kardinala.
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U slede¢im primerima, formalizaciju recenice "« je nedostizan kardinal”
u jeziku L£zp oznacavacemo sa Nek(k).

Primer 16. Ne moze se dokazati relativna neprotivrecnost egzistencije
nedostiznog kardinala u odnosu na teorije ZFC.

Pretpostavimo da neprotivre¢nost teorije ZFC implicira neprotivre¢nost
teorije ZFC + 3k Nek(k).

Na osnovu prethodnih primera i zbog stava potpunosti,

ZFC + 3k Nek(r) F Con(ZFC).
Ako ZFC nije protivre¢na teorija, onda
ZFC t Con(ZFC) — Con(ZFC + 3k Nek(k))
Sto konacno znaci da
ZFC + 3k Nek(k) = Con(ZFC + 3k Nek(k)).

To bi znacilo da se sredstvima rekurzivno aksiomatske teorije moze
dokazati njena sopstvena neprotivrecnost, sto prema Gedelovoj teoremi
nepotpunosti nije moguce.

Kasnije ¢emo videti da hipoteza =3k Nek(k) jeste relativno neprotivrec-
na u odnosu na teoriju ZFC.

Kljuéni argument u dokazu relativne neprotivrecnosti i nezavisnosti ak-
siome izbora i hipoteze kontinuuma je apsolutnost skupovno-teorijskih poj-

mova.
Formula ¢(x1,...,z,) jezika Lzp je apsolutna za model M ako za pro-
izvoljne ay,...,a, € M vazi

oM(ay,...,an) & plai,...,an).

Primer 17. (a) Formula jezika Lzp, u kojoj su svi kvantifikatori
ograniceni, apsolutna je za tranzitivne modele.

(b) Ako je formula ¢ u teoriji X ekvivalentna formuli sa ograni¢enim
kvantifikatorima, ¢ je apsolutna za tranzitivne modele teorije X.

Neka je ¢ formula jezika Lzr u kojoj su svi kvantifikatori ograniceni.
Tvrdenje (a) dokazujemo indukcijom po slozenosti formule ¢. Jedini netri-
vijalan slucaj jeste formula oblika ¢ = Jx € y(z,y).

Pretpostavimo da vazi ™, onda 3z € M(z € y A ¢¥M). Kako po in-
duktivnoj pretpostavci ¢ ako i samo ako 1, to mora biti Iz € y(x,y),
tj. vazi formula ¢.
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Obratno, pretpostavimo da vazi 3z € y¢(z,y). Zbog tranzitivnosti mo-
dela M, imamo = € M. Po induktivnoj pretpostavci ¥ ako i samo ako 1,
pa dakle vazi 3z (x € M Az € y AYM), tj. vazi oM.

Primer 18. U tranzitivnim modelima vazi aksioma ekstenzionalnosti.

Ovo tvrdenje sledi neposredno iz ¢injenice da se ekstenzionalnost izrazava
formulom u kojoj su svi kvantifikatori ograniceni:

Vzex(zey ANVzey(zex)) »x=y.

Primer 19. Formalizacije sledeé¢ih predikata u jeziku Lzp su apsolutne
za tranzitivne modele:

(a) z={u,v} & (uez)AN(vex) AVzexz(z=uVz=0).
(b) z = (u,v) & FyexIzex(y={u}Az={uv})
AYy € x (y = {u} Vy={u,v}).

(c)xCy & Vzex(zey).

Apsolutnost navedenih formula neposredno sledi iz ograni¢enosti svih
kvantifikatora koji se u njima javljaju.

Definisani operacijski simboli i konstante jezika Lzp, su apsolutni za M
ako su njihove definicione formule apsolutne za klasu M.

Ako je A = {z : o(z)} klasa skupova, sa AM oznacavamo odgovarajuéu
klasu u modelu M, tj.

AM = {x e M : oM (2)}.

Za proizvoljnu klasu M, VM = M i )M = (. Na osnovu apsolutnosti
ordinala za tranzitivne klase, koju ¢e mo dokazati u narednim primerima,
ako je M tranzitivna klasa, On™ = Onn M. Pritom, ako je M prava klasa,
OnM = On, a ako je M skup, onda je On™ najmanji ordinal « takav da
adg M.

Ako je M tranzitivna klasa i ¢(z,y) formula jezika £zp takva da
Vo € MVy € MVz e M (oM (x,y) AN pM(z,2) = y = 2),

onda formula ¢(z,y) u modelu M odreduje funkciju fM takvu da za sve
x,y € M, fM(x) =y ako i samo ako ™ (x,y). Dakle, funkcija f je apso-
lutna za M ako:

(a) za svako x € M, fM(x) € M, tj. fM je funkcija u M,

(b) definiciona formula ¢(z,y) je apsolutna za M.

Apsolutnost skupovnih operacija poput Uz, P(z) ili tranzitivnog zatvo-
renja skupa X, tretiracemo posebno.
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Ako je ¢(x,y) formula jezika Lzp, f(x) = {y : ¢(z,y)} je skupovna
operacija. U tranzitivnoj klasi M, za svako x € M, neka je

fMx)={y e M:pM(z,y)}.

U opstem slucaju, za * € M, ne mora biti fM(x) € M. Skupovna
operacija f je apsolutna za M ako

(a) za svako x € M, fM(z) C M,

(b) definiciona formula ¢ je apsolutna za M.

Kada je zadovoljen uslov fM(z) € M, kazemo da je operacija f defin-
isana u M. Postoje skupovne operacije koje su definisane u M, ali nisu ap-
solutne. U opsem slu¢aju, operacije koje zadovoljavaju uslov (b), odnosno,
operacije ¢ija je definiciona formula apsolutna za M, zadovoljavaju uslov
fM(x) = f(x) N M, za svako x € M. Na primer, PM(z) = P(z) N M.

Primer 20. Formalizacije sledeé¢ih predikata u jeziku Lzp su apsolutne
za tranzitivne modele:

(a) "z je prazan skup” & Vy € x(y #vy),

(b) 7z je tranzitivan skup” < tran(z) < Vy € z(y C x),

(c) "z je ordinal” < tran(zx) AVuezVv ez (u€vVvEuVu=non)

ANVuezVvezVwez(u€EvAvEw— u € w),

(d) 7z je grani¢ni ordinal” < x je ordinal AVu € xJv € z (u € v),
(e) Y je prirodan broj” =
x je ordinal A (« nije gran. ordinal (VAR = 0)
AVu € x (u = 0 V u nije grani¢ni ordinal),
(f)z=w < =z je gran. ordinal A (z # 0) A Vu € zu je prirodan broj.
Primer 21. Formalizacije sledeé¢ih predikata u jeziku Lzp su apsolutne
za tranzitivne modele:
(a)zxy=2z & Yuezveriwey(u=(v,w))A
Yo € xVw € yJu € z (u = (v, w)),
b)r—y=2 & YueczuczAugy) NVuecz(ugy—ucEz)
(c)xNy==z2,y=Uxz,
(d)yedom(z) & FzeczIueczIveu(z=(y,v)),
(e) Vy e dom(z)p < VzeazVue zVy,veu(z=(y,v) = ¢), gde je
o formula u kojoj su svi kvantifikatori ograniceni.
Tvrdenja (e) vazi i u slucéaju egzistencijalnog kvantifikatora. Takode,
tvrdenja (d) i (e) vaze u slu¢aju formule codom(z).
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Primer 22. Formalizacije slede¢ih predikata u jeziku Lzp su apsolutne
za tranzitivne modele:

(a) "x je relacija” <& Vy € x3u € dom(x)Jv € codom(x) (y = (u,v)),
(b) 7 f je funkcija” < f je relacija A Va € dom(f)Vy, z € codom(f)
(Fue fu=(z,y) N e fo=(x,2) >y=2),
(¢) mono(f) < fun(f) A Vz,y € dom(f)Vz € codom(f)
(Fue f(z,z)=u AN E f(y,2) =v—y=ux),
d)g=flz < fun(f) A gCf A Vyedom(g),
(yex) ANVy € x(y € dom(g) = y € dom(f)).

Primer 23. U opstem slucaju, pojam kardinala nije apsolutan za tran-
zitivne modele. Na primer, poznato je da sledece formule nisu apsolutne za
tranzitivne modele: y = P(z), |z| = |y|, "« je kardinal”, 5 = cf(a) i "« je
regularan kardinal”.

Primer 24. (a) Ako je M tranzitivan model, za sve x,y € M,
M=zl <[yl = [z <|y|.
(b) Ako je M tranzitivan model, za svako a € M,
a je kardinal = M | « je kardinal.

Formula |z| < |y| ima oblik 3f ¢(x,y, f), gde je p(x,y, f) formalizacija
predikata ” f je obostrano jednoznac¢na funkcija sa domenom z i kodomenom
C y”. Na osnovu prethodnih primera, formula ¢(x,y, f) je apsolutna za
tranzitivne modele, pa ako M = |z| < |y|, onda postoji f € M takvo da
M = o(z,y, f). Zbog apsolutnosti, f zaista jeste obostrano jednoznacéna
funkcija skupa x u skup y, pa zaista vazi formula |z| < |y|.

U jeziku Lzp, predikat "« je kardinal” izarazava se slede¢om formulom
-3f (30 € a AN p(a, B, f). Ako o € M i ako u M ne vazi formula "« je
kardinal”, onda postiji f € M takvo da M = 38 < a A ¢(a, B, f). Zbog
apsolutnosti, to znaci da « nije kardinal.

Primer 25. Ako je p(x,z1,...x,) formula jezika Lzp sa ograni¢enim
kvantifikatorima i M standardni model, onda za sve x1,...,x, € M,

(a) M E3Jzp(z,x1,...,2,) = Jxo(x,x1,...,25),
(b\Vxp(x,z1,...20) = M EVzp(x,z1,...2,).

Primer 26. Neka je M tranzitivan model teorije ZF i g : V' — V opera-
cija koja je apsolutna za M. Ako za svako o € On, f(a) = g(f | «), onda
je funkcija f apsolutna za model M i dom(f) = On™.
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Dakle, pod navedenim uslovima, funkcija f definisana rekurzijom je ap-
solutna za tranzitivne modele. Funkcija f definisana je tako da za svako «
i svaki skup y, y = f(«) ako i samo ako 3z ¢(z, a, y), gde je

p(z,a,y) = fun(z) Adom(z) = a AVE <az(§) =g(z [ ) Ny = g(2)

Kako je M tranzitivan model za ZF, operacija S(z,y) = x | y apsolutna
za M i definisana u M, zbog ogranic¢enosti svih kvantifikatora koji se u njoj
javljaju, formula ¢(z, v, y) apsolutna za M.

Otuda, ako y = fM(a), postoji x € M ¢(z, a, y), pa dakle y = f(a). To
znaéi da je fM funkcija u modelu M.

Treba jos pokazati da, ako a € M iy = f(a),onday € M iy= fM(a).
Na osnovu teoreme rekurzije, ako je g zadato, za svako « postoji funkcija x
definisana na « takva da za sve £ < a, x(§) = g(x | £). Kako je M model
za ZF, u M vazi 3z p(x, o, y), pa ako je y = g(z), onda y = fM(a) = f(a).

Primer 27. (a) Neka je M tranzitivan model za ZF i g operacija ap-
solutna za M takva da za svako x € M, g(z) € M. Ako je funkcija f
definisana na w takva da f(0) =agizasven >0, f(n+1) = g(f(n)), onda
feM.

(b) Operacije sabiranja i mnozenja ordinala su apsolutne za tranzitivne
modele teorije ZF.

Primer 28. (a) Tranzitivno zatvorenje tr(x) je apsolutna operacija za
tranzitivne modele teorije ZF.

(b) Predikat ”"x je konacan skup” je apsolutan za tranzitivne modele
teorije ZF.

Ako je M tranzitivan model za ZF, onda je V,, C M, pa su konac¢ni
skupovi apsolutni za M.

Primer 29. (a) Ako je M tranzitivan model, PM(z) = P(z) N M, za
svako = € M, ali operacija P(x) nije apsolutna za tranzitivne modele ZF.

(b) Ako je M tranzitivan model za ZF, operacija f(a) = V, je definisana
u M i za svaki ordinal o, VM =V, N M.

Relacija VM =V, N M dokazuje se transfinitnom indukcijom. U granic-
nom slucaju koristimo apsolutnost operacije U .

Primer 30. (a) Ako je a grani¢ni ordinal, u V,, vaze sve aksiome ZF
osim aksioma zamene i beskonacnosti.
(b) Ako je a > w, u V, vazi aksioma beskonacnosti.

Model teorije ZF u pravom smislu te reci, ¢iji je domen skup, nije
moguce konstruisati sredstvima teorije ZF. Medutim, za svaki konac¢an skup
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©1, ..., pn aksioma teorije ZF, u teoriji ZF moze se dokazati da postoji tran-
zitivan skup M u kojem vaze aksiome @1, ..., @n.

Drugacije receno, za svaku formulu ¢, ako ¢ vazi u univerzumu svih
skupova, onda svaki skup ima proSirenje u kojem vazi . Dakle ne postoji
svojstvo univerzuma koje ga razlikuje od prosirenja njegovih elemenata. Iz
tog razloga, ova ¢injenica naziva se teoremom refleksije.

Na prvi pogled moze se pomisliti da iz teoreme refleksije sledi nepro-
tivreénost ZF. Ako svaki konac¢an skup aksioma teorije ZF ima model, prema
stavu kompaktnosti to bi trebalo da znaci da ZF ima model.

Medutim, teorema refleksije tvrdi samo da za svaki konacan skup ak-
sioma 1, ..., @, teorije ZF,

ZF F3JaMod("p1 A+ Ay a).

Ako je Fzrp C F skup kodova aksioma teorije ZF, stav kompaktnosti
mogao bi se primeniti samo pod uslovom da vazi

ZF Vs C Fzp (Fin(s) — 3aMod("Ar j7eq ¢ a)).

Ako iz ¢injenice da niz formula ¢1,..., ¢, sadrzi formulu ¢ sledi da
on sadrzi i sve potformule formule ¢, onda ¢emo reéi da je niz @1, ..., p,
zatvoren za potformule.

Primer 31. Ako je ¢1,..., v, niz formula zatvoren za potformule, za
svaku klasu M, sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(a) Formule o1, ..., ¢, su apsolutne za M i
(b) Ako je ¢; oblika 3z ¢j(x,x1,...,2,), onda za sve x1,...,z, € M,

dzpj(x,x1,...,2p) = Jz € M pj(x,21,...,20).

Da uslov (a) implicira (b) sledi neposredno iz pretpostavke o apsolutnosti
formula ¢; i zatvorenosti datog niza za potformule. Neka su ay,...,ar € M
takvi da vazi pretpostavka 3z ¢;(x, a1, ..., ax) uslova (b). Na osnovu uslova
(a) redom se dobija:

rpi(z,ar,...,a;) & gilal,...,a),
s oM(ay,...,a1),
& dxe Mgoé-\/[(a:,al,...,ak),
& dr e Mcpj(:c,al, e ,CLk).

Obratna implikacija dokazuje se indukcijom po slozenosti formula ;.
Pretpostavimo da vazi uslov (b) i da sve formule manje slozenosti od ¢;
zadovoljavaju uslov (a). Ako je ¢; elementarna formula, oblika ¢; = ¢; A @i
ili ¢; = —pj, uslov (a) za formulu ¢; dobija se neposredno po induktivnoj
pretpostavci.
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Pretpostavimo da je ¢; oblika 3x ¢;(z, z1,...2%). Zasveay,...,ar € M,

oM(ay,...a;) & EleMgoé‘J(x,al,...ak),
& dre Myj(z,ai,...a;),
& Jxyj(x,al,...ag),
& pi(z,ar,...ap).

Pritom smo koristili definiciju relativizacije, apsolutnost formule ¢; i
primenili uslov (b).

Teorema 10. Za proizvoljne formule ¢y, ..., v, jezika Lzr u kojima su
sve slobodne promenljive neke od promenljivih x1, - - , x;,, u teoriji ZF moze
se dokazati da za svako a, postoji B > a takvo da za sve x1,... 2, € V3,

V V
(p1 < ©17) A A (on < @n).

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je niz formula g, ..., @, zatvoren za
potformule. Za svako ¢ < n, defini§imo funkciju F; : On — On na sledeéi
nacin:

Ako je ¢; oblika 3z pj(x, z1,...,zk), neka je

0 ako —dz ¢;,
G@1,--osan) = { najmanji n 3x € V,,¢;  ako Jx ¢;.

Za svako &, neka je Fj(§) = sup{G;(z1,...,2) : x1,..., 2 € Ve}. Prema
aksiomi zamene, takav supremum uvek postoji. Ako formula ¢; nije oblika
Jx ¢j, neka je Fi(§) = 0.

Na osnovu prethodnog primera, ako je § grani¢ni ordinal takav da za
svako i < n, V& < B(F;(§) < B), formule y,. .., ¢, su apsolutne za Vj,
tj. za sve a1, ...,a, € Vg,

V,
SOi(ala--- 7a’k‘) e saiﬁ(ala" 'aak‘)‘

Tvrdimo da za svaki ordinal « postoji grani¢ni ordinal 5 > « koji zadovo-
ljava navedeni uslov.
Neka je 5y = a i za svako m € w

ﬁm—l—l = max{ﬁm + 17F1(5m)7 cee 7Fn(6m)}

Neka je 8 = sup{fm, : m € w}. Po konstrukciji, £ je grani¢ni ordinal i
B > a. Za svako i < n, £ < & implicira F;(§) < F;(¢'). Kako je 8 grani¢ni
ordinal, ako & < f3, postoji m € w takvo da & < (,,,, $to konac¢no znagci da je
Fi(§) < Fi(Bm) < Bmt1 < B. O



205

Primer 32. Teorija ZF nije kona¢no aksiomatska.

Kako se u tranzitivnim modelima predikatski simbol € interpretira pri-
padnoséu i kako je u odnosu na takve modele veliki broj svojstava skupova
apsolutan, tranzitivne modele smatramo prirodnim interpretacijama jezika
Lzp.

U tom smislu znacajno je da za svaki model M = (M, ¢) u kojem vaze
aksiome ekstenzionalnosti i regularnosti, postoji jedinstveno odreden tran-
zitivan model N = (N, €) izomorfan modelu M.

Teorema 11. Za svaki model M jezika Lzp, u kome vaze aksiome ek-
stenzionalnosti i regularnosti, postoji jedinstveno odreden tranzitivan model
N izomorfan sa M i odgovarajuéi izomorfizam je jedinstveno odreden.

Dokaz: Pretpostavimo da u (M, e) vazi ekstenzionalnost i regularnosti.
Za svako x € M neka je f(z) = {f(y) : y € M AN (yex)} i neka je N =
{f(z):2z e M}. Tvrdimo da je M = (N, €)

Po definiciji funkcije f, za sve z,y € M, yex implicira f(y) € f(x).
Takode, iz same definicije sledi da je N tranzitivna klasa.

Pretpostavimo da f nije obostrano jednoznac¢na funkcija. Kako u modelu
M vazi aksioma regularnosti, neprazna klasa

A={zeM:FyeM(x#yA flz)=f(y)}

ima minimalni element a € A u odnosu na relaciju €. Neka je b € A takvo
da a # b. Kako u modelu M vazi aksioma ekstenzionalnosti, moguca su dva
slucaja: za neko x € M, (xea)i—(xeb) ili postojiy € M, ~(yea)i (yeb).

U prvom slucaju, f(x) € f(a) = f(b), pa za neko ueb, f(x) = f(u)
i pritom x # u, tj. x € A, §to protivreéi izboru skupa a. Na isti na¢in
proverava se i druga moguénost.

Jedinstvenost izomorfizma f sledi iz €injenice da tranzitivni modeli
dopustaju samo trivijalan automorfizam. O

Primer 33. Ako je M = (M, €) model jezika Lz u kojem vazi aksioma
ekstenzionalnosti, postoji tranzitivan model N’ = (N, €) izomorfan modelu
M i odgovarajuéi izomorfizam je jedinstveno odreden. U ovom slucaju,
jedinstvenost izomorfizma dokazuje se indukcijom po rangu.

Neka je u netranzitivnan skup na kojem vazi aksioma ekstenzionalnosti.
Za svako z € u, u opStem slucaju x N u je pravi podskup skupa z. U
suprotnom, ako za sve x € u, x = x Nwu, skup u bi bio tranzitivan. Ako
je f:u — v €-izomorfizam na tranzitivan skup v, onda za svako = € wu,
flz] = flz] nv. U skupu f[z] sada nema elemenata koji nisu u flz] Nwv. Iz
tog razloga, model N nazivamo tranzitivnim kolapsom modela M.
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Primer 34. (a) Ako je ZF neprotivreéna teorija, formalizacija predikata
”x je prebrojiv skup” nije apsolutna za tranzitivne modele teorije ZF.

(b) Konstanta P(w), a time i operacija P(x), nije apsolutna za tranzi-
tivne modele teorije ZF.

Dokaz ovog tvrdenja moze se dobiti formalizacijom argumenta koji se
javlja u Skolemovom paradoksu. Intuitivno, ako je ZF neprotivre¢na teorija,
prema Skolemovoj teoremi, postoji prebrojiv model (a, €) teorije ZF i postoji
ap € a takvo da (a,e) = —preblaog], gde je preb(x) formalizacija predikata
”x je prebrojiv skup”.

Kako u modelu (a,€) vaze aksiome ekstenzionalnosti i regularnosti, nje-
gov tranzitivni kolaps (a*, €) je model za ZF. Ako je aj = {z € a : xeap},
onda (a*, €) = —preb[aj]. Apsolutnost predikata preb(z) znagcila bi da skup
agy C a nije prebrojiv, §to nije moguce.

Formalno, ako pretpostavimo da je predikat preb(z) apsolutan za tranzi-
tivne modele teorije ZF, onda postoji kona¢na konjunkcija ¢ aksioma teorije
ZF takva da za svaki tranzitivan skup a i svako x € a,

©® — (preb™ () ¢ preb(z)).

Sli¢no, ako je 1 konacna konjunkcija aksioma teorije ZF koje su dovolj-
ne za dokaz Kantorove teoreme 3z —preb(z), onda za svaki tranzitivan skup

a#0,
4@ = (32 ~preb(z))°.
Ako je 0(z) = tranz(z) A |z|=wA ¢® A ¥%, onda
0(z) — (32 ~preb(2))*.

Prema teoremi refleksije, formula ¢ A1) je apsolutna za model Vg, za neki
ordinal 5. Ako pretpostavimo aksiomu izbora, prema primeru u kojem smo
formalizovali Skolemovu teoremu, za svaki prebrojiv skup y C Vg, postoji
prebrojiv x O y takav da Epm(z, V3). Kako u V3 vaze aksiome ekstenzional-
nosti i regularnosti, prebrojiv model (z, €,) ima tranzitivan kolaps (a, €,)
koji je elementarno ekvivalentan sa V3. Skup a je prebrojiv, tranzitivan i
vaze formule ¢® i ¢, pa dakle vazi recenica 3z 0(x).

Kako 0(x) — (3z —preb(z))*, vazi Jz (0(x) A Iz € x —preb”(z)).

Ako vazi 0(x), skup z je neprazan, tranzitivan i vazi ¢, §to znaci da za
svako z € z, preb®(z) ako i samo ako preb(z), pa dakle dobijamo da vazi
recenica Jz (6(z) A Iz € x —preb(z)).
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Takode, ako vazi 6(x), onda je z tranzitivan skup kardinalnosti w, sto
konacno znac¢i da vazi 3z (Jz| = w A Jz C x—preb(z)), pa je ZFC protiv-
retna teorija. Kako je ZFC relativno neprotivre¢na u odnosu na ZF, otuda
sledi i da je teorija ZF protivrecna.

Konstruktibilni skupovi

Kardinalnost skupa PM(w) u tranzitivnom modelu M teorije ZF koji
zadovoljava CH je minimalna, pa ukoliko uopste postoji takav model, ope-
racija P(z) morala bi biti jako restriktivna. U tom smislu, najprirodnije
je da partitivni skup P(a) shvatimo kao familiju definabilnih podskupova
skupa a. Ako je a beskonacan skup, buduéi da formula jezika £z ima samo
prebrojivo mnogo, tako shvac¢ena konstrukcija partitivhog skupa drasticno
bi se razlikovala od odgovarajuce konstrukcije u klasi V' i nije uopste jasno
da li ona ima sva svojstva izrazena aksiomama teorije ZF.

Neka je a proizvoljan skup. Skup b C je definabilan podskup skupa a
ako postoji formula p(z,x1,...,z,) jezika Lzp takva da

b={z€a:3ay, - ,ay, €ala, &) plx,ar, - anl}.

Na prvi pogled, ova definicija nema smisla budué¢i da formula koja
definise skup b nije formula jezika L£zp. Medutim, ako se izraz (a, €,) = ¢
shvati kao oznaka formalizacije relacije zadovoljenja u jeziku Lzp, skup b je
zaista definisan formulom ovog jezika, a u tom slucaju njegovu egzistenciju
garantuje aksiomi separacije.

Sa D(a) oznacavamo skup svih definabilnih podskupova skupa a.

Primer 1. Skup D(a) definabilnih podskupova skupa a moze se formalno
izraziti na sledeci nacin:

yeD(a) & y=0VyCaAh
e FIrea’y={zeca:Sat(x(0/z),v,a)}.

Dakle, ako a # 0, skup D(a) sadrzi sve podskupove skupa a koji su u

modelu (a, €,) definisani kodom v € F' formule jezika Lzp, sa valuacijom
parametara x € a* u skupu a.

Teorema 12. Za svaku formulu ¢ jezika L, ¢ije su slobodne promenljive
neke od promenljivih vy, ..., v,, u teoriji ZF moze se dokazati da za svaki
neprazan skup a i sve aq,...,a, € a,

y={z€a:¢%z,a1,...,an)} = y€ D(a).
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Dokaz: Ako jey = {z € a: ¢*(z,a1,...,an)}, za neke aq,...,a, € a,
definisimo valuaciju z € a“ tako da

| ar ako k <n,
:r(k)—{ 0 akon<k.

Za svako z € a, Sat(x(0/2), ¢, a) <> ¢*(z,a1,...,a,), pa kako je rela-
cija "¢ € F dokazivo u ZF, mora biti y € D(a).

Kako svaka formula sadrzi konac¢an broj slobodnih promenljivih, valuaci-
je uvek mozemo shvatiti na na¢in kako su definisane u prethodnom primeru,
odnosno, kao nizove x € a“ ¢iji su svi elementi, pocev od nekog n € w,
jednaki nuli. To zapravo znaci da su svi sintaksni i semanticki objekti jezika
Lzr kodirani kona¢nim nizovima prirodnih brojeva.

Primer 2. Svaki skup a zadovoljava sledeée uslove:

(a) D(a) € P(a),

(b) ako je a tranzitivan skup, a C D(a),

(c) za svako x C a, |z| < w implicira z € D(a),

(d) ako pretpostavimo AC, a > w implicira |D(a)| = |al.

Na osnovu definicije, jasno je da D(a) C P(a). Ako se prethodni primer
primeni na formulu x € y, onda za svako y € a, {z € a: x € y} € D(a).
Kada je a tranzitivan skup, to znaci da za svako y € a, y € D(a).

Zbog apsolutnosti predikata ”x je konacan skup” za tranzitivne modele
teorije ZF, ako x C a zaista jeste konac¢an skup, onda (z je konacan skup)?,
pa prema prethodnoj teoremi z € D(a).

Za svako = € a, {z} € D(a), pa je |a|] < |D(a)|. Na osnovu aksiome
izbora, ako je |a| > w, [|U,e, a"| = |al, pa kako je skup F' kodova formula
jezika Lzp prebrojiv, |D(a)| < |al.

Transfinitnom rekurzijom definisemo niz skupova (L, € On) tako da:
LO = (2)7

Lo+1 = D(L,), za svaki ordinal «,
Lo = Uﬁ<a Lg, za svaki granicni ordinal «.

Neka je L = U,con La- Elemente klase L nazivacemo konstruktibilnim
skupovima. Dakle, skup = je konstruktibilan ako postoji a € On takav da
x € L. Predikat "z je konstruktibilan skup” oznacavamo sa L(z).

Veéina rezultata koji se mogu dokazati za skupove oblika V, vaze i u
slucaju skupova L, $to je ilustrovano u slede¢im primerima.
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Primer 3. Za svako o < 8, Lo, € Lg i Lo C Lg.

Ako je a < 3, po definiciji Lo, C Lg. Da dokazemo L, € Lg dovoljno
je dokazati da vazi L, € D(L,), za svaki ordinal «. Ako je L, = (), onda
Lo € {0} = D(La).

Ako je Ly # 0, onda L, = {x € Lo : (x = z)"}, pa na osnovu
prethodne teoreme, L, € D(Ly).

Primer 4. Za svaki ordinal «, L, je tranzitivan skup.
Ako je v € Ly, onda za neko 8 < o, v € D(Lg), $to znaci da je v C Lg.
Dakle, za svako u € v, u € Lg, tj. prema prethodnom primeru u € L.

Prema definiciji skupova tipa Ly, ako x € L, najmanji ordinal « za koji
x € L, mora biti naslednik, pa stoga za svako x € L, konstruktibilni rang
skupa z je najmanji ordinal \(z) za koji je x € Lq1.

Primer 5. (a) Za svaki ordinal «, Lo, = {z € L : A\(z) < a}.

(b) Za svaki ordinal o, « € L i M) = av.

(¢c) Za svaki ordinal a, L, [ On = «a.

(d) Za svaki ordinal o, Ly, € Lgt1-

Akoz € Li Az) < o, onda  C Ly(g)+1, Pa T € Lyz)+1 € Laphas
tj. vazi tvrdenje (a). Primetimo da konstruktibilni podskupovi skupa L,
nisu obavezno elementi skupa L,41. Prema tvrdenju (b), u slu¢aju ordinala
to jeste slucaj. Kako (b) sledi neposredno iz (c), ostaje da dokazemo tvrdenje
(c).

Ako je v grani¢ni ordinal ili nula, tvrdenje (c) je trivijalno zadovoljeno,
pa stoga pretpostavimo da je o = 8+ 11 da vazi Lg(|On = .

Kako je Lg C Lo C P(Lg), imamo 3 C Lo()On C a, pa treba
jos dokazati f € L,. Kako smo ranije pokazali, postoji formula ¢(z) sa
ograni¢enim kvantifikatorima takva da za svaki skup =z,

e(xr) < 7z je ordinal” .

Kako su formule sa ograni¢enim kvantifikatorima apsolutne za tranzi-
tivne skupove, 3 = Lg(\On = {z € Lg : ¢*#(x)}. Otuda se dobija da vazi
f € D(Lg), pa na osnovu prethodne teoreme, 5 € L.

Konacno, L, = {x € L, : (x = x)**}, pa dakle L, € D(L,). Na osnovu
prethodne teoreme, to znaci da je Lo € Lay1, $to dokazuje tvrdenje (d).

Primer 6. Operacija D(a) i formule x = L,, © € L, su apsolutne za
tranzitivne modele teorije ZF.

Dokazac¢emo apsolutnost definicione formule u = D(a), a apsolutnost
formula x = Ly 1 © € L, sledi iz apsolutnosti unije, operacije D(a) i apso-
lutnosti rekurzije za tranzitivne modele teorije ZF.
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Formalizacija predikata u = D(a) u jeziku Lz je sledeéa formula:

u=D() & leuANVyeculyZd—yCa
AFv e F3xea’ (y={z€a:Sat(z(0/z2),v,a) })]
AYv e FVz €a¥ ({z €a:Sat(x(0/z),v,a) } € u).

Kako je skup F' definisan rekurzijom i kako je Sat(x,v,a), apsolutna za
tranzitivne modele ZF, formula u = D(a) je apsolutna.

Za razliku od skupova V,, skup L,+1 ne sadrzi sve podskupove od L.
Bez nekih dodatnih skupovno-teorijskih pretpostavki ne mozemo tvrditi da
su klase V' i L jednake.

Primer 7. (a) Svaki konac¢an podskup od L, pripada La41.

(b) Za svakon € w, L, = V,, i L, = V,,.

(c) Ako vazi AC, za svako a > w, |L,| = |a|.

Dokazaéemo tvrdenje (c). Neka je @ > w. Kako je o C Ly, |a| < |Lqg|.
Obratnu nejednakost dokazujemo transfinitnom indukcijom.

Ako je o > w graniéni ordinal, onda L, = Uﬁ<a Lg. Prema induktivnoj
pretpostavci, za svako 8 < «, |Lg| < |a|, pa kako je L, unija || skupova
kardinalnosti < |a/, na osnovu aksiome izbora, |L,| < |a].

Akojea >wia = f+1, onda |a] = |3| = |Lg|, pa kako je Lo, = D(Lg),
uz pretpostavku aksiome izbora vazi |L, < |a|. Napominjemo da se ovo
tvrdenje moze dokazati i bez aksiome izbora.

Na osnovu prethodnog primera, ako je w < o < wy, skup L, je prebrojiv.
Sa druge strane, za takve ordinale «, skup V, je daleko od toga da bi mogao
biti prebrojiv. Ima mnogo razloga za sumnju u pretpostavku da su svi
podskupovi skupa w konstruktibilni. Medutim, u teoriji ZFC ta sumnja
ne moze se dokazati. U odnosu na ZFC, nije protivre¢no pretpostaviti da
P(w) nije konstruktibilan skup, ali je neprotivreéna i pretpostavka da su svi
skupovi konstruktibilni.

Primer 8. Ako se pretpostavi aksioma izbora, za svaki ordinal a > w,
Vol = |La] & a=2%,

U dokazu relativne neprotivre¢nosti hipoteze kontinuuma koristi¢emo
teoremu refleksije sa klasu L. Isto kao u sluc¢aju klase V', za svaki skup
x € L i svako svojstvo klase L izrazeno recenicom jezika Lz, postoji skup
ysupseteqr sa istim svojstvom. U dokazima teoreme refleksije, za klase V' i
L, nema prakti¢no nikakve razlike.
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Zapravo, ova teorema vazi u svakoj klasi M koja zadovoljava sledece
uslove:

(a) Za svaki ordinal o, M, je skup,

(b) @ < B implicira M, C Mg,

(¢) Mg =Uy<p Ma, ako je B granicni ordinal,
(d) M = UocEOn Ma-

Teorema 13. Ako su ¢y, ..., e, formule jezika Lzp, u kojima su sve
slobodne promenljive neke od promenljivih x1,--- , x,, u teoriji ZF moze se
dokazati da za svaki ordinal «, postoji 8 > « takvo da za sve x1, ...z, € Lg,

L L
(p1 < @) A A (ko o).

Dokaz: Ne umanjujuéi opstost mozemo pretpostaviti da je niz formula
©o, - - -, pn zatvoren za potformule. Slicno dokazu teoreme refleksije za klasu
V', koristimo ¢injenicu da za svaki ordinal «, model L, je elementarni pod-
model modela L u odnosu na nizove formula zatvorene za potformule:

Ako je ¢1,..., ¢, niz formula zatvoren za potformule, tvdrimo da su
slededi uslovi ekvivalentni:

(a) Za svaku formulu ¢;(zi,...,2%), ¢ = 1,...,n, &je su slobodne
promenljive neke od promenljivuh x1, ..., xk, za svaki ordinal « i proizvoljne
al,...,ar € Ly,

L Lo
o (a1,...,ap) & ¢ (a1,...,az).

(b) Ako je ¢; formula oblika 3x ¢;(z,z1,...,2x), onda za proizvoljne

al,...,ar € Ly

dx € L(pf(x,al,...,ak) = dx € L, gof(x,al,...,ak)).

Neka je a ordinal i aq,...,a; € L, takvi da vazi pretpostavka tvrdenja
(b), tj. Jz € L@]L (x,a1,...,a;). Na osnovu (a), redom se diboja:

E!a;EchJL(a:,al,...,ak) & cpiL(al,...,ak),
= @f“(al,...,ak),
& EIa:eLacpJLa(a:,al,...,ak),
& EI:L‘GLa@]L(:U,al,...,ak).

Obratna implikacija dokazuje se indukcijom po slozenosti formula ;.
Pretpostavimo da vazi uslov (b) i da sve formule manje slozenosti od ¢;
zadovoljavaju uslov (a). Ako je ¢; elementarna formula, oblika ¢; = ¢; A @i
ili p; = —p;, uslov (a) za formulu ¢; dobija se po induktivnoj pretpostavci.
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Ako je p; formula oblika 3z p;(x, 21, ...xy), onda za sve a1, . ..,a; € Lq,

gpf’a(al,...ak) & EIxELa@ZLa(x,al,...ak),
o Gre Lyt o)
= EIxELgpf(:U,al,...ak),
& cpf(:c,al,...an).

Vratimo se dokazu teoreme refleksije za klasu L. Za svako i < n, defini-
simo funkciju F; : On — On na sledeéi nacin:
Ako je ¢; oblika 3z ¢j(x, x1,...,z1), neka je

)0 ako —dx € Lgof,

G(zy,. .., = . ..
(21 Tn) { najmanji 7, dxr € Ly cij ako dz € LQOJL.

Za svako &, neka je Fj(§) = sup{G;(x1,...,2) : x1,..., 2 € L¢}. Prema
aksiomi zamene, takav supremum uvek postoji. Ako formula ; nije oblika
Jx ¢;, neka je Fi(§) = 0.

Ako je § granicni ordinal takav da za svako i < n, V& < B (F;(€) < f),

onda formule ¢y, ..., @, zadovoljavaju uslov (b), odnosno, to znac¢i da vazi
uslov (a), pa za svako i = 1,...,n i proizvoljne z1,...x, € Lg,
L L
R

Tvrdimo da za svako «, postoji grani¢ni ordinal 5 > « koji zadovoljava
navedeni uslov.

Neka je Bo = a1 Bpmt1 = max{fm + L, Fi(Bm),-- - Fn(Bm)}, za sve
m € w. Neka je = sup{S,, : m € w}. Po konstrukeiji, ordinal 3 je grani¢ni
if>a.

Za sve i < n, £ < ¢ implicira F;(§) < F;(¢'). Otuda, ako & < 8, onda
postoji m € w takvo da & < B, §to konacéno znaci da je F;(§) < Fi(Bm) <
Bm—i-l <p. 0

Teorema 14. Klasa L je model teorije ZF.

Dokaz: Treba dokazati da se sve relativizacije aksioma teorije ZF na
klasu L mogu dokazati u ZF. Osim u slucaju aksiome separacije i zamene,
principijelnih tesko¢a u proveravanju aksioma nema. Klasa L je i konstru-
isana tako da one budu zadovoljene. Stoga, dokaza¢emo aksiomu separacije.

Neka je ¢(x) formula jezika L£zp u kojoj z nije slobodna promenljiva.
Formula ¢(x) mogudée sadrzi i slobodne promenljive razli¢ite od x koje tre-
tiramo kao parametre.
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U teoriji ZF treba dokazati da za svaki skup u vazi
JzcLVreL(z €z pl A cu).

Pretpostavimo da u € L i neka je z = {x € u: p”}. Ako je a ordinal
takav da u € L,, prema teoremi refleksije za klasu L, postoji § > a takvo
da za svako x € Lg, (ol < ¢P8). Kako je a < 3, Lo C Lg, pa dakle imamo
da u € Lg. Zbog tranzitivnosti skupa Lg, otuda sledi da je

z={z€Ls:(x€unp)ls}.

Skup z definisan je formulom relativizovanom na Lg, pa po definiciji
skupova L, mora biti z € Lgy1, $to konacno znaci da z € L. O

Tvrdenje da su svi skupovi konstruktibilni naziva se aksiomom konstruk-
tibilnosti. Izrazava se recenicom Vrda x € L, i oznacava sa V = L. Buduéi
da je familija (L, : « € On) definisana rekurzijom, aksioma konstruktibil-
nosti je zaista recenica jezika Lzp.

Teorema 15. (a) Niz (L, : @ € On) je apsolutan za tranzitivne modele
teorije ZF.

(b) Ako tranzitivan model M teorije ZF sadrzi sve ordinale, predikat ”x
je konstruktibilan skup” je apsolutan za M i pritom L™ = L.

Dokaz: Neka je M tranzitivan model teorije ZF. Kako formula z € D(y)
sadrzi samo ogranicene kvantifikatore, za svako a € M, vazi D (a) = D(a)
i kako je rekurzija apsolutne za tranzitivne modele teorije ZF, na osnovu
definicije niza (L, : a € On) sledi da za svako o € M, LM = L, tj. vazi
tvrdenje (a).

Ako model M sadrzi ordinale, niz (LY : a € On) je definisan u M.
Otuda, na osnovu apsolutnosti, za svaki skup  redom imamo

r€Ll & Ja(xel,) & Ja(zelM) & ze LM,

sto dokazuje tvrdenje (b). O

Na osnovu tvrdenja (b), ako tranzitivan model M teorije ZF sadrzi ordi-
nale, onda L C M. Dakle, klasa L je najmanja tranzitivna prava klasa koja
je model teorije ZF. Iz istog razloga dobija se i slede¢a teorema.

Teorema 16. Aksioma (V = L) je neprotivrecna u odnosu na teoriju
skupova ZF.

Dokaz: Ako je x € L, u modelu L vazi "z je konstruktibilan skup”. Kako
je L model teorije ZF, na osnovu prethodne teoreme, to znac¢i da u modelu
L vazi aksioma konstruktibilnosti. O
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Rezultati izlozeni u prethodne dve teorema vaze u odgovaraju¢em obli-
ku i kada tranzitivan model M teorije ZF nije prava klasa i bice izlozeni u
sledeé¢im primerima.

Primer 9. Za svaki skup = skup, neka je On(z) = 2 N On. Ako je x
tranzitivan skup, On(z) je najmanji ordinal koji ne pripada x.

Primer 10. Postoji kona¢na konjunkcija ¢ aksioma teorije ZF takva da
za, svaki tranzitivan skup M,

oM = Lopan =LY i LM C M.

Neka ¢ konjunkcija aksioma teorije ZF koje su dovoljne da se dokaze
nepostojanje najve¢eg ordinala i neka je M tranzitivan skup.
Ako pretpostavimo da vazi ™, onda je On(M) graniéni ordinal, pa

mora biti Loy = Uaenr La-
Kako je LM = {z € M : 3o € M (z € L,)M}, zbog apsolutnosti niza
(Lo : @ € On), imamo LM = U,eps La, ti- Lopayy = L 1jasno, LM € M.

Primer 11. Postoji kona¢na konjunkcija 1 aksioma teorije ZF+(V = L)
takva da, za svaki tranzitivan skup M, ako vazi ¥™, onda M = LOn(M)'

U odnosu na konjunkciju ¢ iz prethodnog primera, kona¢na konjunkcija
1 sadrzi i aksiomu konstruktibilnosti.

Primer 12. Ako teorija ZF nije protivrecna, onda ZF ima prebrojiv
minimalni model.

Po pretpostavci, postoji tranzitivan model za ZF. Na osnovu prethodnog
primera, postoji ordinal § za koji je L¢ model Teorije ZF. Neka je {y najmanji
takav ordinal. Model L¢, ne sadrzi pravi podmodel u kojem vazi ZF.

Na osnovu Skolemove teoreme, postoji prebrojiv model za ZF. Njegov
tranzitivni kolaps je prebrojiv model za ZF i sadrzi Lg,.

Primer 13. Ne postoji tranzitivan model teorije ZF + (V # L).

Treba dokazati da ne postoji tranzitivan model M teorije ZF takav da
u ZF vazi V # LM. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je M = {z : p(z)}
tranzitivan model za ZF u kojem vazi V # L.

Akoje N' = {z € Lg, : "% (x)} i N tranzitivni kolaps modela N’, onda
je N model za ZF u kome vazi V # L. Kako je L¢, minimalni model za ZF,
mora biti N = L¢,, tj. u N vazi V = L, §to nije moguce.

Ovaj rezultat pokazuje da se metoda tranzitivnih modela ne moze koris-
titi u dokazu relativne neprotivreénosti hipoteze V' # L u odnosu na teoriju
ZF. Stoga, dokaz nezavisnosti aksiome konstruktibilnosti se zasniva na bitno
drugacijoj ideji.
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Teorema 17. U teoriji ZF + (V = L) moze se dokazati AC.

Dokaz: Rekurzijom po a € On definisa¢emo dobro uredenje (Lq, <q)-
Na osnovu aksiome konstruktibilnosti, za svaki skup x, postoji a takvo da
x C L, pa je <, dobro uredenje skupa x.

Neka je <o= 0 i za svaki grani¢ni ordinal o, <o= s, <p-

Ako je o = 8+ 1, uredenje <g prosirujemo do dobrog uredenja <gy;.
Pretpostavimo da je (¢o,®1...) numeracija svih formula jezika Lzp. Po
definiciji, z € Lg41 ako postoji formula ¢ u Lz i ay,...,a, € Lg takvi da

r={yeLlp:Ls=py,a...,an)}

Zasve x,y € Lgy1, v #y,ako z,y € Lgix <gy, onda x <gy; y ili ako
x € Lgiy & Lg, onda x <gy; yikonacno, preostaje slucaj x,y € Lgi1— Lg.

U poslednjem slucaju, postoje formule ¢;, ¢; koje definiSu redom ele-
mente x,y € Lgi1 — Lg. Ako je i < j, onda x <gi1 y ili ako je i = j, onda
postoji n > 1 i razliciti nizovi (x1,...2y), (Y1,...yn) elemenata iz Lg koji,
kao vrednosti parametara u formuli ¢;, definidu redom elemente x i y. Ako
u leksikografskom poretku (z1,...2,) < (y1,...Yn), onda x <gq; y. O

Teorema 18. U teoriji ZF + (V = L) moze se dokazati CH.

Dokaz: Pretpostavimo da je svaki skup konstruktibilan. Trvdimo da se
tada moze dokazati P(L,) C Ly,, tj. svaki podskup prirodnih brojeva je
konstruisan na nekom prebrojivom nivou hijerarhije (L, : @ € On).

Ako to dokazemo, onda P(w) C P(L,) C L, , pa kako zbog V = L vazi
aksioma izbora, imamo 2% < |L,,, | = w1, tj. vazi hipoteza kontinuuma.

Neka je ¢ kona¢na konjunkcija aksioma ZF + (V = L) koja sadrzi ak-
siomu ekstenzionalnosti, takva da za svaki tranzitivan skup M,

oM = M= Lonoy:

Pretpostavimo da je a € P(L,). Kako uz pretpostavku V = L vazi
aksioma izbora, |L, U {a}| = w. Na osnovu teoreme refleksije za klasu L,
postoji a > w takvo da (L, U{a}) C Ly i @Fe.

Kako konjunkcija ¢ sadrzi aksiomu ekstenzionalnosti, koriste¢i Skolemo-
vu teoremu i tranzitivni kolaps, dobijamo prebrojiv tranzitivan model M
takav da (L, U {a}) C M.

Skupovi L, su apsolutni za tranzitivne modele, pa u modelu M vazi
e, Kako su svi skupovi konstruktibilni, to znaéi da vazi ™.

Otuda sledi da je M = LOn(ar» & kako je M prebrojiv, |LOn(M)‘ < wi.
To kona¢no znaci da a € LOH(M) cL,.O
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Kona¢no mozemo zakljuciti da ako teorija ZF nije protivrecna, onda je
neprotivreéna i teorija ZF + AC + CH.

Primer 14. Poretkom koji je definisan na skupovima L, odreden je
kanonski poredak svih konstruktibilnih skupova.
Ako je A(z) konstruktibilni rang skupa x, onda za sve z,y € L,

r<Ly & M) <)V (A@) = Aw) A T <z v).

Primer 15. Restrikcija kanonskog poretka na skup konstruktibilnih re-
alnih brojeva RY' = RN L ima tip uredenja wlL .

Primer 16. (a) Ako je & slabo nedostizan kardinal, L, = V¥

(b) Ly je model teorije ZFC 4+ (V = L).

Dokaz je isti kao u slu¢aju modela V. Treba samo primetiti da ako je k
regularan kardinal, onda (k je regularan kardinal)”. Sli¢no, ako je  slabo
nedostizan kardinal, onda (k je slabo nedostizan kardinal)”.

Primer 17. Neka je Snk(k) recenica ¢iji je smisao "k je slabo nedostizan
kardinal”. Ako je ZF neprotivreéna teorija, onda je neprotivreéna i teorija
ZFC + CH + —3k Snk(k).

Na osnovu prethodnog primera, M = {z € L : Vx (Snk(k)X — x € L)}
je model teorije ZFC + CH + —3k Snk(k).

Nezavisnost hipoteze kontinuma

Ako je recenica —¢ relativno neprotivrecna u odnosu na teoriju X jezika
Lz, kazemo da je reCenica ¢ je nezavisna od teorije 2.

Tehni¢ki posmatrano, u dokazima relativne neprotivreénosti AC ili CH
ili Reg, polazeéi od tranzitivnhog modela M teorije ZF, formulom jezika Lz
u modelu M definisali smo podmodel N u kojem vazi odgovarajuca hipoteza.
Egzistencija minimalnog modela teorije ZF pokazuje da se relativizacijom ne
mogu dobiti modeli teorije ZF u kojima bi se potvrdila nezavisnost aksiome
izbora ili hipoteze kontinuuma. Ukoliko uopste postoje, takvi modeli bi se
morali bitno razlikovati od tranzitivnih modela.
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Metoda kojom se dokazuje nezavisnost hipoteza teorije skupova je u
izvesnom smislu suprotna metodi tranzitivnih modela. Polazeéi od prebro-
jivog tranzitivnog modela M teorije ZFC, konstruise se njegovo prosirenje
N, koje je takode model za ZFC i u kojem ne vazi CH ili neka druga skupov-
no-teoretska hipoteza. Samo prosirenje podseca na algebarske konstrukcije
poput ekstenzija polja ili slobodnih struktura, ali se u ovom slucaju odgo-
varajucéa kongruencija koja obezbeduje da Sirenjem nismo pokvarili polaznu
strukturu znatno suptilnije definise.

Intuitivno, ako je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC, model
u kojem ne vazi CH dobija se proSirivanjem modela M sa > Ny skupova
prirodnih brojeva.

Pretpostavimo da je z € w jedan takav skup prirodnih brojeva. Za-
misli¢emo skup x kao simbol koji treba opisati sredstvima modela M. Kako
ocekujemo da x € M, to onda znaci da se skup x ne moze opisati formu-
lom jezika Lzp. U suprotnom, ako bi postojala formula ¢(z) za koju je
x ={n € w: ¢(n)}, to bi na osnovu aksiome separacije znacilo da = € M.
Dakle, sredstvima teorije ZFC, odnosno njenog modela M, novi skup prirod-
nih brojeva x € M moze se samo parcijalno opisati.

Kljuéna ideja Koenovog dokaza nezavisnosti hipoteze kontinuuma sas-
toji se u tome da je parcijalan opis novih elemenata dovoljan, odnosno, da
skup z, kojim proSirujemo model M, moze biti zadat kolekcijom njegovih
aproksimacija.

Kona¢ne nizove P = J, 2", ukljucujuéi i prazan niz, nazivacemo
uslovima. Uslov p € P shvatamo kao informaciju da li skup x sadrzi odreden
prirodan broj. Ako je n-ti ¢lan niza p € P jednak 1, uslov p forsira formulu
n € z, a ako je n-ti ¢lan 0, uslov p forsira formulu n ¢ z.

Primer 1. Ako je p=(0,1,0,1,1), na osnovu uslova p znamo da 0 ¢ z,
lex, 2&x, 3€xi4ex. Pritom, za n > 5, uslov p ne daje nikavu
informaciju o tome da lin € x ili n & x.

Dakle, ako vazi uslov p = (0,1,0,1,1), onda 0 € x A 1 € x i ovu relaciju
oznacavamo sa p - 0 € x A1 € x. Kazemo da uslov p € P forsira reenicu
0 & x A1l € x prosirenog jezika Lzp U {z}.

Univerzum skupova koji se dobija prosirivanjem modela M skupom z
mora da sadrzi skupove, ¢iju egzistenciju garantuju aksiome ZFC, koji nas-
taju skupovnim konstrukcijama nad skupom z i elementima modela M. Na
primer, to su skupovi poput w — x, w x x ili 2. Pritom, svaki uslov nosi
odredenu koli¢inu informacija i o takvim skupovima.
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U opstem slucaju, ¢injenicu da informacija koju nosi uslov p € P, de-
terminiSe vazenje recenice ¢(z), oznacavamo sa p I- ¢(z). Intuitivno, ovu
relaciju shvatamo kao uslovno tvrdenje: ako je skup x opisan uslovom p,
onda z ima svojstvo ¢(x).

U prethodnom primeru to znaéi da vazi (0,1,0,1,1)IF (1,3) € 22 i
(0,1,0,1,1) I+ {1,2} ¢ P(z). Kako skup z nije element modela M, sta-
novnici tog sveta ne znajudalijel € x, 2 ¢ x i 3 € x, pa ne mogu odluciti
da li je (1,3) € 22, odnosno, da li je {1,2} ¢ P(x). Medutim, ako su in-
teligentna bica, stanovnici sveta M ipak znaju neka svojstva idelanog skupa
z. Na primer, znaju da skup z nije konacan i da se razlikuje od svakog skupa
prirodnih brojeva u njihovom svetu M.

Primer 2. (a) Za svako p € P, vazi p Ik 7z nije kona¢an skup”.

(b) Za svako a C wM i svako p € P, vazi p I (a # x).

Pretpostavimo da uslov p = (0, 1, 0) forsira recenicu ¢iji je smisao ”skup
x ima taéno 3 elementa”. Ako je ¢ = (0,1,0,1,1,1), onda ¢ O p i ¢ nosi
viSe informacija o skupu z, pa dakle ¢ forsira recenicu ”skup x ima tacno 3
elementa”. Medutim, uslov ¢ forsira da skup x ima ¢etiri elementa, Sto nije
moguce. Jasno je da za svako p € P, uvek mozemo napraviti uslov ¢ 2 p
koji forsira da skup = sadrzi bilo koji broj elemenata.

Pretpostavimo da uslov p = (0,1,0) forsira a = z, za neko a C w™.
Kako je M tranzitivan model, a € M, pa dakle znamo da li 3 € a ili 3 & a.
Ako 3 € a, stavimo ¢ = (0, 1,0,0). Kako ¢ O p nosi vise informacija o skupu
x, uslov ¢ forsira a = x, Sto nije moguce zbog ¢ IF 3 & x.

Elemente uredenja P naziva¢emo uslovima. Uslovi p,q € P su saglasni
ako postojir € P takavdar <pir <gq.

Skup D C P je gust u uredenju P ako za svako p € P, postoji ¢ € D
takvo da ¢ < p. Neprazan skup F C P je filter u uredenju P ako:

(a) zasve g € P, p<qipé€ F implicira q € F,

(b) ako p,q € F, onda postoji r € F takvodar <pir <gq.

Skup uslova G C P je genericki nad modelom M ako zadovoljava uslove:

(a) G je filter u uredenju P,

(b) za svaki gust skup D C P, ako D € M, onda G N D # ().

Primer 3. Pretpostavimo da je M prebrojiv tranzitivan model za ZFC.
Neka je P = J, ., 2" skup svih konacnih binarnih nizova i (P, <) uredenje
takvo da za p,q € P, ¢ < p ako i samo ako ¢ D p.
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Ako je G C P genericki skup uslova u modelu M, onda je f = UG
funkcija, dom(f) =wi f & M.

Kako je G filter u uredenju P, to f = |JG zaista jeste funkcija.

Za svakon € w, skup D,, = {p € P : n € dom(p)} je gust u uredenju P i
D,, € M. Kako je G genericki skup uslova, G N D,, # (), pa postoji p € D,
p C f, tj. n € dom(f).

Neka je g € 2¢ funkcija koja pripada M i Dy ={p e P:p Z g}. Skup
D, je gust u uredenju P, pa kako D, € M imamo G N D, # (), $to kona¢no
znaci da je f # g.

Funkcija f € 2% definisana u prethodnom primeru, jedinstveno odreduje
skup  C w takav da x ¢ M. Ukoliko uopste postoji, genericki skup uslova
prosiruje model M novim elementom z.

Neka je M prebrojiv tranzitivan model za ZFC i D familija podskupova
uredenja P. Filter G C P je D-genericki nad modelom M, ako za svaki gust
skup D € D, G € M implicira G N D # 0.

Slede¢a varijanta teoreme o egzistenciji ultrafiltra koji kompletan za pre-
brojive familije supremuma, obezbeduje egzistenciju generickih skupova nad
prebrojivim tranzitivnim modelima teorije ZFC.

Primer 4. Neka je D prebrojiva familija gustih skupova uredenja P. Za
svako p € P, postoji D-genericki filter G u P takav da p € G.

Neka je (Dy, : n € w) numeracija familije D. Neka je pg = p i za svako
n > 1, neka je p, € P takvo da p, < pp_11ipy € D,.

Skup G = {q € P : postoji n € w,q > p,} je D-genericki filter u P i
pritom p € G.

Primer 5. Neka je P skup svih konac¢nih nizova prebrojivih ordinala u
prebrojivom tranzitivnom modelu M teorije ZFC. Za sve p,q € M, neka
je ¢ < p ako i samo ako ¢ 2 p. Jasno, P = (P, <) je parcijalno uredenje i
pritom P € M.

Neka je G C P genericki skup nad M. Kako je G filter, f = [JG je
funkcija. Za svako n € w, skup D,, = {p € P:n € dom(p)} je gust u P.
Sliéno, za svako a < wM, skup E, = {p € P : a € codom(p)} je gust u P.
Dakle, za svako n € w, G N D, # 0 i za svako a € w, imamo G N E, # 0.
To znaéi da je dom(f) = w i codom(f) = wi.

Model M je zatvoren za operaciju unije, pa kako f =|JG i f & M, skup
G ne pripada modelu M. To pokazuje da u svakom tranzitivhom modelu
N D M, koji sadrzi G, ordinal wi! postaje prebrojiv. Obicno se kaze da je
u takvom modelu kardinal wi kolabirao na w.
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Eventualni dokaz nezavisnosti hipoteze kontinuuma podrazumeva kon-
strukciju prosirenja N' O M prebrojivog tranzitivnog modela M teorije
ZFC u kojem skup P(w) ima bar R . U takvom modelu N vaziée =~CH ako
kardinal 83 nije kolabirao u NV, odnosno, ako je R} = RV, Dakle, u dokazu
nezavisnosti kljuéne su tri stvari:

(a) Prosirivanjem prebrojivog tranzitivnog modela M teorije ZF generi-
¢kim skupom uslova G nad M dobija se model M[G] teorije ZFC. Genericki
skup G je element modela M[G] i klasa ordinala u M[G] je On™. Ako je
N D M tranzitivan model teorije ZF takav da G € N, onda M[G] C N.

(b) Ako je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC, postoji parcijalno
uredenje P € M i genericki skup uslova G C P takav da model M|[G] sadrzi
funkciju koja preslikava w)! na skup 2¢.

(c¢) U prebrojivom tranzitivnom modelu M teorije ZFC, moze se defi-
nisati jezik L koje sadrzi individualnu konstantu cg, kao ime za genericki
skup i za svako a € M, individualnu konstantu c,, kao ime elementa a € M.
Formulama jezika L5 moze se definisati konstanta svakog potencijalnog ele-
menta generickog prosirenja M[G]|. Ako je P € M parcijalno uredenje i
G C P genericki skup uslova nad M, u modelu M moze se definisati forsing
relacija IF izmedu uslova u P i recenica jezika L koja predstavlja uopstenje
relacije zadovoljenja modela M|[G].

Ne ulazeéi u detalje dokaza odgovarajucih preciznih formulacija stavova
(a) i (c), pokaza¢emo kako izgleda skup uslova koji u generickom modelu
forsira 280 > Ny.

Primer 6. Neka je M prebrojiv tranzitivan model teorije ZFC i P € M
skup svih funkcija p ¢iji je domen dom(p) konacan podskup od wd! x w,
kodomen codom(p) C {0, 1}, a poredak < definisan tako da za sve p,q € P,
p < q ako i samo ako p 2 q.

Kako je model M prebrojiv, postoji genericki skup uslova G C P nad
M ineka je f = |JG. Istim argumentima kao u prethodnim primerima,
dokazuje se da je f funkcija sa domenom dom(f) = w}! x w.

Za svako a < wi! neka je f, : w — {0,1} funkcija definisana tako da za

svako n € w,
fa(n) = fla,n).

Za svako g € M, skup D, = {p € P : In p(a,n) # g(n)} je gust u
uredenju P, pa dakle za svako o < wi?, imamo f,, # g, tj. svaka od funkcija
fa ne pripada modelu M.
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Ako je a # 8, skup D = {p € P: In p(a,n) # p(B8,n) } je gust u P, pa
je GND # (. To znaci da je a — f, obostrano jednoznacno preslikavanje
kardinala w)’ u skup 2. Ukoliko kardinal wj? nije kolabirao, u modelu M
ne vazi hipoteza kontinuuma.

Kantor je problem kontinuuma postavio u sasvim razlicitom kontekstu
od onog u kojem je on sagledan u Gedelovim i Koenovim rezultatima. Oni
su zapravo resili jedan formalno-kombinatorni problem, koji Kantor uopste
nije imao u vidu. Pokazali su da u spisku dokaza iz hipoteza ZF nema
dokaza za rec¢enice CH, AC ili ~CH i —AC, odnosno, da teorija ZF nije
kompletna teorija. Matematika nije kombinatorna simbolicka igra. Njena
tvrdenja izrazavaju svojstva odredene objektivne realnosti, pa sa stanovista
te realnosti, kontinuum hipoteza vazi ili ne vazi. Ako se prihvati realistic-
ko glediste, ovi rezultati samo pokazuju nedostatke teorije ZF, a nikako ne
predstavljaju reSenje problema kontinuuma ili problema izbora.

Tako dovoljno jake da se u njima mogu izraziti prakti¢no svi znacajni
matematicki principi, teorije ZF i ZFC ipak nemaju odgovor na jedan broj
vaznih i prirodnih pitanja, bar kada su one same u pitanju. Iz tih razloga,
veruje se da one ipak ne iscrpljuju sva relativno jednostavna svojstva koja
karakterisu skupove kao "realne” matematicke objekte.

Prosirenje Lebegove mere

Posle Koenovih rezultata, metod forsinga upotrebljen je u analizi velikog
broja principa, koji predstavljaju neku vrstu kandidata kojim bi se oprav-
dano mogla prosiriti teorija ZF. U slede¢im primerima ilustrovan je problem
egzistencije mere, koji je u ovom smislu bio veoma inspirativan i predstav-
ljao izvor niza pretpostavki koje su nezavisne od teorije ZF. Medutim, kako
se sve takve pretpostavke odnose na egzistenciju velikih kardinala, veéih od
najmanjeg nedostiznog kardinala, za veéinu matematicara one se po svojoj
prirodi bitno razlikuju od ostalih aksioma teorije ZF.

Za svaki neprazan skup S, realno vrednosna funkcija p definisana na
P(S) je o-aditivna mera na S ako zadovoljava sledeée uslove:

(a) u(0) =0, u(S) =1,

(b) ako sux C y, u(z) < u(y),

(c) za svako z € S, p({z}) =0,

(d) (Unew Tn) = Dopew #(xn), za svaku familiju (z, : n € w) medusob-
no disjunktnih podskupova skupa S.
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Jasno je da, na osnovu uslova (b), mera nema negativne vrednosti, tj.
za svako © C S, p(x) > 0. U specijalnom slu¢aju, na osnovu uslova (d),
odnosno, na osnovu o-aditivnosti, sledi da je mera aditivna funkcija: ako
su z,y C S disjunktni skupovi, pu(z Uy) = u(z) + u(y).

Opéstije, ako je B proizvoljna o-algebra skupova, mera na B je realno
vrednosna funkcija p definisana na B koja zadovoljava uslove (a),-- -, (d).

Paradigma ideje mere jeste Lebegova mera. Definisana je kao mera na
o-kompletnoj algebri merljivih skupova realnih brojeva koja je invarijantna
u odnosu na izometrije realne prave:

(e) Ako je x C Rmerljivskupiy = {z+r: 2z € z}, zaneko r € R, onda
vazi p(z) = p(y).

Primer 1. U odnosu na inkluziju kao uredenje, neka je M maksimalan
podskup intervala [0, 1] takav da za sve x,y € M, ako x # vy, (x —y) € Q.
Skup M nema Lebegovu meru.

Za svako q € @), neka je My, = {z+q : x € M}. Sviskupovi oblika M, su
medusobno disjunktni i [0,1] € 1My € [0,2], pa skup M ne moze
biti merljiv.

geQN[o,1

Primer 2. Ako je skup z C [0, 1] takav da x i ¢ ne sadrze perfektan
skup, onda skup x nema Lebegovu meru.

Ovo tvrdenje je posledica ¢injenice da svaki skup pozitivne Lebegove
mere sadrzi zatvoren podskup pozitivne mere.

Postojanje nemerljivih skupova realnih brojeva moze se shvatiti kao
posledica uslova invarijantnosti. Stoga, prirodno se postavlja pitanje da
li Lebegova mera ima proSirenje, koje eventualno nije invarijantno, u kojem
su svi podskupovi intervala [0, 1] merljivi. Pozitivan odgovor na ovo pitanje
negira hipotezu kontinuuma i ima drasti¢ne posledice po kardinalnost skupa
realnih brojeva.

Teorema 19. Ako postoji mera na 280, ne vazi kontinuum hipoteza.

Dokaz: Pretpostavimo da vazi 2% = R;. Neka je 1 mera na w i neka
je I = {x Cwy : pu(z) = 0} ideal skupova mere nula. Na osnovu definicije
mere, ideal I ima sledeca svojstva:

(a) Za svako z € wy, {z} € I,

(b) Ako za svako n € w, x, € I, onda {J, ¢, zn € I,

(c) Ne postoji neprebrojiva familija S, medusobno disjunktnih pod-
skupova skupa w1, takva da za sve z € S, x & I.
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Pretpostavimo da je S familija podskupova ordinala w; takva da za sve
x €S, x &gl Zasvakon € w, nekaje S, ={r € S: p(r) > %H} Kako je
p(wr) = 1, svaka familija S, je konac¢na, pa kako je S = |, o, Sn, familija
S je najvise prebrojiva, odnosno, vazi tvrdenje (c).

Konstruisa¢emo matricu (aqay, : @ € wi,n € w), podskupova ordinala wy,
koja zadovoljava sledeée uslove:

new

(d) Za svako n € w, o # B implicira aan Nagy, = 0,

(e) Za svako a € wi, skup w1 — {J,,¢,, @an je najvise prebrojiv.

Za svaki ordinal § < wi, izaberimo funkciju f¢ : w — w; tako da vazi
£ C codom( f¢) i za sve a < wy, n € w, neka je

aan = {€ <wi : fe(n) = a}.

Ako & € aan Nagy, onda fe(n) = ai fe(n) = B, pa vazi uslov (d).

Ako za svako n € w, { & aan, onda a ¢ codom(f¢), pa dakle { < a. To
znaci da matrica (aq, : @ € w1, n € w) zadovoljava uslov (e).

Neka je av < wy fiksiran. Na osnovu uslova (e) i (b), svi skupovi oblika
Gan, M € w, ne pripadaju idealu I jer, wy je unija skupova a., i najvise
prebrojivog skupa, koji prema (a) i (b) pripada idealu I.

Otuda sledi da za svako a < wq, postoji ny € w takvo da aq,, € I. Kako
postoji neprebrojivo mnogo ordinala o < w, mora postojati n € w takvo da
je {a : ny = n} neprebrojiv skup.

Kona¢no, prema uslovu (d) & = {aan : no = n} je neprebrojiva familija
medusobno disjunktnih podskupova od w; takva da za svako an, € S, vazi
aon € I, $to prema uslovu (¢) nije mogucée. O

Zanimljivo, bez ikakvih teSkoca ovaj dokaz moze se preraditi u dokaz
sledeéeg tvrdenja: ako postoji mera na 2%, onda postoji slabo nedostizan
kardinal k < 2%0.

Teorema 20. Ako postoji mera na kardinalu /3, postoji slabo nedostizan
kardinal k < .

Dokaz : Pretpostavimo da je x najmanji kardinal za koji postoji ideal I
nad x koji zadovoljava uslove:

(a) Za svako z € Kk, {z} € I,

(b) Ako za svako n € w, x, € I, onda J,,c, zn € I,

(c) Ne postoji neprebrojiva familija S, medusobno disjunktnih pod-
skupova skupa «, takva da za sve x € S, x & I.
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Za svako A < k, ako x;, € I za sve 1 < A, onda je |J, .z, € I.

n<A

Pretpostavimo da postoji A < « i familija z,, € I, n < A, medusobno
disjunktnih skupova takva da (U, .\ =, € I.

Akoje J={y C \: Une,y xy € I, skup J je ideal na A < k i zadovoljava
uslove (a), (b) i (c), suprotno definiciji kardinala .

Otuda sledi da za svako x C k, ako |z| < k, onda x € I, §to znadi da je
k regularan kardinal.

Po definiciji slabo nedostiznog kardinala, treba jo§ dokazati da je s
grani¢ni kardinal. Pretpostavimo suprotno, tj. da je v ordinal takav da
R = Nl,+1.

Za svaki £ < k, izaberimo funkciju f¢ na w, tako da £ C codom(f¢). Za
svako a < wy41 1 svako n < wy, neka je

tan = {6 <K fe(n) = o}

Kao u dokazu prethodne teoreme, matrica (am, o< wyrl,n < wy)
zadovoljava uslove tipa (c) i (d):

(d’) Za svako 1 € w,, a # 8 implicira aa, Nag, = 0,

(e’) Za svako o € wyy1, |wp+1 — U Qo] <R,.

Isto kao u dokazu prethodne teoreme, za svako a < wyy1, postoji n <
w, takvo da an, ¢ I. Tako se dobija familija S medusobno disjunktnih
elemenata, koji ne pripadaju idealu I, kardinalnosti N, 1, §to prema uslovu
(¢) nije moguce. O

nNEwy

Na osnovu prethodne teoreme, ako postoje beskonaéni merljivi skupovi,
njihova kardinalnost veca je od slabo nedostiznog kardinala, pa takva pret-
postavka implicira neprotivrecénost teorije ZFC. Jedan broj matematicara
veruje u postojanje takvih kardinala.

Primer 3. Ako je (x; : i € w) familija gustih otvorenih skupova realnih
brojeva, presek familije (x; : i € w) je gust skup u R.

Ako je x = (\;c,, %i, skup = ima neprazan presek sa svakim otvorenim
intervalom I realnih brojeva. Naime, ako je ((pk,qx) : k¥ € w) numeracija
svih racionalnih otvorenih intervala, neka je Iy = I i za svako n € w, 1,41 =
(pk, qk), gde je k € w najmanji prirodan broj takav da je zatvoreni interval
Pk, qx] € I, Ny Kako je N --- N, # 0, za svako n € w i ako je
a = limg_,o g, onda a € x N 1.

Neposredna posledica ovog tvrdenja jeste da skup racionalnih brojeva
nije presek prebrojive familije otvorenih skupova realnih brojeva.
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Primer 4. (a) Svaki perfektan skup ima kardinalnost 2%°.

(b) Svaka familija Fy O F} D -+- D F, 2 -+ ,a < f3 strogo opadajuéih
zatvorenih skupova realnih brojeva je najvise prebrojiva.

(c) Svaki skup realnih brojeva ima najvise prebrojiv skup izolovanih
tacaka.

(d) Ako je F' neprebrojiv zatvoren skup realnih brojeva, postoje perfek-
tan skup P i prebrojiv skup S takvi da vazi FF = PUS.

Dakle, svaki zatvoren skup je ili prebrojiv ili ima kardinalnost 280, §to
znaci da za zatvorene skupove realnih brojeva vazi hipoteza kontinuuma.

Primer 5. Ako se pretpostavi aksioma izbora, postoji skup realnih bro-
jeva kardinalnosti 280 koji ne sadrzi perfektan podskup.

Izlaganje svojstava mere u svetlu teorije modela teorije skupova zavrsa-
vamo rezultatom koji pokazuje kako bi matematika mogla izgledati ukoliko
se nekad potvrdi postojanje nedostiznog kardinala:

— Pretpostavimo da postoji nedostizan kardinal. Onda postoji model
teorije ZF + =AC u kojem je svaki skup realnih brojeva merljiv i svaki ne-
prebrojiv skup sadrzi perfektan podskup.

Sa jednim brojem suptilnih detalja u odnosu na dokaz nezavisnosti hi-
poteze kontinuuma, moze se dokazati nezavisnost aksiome izbora. Prebrojiv
tranzitivan model teorije ZF moguce je proSiriti "novim” skupom realnih
brojeva, tako da genericko prosirenje ne sadrzi dobro uredenje tog skupa.
Time se dobija model u kojem vazi negacija aksiome izbora.

Paradoksalni skupovi

Tako ne resava sva pitanja o kardinalima, aksioma izbora ipak omogucava
definiciju i kakvu takvu aritmetiku kardinala. U ostalim oblastima matem-
atike ona takode ima znacajne posledice. Neke od tih posledica smo veé
razmotrili. Teoremu o ultrafiltru, stav potpunosti, proSirenje homomor-
fizma Bulovih algebri, egzistenciju algebarski zatvorenog polja i Skolemove
teoreme dokazali smo pozivajuéi se na neku varijantu ovog principa. Od
znacajnijih matematickih rezultata u ovom smislu svakako treba spomenuti
i Han-Banahovu teoremu, Nilsen-Srajerovu teoremu o podgrupama slobodne
grupe, teoremu Tihonova o proizvodu kompaktnih prostora itd.

Medutim, u zasnivanjima teorije mere, u prvoj polovini ovog veka, po-
zivanjem na aksiomu izbora, dobijen je Citav niz rezultata koji protivrece
geometriskoj intuiciji. Neki od njih izgledali su tako da je jedan broj mate-
maticara ozbiljno posumnjao u legitimnost ovog principa.
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Primer takvog rezultata je razlaganje jedini¢ne lopte na konacan broj
delova od kojih se, kretanjima u prostoru, mogu sklopiti dve jedini¢ne lopte.

Ako je X proizvoljan skup, slobodna grupa generisana skupom X je
grupa F(X) takva da za svaku grupu G i svaku funkciju f : X — G, postoji
jedinstveno odreden homomorfizam g : F(X) — G koji prosiruje funkciju f.

Nad proizvoljnim skupom X, postoji slobodna grupa generisana skupom
X. Ona se sastoji se od svih re¢i nad slovima iz skupa X svedenih po
zakonima grupe. Slobodnu grupu generisanu sa dva elementa oznac¢avacemo

sa F.

Primer 1. Ako su a i b generatori grupe F, svaki njen element g € F
moze se predstaviti u obliku

_ kgl knpl
g_albl,,,anbn’

gde su k; i l; celi brojevi Pritom, samo %y i [, mogu biti jednaki nuli i
jedinicni element 1 grupe F ne moze se predstaviti na takav nacin.

Zapravo, grupa JF se sastoji od svih svedenih re¢i, u smislu aksioma
teorije grupa, sastavljenih od slova a i b.

Primer 2. Grupa rotacija SOs prostora R3, sa osama rotacije koje
prolaze kroz koordinatni pocetak, sadrzi podgrupu izomorfnu grupi F.

Da bismo to pokazali, primetimo da se grupa SO3 moze predstaviti or-
togonalnim matricama reda 3 x 3 sa determinantom jednakom jedinici. Neka
je ¢ rotacija oko prave x = z, y = 0 za ugao 7 i neka je 1 rotacija oko z-ose
za uUgao %’T Rotacije ¢ i ¢ predstavljene su matricama

_V3

0 0 1 -1 51
dp=10 -1 0 | iy= @ _—
1 0 0 0 0 1

i pritom je ¢? = 1143 = 1. Neka je a = ¥op i b = ¢ppopp. Grupa F
generisana rotacijama a i b je slobodna grupa.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji n > 0 i celi borjevi ky,..., kn;
l1,...,1,, razliciti od nule, takvi da je

1 =akplr .. gknpin,

Imajuéi u vidu definicije rotacija a i b, jedini¢ni element moze se predstaviti u
obliku 1 = ¢y pyp"2¢p- - - ™™ za neke ri,...,rm—1 € {1,2}, 1y, € {0,1,2} 1
s € {0,1}. U matri¢noj reprezentaciji, ovaj proizvod ni za jednu kombinaciju
brojeva s,71,...,7m, m > 0, nije jednak jedini¢noj matrici. Dakle, grupa
generisana elementima a i b je slobodna.
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Teorema 21. Hauzdorfov paradoks: Na jedini¢noj sferi S prostora R?
postoji skup E C S koji zadovoljava sledeée uslove:

(a) cetiri kopije skupa E pokrivaju S i

(b) S sadrzi beskona¢no mnogo dijunktnih kopija skupa E.

Naglasavamo da se kopije skupa E, o kojima se govori u teoremi, dobijaju
rotacijama prostora R3. Taj skup zaista ima zacudujuéa svojstva. Ako
skup F rotiramo na jedan nac¢in, u cetiri koraka pokrijemo ¢citavu sferu.
Sa druge strane, na sferi se rotacijama moze rasporediti beskona¢no mnogo
disjunktnih kopija skupa F.

Dokaz: Neka su rotacije a,b € SO3 takve da je grupa generisana sa a,
b slobodna grupa F. Prema prethodnom primeru takve rotacije grupe SOj3
zaista postoje. Na sferi S definiSemo relaciju ekvivalencije ~ tako da za sve
T,y €S,

x~y < postoji feF, y=f(r).

Svaka klasa ekvivalencije je prebrojiva. Neka je C' unija svih klasa koje
sadrze bar jednu fiksnu tacku nekog neidentickog preslikavanja iz F. Kako
svako takvo preslikavanje ima ta¢no dve fiksne tacke i kako je grupa F
prebrojiva, skup C' je takode prebrojiv.

Prema aksiomi izbora, neka je H C S skup koji sadrzi po jednog pred-
stavnika svake od klasa ekvivalencije. Svaka tacka z € S\C ima jedinstvenu
reprezentaciju oblika x = f,(y), gde je fr € Fiy € H.

Neka je U C F skup svih reci koje pocinju sa a¥, k # 0 i neka je

E={zeS\C: f, eU}.

Za sve m # n, skupovi b E i b"E su disjunktni, tj vazi tvrdenje (b).

Kako je UUaU = F to je S\C C EUaFE. Skup C je prebrojiv. Kako je
grupa SO3 neprebrojiva, postoji rotacija r € SO3 takva da je C NrC = 0.
Otuda je rC C EUaE, tj. C Cr~'EUr~laFE, pa dakle

SCEUaEUr'EurlaE,
sto dokazuje tvrdenje (a). O

Hauzdorf je znao za ovaj fenomen. Pronasao je slobodnu podgrupu u
grupi izometrija prostora i njen paradoksalan efekat na sferi. Prakticno,
bio je samo na korak od glavnog rezultata. Taj korak napravili su Banah i
Tarski zahvaljujuéi jednoj varijanti Sreder-Bernstajnove teoreme.

Teorema 22. Akosu f: A — Big: B — A obostrano jednoznacne
funkcije, postoje particije A1, Ao C A1 By, Bo C B takve da
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flA1] =By i g[Bs] = As.

Dokaz: Na paru skupova (A, B) definisimo graf T' tako da za proizvoljne
x € A,y € B, x iy su povezane tacke grafa I" ako i samo ako y = f(x) iliz =
g(y). Kako su f i g injektivna preslikavanja, svaka povezana komponenta
grafa I je ciklus ili beskonacna putanja u jednom ili oba pravca. Za svaku
komponentu C grafa I', f[C N Al =CnBili g[CNB]=CnNA. Neka je

A =U{CNA:C komponenta uI'i f[CNA)=CnB},

onda skupovi Ay = A\A1, By = f(A1) i Bs = g~'(Ay) zadovoljavaju uslov
teoreme. O

Skupovi A, B C R? su razlozivo jednaki u prostoru R? ako postoje par-
ticije A1,...,A, € A, Bi,...,B, C B i elementi ¢1,...,9, C G3 grupe
izometrija Gs takvi da za svako A;, g;(A;) = B;.

Razlozivu jednakost skupova A i B oznacavamo sa A ~, B. Pritom,
prirodan broj n > 1 oznacava broj elemenata particije s obzirom na koju se
realizuje razloziva jednakost skupova A i B.

Korak koji je nedostajao Hauzdorfu u dokazu paradoksalne dekompozi-
cije lopte je sledec¢a neposredna posledica Kantor-Bernstajnove teoreme:

Primer 4. Ako su A C A i By C B skupovi tacaka prostura R, onda
za proizvoljne m,n > 1, A ~,, By i A} ~,, B implicira A ~p,1,, B.

Razloziva jednakost A ~,, Bj i inkluzija By C B odreduju obostrano
jednoznac¢nu funkciju f : A — B, a razloziva jednakost B ~, A; i inkluzija
Aq C A obostrano jednoznaénu funkciju g : B — A.

Na osnovu Sreder-Bernstajnove teoreme, efekat funkcije g na elemente
m-particije skupa A je (m + n)-particija u A, a efekat funkcije f na elemente
n-particije u B, (m + n)-particija skupa B. Ove particije odreduju (m + n)-
razlozivu jednakost skupova A i B.

Primer 5. Jedinican lopta se moze razloziti na jedanaest delova od kojih
se kretanjem u prostoru mogu sklopiti dve jedini¢ne lopte.

Neka je E skup ¢ije éetiri kopije pokrivaju sferu S. Ako je B jedini¢na
lopta, E* = |J{zE : 0 < z < 1} i t translacija prostora R takva da 0 € tE*,
onda je BC E*UaE* Ur 'E* Ur~laE* UtE*.

Neka je Ai,...,As particija jedinicne lopte B odredena prethodnim
pokrivanjem i neka je B jedini¢na lopta disjunktna sa B.
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Prema svojstvu (b), deset disjunktnih kopija skupa E se rotacijama moze
rasporediti na sferu .S, tj. deset disjunktnih kopija skupa E* moze se rotaci-
jama i translacijama smestiti u loptu B. Ako u svaku od tih deset kopija
rasporedimo redom kopije skupova Ai,..., A5, A1,..., As, onda

BCBUB; i AjU---UA;UA]U---UA; CB.
Kako je A} U---UA;UA/ U---UA; ~19 BUB; i B ~; B, prema
posledici Kantor-Bernstajnove teoreme, B ~1; BU B;. O

Ako je n > 3, paradoksalna razlaganja n-dimenzionalne jedini¢ne lopte
su moguéa buduéi da u tim slu¢ajevima grupa izometrija G, prostora R"
sadrzi slobodnu podgrupu. Primeri takvog razlaganja zapravo pokazuju
da Lebegova mera prostora R", n > 3, nema proSirenje koje je aditivno i
invarijantno na P(R").

U slucaju prostora R2, grupa izometrija Gy ne sadrzi slobodnu podgrupu,
pa postoji aditivna invarijantna mera u na P(R?) koja prosiruje Lebegovu
meru u ravni. Kako ovaj rezultat sledi na osnovu Han-Banahove teoreme,
buduéi da se Han-Banahova teorema dokazuje pozivanjem na aksiomu izb-
ora, efekat aksiome izbora u ravni je potpuno suprotan efektu koji ima u
prostoru. Ona u ravni ne dozvoljava paradoksalna razlaganja, a u prostoru
na njoj pociva paradoksalna dekompozicija jedini¢ne lopte.

ZavrSavajudi izlaganje o teoriji skupova, vrati¢emo se na pitanje smisla
matematickih iskaza. Sa jedne strane, interpretirana u prebrojivim tranzi-
tivnim modelima, teorija ZFC podse¢a na neku vrstu kombinatorne igre, ali
kada se ima u vidu interpretacija njenih principa u prostorima sa jakom ge-
ometrijom, ipak se opravdano postavlja Hilbertovo pitanje: kakav je stvarni
sadrzaj matematickih iskaza. Na kraju, da li se jedini¢na lopta stvarno
moze razloziti na pet delova, od kojih se mogu sklopiti dve takve lopte ili se
samo radi o interpretativnoj zloupotrebi finitistickih objekata lisenih svakog
smisla.

Napomene

— Kantor je prvi matematicar koji se sistematski bavio problemom zasni-
vanja pojma skupa. Uocio je znacaj obostrano jednozna¢nih preslikavanja,
definisao pojmove kardinalnih i ordinalnih brojeva, dobrog uredenja i ini-
cirao istrazivanja topologije realne prave. Njega su pre svega interesovali
beskonaé¢ni skupovi tako da je veé¢ 1878. godine imao formulisan problem
kontinuuma.
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— Sa izuzetkom aksiome zamene, aksiome teorije skupova o kojima smo
do sada govorili formulisao je Cermelo 1908. U jednoj gruboj verziji ak-
siomu zamene definisao je Frenkel 1922. godine tako da se danas ova teorija
uobicajeno naziva Cermelo-Frenkelovom teorijom skupova. Medutim, pre-
ciznu verziju ove aksiome u predikatskom ra¢unu prvog reda formulisao je
Skolem 1922. godine.

- Kantor je definisao i delom razvio teoriju dobro uredenih skupova.
Definisao je pojam transfinitne indukcije. Ideja da se ordinali definisu kao
skupovi manjih ordinala nastala je 1923. godine u radovima Fon Nojmana i
Cermela [2].

— Aksiomu regularnosti definisao je Mirimanov 1917. godine. Ideju ku-
mulativne hijerarhije skupova, pojam ranga i dokaz njene relativne nepro-
tivre¢nosti formulisao je Fon Nojman 1929. godine [2].

— Pojam kardinalnog broja definisao je Kantor. Takode, njemu je bio
poznat i niz N,, o € On. Regularnost kardinala definisao je Hauzdorf i
postavio pitanje egzistencije regularnih grani¢nih kardinala. Osim klasi¢nog
Kenihovog rezultata iz 1905. godine, veéi deo aritmetike kardinala u okviru
teorije ZFC razradio je Tarski [2].

- Aksiomu izbora formulisao je Cermelo i koristio je u dokazu principa
dobrog uredenja 1904. godine. Fenomene paradoksalnih razlaganja uocio je
Hauzdorf 1914. godine [5].

— Relativnu neprotivre¢nost hipoteze kontinuuma, aksiome izbora i ak-
siome konstruktibilnosti dokazao je Gedel 1938. godine. U opsirnoj mono-
grafiji iz 1940. godine [4] navedena je jedna detaljna konstrukcija klase L,
kao i dokaz da u L vaze hipoteza kontinuuma i aksioma izbora.

— Ideja apsolutnosti prvi put se javlja u spomenutoj Gedelovoj mono-
grafiji, koja obuhvata i opsezna istrazivanja tranzitivnih modela. Pojam
tranzitivnog kolapsa definisao je Mostovski [2], a teoremu refleksije dokazali
su Levi 1960. i Montegju 1961. godine [4].

— Nezavisnost hipoteze kontinuuma i aksiome izbora dokazao je Koen
1963. godine metodom koji se uobicajeno naziva forsing. Tim metodom
dokazan je ¢itav niz rezultata nezavisnosti u teoriji skupova, a on i danas
ima kljuénu ulogu u ovoj teoriji. U originalnom formalistickom pristupu,
ovaj metod izlozen je u monografiji [4].

— Matricu oblika (w;,w) definisao je Ulam 1930. godine i dokazao da na
w1 ne postoji netrivijalna o-aditivna mera [2]. Uz pretpostavku postojanja
nedostiznog kardinala, model teorije ZF u kojem svaki skup realnih brojeva
ima Lebegovu meru konstruisao je Robert Solovej 1970, godine [2].
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— U radu iz 1924. godine, u kojem su otkrili paradoksalnu dekompoziciju
lopte, Banah i Tarski nisu precizirali broj delova dovoljan za takvu dekom-
poziciju [1]. Kasnije, 1929. godine fon Nojman je dokazao da se ona moze
izvrsiti sa devet delova, 1945. godine Serpinski je izveo konstrukciju u kojoj
je bilo dovoljno osam delova i konacéno, 1947. godine, Robinson [5] je dokazao
da je pet minimalan broj delova neophodan za paradoksalnu dekompoziciju
jedini¢ne lopte.
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Teorija izracunljivosti

Osnovni pojam, prisutan u svim idejama koje ¢e se javljati u daljim
razmatranjima, jeste pojam efektivne procedure. Pod takvom procedurom
podrazumevamo ¢isto mehanicki proces koji se korak po korak izvodi nad
kona¢nim skupom podataka. Svaki korak u proceduri nedvosmisleno je
definisan, izvodi se u kona¢nom vremenu i u ograni¢enom delu fizickog pros-
tora.

Postoji mnogo primera efektivnih procedura i navedena definicija prili¢no
dobro odgovara svakodnevnoj upotrebi ovog pojma. Medutim, u ovom kon-
tekstu, nas prevashodno interesuju granice efektivnosti, odnosno, problemi
u kojima je neophodno dokazati neefektivnost odredenih procedura. Sli¢no
pojmu dokaza, za naSe potrebe neophodan je precizan matematicki pojam
efektivnosti.

Na primer, pomocu istinosnih tablica, u kona¢no mnogo koraka moze se
utvrditi da li data formula iskaznog rac¢una pripada klasi tautologija. Ali
kako smo ranije napomenuli, to nije slucaj i sa retenicama predikatskog
racuna. Problem njihovog univerzalnog vazenja nije efektivnan. Sa stano-
vista efektivnosti, iskazni i predikatski ra¢un su bitno razli¢iti. U ¢emu se
ta razlika sastoji i kako se ona moze izraziti matematickim sredstvima?

Intuicija izracunljivosti je po prirodi aritmeticka, pa odgovor na ovo pi-
tanje i jeste aritmetizacija. Efektivnost podrazumeva aritmeticku jednos-
tavnost. Kada se matematicke teorije interpretiraju u aritmetici, ukoliko se
u ovom smislu uopste razlikuju, njihova razlika u efektivnosti morala bi se
pojaviti u klasama aritmetickih funkcija u kojima su interpretirane. Stoga,
matematicko zasnivanje ideje efektivnosti prevashodno podrazumeva njenu
aritmeticku formulaciju. Kako se u prirodnim brojevima mogu kodirati svi
konac¢ni diskretni objekti, svaka efektivna procedura moze se aritmeticki
izrazititi kao funkcija definisana na prirodnim brojevima.

Kao matematicki objekt, klasu efektivno izracunljivih funkcija defini-
Semo u klasi funkcija prirodnih brojeva. Pritom, funkcija f je funkcija
prirodnih brojeva ako dom(f) C w™ i codom(f) C w, za neki prirodan broj
n > 1. Ovom definicijom, osim totalnih obuhvacene su i parcijalno definisane
funkcije ukljuc¢ujuéi i praznu funkciju. U oznakama koristimo izraze oblika
f(z1,...,2,), a jednakost takvih izraza shvatamo kao jednakost funkcija.
Saglasno takvoj notaciji, svi aritmeticki izrazi su funkcije.
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Rekurzivne funkcije

Nepodeljeno je misljenje savremenih matematicara da intuitivnu ideju
efektivnosti u potpunosti determinise klasa R rekurzivnih funkcija. To uv-
erenje izrazava se Cercovom tezom:

— Svaka intuitivno izracunljiva funkcija je rekurzivna.

Zapravo, kako se samo po sebi podrazumeva da su rekurzivne funkcije
intuitivno izracunljive, u Cercovoj tezi tvrdi se da je klasa 7 intuitivno
definisanih izrac¢unljivih funkcija jednaka klasi R rekurzivnih funkcija.

U ovoj hipotezi je ¢udno to §to ona jedan nematematicki pojam, klasu
intuitivno izrac¢unljivih funkcija, izjednac¢ava sa konkretnim matematickim
objektom — klasom rekurzivnih funkcija. Ne ulazeéi u eventualno dublji
smisao koji Cercova teza ima, mi ¢emo je za sada shvatiti kao matematicku
definiciju efektivne procedure. Dakle, efektivna je svaka procedura koja se
moze opisati rekurzivnom funkcijom.

Sve funkcije prirodnih brojeva sa kojima se svakodnevno susreéemo
su rekurzivne. Medutim, standardne aritmeticke funkcije pripadaju nesto
uzoj klasi takozvanih primitivno rekurzivnih funkcija, tako da definicija
spomenute klase prirodno prethodi definiciji klase rekurzivnih funkcija.
Kako se pojam rekurzije moze mnogo opstije definisati, njegov specijalan
slu¢aj na prirodnim brojevima naziva se primitivnom rekurzijom, pa je tako
nastao uobicajeni naziv klase primitivno rekurzivnih funkcija. U daljim raz-
matranjima, pod rekurzijom podrazumevamo primitivnu rekurziju.

Klasa primitivno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa P koja sadrzi os-
novne funkcije i zatvorena je za supstituciju i primitivnu rekurziju. Pritom,
osnovne su sledec¢e funkcije:

(a) konstanta nula: za svako z € w, 0(x) =0,

(b) funkcija naslednika: za svako z € w, s(z) =z + 11

(c) sve projekcije: za svako z € w", Ul(x1,...,2,) = x;, 1 <i < mn.

Supstitucija: Ako su g1(Z), ..., gm (%), £ € W™ i h(Y), ¥ € W™, primitivno
rekurzivne funkcije, onda je funkcija

f(z1,...,xn) = h(g1(Z), ..., gm(T))

primitivno rekurzivna. Kazemo da je funkcija f(Z) dobijena supstitucijom
funkcija g1(Z), ..., gm(Z) u funkciju h(y).
Rekurzija: Ako su f(Z) i g(Z,y,2), ¥ € w", primitivno rekurzivne funk-

cije, slede¢a funkcija je primitivno rekurzivna:
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hz,0) = f(Z)
M@,y +1) = g(&,y, M, y)).
Funkcija h(Z,y) dobijena je rekurzijom iz funkcija f(Z i g(Z,y, z). Kada
je n = 0, funkcija f je konstanta. Na osnovu opSte teoreme rekurzije,
funkcija h(Z,y) postoji i jedinstveno je odredena.

Drugacije receno, funkcija f je primitivno rekurzivna ako postoji niz

funkcija f1,..., fn takav da f, = f i za sve i < n, f; je osnovna
funkcija ili se f; moze dobiti primenom supstitucije ili rekurzije na neke
od funkcija fi,..., fi—1. Izracunavanje vrednosti takvih funkcija svodi se

na izracunavanje baznih funkcija i primenu pravila supstitucije i rekurzije.
Intuitivno, svaka od ovih operacija je efektivna.
Na primer, rekurzivna definicija sabiranja h(z,y) = x + y je

h(z,0) = z,
h(z,y+1) = h(z,y) + 1,

odnosno, h(z,y) se dobija rekurzijom iz funkcije f(x) = =z i funkcije
g(x,y,2) = z+1, tj. rekurzijom iz osnovnih funkcija U} (z) i s(x). Izvodenje
funkcije h je niz funkcija: f = U7, Ug’, $,¢g,h. Sasvim neposredno, ovaj niz
podseéa na dokaz u iskaznom ili predikatskom racunu.

Po definiciji, sve bazne funkcije su totalne, a kako supstitucija i rekurzija
¢uvaju to svojstvo, sve primitivno rekurzivne funkcije su totalne.

Primer 1. (a) Mnozenje prirodnih brojeva h(z,y) = x -y je primitivno
rekurzivna funkcija. Dobija se rekurzijom iz konstante f(x) = 0 i sabiranja
9(@,y,2) =z + .

(b) Eksponencijalna funkcija g(x,y) = ¥ i faktorijel h(z) = x! su prim-
itivno rekurzivne funkcije.

Primer 2. Slede¢a funkcija je primitivno rekurzivna:

- _Jx—y akox >y,
xy_{O ako r < y.

U sledeéim primerima naveden je jedan broj primitivno rekurzivnih funk-
cija koje su znacajne u kasnijim izlaganjima. Poredane su uglavnom tako
da rekurzivnost svake od njih, sledi iz rekurzivnosti prethodnih. Njihov
izbor opredeljen je potrebama dokaza osnovne teoreme o jednakosti klasa
izracunljivih i rekurzivnih funkcija.

Primer 3. Koristeé¢i ranije navedene primere, lako je dokazati da su i
sledece funkcije primitivno rekurzivne:
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1 ako x # 0,
ako x = 0.

ostatak delenja = say ako y # 0,

¢) rm(z,y) = { x ako y = 0.

| koli¢nik delenja x say ako y # 0,

Relacija R C w" je primitivno rekurzivna ako njena karakteristicna
funkcija cp pripada klasi P. Pritom,

cnlz ) = 1 ako R(xy,...,zp),
B0 ®n) =00 ako —R(21, ..., ).

Skup A C w je primitivno rekurzivan ako njegova karakteristi¢na funkcija
ca pripada klasi P.

Primer 4. (a) Predikati "z = y” i "2 < y” su primitivno rekurzivni.
(b) Predikat D(zx,y) ako i samo ako "z je deljiv sa y” je primitivno
rekurzivan. Pretpostavljamo da vazi D(0,0) i za sve x # 0, nije D(z,0).

Primer 5. (a) Ako su predikati P(x) i Q(x) primitivno rekurzivni,
predikati "nije P(x)”, "P(z) ili Q(z)” i "P(x) i Q(z)” su primitivno
rekurzivni.

(b) Neka je # € w™, n > 1. Ako su g1(Z),. .., gm(Z) primitivno rekurziv-
ne funkcije i Ry(Z), ..., Ry (Z) primitivno rekurzivni, medusobno disjunktni
predikati takvi da (J;"; R; = w", sledeca funkcija je primitivno rekurzivna:

[%1 (f) ako Rl (f),
f@ =4 -
gm(Z) ako R, (%)

Primer 6. (a) Ako je funkcija f(Z,y) primitivno rekurzivna, ogranice-
na suma »_ _, f(Z,2) i i ograniCeni proizvod [[,_, f(Z, 2) su primitivno
rekurzivne funkcije.

(b) Ako su funkcije f(Z,y) i g(Z,z) primitivno rekurzivne, ograni¢ena

suma Zy<g(sz) f(a_:', y) 1 ograniceni proizvod Hy<g(f7z) f(&,y) su primitivno
rekurzivne funkcije.

Za svako T € w", y € w i svaku funkciju f(Z,y), neka je
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najmanji z < y ta-

kav da f(Z,z) =0 ako takav z postoji,

pz <y(f(#z)=0)=

Y inace.

Funkcija pz < y (f(#,z) = 0) dobijena je ogranicenom minimizacijom
funkcije f(Z,y), odnosno, predikata f(Z,y) = 0. Operator uz < y je opera-
tor ograni¢ene minimizacije.

Primer 7. (a) Ako je funkcija f(Z,y) primitivno rekurzivna, funkcija
9(Z,y) = pz < y(f(Z,2z) = 0) je primitivno rekurzivna, tj. klasa P je
zatvorena za primenu ograni¢enog p-operatora.

Ovo tvrdenje sledi iz ¢injenice da se ograni¢ena minimizacija moze pred-
staviti na sledeci nacin:

pz <y (f(&2) = 0) = 2« (Tucy 58(f (7, 1))).

(b) Ako su f(#,y) i h(Z, @) primitivno rekurzivne funkcije, na osnovu
pravila supstitucije, ¢(Z,4) = pz < h(Z,4) (f(Z,z) = 0) je primitivno
rekurzivna funkcija.

Primer 8. Ako je R(Z,y) primitivno rekurzivan predikat,

(a) funkcija g(#,y) = pz < y R(Z, z) je primitivno rekurzivna,

(b) predikati Vz < y R(Z, 2) i 32 < y R(Z, z) su primitivno rekurzivni.

Ako predikate identifikujemo sa njihovim karakteristicnim funkcijama,
poslednji rezultat pokazuje da je klasa primitivno rekurzivnih funkcija
zatvorena za ograni¢enu kvantifikacju.

Primer 9. Ako je d(z,y) karakteristi¢na funkcija predikata "z je deljiv
sa y”, funkcija

doy<e d(@,y)  akox >0,
q(x) =
1 ako z = 0.

je primitivno rekurzivna. Zapravo, funkcija ¢(z) izracunava broj delitelja
prirodnog broja x.

Primer 10. Karakteristi¢na funkcija skupa P = {0,2,3,5,...} prostih
brojeva je primitivno rekurzivna. Funkcija p, = ”x-ti prost broj” je prim-
itivno rekurzivna.

Primitivno rekurzivna funkcija ¢,(x) = 5g(|¢(x) — 2|) je karakteristi¢na
funkcija skupa P prostih brojeva.

Kako smo to veé¢ naznacili, u samoj definiciji skupa P prostih brojeva,
po = 0 i za svaki prirodan broj z € w,
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Pz+1 = U2 < (px' + 1) (px <zi Cp(Z) = 1)

Za svaki prirodan broj x € w postoje jedinstveno odredeni prirodni bro-
jevi n,y1,...,Yn € w, takvi da je z = pi" - pi".

Kako svaki prirodan broj ima jedinstvenu faktorizaciju po stepenima
rastuceg niza prostih brojeva, stepen y-tog prostog broja u faktorizaciji broja
T moze se primitivno rekurzivno odrediti, tj. funkcija

stepen p, u faktori-

ki
zaciji broja x ako z,y >0

(2)y =
0 akox=0iliy=0

je primitivno rekurzivna. To sledi iz cinjenice da se funkcija (), moze
predstaviti na slede¢i nacin: (z)y, = pz < (d(g:,pzﬂ) =0).

Rekurzivnost funkcije (x), je posebno znacajna buduéi da ona
omogucava kodiranje nizova prirodnih brojeva:
Svaki niz prirodnih brojeva s = (a1,...,a,) € W"

kodirati prirodnim brojem

, n > 1, moze se

c111+1 . an+1

S druge strane, duzina [(b) niza s kodiranog prirodnim brojem b € w je

1(b) = pz <b((b)241=0),
a njegovi elementi su a; = (b);—1, za sve i = 1,...,1(s).

Primer 11. (a) Svaki polinom je primitivno rekurzivna funkcija.

(b) Kantorov polinom 7(x,y) = %(xQ + 2zy + y? + 3z + y) je obostrano
jednozna¢na funkcija w? na w. Ako je w(x,y) = (z,y), inverzne funkcije
m1({x,y)) = x i mo({x,y)) = y su primitivno rekurzivne.

Za svako n > 2, funkcija (x1,...,Zp+1) = ((T1,..., %), Tny1) je primi-
tivno rekurzivna i obostrano jednoznac¢na, odnosno, kodira nizove prirodnih
brojeva duzine (n + 1).

Primer 12. (a) Za sve z,y € w, neka je f(z,y) = 2*-(2y+1)—1. Funkcija
f(z,y) obostrano jednoznacno preslikava skup w? na w.

(b) Njene inverzne funkcije fi(z) = (x + 1)1 1 fo(x) = %(;f,j'(i) —1) su
primitivno rekurzivne.

Primer 13. Ako su funkcije f(z), f'(z) 1 g(z,v,2),9 (x,y, z) primitivno
rekurzivne, funkcije h(z,y) i h'(z,y) definisane relacijama
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h(.%',()) = f(.%'), h(x7y+1) :g(h(m,y),h’(x,y),x),
W(x,0) = f'(x), hW(z,y+1) =g (h(zy),l(zy),).

su primitivno rekurzivne funkcije.

Primer 14. (a) Funkcija f(z) = [\/z], "najveéi prirodan broj < /x” i
funkcija exc(x) = = — [y/z] su primitivno rekurzivne.

(b) Neka je f(y) totalna funkcija i za svako € w, neka je g(x) = f*(0).
Funkcija g(z) dobijena je iteracijom funkcije f(y). Svaka iteracija primitivno
rekurzivne funkcije je primitivno rekurzivna.

(¢) Klasa primitivno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa koja sadrzi
osnovne funkcije, funkciju exc(x) i zatvorena je za supstituciju i iteraciju.

Klasa £ elementarnih funkcija je najmanja klasa funkcija koja, pored
osnovnih funkcija, sadrzi funkcije x+y, |[x—y|, -y, qt(z,y) i zatvorena je za
supstituciju, kona¢ne sume i konac¢ne proizvode, odnosno, ako je f(Z,y) € €
elementarna funkcija, onda su >, f(7,2) i [[,, f(Z,2) € € elementarne
funkcije.

Primer 15. Sve funkcije koje smo do sada naveli su elementarne.

Primer primitivno rekurzivne fukcije koja nije elementarna je iteracija
eksponencijalne funkcije s(z,y):

x

s(z,0) = z,5(zx,1) = 2%, 5(x,2) = 2%, s(x,3) = 2% ,....

Primer 16. Neka je s(z,0) = 2 i za sve y € w, s(z,y + 1) = 25@Y), Za

svaku elementarnu funkciju f(z1,...,x,), postoji prirodan broj y € w takav
da za sve x1,...,T, € w,
max(x1,...,2n) >0 = f(x1,...,2,) < s(max(x1,...,2p),Y)-

Dakle, funkcija s(z,y) je primitivno rekurzivna i raste brze od svake
elementarne funkcije, tj. s & £.

Na osnovu dosadasnjih razmatranja, izgleda kao da klasa primitivno
rekurzivnih funkcija sadrzi sve intuitivno izracunljive funkcije. Medutim,
svako izvodenje primitivno rekurzivne funkcije je konacan niz sastavljen
od kona¢nog broja baznih funkcija i kona¢nog broja primena supstitucije
i rekurzije, pa se skup primitivno rekurzivnih funkcija moze efektivno nu-
merisati. Ako je (f, : n € w) efektivna numeracija svih unarnih primitivno
rekurzivnih funkcija, funkcija g(z) = fy(z) + 1 ne moze biti primitivno
rekurzivna jer, za svako n € w, g # f,. Ipak, funkcija g jeste intuitivno
izracunljiva. Za svako x € w, vrednost g(z) moze se dobiti po sledecoj
proceduri: "odredi se f, i izracuna f,(z)+1".
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Ovaj argument moze se primeniti na svaku klasu totalnih funkcija, pa
dakle klasa svih intuitivno izrac¢unljivih funkcija nuzno sadrzi parcijalno
definisane funkcije. Samo u takvoj klasi funkcija, ne moze se sprovesti argu-
ment dijagonalizacije. U proizvoljnoj efektivnoj numeraciji unarnih primi-
tivno rekurzivnih funkcija (f, : n € w), neka je

() = fo(z)+1 ako je vrednost f,(x) definisana,
IW) =\ nedefinisano  inace.

Kako su funkcije parcijalno definisane, prethodni argument vise nije ko-
rektan. Nije tactno da za svako z € w, g # f. jer, fo(x) ne mora biti
definisano. Kada se ima u vidu intuitivna ideja izraCunljivosti, parcijalno
definisane funkcije izgledaju sasvim prirodno. Za svaku mehani¢ku proce-
duru izra¢unavanja, lako je zamisliti okolnosti u kojima se ona nikada ne
zavrsava.

Klasa R rekurzivnih funkcija je najmanja klasa funkcija prirodnih bro-
jeva koja sadrzi osnovne funkcije i zatvorena je za supstituciju, rekurziju i
minimizaciju. Pritom, minimizacija je definisana na slede¢i nacin:

Minimizacija: Za svako ¥ € w", € w i svaku funkciju f(%,y), neka je

najmanji y takav da
za sve z <y, f(Z,z) ako takav y postoji,

py (f(Z,y) =0) = { postojii f(Z,y) =0
nedefinisano inace.
Funkcija py (f(Z,y) = 0) dobijena je neograni¢enom minimizacijom

funkcije f(Z,y), odnosno, predikata f(#,y) = 0. Ako je funkcija f(Z,y)
rekurzivna, funkcija py (f(Z,y) = 0) je takode rekurzivna.

Intuitivno, postupak izra¢unavanja vrednosti funkcije py (f(Z,y) = 0)
je slededi: izra¢unavamo vrednosti f(Z,0), f(#,1),..., sve dok se ne dobije
prvi prirodan broj z takav da f(Z,z) = 01 tada je py (f(Z,y) =0) = z.

Predikat R(Z) je rekurzivan ili odluciv ako je njegova karakteristicna
funkcija cg(%) rekurzivna. Sliéno, skup A C w je rekurzivan ako je karakte-
risti¢cna funkcija c4(z) rekurzivna.

Primer 17. Ako je R(%,y) odluciv predikat, ¢(Z) = py R(Z,y) je rekur-
zivna funkcija.

Zapravo, ¢(Z) = py (5g(cr(Z,y)) = 0).

Po definiciji, P C R, ali kako su prakti¢no sve poznate funkcije primi-
tivno rekurzivne, nije odmah jasno da li klasa R stvarno sadrzi funkciju koja
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ne pripada klasi P. U trivijalnom smislu, to je ta¢no jer, polazeéi od to-
talne izra¢unljive funkcije, primenom p-operatora moze se dobiti parcijalno
definisana rekurzivna funkcija.

Primer 18. Neka je f(x,y) = |x — y?|. Primenom neograni¢ene mini-
mizacije dobija se funkcija g(z) = py (f(x,y) = 0) koja nije totalna. Ako je
x kvadrat prirodnog broja, g(x) = v/z, a ako to nije slucaj, vrednost g(z)
ne postoji.

Mnogo slozeniji problem predstavlja egzistencija totalne rekurzivne
funkcije koja nije primitivno rekurzivna. Primer takve funkcije je Aker-
manova funkcija. Ona pokazuje da u klasi totalnih primitivno rekurzivnih
funkcija nije moguce definisati operator neograni¢ene minimizacije. Defini-
sana je slede¢im relacijama: za sve x,y € w,

f(O,y)=y+1,
flz+1,0) = f(z,1),

Primer 19. Postoji jedinstveno odredena fukcija f(z,y) koja zadovoljava
prethodne uslove.

Skup uslova koji odreduje funkciju f(z,y) podseéa na neku vrstu dvojne
rekurzije i samo po sebi uopste nije jasno da li je neprotivrecan. Medutim, in-
dukcijom po x € w, sa indukcijom po y € w u induktivnom koraku, dokazuje
se da:

—za sve x,y € w, x > 0, vrednost funkcije f(z,y) odredena je kona¢nim
skupom {f(u,v) : u <z iv < y} njenih prethodno izracunatih vrednosti.

Akermanova funkcija spada u klasu takozvanih brzo rastué¢ih funkcija.
Tesko je verovati da konkretan raCunar u razumnom vremenu moze izra-
¢unati vrednost f(7,1). Po jednoj definiciji mere brzine rasta aritmetic-
kih funkcija, njena brzina jednaka je Kantorovom ordinalu €g. Zapravo,
primitivna nerekurzivnost Akermanove funkcije posledica je njenog brzog
rasta; ona raste brze od svake primitivno rekurzivne funkcije.

Primer 20. Akermanova funkcija ima sledeée osobine: za sve z,y € w,

(a) y < flz,y), flz,y) < flz,y+1),
(b) flz,y+1) < flz+1y), flz,y) < fla+1Ly),
() f(Ly) =y+21 f(2,y) =2y +3.
Primer 21. Akermanova funkcija f(z,y) zadovoljava sledece uslove:

(a) Za proizvoljne z1, ..., T, € w postoji z € w takvo da za svaki priro-
dan broj y € w, vazi nejednakost Y . | f(xi,y) < f(z,y).
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(b) Za svaku primitivno rekurzivnu funkciju g(z1, ..., z,), postoji z € w
takvo da za sve x1,...,T, € w, g(1,...,xy) < f(z, 21 + -+ 2y),

Tvrdenje se dokazuje na osnovu svojstava funkcije f(z,y) navedenih u
prethodnom primeru. Pritom, tvrdenje (a) se prvo dokazuje za slucaj n = 2,
kada je x = max(z1,z2) + 4.

Rekurzija koja se javlja u definiciji Akermanove funkcije znatno je jaca
od osnovne varijante rekurzije. Formalno, to sledi i iz ¢injenice da f(x, y) nije
primitivno rekurzivna funkcija. Medutim, neposredan dokaz rekurzivnosti
Akermanove funkcije je veoma tezak. Kasnije, na osnovu jednog posebnog
oblika teoreme rekurzije, izlozi¢emo znacajno jednostavniji dokaz.

Primer 22. Postoji rekurzivna funkcija koja zadovoljava sledeée uslove:

fO,y)=y+1, f(Ly) =y+2, f(x+2,0)= f(z+1,1),
flx4+2,y+1)=flz+1,fx+1, flz+2,y))).

Prvobitno, Gedel i Klini razmatrali su klasu R takozvanih p-rekurzivnih
funkcija. Klasa Ry je najmanja klasa koja sadrzi osnovne funkcije i
zatvorena je za supstituciju, rekurziju i primenu p-operatora, pod uslovom
da ova primena kao rezultat ima totalnu funkciju. Klasa totalnih rekurzivnih
funkcija ipak ne sadrzi sve intuitivno izracunljive funkcije. Postoji parcijalno
definisana rekurzivna funkcija koja nema prosirenje do totalne rekurzivne
funkcije. Glavni nedostatak ove klase funkcija je u tome Sto ona sama nije
efektivna. Klasa Rg nema efektivno kodiranje, pa u njoj ne vaze klju¢ne
teoreme opSte teorije izracunljivosti, odnosno, za nju se takva teorija uopste
i ne moze razviti. Na primer, za ovu klasu ne vazi teorema o univerzalnoj
funkciji, jedna od osnovnih teorema bez koje ova teorija prakti¢no nije mo-
guéa. Takode, sam predikat ” f je totalna izraCunljiva funkcija” nije odluciv;
za zadati indeks rekurzivne funkcije ne moze se efektivno utvrditi da li je
ona totalna.

Idealni rac¢unar

Osim aritmetizacije, u zasnivanjima teorije efektivnosti znacajno mesto
ima ideja da se izra¢unavanje shvati kao determinisana procedura koja se
izvrsava, po utvrdenom programu i korak po korak, nad kona¢nim matema-
tickim objektima. Paradigmu ovakvih ideja pretstavlja idealni racunar. On
se od realnog razlikuje samo u tome Sto, makar potencijalno, nema nikakva
ogranic¢enja na memorijski prostor i veli¢inu ulaznih podataka.



242

Idealni ra¢unar ima niz registara Ri, Ro,...,R,,... koji u svakom
trenutku redom sadrze prirodne brojeve rq,7r2,...,Tn,.... Racunar je
sposoban da interpretira i izvodi odredene instrukcije koje odgovaraju jed-
nostavnim kalkulacijama sa prirodnim brojevima. Konacan niz takvih in-
strukcija je program. Racunar prepoznaje i izvrSava sledeé¢e instrukcije:

(a) Za svako n > 1, instrukciju Z(n) racunar izvrSava tako $to u registar
R, unosi 0, a sve druge registre ostavlja nepromenjenim. Instrukciju tipa
Z(n) nazivamo nula instrukcijom.

(b) Za svako n > 1, instrukciju S(n) ra¢unar izvrsava tako Sto sadrzaj
registra R, uvetava za 1, a sve druge registre ostavlja nepromenjenim. In-
strukcija tipa S(n) je instrukcija naslednika.

(¢) Za sve m,n > 1, instrukciju T'(m,n) ra¢unar izvrsava tako $to u
registar R, unosi broj r,,, odnosno sadrzaj registra R,,, a sve druge registre,
uklju¢ujuéi i R,,, ostavlja nepromenjenim. Instrukcija 7'(m,n) je instrukcija
prenosa.

(d) Za sve m,n,q > 1, instrukciju J(m,n, ¢) ra¢unar izvrsava na sledeci
nac¢in: ako su sadrzaju registara R, i R, jednaki, racunar prelazi na
izvrSavanje g-te instrukcije u datom programu, a ako su sadrzaji registara
Ry, i Ry, razlic¢iti, raCunar prelazi na izvrsavanje sledece instrukcije u nizu in-
strukcija datog programa. Instrukcija tipa J(m,n,q) je instrukcija prelaza.

Izracunavanje po programu P = ([,..., 1), za poc¢etnu konfiguraciju
(ri,79,...) sadrzaja registara, izvrsava se na sledeéi nacin:

Izra¢unavanje pocinje izvrSavanjem instrukcije I;. Kada izvr§i instruk-
ciju I racunar prelazi na izvrsavanje sledece instrukcije:

— ako I nije instrukcija prelaza, sledeéa instrukcija je Iy1,

— ako je I = J(m,n,q) i rp = rp, sledeca instrukcija je I, a ako je
T 7 Tn, sledeéa instrukcija je Iyiq.

Ukoliko slede¢a instrukcija u programu ne postoji, izracunavanje se
zavrSava, a konfiguracija sadrzaja registara je zavrsna konfiguracija.

Ako je P program i (aj,asg,...) pocetna konfiguracija, odgovarajuce
izracunavanje oznacavamo sa P(aj,ag,...).

Sa P(ay,as,...) ] oznacavamo izracunavanje P(a,as,...) koje se za-
vriava, a sa P(aj,as,...) T, oznacavamo da se odgovarajuce izraCunavanje
koje se nikada ne zavrsava.

U toku svakog izraCunavanja samo konacan broj sadrzaja registara je
razli¢it od nule. Svaka pocetna konfiguracija ima oblik (ay,...,ay,0,0,..)
pa izracunavanje P(a1,ag,...) ozna¢avamo sa P(ay,...,ay) ili sa P(a).
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Izracunavanje P(ai,...,ay,) konvergira prirodnom broju a € w, u oz-
naci P(aq,...,a,) | a, ako P(aq,...,a,) | i sadrzaj registra Ry u zavrsnoj
konfiguraciji je broj a.

Program P izracunava funkciju f ako za sve aq,...,an,a € w

P(@)]la < dedom(f)if(a)=a.

Funkcija f je izracunljiva ako postoji program koji izracunava f. Klasu
izracunljivih funkcija oznacavamo sa Z.

Primer 1. Neka je (z,y,0,...) pocetna konfiguracija i P program koji se
sastoji od sledeéih instrukcija:

L =J(3,2,5), I, = S(1), Iy = S(3) i I, = J(1,1,1).

Izrac¢unavanje P(z,y) izvrSava se tako $to u svakom koraku sadrzaje
registara Ry i Rs uvetavamo za 1 sve dok se ne izjednace sadrzaji registara
Ry i R3. Zavrsna konfiguracija je (z+vy,y,9,0,...), a rezultat izrac¢unavanja
P(x,y) je sadrzaj prvog registra z+y. Za proizvoljne z,y € w, izra¢unavanje
P(x,y) se zavrava, tj. program P odreduje totalnu funkciju.

Kada se program P primeni na konfiguraciju (z,y, z), ako je z < y,
zavrSna konfiguracija je (x + y — z,y,y), a ako je z > y, izracunavanje
P(xz,y, z) nikada se ne zavrsava. U ovom sluc¢aju program P izra¢unava
parcijalno definisanu funkciju.

Neka je P program i m > 1 prirodan broj. Za proizvoljne prirodne
brojeve ay,...,a, € w neka je

jedinstven a takav da

P(al,...,an)ia akop(ala"'aan)~l/7

folar, ... an) =

nedefinisano ako P(ay,...,an) T.

Dakle, za svaki prirodan broj n > 1, program P odreduje n-arnu iz ra-
cunljivu fukeiju f;'. Sa druge strane, izracunljiva funkcija nema jedinstveno
odreden program.

Primer 2. Ako je f izracumljiva funkcija, postoji beskona¢no mnogo
programa za izracunavanje funkcije f.

Ako je QQ program koji se iz programa P dobija dodavanjem instrukcije
J(1,1,2) ispred ostalih instrukcija programa P, za svako n > 1, programi P
1 () izracunavaju istu funkeiju, tj. ' = fg"

Obrnut problem, da li dva programa izra¢unavaju istu funkciju, znac¢ajno
je slozeniji i o njemu ¢e kasnije biti viSe reci.
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Osnovni rezultat ovog poglavlja jeste jednakost klasa izracunljivih i
rekurzivnih funkcija. Sa jedne strane, neophodno je izvrSavanja programa
idealnog racunara predstaviti rekurzivnim funkcijama i sa druge, pokazati
da klasa izra¢unljivih funkcija sadrzi osnovne funkcije i zatvorena je za sup-
stituciju, rekurziju i minimizaciju. Da bismo to postigli, neophodno je do
odredenog stepena razviti ideju idealnog ra¢unara.

Sliéno realnom racunaru i na idealnom se javlja potreba da rezultat
primene odredenog programa trajno ili privremeno sa¢uvamo i po potrebi
koristimo za izra¢unavanje po nekom drugom programu. Da bi se to ostvar-
ilo, neophodno je da se programi prerade u odgovarajucu formu.

Program P = (Iy,...,Is) je u standardnoj formi ako svaka njegova in-
strukcija prelaza J(m,n,q) zadovoljava uslov ¢ < s+ 1. Sasvim je jasno da
svaki program P ima standardnu formu P*. Pritom, za sve aq,...,a,,a € w,
P(ai,...,ay) | a ako i samo ako P*(ay,...,ay) } a. Stoga, uvek pretpos-
tavljamo da su programi zadati u standardnoj formi.

Ako programi P i () sadrze redom s,t > 1 instrukcija, njihova kompozi-
cija je program PQ = (I1,...,Is,Is11,...,Is4¢) koji se sastoji od instruk-

cija Iy, ..., Is programa P i instrukcija Is41, ..., Is4¢ programa Q. Pritom,
svaka instrukcija prelaza J(m,n,q) programa @, zamenjena je instrukcijom
J(m,n,s+ q).

Intuitivno, svako izra¢unavanje po programu P() sastoji se od izracuna-
vanja po programu P, na ¢iju se zavrsnu konfiguraciju izvrSava izracunavanje

po programu Q.

Kako je program P konacan niz instrukcija, postoji najmanji prirodan
broj n, > 1 takav da, za sve n > n,, registri I,, ostaju nepromenjeni tokom
izracunavanja po programu P. Prirodan broj n, je dubina programa P.
Ako je n, € w dubina programa P, registre R,,, za n > n,, mozemo koristiti
kao memorijski prostor.

Cesto je u toku nekog izra¢unavanja neophodno izvrsiti program P nad
podacima ai,...,a, koji su smeSteni u registrima R; ,..., R, i rezultat
eventualno sa¢uvati u nekom datom registru. Da bi se to postiglo, nared-
bama T'(l1,1),...,T(l,,n) podatke ai,...,a, prebacujemo u prvih n re-
gistara, naredbama Z(n + 1),...,Z(n,) oslobadamo registre neophodne za
izvrSavanje programa P, izvrSavamo izrac¢unavanje po programu P i konac-
no, instrukcijom 7°(1,1), rezultat izracunavanja memorisemo u registru R;.
Program ove procedure oznacavamo sa Plly, ..., 1, — [].

Teorema 1. Svaka rekurzivna funkcija je izracunljiva.
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Dokaz: Klasa 7 sadrzi osnovne funkcije. Konstanta 0 izracunava se po
programu Z(1), funkcija s po programu S(1), a funkcija U* po programu
T(i,1).

Tvrdimo da je klasa Z je zatvorena za supstituciju. Pretpostavimo da

se funkcija h(Z) dobija supstitucijom izracunljivih funkcija g1 (Z), ..., gx(Z)
u izrac¢unljivoj funkeiji f(yi1,...,yx).

Neka su F, Gy, ..., Gy programi za izracunavanje funkcija f,g1,..., gk.
Intuitivno, program za izracunavanje funkcije h je slededéi:

Za pocetnu konfiguraciju (z1,...,zy,0,0), podatke z1,...,x, ¢uvamo u
registrima kojima se tokom izvrsavanja programa Gfi,...,Gg i F' neée me-
njati. Neka je m = max{n,k,ny,ng,,...,ng }. Podatke z1,...,x, ¢uvamo
redom u registrima Ry, 41, ..., Rm4n.

Vrednosti ¢1(Z),. .., gk(Z) izratunavamo po programima Gji,...,G i
smesStamo redom u registre Ry, 4n+1,-- -, Gminik- Za tako izracunate vred-

nosti, po programu F' izracunavamo vrednost h(Z).
Dakle, funkciju h izracunavamo po programu H koji je kompozicija sle-
decih programa:

T(1l,m+1),....,T(n,m+n),Gijm+1,....m+n—->m+n+1],---,
Gplm+1,....m4+n—->m+n+Ek,Fim+n+1,....m+n+k—1].

Klasa 7 izracunljivih funkcija zatvorena je za rekurziju. Neka su f(Z) i
9(Z,y, z) izracunljive funkcije. Funkcija h(#,y) koja se dobija rekurzijom iz
funkcija f i g je izra¢unljiva funkcija.

Neka je & = (x1,...,2,) 1 F, G redom programi za izra¢unavanje funkcija
fig. Takode, neka je m = max{n + 2,nys,ng}.

Intuitivno, ako je (x1,...,2n,y,0,0,...) pocetna konfiguracija, vred-
nosti x1,...,xy,y cuvamo u registrima Ry,+1,. .., Rm+tn, Bm+n+1. Registar
Rp4nto koristimo kao broja¢ koraka izraCunavanja, a u registar Rp,int3
smeStamo vrednost h(Z, k) u k-tom koraku izracunavanja.

Izracunavanje pocinjemo izvrSavanjem programa F' i dobijenu vrednost
h(#,0) i smestamo u registar Ry, in+3. Ako je y # 0, po programu G
izracunavamo vrednosti A(Z,1),...,h(Z, k), sve dok se k ne izjednaci sa y.
Program H za izracunavanje funkcije h je sledeéi:

T(1,m+1),....T(n+1,m+n+1),
Fl1,....n—=m+n+3),I;=Jm+n+1,m+n+2,p),
Gm+1,....m+nm+n+2m+n+3—>m+n+ 3|,
Sm+n+2),J(1,1,9), I, =T(m+n+3,1).

Konaéno, klasa 7 izra¢unljivih funkcija zatvorena je za minimizaciju.
Pretpostavimo da je funkcija g(Z) = py (f(Z,y) = 0) dobijena minimizaci-
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jom izracunljive funkcije f(#,y), £ € w". Neka je F program za
izracunavanje funkcije f(Z,y) i m = max{n,n;}.

Intuitivno, vrednosti Z ¢uvamo u registrima Ry,41, .- ., Rm+n, U registru
Ry4n+1 brojimo korake izracunavanja, vrednosti funkcije f(Z, k) izracuna-
vamo po programu F' i uporedujemo sa sardzajem registra R,,+n+2 Kkoji
uvek ima vrednost 0. Eventualno, kada se tokom ovog izratunavanja prvi
put dobije da je f(Z, k) = 0, vrednost funkcije g(¥) jednaka je prirodnom
broju k € w, pa u tom slucaju sadrzaj registra Ry,4+n+1 prenosimo u registar
R;. Dakle, program G za izra¢unavanje funkcije g sledeéi:

T(1,m+1),....,T(n,m+n),
Fim+1,....m+n+1—m+n+3],
Jm+n+3,m+n+2q),
Sm+n+1),J11,1,p), I, =T(m+n+1,1).

Prva instrukcija u programu Flm+1,...,m+n+1— m+n+ 3] ozna-
¢ena je sa Ip. To konacno znaci da je svaka rekurzivna funkcija izracunljiva
na idealnom rac¢unaru. O

Dokaz obratnog tvrdenja, da je svaka izrac¢unljiva funkcija rekurzivna,
pretpostavlja kodiranje izra¢unljivih funkcija. Preciznije, za svaku izracun-
ljivu funkciju f)', pomoc¢u rekurzivnih funkcija, za zadatu pocetnu konfig-
uraciju (ai,...,a,,0,0,...) moze se potpuno opisati procedura izvrsavanja
programa P. Da bismo to postigli, konfiguracije i programe kodiramo razli-
¢itim primitivno rekurzivnim funkcijama.

Za kodiranje konfiguracija koristimo funkciju: za svako a € (J,5ow",
ako je a = (a1, ...,a,), broj c(a) = 2911 . 3a2+1. .. pantl j6 kod niza a.

Obratno, ako je zadat prirodan broj b € w, primitivno rekurzivna
funkcija 1(b) = pz < y((b).41 = 0) odreduje duzinu niza a € w'® kodi-
ranog prirodnim brojem b, a njegovi elementi su a; = (b);—1, 1 < i < 1(b).

Kljuéna ideja teorije izracunljivosti jeste efektivna numeracija klase R
rekurzivnih funkcija. U realizaciji takve numeracije koristimo kodiranje pro-
grama idealnog racunara.

Nula instrukcije Z(n) kodiramo prirodnim brojem 4(n — 1), a instrukcije
naslednika S(n) sa 4(n—1)+1, za svako n € w. Instrukcije prenosa T'(m,n)
kodiramo sa 4(m — 1,n — 1) + 2 i kona¢no, a instrukcije prelaza J(m,n,q)
kodiramo sa 4((m —1,n —1),q — 1) + 3, za sve m,n,q € w. Na taj nacin,
za svaku instrukciju I, efektivno je odreden kod B([).

Ako je zadat prirodan broj z, primitivno rekurzivna funkcija rm(x,4)
odreduje tip instrukcije. U zavisnosti od vrednosti ostatka, dakle po slucaje-
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vima, pomoc¢u inverznih funkcija Kantorove kodirajuée funkcije, odredujemo
I, = B~ (), odnosno instrukciju I, ¢iji je kod = € w.

Ako je P = Iy,...,I, program i 7 : |J,,ow" — w kodiranje konacnih
nizova, prirodan broj v(P) = 7(8(I1),...,B(I,)) je kod programa P.

U ovom slucaju koristimo sledece kodiranje: za svako a € |J,,5ow", ako
jea=(ay,...,ap), 7(a) = S p_ 20t Farth=l

Funkcija 7 je obostrano jednozna¢na. Izracunavanje vrednosti 7 !(z)
zasniva se na ¢injenici da svaki prirodan broj ima jedinstvenu reprezentaciju
po rastuéim stepenima broja dva.

Za zadato x € w, postoje jedinstveni 0 < b(x,1) < --- < b(x,d(z)) takvi
daje z +1 =200 4 ... 4 ob(z.d(@)),

Funkcija d(x) je primitivno rekurzivna. Ona odreduje duzinu niza kodi-
ranog prirodnim brojem x € w.

Za svako z € w, ako je z = 0 1ili z > d(z), neka je b(x,z) = 0. Na taj
nac¢in dobija se totalna funkcija b(x, z) koja je primitivno rekurzivna.

itivno rekurzivnom funkcijom:

a(x,z) = b(x,z) ako z =01li z =1,
a(z,z+1) = (b(z,z + 1)=b(z, 2))—1, za sve z > 1.

Na taj nacin, za zadato x € w, dobijen je niz kodova instrukcija programa
P = v~ (z) koji je kodiran prirodnim brojem z. Za svaki ¢lan z niza 7! (),
u zavisnosti od vrednosti rm(z,4), pomoc¢u primitivno rekurzivne funkcije,
odredujemo instrukciju kodiranu sa z € w.

Po definiciji kodiranja instrukcija (3, ako rm(z,4) = 0, prirodan broj
z kodira instrukciju oblika Z(u(z)), gde je u(z) = qt(z,4) + 1, a ako je
rm(z,4) = 1, broj z kodira instrukciju S(u(z)).

Ako je rm(z,4) = 2, prirodan broj z kodira instrukciju prenosa oblika
T(ui(z),u2(2)), gde je u1(z) = mi(qt(2,4)) + 11 ua(z) = ma(qt(z,4)) + 1.

Konaéno, ako je rm(z,4) = 2, instrukcija kodirana prirodnim brojem x
je instrukcija prelaza oblika J(v1(z),v2(2),v3(2)), gde je

v1(z) = m(mi(qt(z,4)) + 1,
va(2) = ma(mi(qt(z, 4)) + 1,
v3(2) = ma(qt(z,4)) + 1

Po definiciji, sve funkcije kojima se dekodiraju instrukcije su primitivno
rekurzivne, pa je funkcija ~! primitivno rekurzivna.
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Za svako e € w, sa P, oznaéavamo program 7~ '(e). Po definiciji kodi-
ranja v, ako je e; # eg, programi P., i P., su razliciti, tj. (P. : e € w) je
efektivna numeracija programa idealnog ra¢unara bez ponavljanja.

U sledeé¢im primerima naveden je jedan broj funkcija koje omogucéavaju
da se tok izra¢unavanja na idealnom ra¢unaru u potpunosti opiSe primitivno
rekurzivnim funkcijama. Takvim funkcijama prvo opisujemo izvrsavanje ins-
trukcija, a potom, ¢itavo izrac¢unavanje po programu P, za pocetnu konfigu-
raciju (1, ..., %), opisano je primitivno rekurzivnom funkcijom. Minimiza-
cijom tako dobijene funkcije dobija se funkcija f(¥) definisana programom
P sto pokazuje da je svaka izracunljiva funkcija rekurzivna.

Primer 3. Sledeée funkcije su primitivno rekurzivne:
(a) In(e) = ”broj instrukcija programa P,” |

. ~ | kod j-te instrukcije u P,  ako 1 < j <In(e)
(b) infe, j) = { 0 ako In(e) < j

Treba razlikovati redni broj instrukcije u programu P od njenog koda.
Na osnovu definicije kodiranja programa, za svako =z € w, In(x) = d(z +
1). Iz istog razloga, in(x, z) = a(z, z), pa su navedene funkcije primitivno
rekurzivne.

U slede¢em primeru opisujemo primenu instrukcije sa datim kodom na
konfiguraciju koja je takode zadata svojim kodom.

Primer 4. (a) Kod konfiguracije nula(c, n), koja se dobija primenom nulte
rekurzivna funkcija.

Funkcija nula(c,n) je primitivno rekurzivna buduéi da se moze izraziti
na sledeéi nac¢in: nula(c,n) = qt(ec, pgf)"ﬂ).

(b) Kod konfiguracije nasl(c,n) koja se dobija primenom instrukcije
rekurzivna funkcija.

Kako je nasl(c,n) = ¢ pp, funkcija nasl(c,n) je o€igledno primitivno
rekurzivna.

(¢) Kod konfiguracije pren(c, m,n) koja se dobija primenom instrukecije

prenosa T'(m,n) na konfiguraciju ¢iji je kod prirodan broj ¢ je primitivno

rekurzivna funkcija.
(C)m+1 (C)n +1

Kako je pren(c,m,n) = qt(c- pn , Pn ), funkcija pren(c,m,n) je
primitivno rekurzivna.
Primer 5. Funkcija cn(c, z) koja odreduje kod konfiguracije dobijene
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¢ je primitivno rekurzivna.
To sledi iz ¢injenice da se funkcija cn(c,z), na osnovu prethodnih
primera, moze izraziti na slede¢i nacin:

nula(c, u(z)) ako rm(z,4) =0,

~J mnasl(c,u(z)) ako rm(z,4) =1,

en(e, 2) = pren(c,ui(2),u2(z)) ako rm(z,4) = 2,
c ako rm(z,4) = 3.

Primer 6. Funkcija v(c, j, z) koja odreduje redni broj sledeée instrukcije
rodan broj ¢ ako je j > 0, a ako je j = 0, v(¢,j,2) = 0 je primitivno
rekurzivna.

Funkcija v(c,j,z) je primitivno rekurzivna buduéi da se, na osnovu
prethodnih primera, moze dobiti na sledeéi nacin:

0 ako 7 =0,

j+1 akorm(z,4)#31j#0,

J+1  ako (¢)y(z) # (Cug(z), T(2,4) =315 # 0,
v3(2)  ako (€)y,(2) = (C)uy(z), TM(2,4) =317 #0.

I/(C,,j,Z) =

Neka je P. program i (x1,...,2,) pocetna konfiguracija. Izra¢unavanje
P,(Z) izvrsava se sukcesivnom primenom sledece instrukcije na konfiguraciju
koja je nastala primenom prethodnih instrukcija programa. Izvrsavanje
jedne instrukcije nazivamo korakom izracunavanja.

Za svako t > 0, trenutna konfiguracija ¢ je kod konfiguracije posle
izvrsenih ¢ koraka izracunavanja P, ().

U svakom trenutku t > 1, sledeca instrukcija j je redni broj instrukcije
u programu P, koja se izvrSava u narednom koraku izra¢unavanja P (Z).

Za svako t > 0, posle t koraka izvrSavanja programa P., stanje izracuna-
vanja o = (c, j) je odredeno kodom trenutne konfiguracije ¢ i rednim brojem
j sledece instrukcije u koraku izra¢unavanja t.

Stanje izrac¢unavanja o, trenutna konfiguracija c i slede¢a instrukcija j
zavise od indeksa e, pocetne konfiguracije Z i broja izvrsenih koraka t.

Trenutnu konfiguraciju i slede¢u instrukciju posle ¢ koraka izracunavanja
definisemo slede¢im funkcijamas:

cn(e, ,t) = kod konfiguracije posle t koraka izracunavanja P, (Z) i

sledeca instrukcija
posle t koraka ako =P, (Z) | za t koraka,
Jn(e, Z,t) = ¢ izracunavanja P (Z)

0 ako P.(Z) | za <t koraka.
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Za tako definisanu trenutnu konfiguraciju i slede¢u instrukciju, posle ¢
koraka izracunavanja P.(Z), odgovarajuée stanje izracunavanja definiSemo
funkcijom Gn(ea fa t) = <C7L(ea fv t)a jn(e7 ffa t)>

Primer 7. Pretpostavimo da je u toku izra¢unavanja po programu P,

trenutno stanje izracunavanja o = (c,j). Sledeée funkcije su primitivno
rekurzivne:
kod konfiguracije posle
primene j-te instrukcije ako 1 < j <lIn(e),
conf(e, o) = ¢ izracunavanja P.(Z)
c inace.

oznaka sledece instrukcije ako 1 < j <lIn(e)
posle primene j-te instruk- i ako sledeéa ins-
sled(e,o) = < cije na konfiguraciju ¢ trukcija postoji,

0 inace.

\
Primitivna rekurzivnost funkcija conf(e, o) i sled(e, o) sledi iz ¢injenice
da se one dobijaju supstitucijom primitivno rekurzivnih funkcija cn(c, z),
in(e,j) iv(c,j,2):
cn(mi(o),in(e,ma(0))) ako 1 < ma(o) < In(e),
conf(e, o) =
m1(0o) inace.

v(mi (o), m2(0),in(e, m(0))) ako je taj broj < In(e),
sled(e,0) =
0 inace.

Trenutna konfiguracija conf(e,o) i sledeéa instrukcija sled(e, o) defin-
isane su rekurzivno kao funkcije stanja izracunavanja. S druge strane, stanje
izra¢unavanja, definisali smo kao funkciju trenutne konfiguracije i sledece
instrukcije pa izgleda da je ova definicija cirkularna. Ipak, ona je korektna
buduéi da je stanje u koraku ¢ definisano rekurzijom na osnovu vrednosti
funkcija conf(e, o) i sled(e, o) u prethodnom koraku.

Primer 8. Stanje o, (e, Z,t), posle t > 0 koraka izra¢unavanja P.(Z),
definisemo rekurzijom pomocéu Kantorove kodirajuée funkcije i primitivno
rekurzivnih funkcija conf(e, o) i sled(e, 0):

1+l | wn+l
1 n

on(e, T,0) = (p p

1),
on(e, @, t + 1) = (conf(e, oy (e, &

,t)),sled(e, oy (e, T, 1))).
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Na osnovu do sada izlozenih primera, za svaku pocetnu konfiguraciju & i
svako e € w, tok izracunavanja P,.(¥) moze se kompletno opisati primitivno
rekurzivnim funkcijama.

Teorema 2. Svaka izracunljiva funkcija je rekurzivna.

Dokaz : Neka je f(Z) izracunljiva funkcija i P. program za njeno
izracunavanje.

Ako je vrednost f(Z) definisana, izra¢unavanje P.(Z) se zavrsava u tacno
to = pt (m2(on(e, @, t)) = 0) koraka i tada je f(Z) = (m1(on(e, &, t0)))

Ako vrednost f(&) nije definisana, izracunavanje P.(x) se ne zavrsava,
pa funkcija ma(oy (e, Z,t)) nikada nema vrednost nula. To zapravo znaci da

ut (mo(on (e, Z,t)) = 0) ne postoji. Otuda sledi da je

f(@) = mi(on(e, &, ut (ma(on(e, 7,t)) = 0)))1,
tj. funkcija f(Z) je rekurzivna. O

Jednakost klasa izrac¢unljivih i rekurzivnih funkcija priblizava nas ideji
Cercove teze. Dve nezavisne koncepcije intuitivne izracunljivosti daju isti
rezultat. Istorijski posmatrano, sredinom ovog veka razvijeno je desetak
takvih pristupa, medutim, svi oni vodili su klasi rekurzivnih funkcija tako
da ¢e u osnovi na8ih daljih razmatranja biti rekurzivne funkcije. Na sve
druge formulacije ideje izracunljivosti, poziva¢emo se kao na intuitivne.

Intuitivno izra¢unljiva funkcija jeste funkcija za koju postoji bilo kakav
dokaz efektivnosti. Shodno Cercovoj tezi, takav dokaz smatra¢emo dokazom
njene rekurzivnosti, odnosno, svaka izracunljivost i rekurzivnost su sinoni-
mi. To zapravo znaci da ¢e svi naSi buduéi opisi algoritama rekurzivnih
funkcija biti izrazeni uobic¢ajenim matematickim terminima, bez direktnog i
potpunog prevodenja u odgovarajuéi formalizam. Takav dokaz rekurzivnosti
nazivamo dokazom po Cercovoj tezi. Kada govorimo o rekurzivnosti proce-
dura koje se izvode nad objektima koji nisu prirodni brojevi, poput formula
ili njihovih dokaza, podrazumevamo rekurzivnost odgovarajué¢ih operacija
nad njihovim kodovima.

Rekurzivni skupovi

Osnovu teorije izra¢unljivosti ¢ini efektivno kodiranje programa. Takvo
kodiranje garantuje egzistenciju normalne forme izracunljive funkcije i njenu
uniformnu parametrizaciju.
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(n)

Za svaki prirodan broj n > 1, sa @e¢ ’ oznacavamo n-arnu funkciju koja
se izracunava po programu F,. Zapravo, u ranijoj notaciji gogn) = f](gz).
Klasu n-arnih izracunljivih funkcija oznacavamo sa R,. Pritom, niz
(g;é”) reEw)
nabraja sve n-arne rekurzivne funkcije. Ako f € R, prirodan broj e € w
takav da f = @, je indeks izrac¢unljive funkcije f.

Kako smo ranije naglasili, izracunljiva funkcija ima beskona¢no mnogo
programa, pa dakle beskona¢no mnogo indeksa. Naravno, svaka rekurzivna
funkcija ima prebrojivo mnogo indeksa.

Za svako m > 1, numeracijom (<p£") : e € w) rekurzivnih funkcija
odredena je i numeracija njihovih domena i kodomena.

Zasvako e € w, e(n) = dom <p§”) i Eén) = codom 9055”). U slu¢aju unarnih

funkcija koristimo oznake ., W, i F.

Centralnu ulogu u teoriji rekurzivnih funkcija ima Klinijeva teorema o
normalnoj formi. Za svaki prirodan broj n € w, postoji odluc¢iv predikat
¢ijom minimizacijom se dobija svaka n-arna izracunljiva funkcija. Smisao
Klinijevog predikata je

Tn(e,Z,y) < P.(Z)] (y)1 posle (y)2 koraka izracunavanja.

Na osnovu dokaza ekvivalencije rekurzivnih i izra¢unljivih funkcija, Klin-
ijev predikat je zapravo primitivno rekurzivan.

Teorema 3. Teorema o normalnoj formi: Za svaki prirodan broj n > 1,
postoji primitivno rekurzivan predikat T, (e, Z,y) takav da
(@) = (nzTu(e, & 2.
Dokaz: Za svako n > 1, ¥ € w, ozna¢imo sa Sy(e, T,y,t) relaciju
"Pe(¥) | y za <t koraka”. Saglasno ranije uvedenoj notaciji,

Sn(evf7y¢t) <~ jTL(eaf?t) =01 (cn(€¢f7 t))l =Y.

Pritom, jy,(e,Z,t) je redni broj sledeée instrukcije, a ¢y (e, Z,t) je kod
konfiguracije posle ¢t € w koraka izracunavanja P.(Z).

Ako se izratunavanje P,.(Z) zavrSava za < t koraka, sledeca instrukcija
je 0, pa je jn(e, @, t) = 0, a konfiguracija ¢, (e, Z,t) je zavréna konfiguracija.
Rezultat izracunavanja P.(Z) je sadrzaj prvog registra (c,(e, @,t));. Obe
funkcije su primitivno rekurzivne pa je predikat S, (e, Z,y,t) je takode prim-
itivno rekurzivan. Neka je
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To(e,@,z) < Syle,Z,(2)1,(2)2).

Kako se predikat T, (e, Z, z) dobija supstitucijom primitivno rekurzivnih
funkcija (z)1 1 (2)2 u primitivno rekurzivnom predikatu S, (e, Z, (2)1, (2)2),
on sam mora biti primitivno rekurzivan. Tvrdimo da za svako e € w i svako
rewr,

4,02”)(:1_:’) postoji ako i samo ako 3z T), (e, Z, 2).

Ako je gagn) (Z) definisano, postoje y,t € w takvi da P.(¥) |y za < ¢
koraka, tj. za z = 2Y3! vazi T, (e, 7, 2).

Obratno, ako postoji prirodan broj z € w za koji vazi T, (e, ¥, z), onda
po definiciji, P.(Z) |, pa dakle gogn) (Z) postoji.

Dakle, vrednost cpgn) (Z) postoji ako i samo ako postoji z € w takvo da

vazi Ty (e, &, z) ako i samo ako gogn) (%) = (uzTh(e, @, 2))1. O

Teorema o normalnoj formi pokazuje da se svaka rekurzivna funkcija
moze dobiti samo jednom primenom p-operatora na primitivno rekurzivnu
funkciju. To dokazuje da je klasa p-rekurzivnih funkcija R, koju smo ranije
definisali, jednaka klasi totalnih izracunljivih funkcija.

Na osnovu teoreme o normalnoj formi neposredno sledi teorema o efek-

. . .. n . « ce . . .o .
tivnosti numeracije (<,0((3 iee w) ira¢unljivih n-arnih funkcija. Rekurzivna
funkcija koja vrsi takvo nabrajanje naziva se univerzalna funkcuja, a njen

program univerzalni program za klasu R,,.

Teorema 4. Teorema o efektivnoj numeraciji: Za svako n > 1, postoji
prirodan broj u € w takav da

I (e, ) = I ().

Dokaz: Funkcija f(e,Z) = (puyT,(e,Z,2)); dobija se minimizacijom
odlucivog predikata T, (e, Z, z) pa mora biti rekurzivna. Dakle, postoji u € w
takvo da go&nﬂ)(e,f) = (uzTy(e,Z,2))1. Na osnovu teoreme o normalnoj
formi, @(f“)(e,f) = @én) (7). O

Intuitivno, za zadate e i &, univerzalni program P, dekodira e i izvrSava

izracunavanje P.(Z). Pritom, izra¢unavanje P, (e, T) se zavrsava ako i samo

ako P.(Z) se zavrsava. To znaci da je go&nﬂ)(e, x) = gpgn) (Z).

Problem: Prema teoremi o efektivnoj numeraciji, za svako n > 1, pos-

toji u(n) € w za koji je funkcija gog(l:)l)(e,f) univerzalna za klasu n-arnih

izracunljivih funkcija. Da li je u(n) izracunljiva funkcija?
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Za proizvoljnu izra¢unljivu funkciju sa bar dve promenljive, ako se
odredene promenljive shvate kao parametri, rezultujuc¢a funkcija je takode
izracunljiva, a indeks tako dobijene funkcije moze se rekurzivno odrediti iz
indeksa polazne funkcije i vrednosti parametara.

Preciznije, za svako n > 1 i svako e € w, ako se u funkciji gogn) (Z) fiksira
m > 1 promenljivih x;,,...,x;,, tj. ako se one shvate kao parametri, dobija
se izrac¢unljiva funkcija Lpgl_m), k € w, od (n — m) promenljivih. Prirodno,
kada je m > n, parametrizacijom se dobija konstanta.

Prirodno, indeks funkcije (pgn_m) zavisi od indeksa e funkcije @&n) i vred-
nosti parametara z;,,...,x;, . Za svako n > 1, takva parametrizacija trans-
formise numeraciju n-arnih rekurzivnih funkcija ((p,(gn) : € € w) u numeraciju
(n — m)-arnih rekurzivnih funkcija

(905”726,23,4-.@%) teEw).

Teorema o parametrizaciji pokazuje da je ovaj prelaz efektivan, odnosno,

da je funkcija f(e, x4, ..., x;,, ) rekurzivna. Pre nego $to formuliSemo opstu

varijantu, razmotri¢emo najprostiji sluc¢aj ove teoreme.

Primer 1. Ako je f(z,y) rekurzivna funkcija, postoji totalna rekurzivna
funkcija k(z) takva da f(z,y) = vim)(y)-

Za fiksirano x € w, funkcija f(x,y) je unarna i izrac¢unljiva, pa pos-
toji prirodan k(r) € w za koji je f(z,y) = ¢i(x)(y). Indeks k(x) moze se
rekurzivno odrediti na osnovu vrednosti parametra r € w:

Neka je P, program za izracunavanje funkcije f(x,y). Pocetnu konfigu-
raciju (y,0,...) program Py, transformise u konfiguraciju (z,y,0,...), a
potom izvr3ava izracunavanje P.(x,y). Dakle, k(x) je kod programa

T(1,2),7(1),5(1),---,5(1), P..

x puta

Kod ovog programa zavisi od x,e € w i oznacava se sa s(e,x). Kako
je kodirajuéa funkcija totalna i obostrano jednozna¢na, s(e,x) je totalna
obostrano jednoznacna rekurzivna funkcija. Jasno, kako je indeks e zadat,
k(x) = s(e,x) je totalna izrac¢unljiva funkcija k(x) = s(e,x) je odredena
samim kodiranjem programa.

Teorema 5. Teorema o parametrizaciji: Za sve m > 1, postoji (m + 1)-
arna totalna izracunljiva funkcija s, (e, Z) takva da za svako n > 1,
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Dokaz: Za svako e € w, neka je ne > 1 dubina programa P, i neka je ),
program (T'(1,ne +1),...,T(ne,2n.)). Sadrzaje registara Ry, ..., R, koji
mogu biti operativni u izvrsavanju programa P,, program (). prenosi redom
u registre Ry, 4+1,..., Ron, -

Za svaki prirodan broj ¢ > 1 i svako x € w, neka je I, (i) program koji
sadrzaj registra R; zamenjuje brojem z.

Za zadato m > 1, neka je s, (e, &) kod programa koji pocetnu konfigu-
raciju (y1,...,¥Yn,0,...) prevodi u konfiguraciju

(xla"wxmvyla”'7yn707"‘))

a potom, na takvoj konfiguraciji nastavlja izvrSavanje programa P,. Prog-

ram Py (.7 je zapravo sledeci:

Qe, Tne+1,m+1),...,T2ne,m~+ne), Ly (1),..., I (m), P..

Kod navedenog programa definisan je za sve e, x1, ..., Ty € w, pa prema
Cercovoj tezi, funkcija sy, (e, Z) je totalna i rekurzivna. O

Cesto se u literaturi koristi jedna varijanta teoreme parametrizacije koja
se uobic¢ajeno naziva s-m-n teoremom. Ova teorema, za proizvoljne prirodne
brojeve m,n > 1, izrazava efektivnost parametrizacije (m + n)-arne funkcije
u kojoj se fiksira m parametara.

Primer 2. s-m-n teorema: Za proizvoljne prirodne brojeve m,n > 1,
postoji (m + 1)-arna totalna izracunljiva funkcija s'(e, Z) takva da za svaki
prirodan broj e € wisve £ € W™, § € W",

ee(Z,9) = Psm (e, & (4)-

Teorema efektivne numeracije i teorema o parametrizaciji su u izves-
nom smislu jedna drugoj inverzne. Teorema efektivne numeracije podize
indeks rekurzivne funkcije u argument, a teorema o parametrizaciji spusta
argumente u indeks. Da bi to ilustrovali, u sledeé¢im primerima pokaza¢emo
efektivnost jednog broja operacija nad rekurzivnim funkcijama.

Primer 3. Postoji totalna izrac¢unljiva funkcija k(z) takva da, za svaki
prirodan broj x € w, Vi) =2 Y-

Neka je f(z,y) =2 - ¢(y). Na osnovu teoreme o efektivnoj numeraciji,
postoji u € w takvo da f(z,y) = 2- goq(f)(x,y), tj. f(x,y) je izracunljiva
funkcija.

Ako je e € w indeks funkcije f(z,y), prema teoremi parametrizacije,

postoji totalna izracunljiva funkcija s(z,y) takva da
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2
f(@,9) = o (2,9) = Paiem v):
Funkcija k(r) = s(e, r) je totalna izracunljiva funkcija i pp(z) = 2 - ¢z

Primer 4. Za sve z,y € w, proizvod ¢, (2) - ¢, (2) je izracunljiva funkcija
i njen indeks se efektivno moze odrediti iz indeksa = i y.

Neka je f(z,y,2) = vz(2) - py(2). Na osnovu teoreme o efektivnoj nu-
meraciji, f(x,y, 2) = eu(z, 2) - u(y, 2), pa je f(x,y, z) izracunljiva funkcija.
Neka je e € w indeks funkcije f, tj. f(z,y,z) = @ég)(x,y, z). Prema teo-
remi parametrizacije, f(2,y, 2) = Qs (e,z,y)(2). Pritom, sa(e,x,y) je totalna
izra¢unljiva funkcija.

Sliéno, postoji totalna izracunljiva funkcija k(x) takva da za svaki priro-
dan broj x € w, (¢;)? = Yr(z)- U ovom slucaju, ako je e € w takvo da
(p2)? = Pss(ea,a) = Py (om (@) onda k(z) = @, (e2)(z). To zapravo znaci
da se i indeks totalne izrac¢unljive funkcije k(x) moze efektivno odrediti.

Primer 5. (a) Postoje totalne izracunljive funkcije k(z,y) i h(x,y) takve
da za proizvoljne z,y € w,

Wk(m,y) =W, U Wy 1 Eh(%y) =W, U Wy.

(b) Isto tvrdenje vazi i za uniju skupova oblika W, i E,, x € w.

Primer 6. (a) Postoji totalna izra¢unljiva funkcija g(x) takva da za svako
T € w, ako je p, karakteristicna funkcija rekurzivnog skupa A, onda je ¢y,
karakteristicna funkcija skupa A°€.

(b) Postoji e € w takvo da za svako x € w, By z) = Wa.

Primer 7. Postoji odluéiv predikat Q(z,y, z) koji zadovoljava sledece
uslove: za sve z,y € w,
(a) y € E; ako i samo ako 3z Q(z,y, 2),
(b) ako y € E, i Q(z,y, z), onda ¢, ((2)1) = y.
Neka je Q(z,y, z) ako i samo ako ” P,((z)1) | y” za < (z)2 koraka. Prema
Cercovoj tezi, Q(x,y, z) je odluciv predikat i pritom, y € E, ako i samo ako
3z Q(x,y, z). Jasno, ako vazi y € E,, onda ¢.((2)1) = y.

Primer 8. Postoji izracunljiva funkcija g(x,y) koja zadovoljava sledece
uslove: za sve z,y € w,
(a) vrednost g(x,y) postoji ako i samo ako y € E,.
(b) ako y € E, onda g(z,y) € Wi i w(g(z,9)) = .

Egzistencija funkcije g(x,y) dokazuje se na osnovu rezultata iz pret-
hodnog primera. Neka je e € w indeks funkcije g(x,y). Prema teoremi



257

parametrizacije, ¢(7,y) = Qy(e.x)(y¥), Pa na osnovu uslova (a) i (b), W ») =
E..

Takode, Ege ) € We i ako je y € By, onda ¢z (@seqr)(y)) = y. Otuda,
ako je ¢, obostrano jednoznatna funkcija, ©ger) = (p2) ' 1 Egep) = W

Primer 9. Ako je f(z) izracunljiva funkcija, postoji e € w takvo da za
svako z € w, Wy(eq) = W]

Primer 10. Pravila supstitucije, rekurzije i minimizacije su efektivna.

(a) Za svako m > 1, postoji e € w takvo da za svako n > 1,

0 enem (@) = 2 (@(@), (@),
odnosno, indeks funkcije koja se dobija supstitucijom moze se efektivno
odrediti na osnovu indeksa polaznih funkcija.

(n+1)
sa(e,x

(b) Postoji e € w takvo da za svako n > 1, funkcija ¢

rekurzijom iz funkcija gog(cn) i cpygn”).

) S¢ dobija

(c) Postoji e € w takvo da zasven > 117 € w",

o (@) =y (2D (@) = 0),

odnosno, indeks funkcije f(Z), koja se dobija minimizacijom funkcije g(Z, y),
moze se efektivno odrediti iz indeksa funkcije g(Z,y).

Neka je n > 1. Predikat M C w™ je parcijalno odluciv ako postoji
prirodan broj e € w takav da M = We(”). Ako M = W,, za neko e € w, skup
M je parcijalno rekurzivan. Ako je n > 11 M C w™ proizvoljan predikat.
Parcijalna karakteristicna funkcija predikata M je funkcija:

(7) = 1 ako ¥ € M
PMIT) =1 nedefinisano  inace

Parcijalno odlucive predikate definisali smo kao domene rekurzivnih
funkcija. Svaki odluéiv predikat je parcijalno odluéiv, ali obratno ne vazi.
Predikat M je parcijalno odluc¢iv ako i samo ako funkcija pas je rekurzivna.

Primer 11. Skup K = {z : © € W,} je parcijalno rekurzivan i nije
rekurzivan. Primetimo da se skup K moze shvatiti i na jedan od sledeé¢ih
nacina:

K ={z:¢(2) |} = {2: Po(2) 1} = {z: o0 (a,2) 1},
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gde je u € w indeks univerzalne funkcije. Ovaj skup ima vrlo znac¢ajnu ulogu
u teoriji izracunljivosti.

Da dokazemo tvrdenje, primetimo da parcijalna karakteristi¢na funkcija
skupa K ima oblik px(z) = 1(¢z(z)), gde je 1(z) = 1, za svako z € w.

Na osnovu teoreme o efektivnoj numeraciji, px(x) = 1(g0&2) (z,x)). Kao
kompozicija rekurzivnih funkcija, px(x) je rekurzivna funkcija, tj. skup K
je parcijalno rekurzivan.

Ako bi skup K bio rekurzivan, njegova karakteristi¢na funkcija cx () bi
bila rekurzivna, pa bi to isto vazilo i za funkciju

| ¢e(z)+1 akoze K
f(f’:)_{o ako v ¢ K

Medutim, za svako = € w, f # ., pa skup K nije rekurzivan.

Sledec¢i primer predstavlja reSenje takozvanog halting problema: ”da li
program P, konvergira za ulaz y”.
Primer 12. Halting problem: Sledeéi predikat nije odluciv:

H(z,y) & yeW,,
< vrednost (y) je definisana,

Resenje halting problema sledi neposredno iz ¢injenice da skup K nije
rekurzivan. U suprotnom, bio bi rekurzivan i predikat H(x,z) ako i samo
ako z € W, sto bi znacilo da je K rekurzivan skup.

Primer 13. Halting problem je parcijalno odluciv.
Kako je predikat H(z,y) ekvivalentan predikatu

"p.(y) 7, na osnovu

teoreme o efektivnoj numeraciji, py(z,y) = 1(p=(y)) = 1(@&2) (x,y)) je re-
kurzivna funkcija, pa je predikat H(z,y) parcijalno odluciv.

Primer 14. Ne postoji izracunljiva funkcija f(z,y) takva da, ako se izra-
¢unavanje P,(y) zavrSava tada se P,(y) zavrsava za < f(x,y) koraka.
Ukoliko bi takva funkcija postojala, Halting problem bi bio odluéiv.

Primer 15. Za svako m € w, skup A, = {z : m € W3} nije rekurzivan.

Ideja dokaza ovog tvrdenja je sasvim opsta. Kao i u slucéaju Halting
problema, problem "z € K” svodimo na problem problem "z € A,,”.

Kljuéni argumenti u takvom svodenju su teorema o efiktivnoj numeraciji
i teorema parametrizacije. Sa takvom idejom, defini§imo funkciju

flay) = y akoz € K
Y7 nedefinisano  ako x ¢ K
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Kako je f(z,y) = y-1(pz(x)), na osnovu teoreme o efektivnoj numeraciji,
flz,y)=y- l(cpq(f) (z,7)), odnosno, funkcija f(x,y) je rekurzivna. To znadi
da postoji e € w takvo da f(z,y) = ve(z,y). Prema teoremi parametrizaci-
je, postoji totalna obostrano jednoznacna izracunljiva funkcija s(e, z) takva
da f(2,9) = Ps(e,e)(y). Otuda, za svako = € w,

reEK = Wyeay=w = me Wy, = s(e,x) € Ap,
TEK = Wyeny =0 = mg Wy = sle,z) & An.

Dakle, za svako x € w, x € K ako i samo ako s(e,z) € A,,. Neka
je ¢m(x) karakteristicna funkcija skupa A,,. Ako bi ¢, (z) bila rekurzivna,
onda bi slede¢a funkcija takode bila rekurzivna:

1 akoz e K,
em(s(e, v)) = { 0 inace.

To bi zapravo znacilo da je skup K rekurzivan, Sto nije moguce. Dakle,
skup A,, nije rekurzivan.

Ovaj primer je veoma karakteristican. Pomocu totalne obostrano jedno-
znacne rekurzivne funkcije s(e, z), problem x € K sveli smo na problem z €
Ap,. To znaci da je problem x € A,, tezak bar koliko i problem z € K. Ova
ideja moze se sistematski izraziti i tako definisati poredak koji karakterise
neresivost problema, tj. slozenost skupova prirodnih brojeva.

Neka su A, B C w. Skup A je svodljiv na B, u oznaci A < B, ako postoji
totalna rekurzivna funkcija f(z) takva da za svako z € w,

reA & f(x)€B.

Ako je funkcija f(z) obostrano jednoznacéna, skup A je 1-svodljiv na B.
U ovom sluc¢aju koristimo oznaku A <; B.

Intuitivno, ako je A < B, problem "x € B” nije laksi od problema
"x € A”. Na primer, za svako m € w, K <1 A,,, a odgovarajuc¢a funkcija
koja vrsi svodenje problema K na A,, je f(z) = s(e,x).

Primetimo da, ako A < B, onda A¢ < B¢, s obzirom na istu funkciju
f(x) koja svodi skup A na skup B. Suprotno intuiciji, u opstem slucaju,
problemi, odnosno, skupovi A i A€ nisu jednako ”teski”.

Relacija < je refleksivna i tranzitivna. Na skupu svih podskupova skupa
prirodnih brojeva, relacija < odreduje relaciju ekvivalencije:

A=B & A<BiB<A
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Za svako A C w, klasa ekvivalencije d(A) = {B : A = B} je stepen nere-
Sivosti problema ili skupa A.

Slicno, relacija <; odreduje relaciju ekvivalencije =;. Odgovarajuca
klasa ekvivalencije di(A) = {B: A =1 B} je l-stepen neresivosti problema
A.

Primer 16. (a) Ako je A rekurzivan skup i B < A, skup B je takode
rekurzivan.

(b) Ako je A rekurzivan skup i B # 0, w, onda je A < B.

(¢) Ako je A parcijalno rekurzivan skup i B < A, skup B je parcijalno
rekurzivan.

(d) Ako je A parcijalno rekurzivan skup, onda A < K.

(e) Za svaki skup A, A < w ako i samo ako A = w. Takode, za svaki
skup A, A < () ako i samo ako A = (.

(f) Za svaki skup A, w < A ako i samo ako A # (). Takode, za svaki skup
A, ) < A ako i samo ako A # w.

Na osnovu tvrdenja (a) i (b), mozemo zakljuciti da su svi rekurzivni
skupovi jednako slozeni, odnosno, da su svi takvi problemi jednako teski.

Stepen neresivosti rekurzivnih skupova oznac¢avamo sa 0.

Iz tvrdenja (e) i (f) sledi da prazan skup i skup prirodnih brojeva ¢ine
minimalne stepene neresivosti koje oznac¢avamo redom sa o i n.

Minimalni stepeni o i n nisu uporedivi, a stepen neresivosti n je njihov
supremum.

Stepen neresivosti skupa K oznacavamo sa 0’.

Na osnovu tvrdenja (c), svaki skup A takav da A < K je parcijalno
rekurzivan. Obratno, prema tvrdenju (d), ako je A parcijalno rekurzivan
skup, A moze se svesti na K. Otuda sledi da je stepen neresivosti svakog
parcijalno rekurzivnog skupa manji ili jednak 0’.

Kako K nije rekurzivan skup, 0 < 0’. O problemu karakterizacije skupo-
va koji pripadaju stepenu 0, kao i o skupovima stepena neresivosti izmedu
0 i 0°, govori¢emo u kasnijim izlaganjima. Veéi deo teorije izrac¢unljivosti
posvecen je istrazivanjima svojstava strukture poretka stepena neresivosti u
ovom intervalu.

Dokazaéemo samo tvrdenje (d). Sva ostala tvrdenja dokazuju se jednos-
tavnije. Definisimo funkciju f(z,y) tako da

1 ako x € A
nedefinisano  ako z & A

e ={
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Funkcija f je rekurzivna, pa postoji e € w takvo da f(z,y) = @e(z,y).
Prema teoremi parametrizacije, f(7,y) = @g(e.2)(Y)-

Za svaki prirodan broj x € w, * € A ako i samo ako vrednost
Ps(e,x)(5(e, ) postoji ako i samo ako s(e,r) € K. Kako je s(e,r) totalna,
obostrano jednoznaéna izracunljiva funkcija, A <; K.

Primer 17. Ako je Tot = {z : W, = w}, onda K <; Tot.
Zapravo, Tot je skup svih indeksa totalnih izra¢unljivih funkcija, a skup
K je 1-svodljiv na Tot. Definisimo funkciju f(z,y) tako da

f(w,y)Z{

1 akoz € K
nedefinisano  ako z ¢ K

Kako je f(z,y) = 1(90182) (x,z)), gde je go(u2) univerzalna funkcija, f(x,y)

je rekurzivna funkcija, pa postoji e € w takvo da f(x,y) = pc(z,y).

Na osnovu teoreme o parametrizaciji, postoji totalna obostrano jedno-
znacna izracunljiva funkeija s(e, x) takva da f(2,y) = @s(e,)(Y)-

Dakle, za svako x € w,

rE€K = ¢yeq) =1 = s(e,r) € Tot,
rZ€ K = Wyea) =0 = s(e,z) ¢ Tot.

To znaci da funkcija s(e, z) skup K svodi na skup Tot.

Ubududée, kada su instrukeije za izracunavanje funkcije f(z,y) efektivne,
ne¢emo se pozivati na teoremu o parametrizaciji. Jednostavno, umesto o
f(z,y) govori¢emo o funkciji oy, (y), gde je h(x) totalna obostrano jedno-
znacna izracunljiva funkcija.

Primer 18. (a) Skup K moze se 1-svesti na skup A = {z : ¢,(x) = 0}.
Isto vazi i u slu¢aju skupa B = {z : W, = 0}.
(b) Za svako y € w, K je 1-svodljiv na skup Ay = {z : v = ¢y}

U principu, ukoliko je skup A definisan nekim svojstvom izrac¢unljivih
funkcija, pomoc¢u teoreme o parametizaciji, skup K moze se svesti na A.
Medutim, takvo svodenje nije moguce ako je skup A definisan nekim svojs-
tvom samih indeksa izracunljivih funkcija.

Skup A C w je indeksni skup ako za sve z,y € w, £ € Aip, = @y
implicira y € A. Indeksni skup A C w je netrivijalan ako A # () i A # w.

Teorema 6. Ako je A netrivijalan indeksni skup, K <; A ili K <; A°.

Dokaz: Neka je A C w netrivijalan indeksni skup i neka je eg € w indeks
nigde definisane funkcije. Tvrdimo da, ako ey € A¢ onda je K <; A. U
suprotnom, vazilo bi K <; A°.
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Kako je A netrivijalan indeksni skup, postoji e; € A takvo da ¢, # @e, -
Prema teoremi parametrizacije, neka je f(x) totalna obostrano jednozna¢na
rekurzivna funkcija takva da

{ e, (Y) ako v € K

Pra)(y) = nedefinisano  ako z & K

Ako x € K, onda @) = pe,. Po pretpostavci, e; € A, pa kako je A
indeksni skup, f(x) € A.

Obratno, ako x ¢ K, onda je ¢,y = @e,, Pa kako eg € A i kako je A
indeksni skup, f(z) € A, sto znadi da je K <; A. O.

Primer 19. Rajsova teorema: Indeksni skup A C w je rekurzivan ako i
samo ako A je trivijalan indeksni skup.

Primer 20. (a) Disjunkcija u prethodnoj teoremi nije iskljuéiva. Na
primer, K <; Tot i istovremeno K <; (Tot)c.

(b) Neka je K1 = {x : W, # 0}. Skup K je netrivijalan indeksni skup i
K =1 Kl.

(c) Neka je Fin = {x : [W;| < w} i Inf = (Fin)¢. Skupovi Fin i Inf su
netrivijalni indeksni skupovi i Tot =; Inf.

Primer 21. (a) Postoji parcijalna rekurzivna funkcija koja se ne moze
prosiriti do totalne rekurzivne funkcije.

(b) Skup indeksa svih rekurzivnih funkcija koje se mogu prosiriti do to-
talne rekurzivne funkcije je netrivijalan indeksni skup. Taj skup oznacavamo
sa Ext.

(b) Skupovi Cof = {x : [W¢| < w} i Rec = {z : W, je rekurzivan}, su
netrivijalni indeksni skupovi i Rec =1 Cof =1 Ext.

Disjunktni skupovi A i B su nerastavljivi ako ne postoji rekurzivan skup
Ctakavda ACCiCNB=4.

Primer 22. Neka je Ag = {z: p(z) =0} 1 A; ={z: pz(x) =1}.
Skupovi Ag i A1 su nerastavljivi parcijalno rekurzivni i zadovoljavaju
relacije: K =1 Ag =1 A;.

Rekurzivno nabrojivi skupovi

Parcijalno rekurzivne skupove definisali smo kao domene rekurzivnih fun-
kcija. Ipak, ta klasa skupova u sustini izrazava jednu drugu ideju. Parcijalno
rekurzivni su oni skupovi koji se mogu efektino nabrojati, odnosno, skupovi
¢ije elemente generise totalna rekurzivna funkcija.
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Neprazan skup A C w je rekurzivno nabrojiv ako postoji totalna izra-
¢unljiva funkcija f(x) takva da A = codom(f).

To zapravo znadi da je neprazan skup A rekurzivno nabrojiv ako postoji
totalna rekurzivna funkcija f(z) za koju je

A={f(0),f(1),f(2),... }.

Parcijalno rekurzivni skupovi mogu se shvatiti i kao projekcije rekurziv-
nih skupova, odnosno, to su skupovi koji se mogu dobiti egzistencijalnom
kvantifikacijom rekurzivnih predikata.

Skup prirodnih brojeva A C w je tipa i ili A € i, ako postoji
rekurzivna relacija R C w? za koju je A = {r € w: Iy R(z,y)}.

Teorema 7. Za svaki skup A C w, sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(a) skup A je parcijalno rekurzivan,
(b) A=01ili A je rekurzivno nabrojiv skup,
(c) skup A je tipa 3.

Dokaz: Pretpostavimo da je A parcijalno rekurzivan, neprazan skup.
Tada postoji e € w takvo da A = W,. Izaberimo a € A i definiS§imo funkciju
f(z,t) tako da

x ako P.(z) | za t koraka,
a inace.

e ={

Funkcija f(x,t) je totalna i izracunljiva, pa totalna unarna izrac¢unljiva
funkecija h(y) = f((y)1, (v)2) zadovoljava uslov codom(f) = codom(h) = A.

Neka je A # () rekurzivno nabrojiv skup takav da A = codom(p,) i neka
je R(e,x,y) predikat ” P.((y)1) |  za < (y)2 koraka”. Prema Cercovoj tezi,
predikat R(e,x,y, ) je rekurzivan i pritom, za svako x € w, x € A ako i samo
ako Jy R(e, z,y), tj. A € X.

Konaéno, pretpostavimo da A € 3. Po definiciji ¥y skupova, postoji
rekurzivna relacija R C w? za koju je A = {x : Jy R(z,y)}. Ako je f(z) =
wy R(x,y), to znaci da je A = dom(f). O

Primer 1. Ako je R(z,y) parcijalno rekurzivan predikat, predikat
Jy R(x,y) je takode parcijalno rekurzivan.

Primer 2. Za svako e € w, graf(¢.) = {(x,y) : gc(z) = y} je parcijalno
rekurzivan skup.

Primer 3. Ako je R C w? parcijalno rekurzivna relacija, postoji
rekurzivna funkcija f(x) takva da za sve = € w,
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(a) vrednost f(z) postoji ako i samo ako Jy R(x,y),

(b) ako f(z) postoji, onda R(zx, f(x)).

Relacija R(z,y) je parcijalno rekurzivna, pa postoji rekurzivna relacija
Q(x,y, z) takva da R(z,y) = 32 Q(x,y, z). Kako je g(z) = ut Q(z, (t)1, (t)2)
rekurzivna funkcija, jednostavno se proverava da funkcija f(z) = (g(x))1
zadovoljava uslove tvrdenja.

Primer 4. Ako su A, B C w parcijalno rekurzivni skupovi, postoje par-
cijalno rekurzivnu skupovi A1 € A1 By C B takvida A 1N By = 0 i
AUB=A,UB,.

Relacija R = A x {0} U B x {1} je parcijalno rekurzivna, pa postoji
rekurzivna funkcija f(z) koja zadovoljava uslove prethodnog primera. Neka
je Ay ={x: f(x)=0}iB; ={z: f(z) =1}.

Primer 5. (a) Funkcija f(x) je rekurzivna ako i samo ako graf(f) je
parcijalno rekurzivan skup.

(b) Ako je f(x) totalna rekurzivna funkcija, graf(f) je rekurzivan skup.

Primer 6. Skup A je rekurzivan ako i samo ako A i A° su parcijalno
rekurzivni.
Neka su R 1 S odluéivi predikati takvi da za sve x € w,

reA & JyR(x,y),
xe A & JyS(x,y).

Funkcija f(x) = py (R(x,y) ili S(x,y)) je totalna, izracunljiva i za svako
x €w, v € A ako i samo ako R(zx, f(x)).

Primer 7. (a) Skup K¢ nije parcijalno rekurzivan.
(b) Za svaki skup A C w, ako K¢ < A, skup A nije rekurzivno nabrojiv.
(c¢) Skupovi Tot, Fin i Rec nisu rekurzivno nabrojivi.

Primer 8. Postoje totalne rekurzivne funkcije k(z) i h(z) takve da za
svako © € w, Wy = Ep) 1 Ex = Wiy

Primer 9. Ako je f(z) rekurzivna funkcija i A C dom(f), funkcija f | A
je rekurzivna ako i samo ako A je rekurzivno nabrojiv skup.

Primer 10. Ne postoji rekurzivna funkcija f(x) takva da za svako x € w,
ako je W, rekurzivan skup, vrednost f(z) je definisana i Wy, = Wy.

Na osnovu teoreme o parametrizaciji, neka je g(z) totalna izracunljiva
funkcija takva da

() = 1 ako r € K,
Po(x)\Y) = nedefinisano  inace.
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Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija f(x) koja zadovoljava
uslove tvrdenja. U tom slu¢aju, za sve x € w,

reK = Wg(z) =w = Wf(g(a:)) = @,
r¢ K = Wg(I)Z(Z) = Wf(g(g:) =w.

Otuda, za svako = € w, x € K ako i samo ako W(y)) # 0. Medutim,
za svako x € w, W)y 7# 0 ako i samo ako Jy3zT1(f(g(x)),y, 2), pa kako
je Klinijev predikat T} rekurzivan i f o ¢ rekurzivna funkcija, to bi znagilo
da je skup K° parcijalno rekurzivan.

Primer 11. Neka je A C w neprazan skup. Dokazati da je skup A
rekurzivan ako i samo ako A je kodomen totalne, neopadajuée izra¢unljive
funkcije.

Neka je A neprazan rekurzivan skup. Definisimo funkciju f(x) tako da:

7(0) = i (x € A)
f(n+1)=py(ye Ai f(n) <y), zasven € w.

Ocigledno, funkcija f(z) je totalna neopadajuéa izrac¢unljiva funkcija i
pritom je A = codom(f).

Obratno, ako je A = codom(f) i f neopadajuca, totalna izracunljiva
funkcija, skup A je rekurzivan jer, za svako x € w,

re€A & In<z(f(n)=ux).

Primer 12. (a) Svaki beskonacan rekurzivno nabrojiv skup sadrzi besko-
nacan rekurzivan podskup.

(b) Svaki beskonacan rekurzivno nabrojiv skup moze se numerisati bez
ponavljanja.

Primer 13. (a) Skup A C w" je parcijalno rekurzivan ako i samo ako
skup {271 ---pir @ (z1,...,2,) € A} je parcijalno rekurzivan.

(b) Funkcija f(x) je izracunljiva ako i samo ako {27 - 3f(®) : 2 € dom(f)}
je rekurzivno nabrojiv skup.

Na osnovu Rajsove teoreme, znamo da netrivijalni indeksni skupovi ni-

su rekurzivni. Sledeta teorema je dobar kriterijum rekurzivne nabrojivosti
indeksnih skupova.

Sapiro-Rajsova teorema: Ako je A C Ry skup rekurzivnih funkcija takav
da je A = {x: ¢, € A} parcijalno rekurzivan skup, onda za svako f € Ry,

feA & postoji konacno 6 C f,0 € A.
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Dokaz: Neka je f € A i za svaku konacnu funkciju 6 C f, f ¢ A. Neka
je e € w takvo da W, = K. Na osnovu teoreme o parametrizaciji postoji
totalna, rekurzivna, obostrano jednoznac¢na funkcija g(x) takva da

(t) = f@) ako =P (z) | za <t koraka,
Py@)\t) = nedefinisano  inace.

Ako z € K, postoji tg € w takvo da P.(z) | za tp koraka. Kako za svako
t > to, vrednost g, (t) ne postoji, ¢,y C f je konaéna funkcija, pa dakle
mora biti g(z) ¢ A.

S druge strane, ako x ¢ K, za svako t € w, @, (t) = f(t), pa dakle
g(z) € A. Otuda sledi da za svako = € w, z € K¢ ako i samo ako g(z) € A,
odnosno, K¢ <; A §to nije moguce.

Obratno, pretpostavimo da f € A ineka je # C f kona¢na funkcija takva
da 6 € A. Neka je g(z) totalna izracunljiva obostrano jednozna¢na funkcija
takva da

Pty (t) = { f(@®) ako z € dom(f) ili z € K,

nedefinisano inace.

Ako r € K, onda @y, = f, pa g(v) ¢ A. Sa druge strane, ako = € K,
onda py(,) = 0 pa g(z) € A. To znaci da za svako x € w, v € K¢ ako i samo
ako g(z) € A, sto nije moguée buduéi da je A rekurzivno nabrojiv skup. O

Primer 14. Na osnovu prethodne teoreme neposredno sledi da indeksni
skupovi Tot, (Tot)¢, {x : W, # 0}, Fin i Inf nisu rekurzivno nabrojivi.

Za svako t € w, ako je z,y,e < t, neka je pe+(x) =y ako i samo ako
P.(x) | y za < t koraka i neka je W = dom(pe).

Po definiciji, p.(z) = y ako i samo ako 3t (e t(x) = y). Primetimo da
za svaki prirodan broj ¢t € w, ako x € W, onda x,e < t. Pritom, x € W,
ako i samo ako 3t (x € Wey).

Primer 15. Postoji rekurzivna funkcija f(z,y) takva da za svako e € w,
ako W, # 0, f(e,y) je totalna izracunljiva funkcija i W, = {f(e,y) : y € w}.

Zapravo, tvrdi se da postoji funkcija f(z,y) koja je univerzalna za
neprazane parcijalno rekurzivane skupove. Definisimo funkciju g(z) tako
da za svako = € w, g(z) = pz (11(2) € Wy ry(2))

Buduéi da se dobija minimizacijom po rekurzivnom predikatu, funkcija
g(z) je rekurzivna. Definisimo funkciju f(z,y) tako da

_ 7T2(y) ako 7‘—2(2/) S Wx,rrl(y)Jrl - Wx,ﬂ'l(y)a
) = { g(x)  inace.
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Jasno, funkcija f(z,y) je rekurzivna. Ako je W, # 0, za svako y € w,
vrednost f(e,y) je definisana i pritom, ako z € W,, onda postoji najmanji
t € w takav da z € Weyy1. Ako je y = (t,2), onda f(e,y) = z, tj. skup W,
je kodomen funkcije h(y) = f(e,y). Pritom, svaki z € W,, razli¢it od g(e),
javlja se ta¢no jednom u numeraciji skupa W, funkcijom h(y),

Primer 16. Pretpostavimo da je A rekurzivno nabrojiv skup. Skupovi
Uzea We i Ugea £z su rekurzivno nabrojivi. Medutim, skup (1, 4 W, nije
nuzno rekurzivno nabrojiv.

Teorema rekurzije

Kljuéni rezultat ovog odeljka predstavlja jedno uopstenje pravila rekur-
zije. Ono omogucava dokaz izrac¢unljivosti odredenih implicitno definisanih
funkcija. 1z tih razloga, ovaj Klinijev rezultat uobicajeno se naziva teoremom
rekurzije. Dokaz teoreme rekurzije je sasvim jednostavan i zasniva se na
teoremi parametrizacije.

Teorema 8. Za svaku totalnu rekurzivnu funkciju f, postoji prirodan
broj n € w za koji je vn = @y(n)-

Dokaz: Na osnovu teoreme o parametrizaciji, postoji obostrano jed-
noznacna , totalna izracunljiva funkcija d(x) takva da

_ ] Yeu¥) ako pq(w) postoji,
SOd(fD)(y) { nedefinisano  inace.

Dijagonalnu funkciju d(x) definisali smo nezavisno od funkcije f. Sliéno
funkcijama s.,,, m > 1, ona je zadata samim kodiranjem programa. Neka je
e € w indeks funkcije f o d. Tvrdimo da za n = d(e) vazi pn = Q).

Kako je f totalna, funkcija f o d = ¢, je takode totalna, pa je @e(e)
definisano i na osnovu definicije gy = ¢y, (¢)- Otuda, za n = d(e), redom
Imamo: ¢n = Pi(e) = Py.(e) = P(fod)(e) = Pf(n) U

Ako funkciju f shvatimo kao funkcional f : Ry — R; takav da, za
svako = € w, f(¥z) = @), funkcija ¢, € Rq je fiksna tacka funkcionala f,
odnosno, f(¢n) = ¢n. 1z tih razloga, teorema rekurzije naziva se i teoremom
o fiksnoj tacki.

Primer 1. (a) Ako je n € w fiksna tacka totalne izracunljive funkcije f,
prirodan broj n moze se efektivno odrediti iz indeksa funkcije f, odnosno,
postoji totalna, obostrano jednoznac¢na izra¢unljiva funkcija g takva da, ako
f = ¢z, onda n = g(x).
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(b) Za svaku totalnu izracunljivu funkciju postoji beskona¢an rekurzivno
nabrojiv skup njenih fiksnih tacaka.

Ako je v(r) totalna rekurzivna funkcija takva da @) = ¢z o d, neka
je g(z) = d(v(z)). Prema teoremi parametrizacije, d i v su obostrano jed-
noznacne totalne funkcije.

Ako je F' beskonacan rekurzivno nabrojiv podskup skupa svih indeksa
funkcije f, kako je d obostrano jednoznacéna funkcija, skup {d(z) : = € F'}
je beskonacan rekurzivno nabrojiv skup fiksnih tacaka funkcije f.

Primer 2. Za svaku izrac¢unljivu funkciju f(z,7), ¥ € w™, n > 1, postoji
prirodan broj e € w takav da je p.(¢) = f(e, 7).

Prema teoremi parametrizacije, postoji totalna izra¢unljiva funkcija g(z)
takva da @y, = f(x,%). Broj e je fiksna tacka funkcije g.

Teorema rekurzije omogucava da funkciju ¢, definiSemo pomocéu zadate
totalne izracunljive funkcije f tako da pe = ¢ (). Ili, na osnovu prethodnog
primera, ¢, moze se definisati "rekurzijom” oblika ¢.(z) = f(e, x), za neku
zadatu rekurzivnu funkciju f. Iako je funkcija ¢, definisana preko sopstve-
nog koda e, zahvaljujuéi teoremi rekurzije, ova definicija nije cirkularna.

Primer 3. Na osnovu prethodnog primera, moze se dokazati rekurzivnost
Akermanove funkcije.
Definisimo rekurzivnu funkciju g(z,y, z) tako da

y+1 ako r =0,
g(x,y,2) = <pg2)(:v— 1,1) akoz >01iy=0,

‘Pg) (v —1, 4,02;2) (z,y—1)) inace.

Prema prethodnom primeru, postoji prirodan broj e € w takav da

g(z,y,e) = gog) (z,y). Indukcijom po = € w, sa indukcijom po y € w u in-

duktivnom koraku, dokazuje se da je <p£2) Akermanova funkcija.

Primer 4. Postoji program P., e € w, takav da za svaki prirodan broj
T € w, vazi Pe(x) | e.

Za svaki ulaz x € w, program idealnog recunara P, sa navedenim svojs-
tvom reprodukuje sopstveni kod e € w. Zanimljivo je da na realnom ra¢una-
ru postoji program, u svim jezicima u kojima se moze simulirati rekurzija,
takav da rezultat njegove primene na svaki ulaz jeste on sam.

Primer 5. (a) Postoji prirodan broj n € w takav da vazi W,, = {n}.
(b) Ako je A C w indeksni skup, onda nije A < A°.

Primer 6. Rajsova teorema neposredno sledi iz teoreme rekurzije.
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Ako je A netrivijalan indeksni skup, izaberimo a € Aib ¢ A i definisimo
funkciju f(z) tako da f(x) =a ako z € A, a f(x) = b ako z € A. Jasno, za
svako x € w, f(x) € A ako i samo ako x ¢ A.

Ako bi A bio rekurzivan skup, funkcija f bila bi totalna rekurzivna
funkcija, pa bi postojao prirodan broj n takav da ¢, = ¢y, tj. takav
da f(n) € A ako i samo ako n € A, §to nije moguce.

Primer 7. 1z teoreme rekurzije sledi da K nije indeksni skup.

Primer 8. Ne postoji rekurzivna funkcija f(z) takva da, ako je W,
rekurzivan skup, vrednost f(x) postoji i py,) je karakteristicna funkcija
skupa W,.

Za svaku rekurzivnu funkciju f(z), na osnovu teoreme rekurzije, defini-
simo funkciju

0 ako z =0, f(e) postoji i - (0) =0,
(Pe(eT)—{ f()p J Sof()()

nedefinisano  inace.

Kako je W, = {0}, funkcija ¢ () nije karakteristicna funkcija skupa W..
Naime, 0 € W i pritom ¢y (0) = 0.

Primer 9. Numeracija (¢, : £ € w) je numeracija sa ponavljanjem.
Izborom najmanjeg indeksa svake funkcije, dobija se numeracija bez ponav-
lJjanja: neka je f(0) = 0 i za svako n > 0 neka je

f41) = pz (92 # @) -+ Ps(n))-

Funkcija f je obostrano jednoznacna, ali "rekurzija” koja se javlja
u definiciji funkcije f uopste nije legitimna, odnosno, funkcija f nije
rekurzivna. Da se to dokaze prvo treba primetiti da f nije identitet, tj. da
postoji k € w takvo da za sve n > k, f(n) > n. Po definiciji funkcije f,
to znaci da je @,y # pn. Ako je f rekurzivna, f ima beskonacno mnogo
fiksnih tacaka, pa postoji n > k takvo da ¢y(,) = ¢n, Sto nije moguce.

Skup A = {z : Vy < z(¢s # ¢y)}, minimalnih indeksa izracunljivih
funkcija, ipak jeste rekurzivno nabrojiv. I to sledi iz teoreme rekurzije.

Jedno od moguéih uopstenja teoreme rekurzije je njena varijanta sa pa-
rametrima. Dokaz je vrlo slican osnovnoj teoremi rekurzije.

Primer 10. Teorema rekurzije sa parametrima: Za svaku totalnu izra-
cunljivu funkciju f(z,y), postoji totalna izracunljiva funkcija n(y) takva da
Pry) = Pfny)y)-

Slicno dokazu teoreme rekurzije, postoji totalna rekurzivna funkcija
d(z,y) takva da
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o () Py (z,) (?) ako vrednost ¢, (x,y) postoji,
d(z,y) nedefinisano  inace.

Izaberimo e € w tako da ¢¢(z,y) = f(d(z,y),y), onda je n(y) = d(e,y).

Primer 11. Na osnovu teoreme rekurzije sa parametrima, dobija se i teo-
rema dvojne rekurzije. Ako su f(z,y) i g(x,y) totalne rekurzivne funkcije,
onda postoje a,b € w takvi da po = Q) 1 Pb = Pg(ab)-

Kompletni skupovi

U prethodnom poglavlju napomenuli smo da poredak stepena neresivosti
sadrzi stepene praznog skupa o, skupa prirodnih brojeva n, zatim stepen
neresivosti rekurzivnih skupova 0 i stepen nereSivosti skupa K, koji smo
oznacili sa 0’. Kako sno ranije videli, postoje skupovi koji nisu svodljivi na
K. Na primer, takvi su skupovi Tot, Ext ili Cof. U istrazivanjima stepena
neresivosti pokazalo se da njihov poredak ima veoma slozenu strukturu. To
vazi 1 za njen inicijalni deo odreden stepenima 0 i 0’. U narednim razma-
tranjima okarakterisa¢emo skupove stepena 0 i pokazati da postoje stepeni
rekurzivno nabrojivih skupova izmedu 0 i 0.

Primer 1. Neka je A@B = {2z : v € A}U{2x+1 : € B}, za proizvoljne
A, B C w. Stepen d(A @ B) je supremum stepena d(A) i d(B).

Ovaj rezultat zapravo pokazuje da uredenje stepena nereSivosti ima
strukturu polumreze. Ta polumreza nije mreza. U njoj postoje stepeni
rekurzivno nabrojivih skupova koji nemaju infimum.

S druge strane, uredenje 1-stepena nije polumreza. Postoje rekurzivno
nabrojivi 1-stepeni koji nemaju supremum u uredenju 1-stepena.

Rekurzivno nabrojiv skup A C w je kompletan ako za svaki rekurzivno
nabrojiv skup B Cw, B < A.

Zapravo, klasa kompletnih skupova je supremum svih stepena neresivosti
rekurzivno nabrojivih skupova.

Rekurzivno nabrojiv skup A C w je 1-kompletan ako za svaki rekurzivno
nabrojiv skup B C w, vazi B <; A.

Primer 2. Kako smo ranije pokazali, skup K je 1-kompletan.
Skup A je 1-kompletan ako i samo ako A =; K, odnosno skup A je
1-kompletan ako i samo ako A je rekurzivno nabrojiv i K <; A.
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Otuda mozemo zakljuciti da stepen neresivosti 0’ sadrzi sve 1-kompletne
rekurzivno nabrojive skupove.

Skup prirodnih brojeva A C w je produktivan ako postoji totalna obo-
strano jednozna¢na izrac¢unljiva funkcija 74 (z) — koju nazivamo produktiv-
nom funkcijom skupa A — takva da za svako = € w,

W, CA = myx)e A—W,.

Rekurzivno nabrojiv skup je kreativan ako je njegov komplement pro-
duktivan skup.

Intuitivno, kreativan skup A je ”efektivno nerekurzivan” jer, ako je
W, C A€ onda postoji efektivan kontraprimer 74 (z) € A\W, koji svedoci
da W, nije komplement skupa A. Nekompletnost rekurzivno aksiomatskih
sistema je zapravo posledica egzistencije kreativnih skupova. Takve skupove
Emil Post je smatrao potvrdom ”esencijalne kreativnosti matematickog
misljenja”.

Primer 3. Skup K je kreativan.

Skup K¢ = {z: x ¢ W,} je produktivan. Njegova produktivna funkcija
je identitet jer, ako W, C K¢, onda x € K\W,.

Primer 4. Ako je A C w produktivan skup i A < B, onda je skup B
produktivan.

Neka je m4(z) produktivna funkcija skupa A i f(x) totalna izrac¢unljiva
funkcija takva da za svako x € w, x € A ako i samo ako f(x) € B.

Na osnovu teoreme o parametrizaciji, postoji totalna obostrano jed-
noznacna funkcija s(z) takva da za svako z € w, Wy, = 1 [W,].

Zasvako x € w, ako W, C B, onda W,(,) C A, pakako je m4 produktivna
funkcija skupa A, T4(s(z)) € A—W(,). Otuda sledi da za svako r € w, ako
W, C B,onda fomgos(z) € B—W,.

Funkcija m = f o m4 o s ima sve osobine produktivne funkcije skupa B
sa izuzetkom obostrane jednoznacnosti. Stoga, neka je h(x) funkcija takva
da Wiy = We U{m(z)}. Za svako z € w, ako W, C B, onda Wj,,) C B.

Neka je m(0) = 7(0). Za svako z € w, vrednost mg(x + 1) odredujemo
na sledeéi nacin:

Izra¢unavamo redom vrednosti 7(x + 1), wh(x + 1), 7h?(x + 1), itd. sve
dok se ne pojavi vrednost y € w takva y & {wp(0),...,7p(x)} ili sve dok
se izrac¢unata vrednost ne ponovi. U prvom slucaju, mg(z + 1) = y. Ako se
izracunata vrednost ponovi, to zna¢i da W11 € B, pa mozemo uzeti da je

(e +1) = py (y & {7p(0),...,m5(x)}).
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Primer 5. Svaki netrivijalan indeksni skup koji sadrzi indeks nigde defin-
isane funkcije je produktivan.

Neka je A C w netrivijalan indeksni skup, eg € A indeks nigde definisane
funkcije i e; € w takav da e; & A.

Na osnovu teoreme o parametrizaciji, neka je s(z) totalna obostrano
jednoznacna funkcija takva da

) ako z € K,
s(y) = { nedefinisano  inadce.

Na osnovu ovog rezultata sledi da je svaki rekurzivno nabrojiv netrivi-
jalan indeksni skup kreativan.

Primer 6. Skup Mono = {z : ¢, je "1-1”} je produktivan. Njegov
komplement je kreativan skup.

S druge strane, skup Epi = {z : ¢, je "na” } je produktivan, ali njegov
komplement nije kreativan.

Primer 7. (a) Ako je B rekurzivno nabrojiv skup i A N B produktivan,
skup A je produktivan.
(b) Postoji 2% produktivnih skupova.

Primer 8. (a) Ako je A kreativan i B rekurzivno nabrojiv skup, skup
A @ B je kreativan.
(b) Ako je B rekurzivan skup, vazi i obrnuta implikacija.

Primer 9. Neka je A C Ri. Ako postoji f € A takvo da za svako
kona¢no 0 C f, 0 ¢ A, skup A = {z : p, € A} je produktivan.

Otuda sledi da je Pol = {x : ¢, je polinom } produktivan skup. Prime-
timo da je i komplement ovog skupa produktivan.

Disjunktni skupovi A i B su rekurzivno nerastavljivi ako postoji totalna,
obostrano jednoznacna izracunljiva funkcija f(x,y) takva da, ako A C W,
BCW,iW,NnW, =0, onda f(z,y) & Wy UW,,.

Primer 10. Skupovi A = {z : py(x) =0} i B = {z : py(x) = 1} su
rekurzivno nerastavljivi.

Na osnovu teoreme o parametrizaciji, postoji totalna izra¢unljiva
funkcija f(z,y) takva da, ako W, N W, = (), onda

1 ako z € Wy,
Py (2) =4 0 ako z € Wy,
nedefinisano  inace.
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Pretpostavimo da prirodni brojevi z,y € w zadovoljavaju uslove
ACW,, BCW,iW,NW, =0, onda f(z,y) € Wo UW,.

Primer 11. Neka su A i B rekurzivno nerastavljivi skupovi.
(a) Ako je A rekurzivno nabrojiv, B¢ je produktivan skup.
(b) Ako su A i B rekurzivno nabrojivi, A i B su kreativni skupovi.

Primer 12. Neka je Ay ={y: ¢y = va}, T € w.
(a) Za svako = € w, A, je produktivan skup.
(b) Ako je ¢y, # ¢z, skupovi A, i A, su nerastavljivi.

Teorema 9. Svaki kreativan skup je kompletan.

Dokaz: Neka je A kreativan skup. Dokazademo da za svaki rekurzivno
nabrojiv skup B, B <y A.

Neka je 7(x) produktivna funkcija za A°. Na osnovu teoreme o paramet-
rizaciji, neka je s(z,y) totalna izracunljiva obostrano jednoznacéna funkcija
takva da za sve z,y,x € w,

(2) = 0 ako z =7(x) iy € B,
Ps(@y)\#) = nedefinisano  inace.

Na osnovu teoreme rekurzije sa parametrom, postoji totalna obostrano
jednoznaéna izracunljiva funkcija n(y) takva da vy (y).y) = Pn(y)- Tvrdimo
da za svako y € w,

yeB & w(n(y)) € A

Kako je m(n(y)) totalna obostrano jednozna¢na izracunljiva funkcija, to
¢e znaciti da je B < A.

Neka y € B. Tada Wy, = {7(n(y))}, pa prema definiciji funk-
cije n(y), Wy = {m(n(y))}. Ako m(n(y)) ¢ A, Wy S A pa zbog
produktivnosti funkcije 7, m(n(y)) € W), Sto nije moguce.

Obratno, ako y € B, onda W) = 0 C A pa kako je 7 produktivna
funkcija skupa A, 7(n(y)) € A¢. O

Ako je A C w kreativan skup, funkcije 7(z) i n(x) su totalne, obostrano
jednoznaé¢ne izracunljive funkcije. Dakle, skup A je kreativan ako i samo
ako A je kompletan skup, odnosno, ako i samo ako A je 1-kompletan skup.
To znaci da stepen neresivosti 0’ sadrzi tacno kreativne skupove.

Primer 13. Skup A C w je produktivan ako i samo ako K¢ < A, odnosno,
ako 1 samo ako K¢ <y A.
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Primer 14. Svaki produktivan skup sadrzi beskonac¢an rekurzivno nabro-
jiv skup.

Neka je m(x) produktivna funkcija skupa A. Na osnovu teoreme
o parametrizaciji, definiS§imo totalnu obostrano jednozna¢nu izrac¢unljivu
funkciju s(x) takvu da za svako = € w, W,y = Wy U {7(z)}.

Izaberimo ny € w takvo da W,,, = () i definisimo funkciju g(z) tako da
g(0) =ng izasvexz €w, glx +1) = s(g(z)).
Za svako ¥ € w, W) € A1 [Wyy| =z + 1. Kako je 7(z) produktivna
funkcija skupa A, B = {n(g(x)) : € w} C A, a po konstrukciji B je
beskonacan rekurzivno nabrojiv skup.

nabrojiv, nije rekurzivan i nije kreativan. Na osnovu prethodnog primera,
ovo poslednje znaci da njegov komplement ne sadrzi beskonac¢an rekurzivno
nabrojiv skup. Nerekurzivnost, podrazumeva da komplement takvog skupa
mora biti beskonacan.

Skup A C w je prost ako je A rekurzivno nabrojiv, A¢ beskonac¢an i A°
ne sadrzi beskonac¢an rekurzivno nabrojiv skup.

Teorema 10. Postoji prost skup.

Dokaz: Neka je f(x) = wz(py (pz(y) > 2z)). Jasno, funkcija f(z) je
rekurzivna i neka je A = codom(f). Tvrdimo da je A prost skup.

Kako je A kodomen rekurzivne funkcije, dovoljno je dokazati da je A€
beskonacan i da ne sadrzi beskonacan rekurzivno nabrojiv skup.

Skup A€ je beskonacan jer, za svako x € w, f(z) > 2z, pa najvise x
elemenata skupa {0,1,...,2z} pripada A, tj. za svako = € w, A° sadrzi bar
x elemenata.

Ako je W, beskonacan skup, postoji y € w takvo day € W, iy > 2x.
To znadi da je vrednost f(x) definisana i da f(x) € W,. Dakle, skup W,
nije sadrzan u A°. O

Primer 15. Neka je f(z) totalna, obostrano jednoznacéna rekurzivna
funkcija takva da skup codom(f) nije rekurzivan. Ako je

A={z:Fy@x<yi f(z) > f(y)},

skup A je prost.

Ako bi skup A€ bio konacan, postojao bi beskonacan strogo opadajudéi
niz vrednosti funkcije f(x), $to nije moguce.

Ako bi postojalo e € w za koje je W, C A€ beskonacan skup, onda bi
skup A bio rekurzivan $to nije moguce.
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Da to dokazemo, pretpostavimo da je W, C A¢ beskonacan skup. To
znaci da za svako z € w, postoji s(z) € W, takvo da je f(s(z)) > z.

Kako s(z) ¢ A, za svako y € w, ako f(y) < f(s(z)), onda y < s(z).
Dakle, z € A ako i samo ako Jy < s(z) (f(y) = z). Kako je s(z) rekurzivna
funkcija, A je rekurzivan skup.

Aritmeticki skupovi

Osim strukture stepena nereSivosti, u teoriji izracunljivosti postoje i
druge hijerarhije slozenosti podskupova prirodnih brojeva. Jedna takva hi-
jerarhija dobija se analizom slozenosti formalne definicije skupova prirodnih
brojeva. Kasnije ¢emo videti da su to zapravo skupovi koji se mogu defin-
isati formulom u jeziku Peanove aritmetike. U ovom kontekstu, oni ée biti
definisani kao relacije koje se dobijaju kvantifikacijama rekurzivnih relacija.

Indukcijom po n € w, definiSemo skupove ili klase relacija ¥, II,, i A,
prirodnih brojeva:

(a) skup X je skup svih rekurzivnih relacija,

(b) za svako n > 0, skup II,, se sastoji od negacija elemenata skupa >,
(c) zasvakon >0, A, =11, NY, i

(d) za svako n > 0, skup ¥, se sastoji od svih relacija koje se mogu
dobiti egzistencijalnom kvantifikacijom elemenata skupa IL,.

Koristedi kodiranje konac¢nih nizova, umesto o relacijama, mozemo govo-
riti o skupovima prirodnih brojeva. Svaku relaciju R C w™ mozemo shvatiti
kao skup R = {(z1,...,2,) : R(z1,...,2,)} C w. U daljem izlaganju takva
identifikacija se podrazumeva.

Za svako n € w, skupovi X, II,, i A, su aritmeticki skupovi.

Primer 1. Relacija R je rekurzivna ako i samo ako R® je rekurzivna
relacija. Otuda sledi da je X9 = IIy = Ag.

Za svako n € w, sve Il relacije se dobijaju univerzalnom kvantifikaci-
jom X, relacija.

Indukcijom po n € w dokazuje se da za svaku ¥, relaciju P C w™,
postoji rekurzivna relacija R C w™*", takva da za sve & € w™, § € W",

P(Z) = Fy1Vy2Tys - - Qun R(Z,y1, - - -, Yn)

Primer 2. Svi aritmeticki skupovi zatvoreni su za supstituciju totalnih

rekurzivnih funkcija: ako su f1(Z),..., fx(Z) totalne rekurzivne funkcije i
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Py, ¥ € w®, relacija koja pripada nekom od aritmetickih skupova, istoj
klasi pripada i relacija

R(Z) = P(f1(Z), ..., fe(Z)).

Primer 3. Za svaki prirodan broj n > 1, skup X, je zatvoren za egzis-
tencijalnu, a skup II,, za univerzalnu kvantifikaciju.

Primer 4. Svaki aritmeticki skup je zatvoren za konjunkciju, disjunkci-
ju i ogranicenu kvantifikaciju. Za svaki prirodan broj n € w, skup A, je
zatvoren i za negaciju.

Primer 5. Za svaki prirodan broj n € w, vazi ¥, UTL, C Apy1.
Tvrdenje dokazujemo indukcijom po n € w. Za n = 0, svaka rekurzivna
relacija R(¥) moze se trivijalno predstaviti kao relacija:

R(7) = Jy(R(E@)Ny=y)
= Vy(R(Z)ANy=y).

To znaci da relacija R pripada skupovima ¥3; i I3, odnosno, relacija R
pripada klasi Aj.

Neka je n > 01 R € X,. Tada postoji relacija @ € IL,,_; za koju je
R(¥) = JyQ(Z,y). Po induktivnoj pretpostavci, @ € A, C II,, pa dakle
vazi R € En+1.

Kako je R(Z) =Vy (R(Z) ANy =y), R € II,,11. Otudasledida R € A1,
odnosno, da je X, € A,11. Na slican na¢in dobija se da je II,, C A,41.

Na osnovu prethodnog primera, mozemo zakljuciti da izmedu aritmetic-
kih skupova oblika A, ¥, i II,,, n € w, postoje slede¢i odnosi:

Ag=2g=A1CY I CAyC3CA3C¥3C -,

Ag=Ilp=A; CII[; CA CIIb CA3CII3C---.
Relacije skupa ¥ = {U,c, 2n = Unew In = U,ep, An nazivamo arit-

new —n new N
metickim relacijama, odnosno, aritmetickim skupovima kada relacije shva-
timo kao skupove njihovih kodova. Navedene nizove, uzete u ukupnosti

nazivacemo aritmetickom hijerarhijom.

Na osnovu Klinijeve teoreme o efektivnoj numeraciji, za svaki prirodan
broj n > 1, odredena je kanonska forma aritmetickih relacija tipa >,,.

Teorema 11. Teorema o kanonskoj formi: Relacija R C w™ pripada klasi
Yin+1 ako i samo ako postoji e € w takvo da za sve ¥ € W™,

(a) ako je n € w paran broj,
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R(Z) = 31y - - VYnWnt1 T (Z, 1, - -+, Ynpr) il

(b) ako je n € w neparan broj,

R(f) = Elyl\v/yQ e Elynv?JnJrl _'Tern(fa Yi, .- 7yn+1)'

Dokaz: Dovoljno je dokazati tvrdenje za slucaj skupa ;. Svi ostali
sluc¢ajevi slede neposredno iz definicije aritmetickih skupova tipa X,,.

Ako je R(Z) = JyTm(e, &, y), bududi da je Klinijev predikat primitivno
rekurzivan, mora biti R € ;.

Obratno, ako R € ¥, onda postoji rekurzivan predikat Q(Z,y) takav
da za sve ¥ € W", R(Z) = JyQ(Z,y). Neka je f(¥) = pyQ(Z,y)ie € w
indeks izrac¢unljive funkcije f(Z). Prema Klinijevoj teoremi o normalnoj
formi, f(Z) = (py Th(e, ¥, y))1 Sto znaci da je R(Z) = JyTy(e, 7, y). O

Sliéno kao u teoremi o efektivnoj numeraciji rekurzivnih funkcija, kanon-
ska forma aritmetickog predikata omogucava nam da za svako m > 1 defi-
nisemo univerzalnu aritmeticku relaciju Q(e, %), e € w, koja efektivno nu-
merise sve n-arne Y relacije.

Primer 6. Za svako m > 1 i svako n € w, postoji (m + 1)-arna relacija
Q € X,+1 koja efektivno numerise sve m-arne ¥, relacije.

Za svako ¥ € w™, neka je Q(e, %) = JyT,(e,Z,y). Ocigledno, @Q je
(m 4+ 1)-arna X; relacija, a na osnovu teoreme o kanonskoj formi, svaka
m-arna ¥ relacija je oblika Q(e, ¥), za neko e € w.

Na osnovu teoreme o kanonskoj formi, za svako m € w, postoji (m + 1)-
arna X,41 koja je univerzalna za klasu m-arnih 3,1 relacija.

Primer 7. (a) Za svaki prirodan broj n € w, svaka aritmeticka relacija
tipa Il,,41 ima kanonsku formu.

U formulaciji teoreme o kanonskoj formi za slucaj 11,41 relacija, u odnosu
na odgovarajuéu teoremu za >,.1 relacije, uzajamno su zamenjene uloge
egzistencijalnog i univerzalnog kvantifikatora, kao i uloge predikata T},4,, i
Am4n-

(b) Za svaki prirodan broj m > 1, postoji (m + 1)-arna univerzalna
relacija za klasu m-arnih aritmetickih relacija tipa IL, 4.

Primer 8. (a) Tvrdenja o kanonskoj formi i univerzalnoj relaciji ne vaze
u slucéaju A, 41 relacija.
(b) Teorema o kanonskoj formi ne vazi za ¥ i Il relacije.

Aritmeticku hijerarhiju ¥ definisali smo kao uniju rastuéih nizova arit-
metickih skupova. Medutim, uopste nije jasno do kog stepena ovako defin-
isana familija moze da raste i da li uopste raste. Pre nego sto dokazemo
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da 3 jeste hijerarhija u pravom smislu te re¢i navodimo ocenu nivoa u ar-
itmetickoj hijerarhiji kojem pripadaju neki od skupova koje smo do sada
definisali.

Primer 9. (a) Skup Fin pripada klasi Xs.
(b) Skup {(z,y) : W, € W, } pripada klasi II5.
(c) Skupovi {(z,y) : W, = W, } i Tot pripadaju klasi II5.

Primer 10. (a) Skupovi Rec i Ext pripadaju klasi 3.

(b) Skup {z : W, je kreativan} je ¥3 skup.

(c) Isto vazi i za skup {(z,y) : W, 1 W), su rastavljivi}.

Prirodni primeri slozenijih skupova u ovoj hijerarhiji su veoma retki.

Skup A € X, je ¥,-kompletan ako za svako B € ¥, B < A. Na isti
nacin definiSemo i pojam II,-kompletnosti, n > 1.

Ako su (A1, A2) i (B1, B2) parovi skupova prirodnih brojeva takvi da
AiNAy = BN By = @, onda (Al,AQ) < (Bl,BQ) ako postoji totalna
rekurzivna funkcija f(x) takva da

fIB1] C Ay, fIB1] C Ar i f[(B1UB2)] C (A1 U Ap)“.

Primer 11. Za svako A € ¥q, (A, A°) < (Fin,Tot). Dakle, Fin je ¥o-
kompletan, a Tot IIo-kompletan skup.

Neka je A € ¥9. To znaci da je A° € Ily pa postoji rekurzivna relacija
R(z,y, z) takva da za svako x € w, x € A® ako i samo ako Vy3z R(z,y, z).
Na osnovu teoreme o parametrizaciji, neka je f(x) totalna, obostrano jed-
noznacna funkcija takva da

(u) = 0 ako Vy < w3z R(x,vy, 2),
Pra)\t) = nedefinisano  inace.

Ako x € A onda Wy(,) = w, pa f(z) € Tot. S druge strane, ako z € A,
onda [Wy(,)| < w pa mora biti f(z) € Fin.

Primer 12. Prethodnom metodom, sa nesto vise tehnickih detalja, moze
se dokazati da su Cof i Ext ¥X3-kompletni skupovi.

U prethodnim razmatranjima dokazali smo da skupovi Fin i Tot ne pri-
padaju klasi 31, pa dakle 31 # Xs. Za skupove Cof i Ext ¢ak znamo da su
Y3-kompletni, ali nismo dokazali da oni zaista nisu Yo skupovi. Mozda je
Y9 = 337 Da to nije slucaj pokazuje sledec¢a teorema.

Teorema 12. Teorema o aritmetickoj hijerarhiji: Za svako n € w, postoji
relacija R Cw takvada R € ¥,111 R & I1,41.
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Dokaz: Neka je Q(z,y) binarna 3,41 relacija koja efektivno numerise
sve unarne relacije klase >, 1.

Za svako r € w, neka je R(x) = Q(z,z). Relacija R pripada klasi
Yn+1. Pritom, ako R € 1,41, onda =R € ¥, 11, pa postoji e € w takvo da
—R(z) = Q(e,z). To zapravo znaéi da za svako x € w, # Q(z,z) = Q(e, x)
§to za x = e nije moguce. O

Relativna izrac¢unljivost

Ideju svodenja problema, koju smo do sada razvili u okviru stepena
neresivosti, uopsti¢emo tako da ona odgovara intuitivnoj ideji relativne iz-
rac¢unljivosti skupova prirodnih brojeva. Skup A C w je relativno izra¢unljiv
u odnosu na skup B C w ako se karakteristi¢na funkcija skupa A moze re-
kurzivno izraziti pomocu karakteristicne funkcije skupa B. Tako se dobija
sasvim prirodna hijerarhija stepena neresivosti.

Pretpostavimo da je f totalna funkcija. Najmanja klasa funkcija prirod-
nih brojeva, koja sadrzi funkciju f, bazne funkcije i zatvorena je za supstitu-
ciju, rekurziju i minimizaciju, u oznaci RY, je klasa f-rekurzivnih funkcija.
Ako g € RS, funkcija g je relativno rekurzivna s obzirom funkciju f ili
f-rekurzivna.

Sliéno idealnom racunaru, kao paradigmi rekurzivnih funkcija, moze se
definisati i f-idelani rac¢unar koji odgovara f-rekurzivnim funkcijama. Tak-
vo uopsStenje omogucéava da teoriju relativno rekurzivnih funkcija razvijemo
na isti nacin na koji je ranije razvijena teorija rekurzivnih funkcija.

Pretpostavljamo da za svako n > 1, f-idealni raCunar sadrzi instruk-
ciju F(n) koja sadrzaj r, registra R, zamenjuje sa f(r,). Program Pf
ovako proSirenog racunara je konacan niz instrukcija koji, eventualno, sadrzi
i odreden broj instrukcija F'(n). Kao i u slu¢aju obi¢nog idealnog racunara,
definisemo pojam izracunavanja Pf(Z) i klasu f-izracunljivih funkcija Z7.

Primer 1. Pojmovi f-izracunljivostii f-rekurzivnosti su ekvivalentni. Za
svaku totalnu funkciju f, vazi jednakost Z = RS.

Primer 2. Neznatnim modifikacijama kodiranja programa idealnog ra-

cunara dobija se kodiranje programa f-idealnog rac¢unara i za svako n € w,

numeracija f-rekurzivnih n-arnih funkcija (<p§0”)’f 1XEw).

Primer 3. Za svako n > 1, numeracija f-rekurzivnih n-arnih funkcija je

efektivna i postoji funkcija gp&n+1)’f(e, ) = gogn)’f(f) koja je univerzalna za
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klasu n-arnih f-rekurzivnih funkcija. Univerzalni program P, je nezavisan
od funkcije f.

Primer 4. Za relativnu rekurzivnost takode vazi teorema o paramet-
rizaciji. Pritom, funkcije oblika s,,(e,Z) su totalne izracunljive funkcije u
apsolutnom smislu, odnosno, ne zavise od funkcije f.

Skup je f-rekurzivan ako je njegova karakteristicna funkcija f-rekur-
zivna, a f-parcijalno rekurzivan ako je njegova parcijalna karakteristi¢na
funkcija f-rekurzivna. index f-rekurzivan skup

Primer 5. Skup A je f-rekurzivan ako i samo ako skupovi A i A¢ su
f-parcijalno rekurzivni.

Primer 6. Skup A je f-parcijalno rekurzivan ako i samo ako postoji
e € w takvo da A = Wg{, ako i samo ako A = () ili A je kodomen totalne
f-izrac¢unljive funkcije, ako i samo ako postoji f-odluciv predikat R(zx,y)
takav da, za svako x € w, x € A ako i samo ako Jy R(z,vy).

Primer 7. Ako je K/ = {z:x ¢ W{}, skup K/ je f-parcijalno rekurzi-
van i nije f-rekurzivan.

Ako je ca karakteristicna funkcija skupa A C w, umesto o ca-izra-
¢unljivosti govorimo o A-izra¢unljivosti. Sli¢no, oznake gpf, Wf ili K4,
podrazumevaju odgovarajuce oznake relativne izra¢unljivosti s obzirom na
funkciju c4.

Primer 8. Neka je A proizvoljan skup. Za svaki rekurzivno nabrojiv
skup B postoji prirodan broj e € w takav da vazi B = WEA.

Ako je A rekurzivan skup, za svaki prirodan broj e € w, skup WeA je
rekurzivno nabrojiv. U tom slucaju skup K4 je rekurzivno nabrojiv i nije
rekurzivan.

Primer 9. (a) Ako je skup A relativno rekurzivan u odnosu na B i skup
B relativno rekurzivan u odnosu na C, skup A je relativno rekurzivan u
odnosu na C.

(b) Ako je skup A relativno rekurzivno nabrojiv u odnosu na B i skup B
relativno rekurzivan u odnosu na C, skup A je relativno rekurzivno nabrojiv
u odnosu na C.

(c) Ako je skup A relativno rekurzivan u odnosu na B i skup B rela-
tivno rekurzivno nabrojiv u odnosu na C', skup A nije nuzno C-rekurzivno
nabrojiv.

Primer 10. Skup B je A-rekurzivan ako i samo ako B < K.
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Skup A C w je T-svodljiv na skup B C w, odnosno, svodljiv u
Tjuringovom smislu, u oznaci A <p B, ako je A B-rekurzivan skup.

Skupovi A, B C w su T-ekvivalentni, u oznaci A =r B, ako A <r B
i B <r A. Klasa ekvivaklencije dr(A) = {B : A =r B} je T-stepen
neresivosti.

Svaki T-stepen koji sadrzi rekurzivan skup je rekurzivan T-stepen, a
svaki T-stepen koji sadrzi rekurzivno nabrojiv skup je rekurzivno nabrojiv
T-stepen.

Ako su a i b proizvoljni T-stepeni, njihov poredak definisemo tako da:
a < b ako postoje A €ai B € b takvida A <p B.

Primer 11. (a) Ako A < B, onda A <p B.

(b) Za svaki skup A, vazi A =p A°.

(c) Ako je A rekurzivan skup i B <p A, B je rekurzivan skup. Ako je A
rekurzivno nabrojiv skup, onda A <p K.

Primer 12. Postoji jedinstven T-stepen, u oznaci 0, koji sadrzi sve
rekurzivne skupove. Ako je 0’ stepen skupa K, onda 0 < 0’ i 0’ je maksi-
malan rekurzivno nabrojiv T-stepen.

Primer 13. (a) Za proizvoljne A, B C w, vazi d(A) C dr(A).
(b) Ako d(A) < d(B), onda dp(A) < dp(B).

Primer 14. Neka su A, B C w proizvoljni skupovi prirodnih brojeva.
(a) Skup K4 je A-rekurzivno nabrojiv.

(b) Ako je B A-rekurzivno nabrojiv skup, onda onda vazi B <p K 4
(c) Ako je A rekurzivan skup, onda K4 =7 K.

(d) Za svaki skup A C w, vazi A <p K4.

(e) Ako A <7 B, onda K4 <7 KB iako A =7 B, onda K4 =7 K&,

Za proizvoljan skup A C w, skup K je skok skupa A. Pritom, K'=K.
Skok skupa A oznacavamo sa A’.

Za svaki skup A C w, n-ti skok skupa A, u oznaci A, definisemo
induktivno; A®) = A i za svako n > 0, AT = (4™,

Ako je a T-stepen i A € a, stepen d(K4) = a’ je skok stepena a.

Primer 15. Na osnovu prethodnog primera, tvrdenje (e), definicija skoka
je korektna. Takode, ona je saglasna sa definicijom stepena 0’.

Primer 16. (a) Za svako a, a < a’.

(b) Za proizvoljne a, b, ako a < b, onda a’ < b'.

(¢c) Ako A€ a, BebiB A-rekurzivno nabrojiv, onda b < a’.

Primer 17. Kako smo ve¢ napomenuli, 0" = dr(K). Osim toga, 0" =
dT(TOt) = dT(Fin) i0" = dT(Rec) = dT(EXt).
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Primer 18. Na osnovu aksiome izbora moze se dokazati da T-stepena
neresivosti ima taéno 2%,

Primer 19. (a) Za svaki prirodan broj n € w, A € 3,41 za neko B € II,,,
A je B-parcijalno rekurzivan skup, ako i samo ako za neko B € ¥,,, A je
B-parcijalno rekurzivan skup.

(b) Za svako n > 0, skup (™ je ¥,-kompletan.

(c) Za svako A C w, A € ¥,41 ako i samo ako A je §(™-parcijalno
rekurzivan skup.

(d) Za svako A C w, A € Ay, 41 ako i samo ako A <p P,

Primer 20. Za svaki prirodan broj n > 1, A, # X, i A, # 11,,.

Ovaj rezultat predstavlja jos jedan dokaz teoreme o aritmetickoj hijerar-
hiji. Prema prethodnom primeru, za svako n > 1, 0 e (3, —II,) i sli¢no,
P e (11, — ).

Sliéno stepenima neresivosti, T-stepeni ¢ine polumrezu, odnosno, za
proizvoljne T-stepene a i b odreden je njihov supremum i on se dobija isto
kao i supremum stepena neresivosti.

Medutim, strukture ovih stepena bitno se razlikuju. Kako smo ranije
napomenuli, za proizvoljne skupove A, B C w, d(A) C dr(A) i ako d(A4) <
d(B), onda dp(A) < dp(B), ali vise od toga se tesko moze reéi.

Primer 21. Svaki T-stepen nerekurzivnih parcijalno rekurzivnih skupova
sadrzi prost skup.

Ako je B nerekurzivan rekurzivno nabrojiv skup i B = codom(f), gde je
f totalna izrac¢unljiva funkcija, onda je A = {z : Jy (f(y) < f(x) iy > x)}
prost skup i pritom, A =p B.

Ovaj rezultat pokazuje da T-stepen 0’ sadrzi prost skup. Za razliku od
stepena neresivosti, u slu¢aju T-stepena, prosti skupovi ne resavaju problem
egzistencije stepena a takvog da 0 < a < 0. ZavrSavajuéi ovaj pregled,
napominjemo da takav stepen zaista postoji.

Prosirenja logike prvog reda

Svaka formalizacija matematickih rezultata ima odredena ogranicenja.
Uverili smo se da ona postoje i u teorijama koje izrazavaju svojstva relativno
jednostavnih matematickih struktura. Nacelno posmatrano, granicu do koje
je moguca formalizacija matematickog misljenja odreduje upravo aritmetika
prirodnih brojeva.
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Sa jednim takvim ograni¢enjem susreli smo se na samom pocetku naseg
izlaganja. U jeziku aritmetike Lpa definisali smo Peanovu aritmetiku, od-
nosno teoriju PA, ¢ije aksiome obuhvataju rekurzivne definicije sabiranja,
mnozenja i shemu matematicke indukcije. Takode, definisali smo i komplet-
nu aritmetiku Th(N), kao teoriju koja sadrzi sve istine prirodnih brojeva
izrazene u jeziku aritmetike. U oba slucaja, dokazali smo da ove teorije imaju
nestandardne modele, odnosno, da u njima nije moguc¢a potpuna karakteri-
zacija prirodnih brojeva.

Medutim, potpuni opis strukture prirodnih brojeva jeste mogué¢ meta-
matematickim sredstvima. Ako se aksioma indukcije formuliSe na podsku-
povima skupa w, takva aritmetika do na izomorfizam karakterise strukturu
prirodnih brojeva. Na prvi pogled, moglo bi se prosto reé¢i da jezik Lpa nije
dovoljan da izrazi ovu ¢injenicu i da se u nekom njegovom progirenju takav
rezultat moze dobiti. Medutim, na osnovu Skolemove teoreme, ekstenzije
ovih teorija u bilo kom jeziku prvog reda imale bi nestandardne modele.
Potpuna formalizacija aritmetike nije moguca u logici prvog reda.

Logika drugog reda

Jezik drugog reda dobija se prosirenjem jezika L prebrojivim skupom
relacijskuh promenljivih. Preciznije, za svako n € w, jezilk Lo O L sadrzi
skup simbola relacijskih promenljivih {X : i € w}.

Skup pravila koji generise formule jezika Lo odreden je skupom pravila
jezika L koji je proSiren slede¢im pravilima:

(a) ako je X n-arna relacijska promenljiva i t1,...,t, termi jezika L,
onda je X (t1,...,t,) elementarna formula jezika Lo,

(b) ako je ¢ formula jezika L9 i X relacijska promenljiva, onda je 3X ¢
formula jezika Lo.

Neka je A model jezika £. Valuacija a promenljivih jezika Lo je funkcija
takva da, za svaku n-arnu relacijsku promenljivu X, a(X) je n-arna relacija
skupa A. U sluc¢aju individualnih promenljivih, a(v,) je element skupa A,
odnosno, na promenljivim prvog reda, definicija valuacije se poklapa sa va-
luacijom promenljivih jezika L.

Definiciju relacije zadovoljenja, u odnosu na jezik prvog reda, neophodno
je dopuniti slede¢im uslovima:

(a) AEq X(t1,...,t,) ako i samo ako ([t1]4, ..., [tu]d) € a(X),
(b) A =4 3X ¢ ako i samo ako postoji C' C A", A =, (x/0) #-

Pritom, valuacija a(X/C') za promenljivu X ima vrednost C, a u svim
drugim slucajevima poklapa se sa valuacijom a. Recenica ¢ drugog reda je
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valjana, u oznaci |= ¢, ako za svaki model A jezika £, A = .

Primer 1. Recenica VaVy (z = y < VX(X(z) < X(y))) je valjana u
logici drugog reda. Ona izrazava princip intenzionalnosti koji je Lajbnic
nazivao identitas indiscernibilium. Objekti su jednaki ako i samo ako imaju
ista svojstva.

Primer 2. Postoji recenica wgqy, jezika Lo takva da, za svaki model A
drugog reda, A |= ¢ ako i samo ako A je konacan skup.

Skup A je konacan ako i samo ako svaka obostrano jednoznaéna funkcija
f A — Aje’na’. Recenica g, dobija se formalizacijom ove definicije
konac¢nog skupa u logici drugog reda.

Primer 3. U logici drugog reda ne vazi stav kompaktnosti.

Naime, skup recenica {¢an} U {¢>n : m > 2} je protivrecan, a svaki
njegov konacan podskup ima model.

Kako su formule logike drugog reda konaé¢ni nizovi simbola jezika Lo,
odsustvo stava kompaktnosti pokazuje da se u ovoj logici ne moze definisati
sintaksa, u kojoj bi dokazi bili konac¢ni nizovi, koja bi bila saglasna i potpuna
u odnosu na semantiku logike drugog reda.

Primer 4. Pretpostavimo da jezik drugog reda Lo sadrzi relacijsku kon-
stantu <. Za svaki model A jezika Lo, recenica

edu = VX 3z X(2) = Jz (X (z) AVy (X(y) = 2 <y)))
vazi u modelu A ako i samo ako (A4, <) je dobro uredenje.

Primer 5. Parcijalno uredenje P je drvo ako za svako z € P, inicijalni
segment P, = {y : y < z} je dobro ureden. Kao u prethodnom primeru,
pretpostavljamo da jezik drugog reda Lo sadrzi relacijsku konstantu <.

Postoji recenica jezika Lo oblika 3X ¢, gde je ¢ formula bez relacijskih
kvantifikatora, takva da za svaki model A jezika Lo, A = 3X ¢ ako i samo
ako uredenje (A, <) je drvo.

Primer 6. Aritmetika drugog reda je teorija u jeziku Lo = {s, 0}, ¢ije su
aksiome sledecée recenice:

vz (s(x) # 0),
VxVy( () = s(y) = 2 =y),
s@:«z—VX( (0) AV (X (2) = X(s(2))) — Vo X(x).

Jasno je da su 1, @2 recenice prvog reda i da recenica 3 izrazava princip
matematicke indukcije u logici drugog reda.
Ako je ppa = 1 A pa A 3, za svaki model M jezika Lpa,
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MEoppa & N=M.

Ovo tvrdenje dokazali smo u uvodnim razmatranjima. Ono pokazuje da
je aritmetika drugog reda konac¢no aksiomatska kategori¢na teorija.

Primer 7. Postoji recenica ¢,, jezika Lo ¢iji je logicki deo prazan takva
da, za svaki model A jezika Lo,

AEg, & |A=w.

Ako se u recenici ppp funkcija s zameni unarnom relacijskom promen-
ljivom Y, a konstanta 0 promenljivom z, dobija se formula (Y, 2) jezika
drugog reda Lo koji ne sadrzi nelogicke simbole. Ako je ¢, recenica ¢iji
je smisao ”postoji funkcija Y i postoji jedinstven element z takvi da vazi
(Y, z)”, na osnovu prethodnog primera, za svaki model A logike drugog
reda, A |= ¢, ako i samo ako |4] = w.

Primer 8. U logici drugog reda ne vazi donja Skolemova teorema.

Neka je < = ¢u V phin. Za svaki model A, A = ¢<, ako i samo ako
A je prebrojiv skup. Recenica —p<, vazi u modelu A ako i samo ako A je
neprebrojiv skup, pa dakle u logici drugog reda ne vazi Skolemova teorema.

Primer 9. Postoji recenica pp jezika Lo, koji sadrzi jezik teorije polja,
takva da za svaki model A jezika Lo, A |= pr ako i samo ako A = R.

Recenica ¢ je konjunkcija aksioma uredenih polja i principa maksimal-
nosti koji se moze formulisati u logici drugog reda. Dakle, slicno aritmetici
prirodnih brojeva, u logici drugog reda, aritmetika realnih brojeva je kona¢no
aksiomatska i kategori¢na.

Primer 10. Postoji recenica oo jezika L9 koji ne sadrzi logicke simbole
takva da za svaki model A logike drugog reda, A = @9 ako i samo ako
|A| = 2v.

Ako se u reCenici g jezika teorije polja funkcijske i relacijske kon-
stante zamene relacijskim promenljivim drugog reda, a individualne kon-
stante promenljivim prvog reda, slicno kao u sluc¢aju recenice ¢,,, dobija se
re¢enica wow jezika Lo bez nelogickih simbola takva da, za svaki model A
jezika Lo, A |= @ov ako i samo ako |A] = 2¥.

Primer 11. Postoji formula ¢ (X) jezika L4 koji ne sadrzi logicke simbole
takva da u svakom modelu A logike drugog reda, za svaku valuaciju a,
A E, ¢p(X) ako i samo ako a(X) je prebrojiv skup ili postoji bijekcija g
skupa a(X) na A.

U jeziku L5 moze se definisati formula Fun(f) ¢iji je smisao ” f je funk-
cija”, pa je ¥ (X) sledeéa formula:
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p<w(X) V 3f Fun(f) A (Vo X(f(z))A
VaVy (f(z) = f(y) =z =y) AVy (X(y) = 3z f(z) = y))).

Kontinuum hipoteza tvrdi da za svako X C 2“ skup X je ili prebrojiv
ili postoji bijekcija skupa 2“ na X. U logici drugog reda ona se moze izraziti
re¢enicom

oon = pae — VXP(X).

Retenica pcop formulisana je u jeziku Lo bez nelogickih simbola. Na
osnovu prethodnih primera, u logici drugog reda

E=ocn < CH.

Dakle, u logici drugog reda, kontinuum hipoteza je ili istinita ili lazna,
tj. teorija ZFC nije dovoljno jaka da okarakteriSe njenu semantiku.

Ako se u logici Lo kvantifikatori relacijskih promenljivih ogranice na
konaé¢ne skupove, odnosno, ako se zadovoljenje egzistencijalnih formula dru-
gog reda zameni uslovom

AFEq.3X ¢ & postoji konacan C C A", A =, x/c) ¢

dobija se slaba logika drugog reda. Cinjenicu da recenica slabe logike ¢ vazi
u modelu A oznacavamo sa A =* ¢.

Primer 12. Postoji recenica ¢ i postoji model A jezika Lo takvi da
A % ¢ i pritom, nije da A = .

Primer 13. Za svaku recenicu ¢ jezika Lo, postoji recenica ¢* takva da
za svaki model A, vazi relacija A =°* ¢ < A= p*

Za datu reCenicu ¢, recenica ¢* dobija se relativizacijom relacijskih
promenljivih na predikat ¢g, (X).

Primer 14. U slaboj logici drugog reda ne vazi stav kompaktnosti.
Kasnije ¢emo dokazati da u slaboj logici drugog reda vazi jedna varijanta
Skolemove teoreme.

Primer 15. Neka su A i B linearna uredenja i C njihov leksikografski
proizvod. Postoji recenica ¢ jezika Lo, koja sadrzi samo unarne relacijske
promenljive, takva da C = ¢ ako i samo ako A = B.

Otuda sledi da recenice drugog reda koje vaze u strukturi C nisu deter-
minisane re¢enicama koje vaze u strukturama A i B. Opstije, kako prakti¢no
ni jedna algebarska konstrukcija ne ¢uva sve formule jezika Lo, teorija mode-
la logike drugog reda je veoma ograni¢ena. Delimi¢no, ona je moguéa samo
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na nekim fragmentima logike drugog reda, na primer, na fragmentima poput
slabe logike.

Infinitarne logike

Osim logike drugog reda, koja se dobija uvodenjem relacijskih promenlji-
vih, prosirenja predikatskog racuna prvog reda mogu se dobiti uopstavanjem
njegovih logickih veznika. Na primer, ako se u jeziku £ dopuste disjunkcije
i konjunkcije beskonacne duzine, dobijaju se infinitarne logike. Najjednos-
tavniji slucaj infinitarne logike jeste jezik L., koji sadrzi prebrojive kon-
junkcije i disjunkcije.

Jezik L, dobija se prosirivanjem jezika £ infinitarnim logi¢kim vezni-
kom \/, pravilima koja generisu skup formula dodaje se sledeée pravilo:

(a) Ako je @ prebrojiv skup formula, \/ ® je formula jezika L.

Nije uopste jasno u kojoj meri se racun sa ovak definisanim formulama
moze smatrati logickim sistemom. Sa skupovno-teorijskog stanovista, defini-
cija njegovih formula i indukcija po njihovoj sloZenosti pretpostavlja trans-
finitnu indukciju.

Definiciju zadovoljenja formula infinitarne logike, u odnosu na jezik L,
prosirujemo slede¢im uslovom:

(b) Ako je ® prebrojiv skup formula jezika L., A model i a € A¥
valuacija promenljivih jezika £ u modelu A, onda:

A=, Ve & Ak, ¢, zaneko p € .

Skup S(p) potformula formule ¢ jezika L., definiSemo indukcijom po
slozenosti formule ¢. U odnosu na formule prvog reda, ova definicija obuh-
vata i uslov

SV @) = {2} UUyeqs S(¥)-

Za proizvoljnu formulu ¢ jezika L, ., neka je V(¢) skup svih slobodnih
promenljivih formule ¢. Ako je ¢ formula oblika \/ @, V() = Uyeqe V(¥).

Primer 1. (a) Za svaku formulu ¢ jezika L, skup njenih potformula
S(p) je najvise prebrojiv.

(b) Postoje formule jezika L, sa beskonaéno mnogo slobodnih promen-
ljivih. Ako formula ima kona¢no mnogo slobodnih promenljivih, svaka njena
potformula takode sadrzi konac¢an broj slobodnih promenljivih. Ako je ¢ re-
cenica jezika L, svaka potformula formule ¢ ima konacan broj slobodnih
promenljivih.
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Primer 2. U logici L,,,,, ne vazi stav kompaktnosti.
Neka je ¢ = \/{—=p>n : n > 2}. Recenica ¢ vazi u modelu A ako i samo
ako skup A je konac¢an. Otuda sledi da skup recenica

{e}U{pzn1n>2}

nema model i pritom, svaki njegov konacan podskup ima model, tj. u logici
L, ne vazi stav kompaktnosti.

Ako se dozvole dokazi beskonacéne duzine, logika £, ima sintaksu koja
je potpuna u odnosu na prethodno definisanu semantiku. Preciznije, u logici
L, moze se definisati pojam dokaza tako da, za svaki skup recenica ¥ i
svaku recenicu ¢ jezika Ly,

Yo & Y Eo

Na prvi pogled, ova napomena protivrec¢i prethodnom primeru, odnosno
¢injenici da u logici L, ne vazi stav kompaktnosti. Medutim, buduéi da
se radi o sintaksi koja dopusta dokaze beskonac¢ne duzine, ovi rezultati nisu
protivreéni. U meri u kojoj smo uopstili pojam kona¢nog dokaza, modelsko-
teorijski rezultati logike prvog reda se mogu preneti na logiku L, tako
da ona ima znacajno razvijenu teoriju modela. U tom smislu, u njoj vazi i
jedna varijanta stava kompaktnosti o kojoj ovde neé¢emo govoriti.

Primer 3. Neka je ¢ recenica jezika L, koji sadrzi najviSe prebrojiv
skup nelogickih simbola. Ako je A model jezika L, u kojem vazi recenica
©, onda postoji prebrojiv model B C A takav da B = .

Konstrukcija modela B se u principu ne razlikuje od odgovarajuce kon-
strukcije u slucaju jezika L. DefiniSe se rastué¢i niz prebrijivih skupova
(B, : n € w) koji zadovoljava sledece uslove.

(a) Skup By je prebrojiv i sadrzi interpretacije svih individualnih kon-
stanti jezika L.

(b) Ako je m € w i F operacijski simbol jezika L., duzine n > 1, onda

za sve a1, ...,y € By, FA(ay,...,a,) € Bpy1.
(c) Za svako m € w i svaku formulu ¢(z1,...,z,,2) € S(p), ako su
a,...,an € B, takvi da A = Jzay,...,ay], onda za neko a € B,41,

AEYlar,. .., an,al.

Kako su skupovi S(¢) i By, prebrojivi, skup B,,+1 je prebrojiv. Neka
je B =J B, i B model jezika L, sa domenom B. Model B je prebrojiv,
a indukcijom po slozenosti potformula formule ¢ dokazuje se da, za svaku
formulu ¢ (x1,...,2z,) € S(p) i proizvoljne ay,--- ,a, € B,

BEYlal,...,an] & AEYa,..., a].
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Na osnovu prethodnog primera sledi da u logici £, vazi slede¢a vari-
janta Skolemove teoreme:

Primer 4. Ako recenica ¢ jezika L,,,, ima model, onda ¢ ima i prebrojiv
model.

Ovo tvrdenje je neposredna posledica ¢injenice da skup potformula
svake formule jezika L., moze biti najvise prebrojiv. Primetimo da se
iz ove varijante Skolemove teoreme, neposredno dobija Skolemove teorema
za predikatski racun prvog reda.

Primer 5. Bez obzira na broj nelogickih simbola, skup svih formula jezika
L, je neprebrojiv.

Primer 6. U logici L,,,,, klasa kona¢no generisanih grupa je aksiomatska.

Primer 7. Aritmetika u logici L, ., sadrzi recenice ¢ i (2, koje se smo
definisali u aritmetici drugog reda i aksiomu indukcije

¢ =VYa \/[{x =s"(0):n € w}.

Ovako definisana aritmetika je kona¢no aksiomatska i kategori¢na. Iz
ove Cinjenice sledi da u logici £,,,., ne vazi gornja Skolemova teorema.

Jedno od kljuénih pitanja teorije modela beskonac¢nih logika jeste karak-
terizacija odnosa elementarne ekvivalencije i izomorfizma. U izvesnom
smislu, logika L., je daleko od toga da se u njoj ovi pojmovi mogu iden-
tifikovati. Isto vazi i za njena najprirodnija uopStenja, odnosno, za logike
L,.+,, ukojima su dozvoljene disjunkcije skupa formula kardinalnosti x. Tek
u infinitarnoj logici tipa Leow, U kojoj su dozvoljene disjunkcije proizvoljne
duzine, elementarno ekvivalentni modeli su izomorfni.

Primer 8. Grupa je prosta ako ne sadrzi normalnu podgrupu. U logici
L., w, klasa prostih grupa je konacno aksiomatska.

Normalna podgrupa grupe G generisana elementom a € G, a # 1, sas-
toji se od elemenata x € G oblika z = moakoxal cexpafrat gde je n € w,
ko, ..., ky celi brojevi, a xq, ..., x, elementi grupe G. U prostoj grupi, svaki
element razli¢it od neutralnog normalno generiSe celu grupu, pa ako je pg
konjunkcija aksioma grupe i

k 1 k

(p(x,y,’l)o, cee 71}71) = \/k(),-..,knEZy = V0TV, UnT nvgl)%

aksioma klase prostih grupa u jeziku L, je sledeéa recenica:

wg N Vr(x#1 =YYy V,eo(Fvo, ..., Jopo(z,y,v0,...,0,)))
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Na osnovu Skolemove teoreme za logiku L., ako je G prosta grupa i
i M C G prebrojiv skup, onda postoji prebrojiva prosta podgrupa grupe G
generisana sa skupom M.

Primer 9. Ako je P drvo, za svako x € P, tip uredenja skupa P, = {y :
y < x} je visina elementa x u drvetu P. Najmanji ordinal veéi od visine
svakog elementa je visina drveta P. U logici L, klasa drveta visine w je
konaé¢no aksiomatska.

Primer 10. Za svaku recenicu ¢ slabe logike, postoji recenica v logike
L., takva da za svaki model A, A =° ¢ ako i samo ako A = .

1z ovog rezultata sledi da u slaboj logici vazi Skolemova teorema. Imajuéi
u vidu ono sto smo ve¢ naglasili o logici L,,,.,, u slaboj logici drugog reda se
do odredenog stepena moze razviti teorija modela.

Primer 11. (a) Ako je A model jezika £, svaka relacija, koja se u modelu
A moze definisati formulom slabe logike drugog reda, definabilna je i u logici
Low-

(b) Svaki skup prirodnih brojeva je definabilan u logici L.

Osim konjunkcije i disjunkcije, u logici prvog reda mogu se uopstavati
i kvantifikatori. Za svaki ordinal «, jezik prvog reda £ moze se prosiriti
kvantifikatorom (),. Tako se dobija jezik Lg,, ¢iji se racun uobicajeno
naziva logikom uopstenih kvantifikatora.

Skup formula jezika Lg,, generisan je pravilima koja, pored standardnih,
sadrze sledece pravilo: ako je ¢ formula i  promenljiva u Lo,

(a) Izraz oblika Q.x ¢ je formula jezika L, .

Interpretacija formule oblika Qnz ¢ u modelu A za valuaciju a € A
definisana je tako da:

AEFoQare & [{beA: A um) v} = wa.

Primer 12. Neka je ¢ = =Qo(z = x). Za svaki model A jezika Lg,,
A |= ¢ ako i samo ako |A| < w.

Primer 13. U logici Lg, ne vazi stav kompaktnosti. S druge strane, u
Lq, vazi Skolemova teorema.

Primer 14. Za svaku formulu ¢(z1,...,2y) jezika Lg,, postoji formula
©*(x1,...,x,) slabe logike takva da, za svaki model A i sve ay,...,a, € A,

A= plar,...,a,] & AE° o*al,...,a,)]
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Kvantifikator (1, u semantici logike Lg,, ima znacenje ”"postoji nepre-
brojivo mnogo”. Zanimljivo je da ova logika ima sintaksu koja je kompletna
u odnosu na njenu semantiku u sledeéem smislu: za svaki prebrojiv skup
formula X, ¥ F ¢ ako i samo ako ¥ | ¢.

Primer 15. Neka je ¢ = =Q1(z = z). Za svaki model A jezika Lg,,
A | ¢ ako i samo ako |A| < w.

Primer 16. Postoji recenica ¢ jezika Lo, = {<} takva da za svaki model
A, A = ¢ ako i samo ako A je linearno uredenje u kojem svaki element ima
najvise prebrojivo mnogo prethodnika.

U svim uopstenjima predikatskog rac¢una prvog reda, o kojima je do
sada bilo reci, narusavan je stav kompaktnosti. Pored ostalog, logika Lg,
zanimljiva je zbog toga S$to u njoj, bar u prebrojivom slucaju, vazi stav
kompaktnosti.

Primer 17. Ako je ¥ prebrojiv skup recenica jezika logika Lg,, onda X
ima model ako i samo ako svaki konacan >y C X ima model.

Ova varijanta stava kompaktnosti posledica je ¢injenice da logika Lg,
ima sintaksu koja je saglasna i potpuna u odnosu na njenu semantiku.
Medutim, u ovoj logici ne vazi Skolemova teorema, buduéi da formula
Q17 (x = x) nema prebrojiv model.

Pregled uopstenja logike prvog reda, koji je ovde relativno povrsno izlo-
zen, ukazuje da u svakom takvom uopstenju ne vazi ili stav kompaktnosti ili
Skolemova teorema. Zanimlivo je da ovi stavovi, kao ¢isto modelsko-teorijska
svojstva, u potpunosti karakterisu logiku prvog reda. Naime, svaki formalni
sistem u kojem vazi stav kompaktnosti i Skolemova teorema ekvivalentan je
predikatskom re¢unu prvog reda [1].

Neodlucivost predikatskog racuna

U platonistickom shvatanju matematike, njena tvrdenja imaju objekti-
van sadrzaj, nezavisan od uslova pod kojim taj sadrzaj saznajemo. Implicit-
no, ovo je stanoviste prisutno u uverenju da matematika podrazumeva pot-
pun ili nepotpun opis unapred zadate strukture prirodnih brojeva. Medutim,
prethodna razmatranja pokazuju da, u tom smislu, potpuna formalizacija
matematike nije moguca. Preciznije, saznajna sredstva pod kojima ona jeste
moguca su problemati¢na. Ta sredstva podrazumevaju nesrazmerno jaku
teoriju skupova, logiku drugog reda za koju nemamo odgovarajuéu sintaksu
ili infinitarne logike u kojima su dokazi sasvim problemati¢ni.
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Da bismo izbegli epistemoloske probleme, mogli bismo re¢i da pravi za-
datak matematike nije da okarakterise strukture kao takve, ve¢ da odgovori
na pitanje Sta se, u odgovarajuéem jeziku, o njima moze reéi. U slucaju
prirodnih brojeva, na primer, predmet nasih istrazivanja vise nece biti odnos
teorija poput PA ili Th(N) i njihovih modela, ve¢ one same po sebi.

Ideju izracunljivosti formulisali smo u prirodnim brojevima, ali nema
principijelnih razloga zbog kojih o njoj ne bismo mogli govoriti u bilo kom
kontekstu koji se na efektivan na¢in moze prevesti u prirodne brojeve. Na
osnovu Cercove teze, bilo koji dokaz efektivnosti odredene procedure na
kona¢nim objektima mozemo smatrati dokazom njene rekurzivnosti.

U daljim razmatranjima, skup odredenih objekata je rekurzivan, parci-
jalno nabrojiv, kreativan ili produktivan ako se moze efektivno kodirati i ako
skup njegovih kodova ima odgovarajuce svojstvo. Na primer, ako je zadato
efektivno kodiranje (g, 01,...) svih recenica jezika £, skup formula ¥ je
prost ako i samo ako to isto vazi sa skup prirodnih brojeva {n : 6,, € ¥}.

Neka je ¥ teorija jezika £. Sa Cn(X) ozna¢avamo skup svih njenih posle-
dica, odnosno, deduktivno zatvorenje teorije 3. Teorija ¥ je rekurzivno ak-
siomatska ako postoji rekurzivan skup recenica I' takav da Cn(I") = Cn(X).

Primer 1. Rekurzivno aksiomatska teorija je rekurzivno nabrojiva.

Neka je I' rekurzivan skup aksioma teorije 3. Pretpostavimo da je zadat
efektivan niz svih kona¢nih nizova formula. Redom, za svaki kona¢an niz
formula proveravamo da li on jeste dokaz iz pretpostavki I'.

Kako je I' rekurzivan skup, to se moze proveriti u kona¢nom broju koraka.
Ako to jeste sluc¢aj, dobili smo recenicu teorije X.. Ako je ¢ recenica teorije 3,
njen dokaz je kona¢an niz koji se javlja u nizu svih konac¢nih nizova formula.
To znaci da ova procedura generiSe sve rec¢enice teorije 3, tj. X je rekurzivno
nabrojiv skup.

Kako je skup aksioma predikatskog racuna rekurzivan, teorija Cn(() je
rekurzivno nabrojiva. Dakle, skup teorema jezika L je rekurzivno nabrojiv,
a zbog stava potpunosti, takav je i skup istina predikatskog racuna.

Primer 2. (a) Rekurzivno nabrojiva kompletna teorija je rekurzivna.

(b) Svaka rekurzivno aksiomatska kompletna teorija je rekurzivna.

Neka je ¥ rekurzivno nabrojiva kompletna teorija i neka je efektivno za-
dat niz svih njenih rec¢enica. Kako je 3 kompletna teorija, za svaku rec¢enicu
©, u tom nizu se javlja ili ¢ ili =p. Ako se javlja ¢, onda ¢ € X, a ako se
javlja —p, onda ¢ € 3, pa je predikat "¢ € 37 rekurzivan.

Primer 3. Ako je I rekurzivno nabrojiv skup recenica i ¥ = Cn(T'), tada
je X rekurzivno aksiomatska teorija.
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Ako je T' = {po, ¥1, P2, ... } rekurzivno nabrojiv skup recenica jezika £
1T = {po, 00 N1, p0 Ap1 Awa, ...}, onda je X = Cn(I”), a kodovi formula
skupa I" su strogo rastudi, tj. I je rekurzivan skup.

Problem odlucivosti logickih istina je veoma star. Iako nije jasno Sta je
to u njegovom vremenu moglo da znaci, joS je i Lajbnic postavio pitanje
procedure za utvrdivanje ”logicki istinitih tvrdenja”.

Teorema 13. Skup logickih istina predikatskog racuna prvog reda nije
rekurzivan.

Dokaz: Za svaki program P idealnog rac¢unara definisa¢éemo formulu
Yp(z) jezika L takvu da za svako a € w,

Pla)l & Euya).

Pritom, za svako a € w, a je term jezika £ bez slobodnih promenljivih.

To znaci da se halting problem svodi na problem odluéivosti predikatskog
racuna, pa dakle skup valjanih formula jezika £ nije rekurzivan.

Neka je P = (I3,...,1Is) program dubine n, = d i a € w. Da bismo u
predikatskom racunu opisali izra¢unavanje P(a), nepohodan je jezik £ koji
sadrzi sledeé¢e simbole:

(a) individualnu konstantu 0, koju interpretiramo sa 0 € w,

(b) operacijsku konstantu s, koju interpretiramo kao funkciju x + 1,

(c) predikat Q(z1,...,xq,x) duzine d + 1 ¢ija interpretacija, u svakom
koraku, izrazava stanje izracunavanja P(a).

Za svako n € w, sa n oznacavamo numeral s"(0). U modelu A jezika L,
interpretacija predikatske konstante () definisana je tako da za proizvoljne
r1,...,7q € A, isvako k > 1,

([r1]4, ..., [rd?, [K]?) € Q4 ako i samo ako ”tokom izracunavanja P(a)
pojavljuje se stanje sa konfiguracijom (r1,...,74,0,...) u kojem je sledeé¢a
instrukcija Ij,”.

Za svaku instrukciju I; postoji reCenica ¢; koja izrazava efekat delovanja
instrukcije I;. Na primer, u slucaju instrukcije prelaza I; = J(m,n,q),
odgovarajuca recenica je

wi =Vry - Ve [Q(x1, ..., xg,1) = (T, = Ty —
Q(z1,...,2q,9)) N (Tm # 20 — Q(21,...,24,1 +1))].

Na slican nacin, re¢enicama jezika £ opisuju se i ostale instrukcije ide-
alnog ra¢unara. Kako u svakom modelu A, za sve a,b € A, s4(a) = s4(b)
implicira a = b, opis izracunavanja P(a) mora da sadrzi i re¢enicu
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po = VaVy ((s(z) = s(y) = = =y) A s(x) #0).
Konaé¢no, formulu v, () definiSemo na slede¢i nacin:

wp(l’):‘PO/\ASOSAQ($7077071>_>
Jzq -+ Jx, Q(x1, ... xg,8 + 1).

Pritom, recenica Q(a,0,...,0,1)) odgovara pocCetnom stanju u ko-
jem se, za konfiguraciju (a,0,...), izvr8ava instrukcija 1, a zavrsno sta-
nje izracunavanja P(a) izrazava reCenica Jxi--- 3z, Q(z1,...,2q4,s + 1)

Tvrdimo da

Pa)} & k t,(a).

Pretpostavimo da se izracunavanje P(a) zavrSava i neka je A model
jezika £ u kojem vaze sve recenice Q(a,0,...,0,1) 1 o, ..., Ps.

Koristeé¢i navedene recenice, korak po korak, rekonstruiS§emo sve rece-
nice koje opisuju izrac¢unavanje P(a). Zavrs$no stanje opisano je re¢enicom
Q(r1,...,rg,s + 1) koja vazi u strukturi .4, pa dakle u strukturi A vazi
reCenica 3z - - -z, Q(x1, ..., 24,8 + 1), odnosno, A = ¢,(a).

Obrnuto, ako = 1y(a), onda ¢,(a) vazi u strukturi N u kojoj je predikat
Q interpretiran relacijom: za sve k,r1,...,7q € W,

R(ry,...,7q,k) ako i samo ako u nekom stanju izra¢unavanja P(a), za
konfiguraciju (r1,...,74), sledeca instrukcija je I.

Kako recenice ¢y, ...,ps 1 Q(a,0,...,0,1) vaze u strukturi N, recenica
zy - 32, Q(21, - . ., 24,8 + 1) takode vazi u N, a to znaci da se izracuna-
vanje P(a) zavrsava. O

Za neodlucivost predikatskog racuna dovoljna je pretpostavka da jezik
L sadrzi simbole koje smo koristili u prethodnom dokazu. Medutim, isti
rezultat moze se dobiti ako se pretpostavi da jezik £ sadrzi bar jedan bina-
rni relacijski simbol. Kako smo ranije dokazali, predikatski rac¢un unarnih
predikatskih simbola, kao i ra¢un jednakosti su odlucivi rac¢uni. Ako eks-
plicitno ne navedemo jezik o kojem se radi, uvek pretpostavljamo jezik £ u
kojem skup valjanih rec¢enica nije rekurzivan.

Znacajno je primetiti da, za svaki program P i svako a € w, ako P(a) |,
reCenica 1p(a) ima konacan model A,. To sledi iz ¢injenice da se tokom
izra¢unavanja P(a), u bilo kom vidu, javlja samo kona¢no mnogo prirodnih
brojeva.

Recenica ¢ jezika L je zadovoljiva ako postoji model u kojem vazi ¢, a
konacno zadovoljiva ako ima konacan model. Neka je g, skup svih zadovo-
ljivih recenica, ¥g, skup svih konacno zadovoljivih re¢enica i Y, skup svih
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kona¢no valjanih recenica, tj. skup svih recenica koje vaze u svim kona¢nim
modelima jezika L.

Primer 4. Skup Y4t nije rekurzivno nabrojiv.

Primer 5. Ako jezik £ sadrzi operacijski simbol f i

o =VaVy (f(z) = fly) = v =y) = VaIy (f(y) = z),
onda ¢ € X, 7 € g, 1 recenica ¢ nije valjana.

Skup logickih istina jezika Lo drugog reda nije parcijalno rekurzivan,
odnosno, logika drugog reda nema rekurzivnu aksiomatizaciju. Da bismo to
dokazali, neophodna je jedna sasvim jednostavna redefinicija idealnog racu-
nara. Ona ¢e obezbediti informaciju o broju izvrSenih koraka u toku svakog
izracunavanja.

Primer 6. Skup Y, je rekurzivno nabrojiv i nije rekurzivan.

Neka je ¢ recenica jezika L. Kako je jezik recenice ¢ konacan i broj
neizomorfnih struktura kardinalnosti n > 1 je konacan, pa se u konacno
mnogo koraka proverava da li re¢enica ¢ vazi u svim takvim strukturama.

Neka je (¢o,¢1,...) efektivno kodiranje recenica jezika L. Za svaki pri-
rodan broj n € w, u svim strukturama sa domenom kardinalnosti < n,
proverimo sve recenice g, kK < n. Tako se proverava konac¢na zadovoljivost
svih recenica, Sto znaci da je Xg, rekurzivno nabrojiv skup.

Da bismo dokazali da skup g, nije rekurzivan, redefinisa¢emo idealni
racunar. Pretpostavi¢emo da novi idealni rac¢unar sadrzi nulti registar i
instrukcije I;; koje izvrsavaju isto Sto i instrukcije I, i istovremeno uvecavaju
sadrzaj nultog registra za jedan. Na taj nacin, svakom programu P idealnog
rac¢unara odgovara program P* novog idealnog ra¢unara. Ocigledno, za
svako ¥ € w", P(Z) | ako i samo ako P*(%) |.

Kao u dokazu neodlucivosti predikatskog ra¢una, za svaki program P*
postoji formula ¢, (x) jezika £ takva da za svako a € w,

Pra) ) & E ppla).

Za svaki program P* isvako a € w, ako P*(a) |, onda ¢p(a) ima konacan
model. Obrnuto, ako P*(a) 1, onda svaki model A, u kojem vazi re¢enica ©ps
sadrzi beskonac¢an niz (04,14, ...) koji generise broja¢ izmenjenog idealnog
racunara.

Dakle, P*(a) | ako i samo ako ¢p(a) € gy, pa se halting problem svodi
na problem ¢ € g, tj. skup Xg, nije rekurzivan.

Primer 7. Skup X, nije rekurzivno nabrojiv.
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Ovo tvrdenje je posledica prethodnog primera i ¢injenice da za svaku
recenicu ¢ jezika L, ¢ € Yg, ako i samo ako —p € Y,).

Teorema 14. Skup svih logickih istina logike drugog reda nije rekurzivno
nabrojiv.

Dokaz: Ako je gg, recenica jezika Lo koja karakteriSse kona¢ne modele,
onda za svaku recenicu ¢ jezika £ C Lo,

0 E€Xval € F 0fin = @

Ako bi skup valjanih formula jezika Lo bio rekurzivno nabrojiv, to bi
vazilo i za skup X, §to, na osnovu prethodnog primera, nije moguce. O

U ranijim razmatranjima, na osnovu ¢injenice da u logici drugog reda ne
vazi stav kompaktnosti, zakljucili smo da u njoj nije moguce definisati pojam
dokaza iz hipoteza, odnosno sintaksu koja bi zadovoljavala uslov: ¥ - ¢ ako
i samo ako ¥ = ¢, za svaki skup recenica ¥ i svaku reGenicu ¢ jezika Lo.
Prethodna teorema pokazuje da logika drugog reda nije potpuna ni u slabom
smislu, odnosno, da u njoj ne postoji pojam dokaza koji zadovoljava uslov:
za svaku reCenicu ¢ jezika Lo, I ¢ ako i samo ako = .

Primer 8. Skup valjanih recenica logike drugog reda nije rekurzivno
nabrojiv ni u sluc¢aju jezika Lo koji uopste ne sadrzi nelogicke simbole.

Naime, nelogicki simboli jezika £ C Lo, koji obezbeduju njegovu
neodlucivost, mogu se definisati formulama jezika Lo = ().

Nepotpunost aritmetike

Kompletna aritmetika Th(N) nije odluciva, odnosno, skup svih rec¢enica
jezika Lpa koje vaze u modelu N, nije rekurzivan. Ovu ¢injenicu
dokazac¢emo si¢no kao i neodlucivost predikatskog racuna, tj. proceduru
izracunavanja na idealnom rac¢unaru izrazi¢emo formulom jezika Lpa.

Teorema 15. Kompletna aritmetika nije rekurzivna.

Dokaz: Za svaki program P definisa¢emo formulu ¢,(x) u jeziku Lpa
tako da, za svako a € w,

Pla)l & NEgla).

Na taj nacin, halting problem sada svodimo na problem odluc¢ivosti kom-
pletne aritmetike.
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Neka je P = (I1,...,I) program dubine d. Intuitivno, treba odrediti
formulu ¢, (%, y, Z) jezika Lpa, sa 2d + 1 slobodnih promenljivih, takvu da

za svako k € wisve ai,...,aq;b1,...,ng €W,

N Eplar, ..., a4,k bi,...,ng] ako i samo ako

”posle kona¢éno mnogo koraka izracunavanja P(az,...,aq) pojavljuje se
konfiguracija (b1,...,bq) i sledeéa instrukcija je I”, odnosno,

"postoji m € w i postoji niz (k1, Zo, k2, T2, ..., km, Tm) takav da kj =1,

Zo = (a1,...aq) 1 za sve i < m, instrukcija Iy, prevodi Z; u &1, a sledeca

instrukcija je Iy, ., km =k, Zm = (b1, ... bg) i sledeca instrukcija je I3,”.

Ako konstruisemo formulu 1), sa navedenim svojstvom, onda je

@p(x) = 3:‘/1 o 'Elydwp(xaov s ,0,S+1,y1, s 7yd)‘

Jedina principijelna teskoc¢a u definisanju formule 1), sastoji se u tome
§to se u njoj javlja kvantifikacija preko kona¢nog niza. Za takvu kvantifi-
kaciju neophodna je definicija primitivno rekurzivne funkcije (y), u jeziku
Lpa. Resenje ovog problema zasniva se na takozvanoj kineskoj teoremi o
ostacima:

Lema : Neka su by, ..., b, pozitivni prirodni brojevi, ¢iji su parovi uza-
jamno prosti i ag,...,a, € w takvi da za svako ¢ < n, a; < b;. Tada postoji
x < bg---by takvo da za sve i < n, rm(x, b;) = a;.

Dokaz : Pretpostavimo da su by, ..., b, pozitivni prirodni brojevi i neka
je b = bg---b,. Razlicitih nizova oblika (ag,...,a,) takvih da za sve i <
n, a; < b; ima tactno b. Isto toliko ima i brojeva x < b i svaki takav
x odreduje niz (rm(z,bg),...,rm(x,b,)). Takode, razli¢iti brojevi = i z’
odreduju razlicite nizove. U suprotnom, ako 0 < x < 2’/ < b i ako za sve
i < n, rm(x,b;) = rm(a’,b;), kako su parovi brojeva by, ...,b, uzajamno
prosti, ¥’ — x mora biti deljivo sa b, §to nije mogucée. O

Vratimo se dokazu teoreme. U definiciji kvantifikacije po konaénim ni-
zovima koristimo funkciju u

Blx,y,z) =rm(x,y- (2 +1)+1).

Tvrdimo da za svaki niz (ag, ..., a,), postoje prirodni brojevi z,y € w
takvi da za sve z < n, f(z,y, z) = a,.
Za svaki niz (ag,...,a,), neka je y = n!-max{ap+1,...,a, + 1}. Za

svako z < m, brojevi b, = y-(z+1)+1 su uzajamno prosti, pa prema kineskoj
teoremi o ostacima, postoji z takvo da je rm(z,y- (2 + 1)+ 1) = a,.

Ako je prm(z,y,2) = (z<y)ANFu(r=u-y+2)V(y=0Az==x), onda
za proizvoljne prirodne brojeve k,m,n € w,
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rm(k,m)=n < N E omlk, m,n].

Otuda neposredno sledi da postoji formula ¢g(z,y, 2, u) jezika Lpa takva
da za proizvoljne m,n,p, q € w,

B(m,n,p) =q < N | pg[m,n,p,ql.

Kako se kodirajuée funkcije (z,y), m1 i m3 mogu jednostavno formulisati
u jeziku Lpa, za proizvoljne k, m,n € w,

(B)m =n < N |=pglmi(k), m(k), m,n].

Otuda sledi da za sve x,xg,...,z, € w, "prirodan broj z je kod niza
(1,...,xy,)” ako i samo ako za sve i < n,

N ): (,0/3[7T1(:L’),7T2($),i,.%’d.

Dakle, kvantifikacija po kona¢nim nizovima moze se izraziti u jeziku Lpa .
Kako se prelaz stanja izracunavanja (k;, #;) u stanje (kijt1,%i41), ¢ < m,
jednostavno opisuje u Lpa, po definiciji formule 1, ona zaista jeste formula
jezika Lpa. Tehnicki detalji u ovom opisu uopste nisu teski, a izostavljeni
su samo zbog njihove preterane duzine. O

Primer 1. (a) Za svaku rekurzivnu relaciju R(Z), ¥ € w™, postoji formula
or(x1,...,x,) jezika Lpp takva da za sve aq,...,a, € w,

R(ai,...,an) & ¢p(ai,...,a,) € Th(N).

(b) Za proizvoljnu rekurzivnu funkciju f(Z), £ € w", postoji formula
of(x,x1,...,2,) jezika Lpa takva da za sve a,a1,...,a, € w,

f(alv"-aan):a <~ Sof(a7a17"'>an) ETh(N)

i pritom, 3*z ps(z,ai,...,a,) € Th(N).

Ovo tvrdenje neposredno sledi iz dokaza prethodne teoreme. Ono zap-
ravo pokazuje da su sve rekurzivne relacije i sve rekurzivne funkcije pred-
stavljive u teoriji Th(N).

Primer 2. Teorija Th(N\) je produktivna.

Zapravo, tvrdi se da je skup kodova teorije Th(N') produktivan. Da to
dokazemo, koristi¢emo predstavljivost rekurzivnih relacija u teoriji Th(N).
Kako je skup K rekurzivno nabrojiv, postoji rekurzivan predikat R(zx,y)
takav da za svako x € w,

re K & 3JyR(z,y).
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Neka je ¢r(z,y) formula jezika Lpa koja predstavlja rekurzivnu relaciju
R u teoriji Th(N). Ako je pr(z) = Jy ¢, (x,y), onda za svako n € w,

neK & pp(n)e ThN)i
ng K < -pi(n) € Th(N).

Za svako n € w neka je g(n) kod formule —¢y(n) i neka je T skup svih
kodova teorije Th(N). Funkcija g(n) je totalna, obostrano jednoznacna
rekurzivna funkcija i pritom, za sve n € w,

z€ K¢ & —pp(n) € Th(N)
< g(n)eT.

Dakle, skup K¢ je 1-svodljiv na skup 7T, pa kako je K¢ produktivan skup,
kompletna aritmetika Th(N) je produktivna.

Elemente aritmeticke hijerarhije | J,,,, 2n nazivali smo aritmeticki relaci-
jama, odnosno, aritmetickim skupovima. Sledeé¢i primer pokazuje da je
takva terminologija sasvim opravdana.

Primer 3. Relacija R je aritmeticka, ako i samo ako R je predstavljiva u
kompletnoj aritmeticiteoriji Th(N).

Kasnije ¢emo videti da sam skup kodova T' C w teorije Th(N') nije
aritmeticki skup. To znaci da je problem "¢ € Th(N)” veoma tezak.

Predstavljivost relacija i operacija prirodnih brojeva, o kojoj smo do
sada govorili samo u smislu teorije Th(N'), moze se definisati u odnosu na
proizvoljnu teoriju jezika Lpj.

Relacija R(¥), & € w™, je predstavljiva u teoriji 3 jezika Lpa ako postoji
formula ¢, (z1,...,x,) takva da za sve aq,...,a, € w,

R(ai,...,an) = X For(a,...,a,),
—R(ay,...,an) = XSF-pe(a,...,a,).

Funkcija f(Z), & € w", je predstavljiva u teoriji ¥ jezika Lpp ako je
graf(f) predstavljiva relacija u teoriji X.

Primer 4. (a) Neka su X i ¥/ teorije u jeziku Lpa. Ako ¥ C Y/, sve
relacije predstavljive u X predstavljive su u Y. Ako je ¥ rekurzivna nepro-
tivreéna teorija, sve relacije predstavljive u X su rekurzivne.

(b) Sve rekurzivne relacije su predstavljive u PA. Ako je R € w" par-
cijalno rekurzivna relacija, onda postoji formula ¢, (z1,...,z,) jezika Lpa
takva da za sve ay,...,a, € w,

R(ai,...,an) = PAF ¢r(ar,...,a,).
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Relacija koja zadovoljava ovaj uslov je slabo predstavljiva u teoriji PA.

Sve relacije i funkcije, koje se javljaju u opisu procedure izra¢unavanja
na idealnom ra¢unaru, su predstavljive u PA. Pazljivijom analizom definicije
funkcije B(z,y, z), lako je uveriti se da su sva njena svojstva koja smo koristili
u opisu procedure izraCunavanja dokaziva u teoriji PA. Pritom, u takvom
dokazu ne koristi se shema indukcije.

Teoriju PA bez sheme indukcije oznatavacemo sa QA. Teorija QA je
konaé¢no aksiomatska i u njoj su predstavljive sve rekurzivne relacije. Vise
od toga, u teoriji QA su slabo predstavljive sve Y1 relacije. Kasnije ¢emo
videti da ne postoji rekurzivno neprotivreéno prosirenje teorije QA u kome
su slabo predstavljive sve II; relacije.

Primer 5. Pomo¢u funkcije B(z,y, z) moze se u jeziku Lpa izraziti prim-
itivna rekurzija.
Ako je funkcija f(#,y) dobijena rekurzijom iz g(¥) i h(Z,y, 2), T € W™,
onda
f(@y)=2 <& Fudv(B(u,v,0) = g(Z) A
Vit < ypB(u,v,t+1) = h(Z,t,B(u,v,t))
A B(u,v,y) = z).

—

Relacija R(¥), & € w", je elementarna ako postoji polinom p(Z) takav
da za sve x1,...,x, € w, vazi R(z1,...,2,) < p(r1,...,2,) =0.

Relacija R(Z) je diofantovska ako se moze dobiti egzistencijalnom kvan-
tifikacijom elementarne relacije.

Primer 6. Deseti Hilbertov problem: Aritmeticka relacija R je diofan-
tovska ako i samo ako R je ¥ relacija.

Primetimo da je funkcija B(z,vy, z) definisana diofantovskim formulama
teorije PA. Takode, u prethodnom primeru dokazali smo da se rekurzija
moze opisati funkcijom S(z,y,z). Na osnovu Klinijeve teoreme o efek-
tivnoj numeraciji, svaki ¥; predikat moze se dobiti egzistencijalnom kvan-
tifikacijom Klinijevog predikata, odnosno, primitivno rekurzivnog predikata.
Dakle, na osnovu definicije rekurzije pomoc¢u funkcije 3, za dokaz prethodnog
tvrdenja dovoljno je pokazati da je klasa diofantovskih relacija zatvorena za
ogranicenu univerzalnu kvantifikaciju.

Odgovor na ovo pitanje zapravo predstavlja reSenje desetog Hilbertovog
problema. Nije svaka diofantovska jednacina algoritamski resiva. Korak koji
nam u tome nedostaje je samo tehnicki komplikovan, pa ga iz tih razloga
izostavljamo [5].

Predstavljivost rekurzivnih relacija i funkcija u nekoj teoriji omoguéava
izuCavanje osobina takve teorije njenim sopstvenim sredstvima. Na primer,
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ako je zadato efektivno kodiranje simbola jezika Lpp, predikati "z je kod
terma jezika Lpa” ili "z je kod formule jezika Lpp” su rekurzivni, pa u
jeziku Lpa postoje formule Term(z), odnosno, For(z) kojima su ti predikati
predstavljeni. Nas Ce pre svega zanimati do kog stepena Peanova aritmetika,
zatim teorija ZF i njima bliske teorije, mogu da govore same o sebi.

Ubuduce, pretpostavljamo da je zadato efektivno kodiranje svih konac-
nih nizova simbola jezika Lps. Kod formule ¢ oznacavamo sa "¢ . Kada se
kod formule javlja u nekoj formuli, na primer u formuli ¥("¢™) ili o("¢7),
podrazumevamo da se radi o numeralu koji odgovara kodu "¢ .

Ako je zadat kod "¢ formule ¢(z) sa jednom slobodnom promenljivom
in € w, na efektivan nac¢in moze se odrediti kod "p(n)™ recenice koja
se dobija supstitucijom numerala n, odnosno terma s™(0) u formuli ¢(z).
Takva supstitucija izrazava se funkcijom

To(n)' ako za neku formulu p, m = "p(x)"
sub(m, n) :{ Ocp( ) o @ o()

Funkcija sub(x,y) je rekurzivna, pa postoji formula jezika Lpa, oznaca-
vamo je sa sub(z,y) = z, koja u teoriji PA reprezentuje funkciju sub(z,y).

Po definiciji funkcije sub(z,y), za svaku formulu () jezika Lpp i svaki
prirodan broj n € w, PA F sub(T¢(z)",n) = "p(n)™.

Funkciju d(z) = sub(z, x) nazivaé¢emo dijagonalnom funkcijom. Funkcija
d(x) je rekurzivna i za svaku formulu ¢ jezika Lpa, sa jednom slobodnom
promenljivom, d("p7) =Tp(Tp )™

Za svaku formulu ¢ (z) jezika Lpa, formulu ¢ (d(x)) nazivacemo dijago-
nalizacijom formule v (x). U sustini, dijagonalizacija formule 1 (z) moze se
definisati u svakoj teoriji X jezika Lpa u kojoj su predstavljive sve rekurzivne
relacije.

Primer 7. Skup T kodova teorije Th(A) nije aritmeticki.

Pretpostavimo suprotno, tj. neka je "z € T” aritmeticka relacija. Arit-
meticke relacije su zatvorene za logicke operacije, pa kako je d(x) rekurzivna
funkcija, relacija d(x) € T je aritmeticka.

Neka je p(z) formula koja predstavlja relaciju d(z) € T° u teoriji Th(N).
To znaci da za svako n € w, ¢(n) € Th(N) ako i samo ako d(z) € T°.

Specijalno, p("¢) € Th(N) ako i samo ako d("¢™) € T°. Medutim, po
definiciji predstavljivosti, d("¢ ") € T¢ ako i samo ako p("¢") &€ Th(N), sto
nije moguce.

Za svaku formulu 9 jezika Lpa, relacija » € Th(N') moze se shvatiti kao

relacija 71 je istina prirodnih brojeva”. U posebnom slucaju, smisao relacije
©(T™) & Th(N') bio bi 7¢("¢™) je laz”, sto bi znacilo da recenica o("¢")
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tvrdi nesto poput ”ja lazem”. Opstije, u svakoj teoriji jezika Lpa u kojoj su
predstavljive rekurzivne relacije, za svaku formulu ¢ (x), postoji re¢enica ¢
¢iji je smisao ”ja imam svojstvo .

Teorema 16. Ako je X teorija u jeziku Lpa u kojoj su predstavljive sve
rekurzivne relacije, onda za svaku formulu ¥ (z) postoji recenica ¢ takva da
vazi Xk @ < (Tp).

Dokaz: Neka je ¢(x) formula jezika Lps. Kako su rekurzivne relacije
predstavljive u teoriji ¥, formula ¢ (x) ima dijagonalizaciju 6(z) = ¢ (d(x)).
Ako je ¢ = 0("0(x)™7), onda recenica ¢ zadovoljava uslov teoreme.

Naime, po definiciji formule 0(z), ¥ F ¢ < ¥(d("0(z)™)), pa prema
definiciji dijagonalizacije d(z), X F ¢ < ¥("0("0(x)7)7), odnosno, prema
definiciji recenice ¢, X F ¢ <> (T T). O

Primer 8. Neka je X neprotivreéna teorija jezika Lpa u kojoj su pred-
stavljive sve rekurzivne relacije. Ako je skup Cn(X) predstavljiv u teoriji 3,
onda X nije kompletna teorija.

Neka je ¢(x) formula jezika £ koja reprezentuje Cn(X) u teoriji . Prema
prethodnoj teoremi, postoji recenica ¢ takva da X F ¢ <> =("¢ ™). Otuda,
ako ¥ F ¢, onda ¢ ¢ Cn(X), pa dakle nije ¥ F ¢. Sli¢no, nije da ¥ F —¢,
tj. teorija X nije kompletna.

Primer 9. Svaka neprotivrecna rekurzivna teorija u kojoj su predstavljive
sve rekurzivne relacije nije kompletna.

Peanova aritmetika je rekurzivna teorija u kojoj su predstavljive sve
rekurzivne relacije, pa postoji recenica ¢ jezika Lpa koja vazi u strukturi N i
nije dokaziva u PA. Medutim, sa neformalnog stanovista, Peanova aritmetika
ima veliku izrazajnu mo¢. Skoro sva poznata tvrdenja o prirodnim brojevima
se mogu formulisati u jeziku Lpa i dokazati u teoriji PA. Konkretan primer
recenice ¢ koja vazi u strukturi N i nije dokaziva u Peanovoj aritmetici
konstruisan je koriste¢i argument iz dokaza prethodne teoreme.

Neka je 3 rekurzivna teorija koja sadrzi PA i neka je R(x,y) relacija
definisana tako da za sve x,y € w,

R(z,y) < "y jekod dokaza u teoriji 3 za
formulu ¢iji je kod z”.

Zbog efektivnosti kodiranja, relacija R(x,y) je rekurzivna pa postoji for-
mula Provy(x,y) jezika Lpa koja u teoriji ¥ predstavlja relaciju R(z,y). U
teoriji ¥ sada mozemo definisati predikat Pry(z) = Jy Provs(x,y). Ako
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je o recenica jezika Lpa, smisao recenice Pry(T¢7) je 7Y F 7. Kada je iz
konteksta jasno o kojoj teoriji se radi, formulu Pry(x) oznacavamo sa Pr(z).

Primer 10. Neka je ¥ rekurzivna teorija koja sadrzi PA i ¢, recenice
jezika Lpp. Predikat Pr(z) zadovoljava sledeée uslove:

(a) X F ¢ implicira ¥ F Pr(T¢™)
(b) X EPr("¢") = Pr("Pr("¢™)7)
(€ ZEPr(To =97 = (Pr("¢") = Pr("y7)

Da vazi tvrdenje (a) sledi iz ¢injenice da je skup Pr = {¢ : ¥ F ¢}
parcijalno rekurzivan. U svakoj teoriji koja sadrzi QA, takvi skupovi su
slabo predstavljivi, pa ako ¥ ¢, onda vazi relacija Pr("¢7) € Pr, pa dakle
Y EPr(Ten).

Tvrdenje (b) se dokazuje tako $to u teoriji 3 formalizujemo dokaz za (a),
odnosno, skup {¢ : "¢ € Pr implicira "Pr("¢7)T € Pr} koji je parcijalno
rekurzivan, reprezentujemo u teoriji X. Tvrdenje (c) se neposredno dokazuje.

Primer 11. Ako ¥ C Th(N), onda ¥ Pr(T¢") implicira ¥ + ¢.

Ako ¥ F Pr("¢™) i ¥ C Th(N), onda N' E Pr("¢"). Otuda sledi
da postoji prirodan broj n € w koji je kod dokaza formule ¢ u teoriji %,
tj. X .

Dijagonalizacijom formule — Pr(z) dobija se recenica ¢ jezika Lpa takva
da ¥ F ¢ <> = Pr("¢"). Recenica ¢ sama za sebe tvrdi ”ja nisam dokaziva”.
Ako je teorija X neprotivrecna, re¢enica ¢ je "u pravu’, tj. ona zaista nije
dokaziva u teoriji 2.

Primer 12. Prva teorema nepotpunosti: Ako je ¥ neprotivreéna teorija
i ¢ recenica jezika Lpa takva da ¥ F ¢ <> = Pr("¢"), onda
(a) mnijeda ko
(b) ako X+ Pr("¢™) implicira ¥ F ¢, onda nije da 3+ -
Pritom, u teoriji PA zadovoljen je uslov X F Pr("¢™) implicira 3 + .
U slede¢oj teoremi dokazacemo da je recenica ¢ ekvivalentna recenici
= Pr("0 = 17) koju oznac¢avamo sa Con(X). Ova re¢enica ima sasvim konkre-

tan smisao "u teoriji ¥ ne moze se dokazati 0 = 1”7, odnosno, teorija X je
neprotivrecna.

Teorema 17. Druga teorema nepotpunosti::Ako je ¥ neprotivrecna re-
kurzivna teorija jezika Lpa, koja sadrzi teoriju PA, onda nije X F Con().

Dokaz: Neka je ¢ recenica takva da X F ¢ <> = Pr(T¢7). Tvrdimo da je
Y F ¢ <> Con(%).
Po definiciji recenice ¢ i zbog svojstava (a) i (c¢) predikata Pr(z) imamo:
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Y F (0=1)—

Y F Pr("0=1") — Pr("¢"),

S F =Pr(Tg") = ~Pr(70 =17),
Y F ¢ — Con().

Obratno, primenom veé¢ spomenutog svojstva (b) predikata Pr(z) dobi-
jamo ¥ F Pr("¢™) — Pr("Pr("¢7)7). Kako po definiciji recenice ¢ imamo
Y =+ Pr(TpT), to znaci da ¥ F Pr(T¢™) — Pr("—¢™), pa dakle mora
biti ¥ F Pr("¢") — (Pr("¢ ") APr(T=p™)).

Kako F ¢ — (m¢p — (¢ A —¢)), sada primenom svojstava (a) i (c)
predikata Pr(z) dobijamo ¥ F Pr("¢™") A Pr("—¢7) — Pr(Tp A —¢7), pa
otuda sledi da vazi ¥ - Pr(T¢™) — Pr("p A —¢™).

Otuda, na osnovu - ¢ A =¢p — (0 = 1), primenom svojstava (a) i (c)
predikata Pr(z) imamo ¥ F Pr("¢™) — Pr("0 = 17), pa se neposredo dobija
Y F —p — =Con(X), sto kona¢no znac¢i da vazi ¥ F Con(X) — ¢. Na
osnovu prve teoreme nepotpunosti, nije da X + Con(X). O

Primer 13. Ne postoji rekurzivno neprotivreéno prosirenje teorije QA u
kome su slabo predstavljive sve II; relacije.

Druga teorema nepotpunosti tvrdi da se neprotivreénost Peanove arit-
metike ne moze dokazati sredstvima same aritmetike. Veé¢ina matematica-
ra veruje da je dokazom ove teoreme Gedel pokazao da Hilbertov program
nije ostvariv, odnosno, da finitisticki dokaz neprotivre¢nosti matematike nije
moguc.

Druga teorema nepotpunosti odnosi se na sve rekurzivne teorije u kojima
se moze interpretirati aritmetika. Dakle, ako je ZFC neprotivreéna teorija,
onda nije ZFC - Con(ZFC), §to znaci da se neprotivretnost ZFC ne moze do-
kazati sredstvima raspolozivim u ZFC. Kako se matematika moze zasnovati
u ZFC, ovaj Gedelov rezultat moze se izraziti i na slede¢i nacin:

Ako je matematika uopste neprotivrecna, njena neprotivreénost ne moze
se dokazati matematickim sredstvima.

Nepotpunost teorije ZF sledi iz ¢injenice da u njoj nisu dokazive ni kon-
tinuum hipoteza ni njena negacija. Dakle postoji konkretno matematicko
svojstvo skupova koje se ne moze dokazati ni opovrgnuti u ZF. Osim recenice
CH sada znamo da to vazi i za recenicu Con(ZF).

Po definiciji, re¢enica Con(ZF) je tipa 111, Sto znaci da je njena negacija
31 recenica. Na osnovu resenja desetog Hilbertovog problema, postoji poli-
nom p(z), ¥ € w" takav da

Con(ZF) & —37(p(¥)=0),
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sto znaci da Con(ZF) ako i samo ako VZ (p(Z) # 0).

Kako u teoriji ZF nije dokazivo ni Con(ZF) ni —Con(ZF), ukoliko je
to uopSte neprotivrecna teorija, postoji model A teorije ZF u kojem vazi
Con(ZF) i model B teorije ZF u kojem vazi — Con(ZF).

Neka je P program na idealnom ra¢unaru koji lista sve nizove ¥ € w" i
proverava da li je p(Z) = 0.

U matematickom svetu A, vazi Con(ZF), pa jednac¢ina p(z) = 0 nema
reSenja, odnosno, izra¢unavanje P(Z) se ne zavrSava. S druge strane, u
matematickom svetu B, vazi - Con(ZF), pa jednac¢ina p(Z) = 0 ima resenja,
odnosno, izracunavanje P(Z) se zavrsava [5].

Ista primedba vazi i u sluc¢aju teorije ZFC bududi da se i njena neprotiv-
recnost moze izraziti recenicom tipa II;. Zbunjujucée je da se ni sredstvima
ove teorije ne mogu raspraviti svojstva sasvim jednostavnog objekta kao sto
je idealni rac¢unar.

Istovremeno, kako je hipoteza kontinuuma formulisana II; recenicom je-
zika Lz, nista manje ne zbunjuje ni ¢injenica da se metodom kodiranja i
ovaj problem moze svesti na problem egzistencije resenja jedne diofantovske
jednacine.

Izgleda nam da platonisti s pravom shvataju hipotezu kontinuuma na
bitno drugaciji na¢in. Njihovo stanoviste da relativna neprotivre¢nost i
nezavisnost ove hipoteze govore samo o svojstvima jedne rekurzivno ak-
siomatske teorije, a nikako ne predstavljaju resenje problema kontinuuma,
deluje mnogo ubedljivije od formalistickog shvatanja matematike kao pozi-
tivne nauke, a pogotovo od konstruktivistickih pokusSaja revizije njenih os-
nova i njene potpune rekonstrukcije.

Napomene

— Klasu rekurzivnih funkcija definisao je Gedel 1934. godine. Za
istu klasu funkcija Klini je 1936. godine definisao takozvani drugaciji
pristup i dokazao njihovu ekvivalenciju. Iste godine, Tjuring je uspeo
da izracunljivost interpretira mehanicki, a idealni rac¢unar, kao paradigma
izracunljivosti, formulisan je kasnih oko 1960. godine u radovima Lambeka,
Minskog, Seferdsona i Stardzesa [3].

— Kao metamatematicki princip, Cercova teza formulisana je 1936. go-
dine [2]. Implicitno, ona je prisutna u Tjuringovim radovima iz 1936. godine.
Teoreme o efektivnoj enumeraciji, parametrizaciji i teoremu rekurzije otkrio
je i dokazao Klini, izmedu 1936. i 1938. godine [4].

— U formi u kojoj je ovde izloZzena, aritmeticku hijerarhiju definisao je
Klini i dokazao teoremu o hijerahiji 1943. godine [4]
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— Kreativne skupove i pojmove svodljivosti definisao je Post 1944. godine
a pojam produktivnog skupa Deker 1955. godine. Takode, Post je formulisao
strukturu stepena nereSivosti i postavio veéinu pitanja u vezi sa njenom
prirodom [6].

— Nepotpunost Peanove aritmetike dokazao je Gedel 1931. godine u jed-
noj varijanti u kojoj je pretpostavljen uslov w-neprotivreénosti: ako je re-
Cenica —Vx ¢ dokaziva u teoriji X, onda postoji n € w, takvo da formula
©(n) nema dokaz u teoriji ¥.. Nesto kasnije, 1936. godine, Roser je pokazao
da je neprotivrecnost bilo koje rekurzivne teorije koja sadrzi PA dovoljna
pretpostavka za dokaz njene nepotpunosti [7].

— Neodluéivost predikatskog ra¢una dokazao je Ceré 1936. godine. Tarski
je 1935. godine dokazao da skup istina prirodnih brojeva nije aritmeticki [7].
Da logika drugog reda nije aksiomatska, dokazao je Gedel 1930. godine.

— Od 1900. godine, kada je prvi put eksplicitno formulisan, problem od-
redivanja algoritma za resavanje diofantovskih jednacina je snazno uticao na
razvoj teorije izracunljivosti. Fakticki ona je nastala u pokusajima da se ovaj
problem resi. Kasnih pedesetih godina, zahvaljujuéi opseznim istrazivanji-
ma velike grupe matematicara, problem je bio sveden na dokaz zatvorenosti
diofantovskih predikata za ograni¢enu univerzalnu kvantifikaciju. Taj ko-
rak, koji nije izlozen u ovom pregledu teorije izracunljivosti, napravio je
1970. godine Matijasevi¢ [5].
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