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[{use oBoOr MacTep pajaa je Ja MOKaKeMO Kako Ce€ yBOJIe TPUTOHOMETpHjcKe (hyHKIHje
KopuimhemeM amapata MaremaTudke aHaimse. Y TIpPBOj TJIaBH KOpHCTHhe ce peioBH H,
CIICIMjaIHO, eKCIOHeHIHjamHa ¢yHKUja. JlepuHncahemMo eKcroOHEHIUjaIHY —(YHKITH)Y
KOMITJIEKCHOT apryMeHTa M BUICTH COS M SiN Kao FheH peallHi U MMaruHapHH JIe0.

VY npyroj rnaBu Ouhe npukasas jour jegan Moryhu HauMH yBohemwa TPUTOHOMETPH])CKHUX
¢yHnkuuja, momohy oaronapajyhux (GyHKIMOHATHUX jeIHAYNHA.

[lomenuMo f1a mocTOje W JAPYrM HAuuWHU yBohewa OBUX (YHKIHMja — HaudH MOMOhy
TudepeHIjaTHIX je/lHaYnHa je YKPaTKO MMOMEHYT, a eJeMEHTapHU HAaYMH KOjU ce CTaHIapAHO
KOPHCTH Yy IIIKOJIaMa oBJie He oOpalyjemo.

HapaBHo, cBaku 0J1 THX HaYMHA MMa CBOje MPEAHOCTH U ciiabocTu. EjeMeHTapHU HAYuH
je cBakako IOTOJIHH]jU 3a W3Jarame MiIahuM CITyInaolrMa, ajli 3aTo CaJIp>KH J0CTa JeTaba KOju
ce MOpajy MpHUXBAaTUTH <«HA TMOBepeme». DyHKIMOHATHE jeaHaunMHe OW ce Takohe Mmorie
KOPUCTUTH Yy HAacTaBH, ajM, Kako he ce BUETH, CTPOTO JIOKa3MBarbe KOPEKTHOCTH Ca CBUM
JeTajbiMa je HENpPHXBATJbUBO Jyradko u cioxeno. C apyre crpaHe, HaYdHH KOJU KOPHUCTE
aHanm3y cy eeKTHHjU B Kpahw aau, HapaBHO, HEPUXBATIEUBH 32 CPEJIEHLOIIKOJICKY HACTaBy.



I'JIABA |
AEOPUHUCAIBE TPUTOHOMETPUJCKUX ®YHKIINJA
IHOMORY PEJTOBA

HNepununmja. Peo peannux 6pojesa (kpahe peo) je 30up OeckoHayHo (mpeOPOjUBO
MHOT0) cabupaka Koju ce Haja3e y JaToM mopeTky. Kopuctumo o3nake

00

> a,, > a,, a, +a,+a,+.+a, +..
n=1

k
bpoj &, je N-mu uian peoa. bpoj s, = Zan je K-ma napyujanna cyma peoa, a au3 (Sk) je Hu3

n=1

napyujanHux cymda.

HNepunnnmja. Pen xousepeupa ako KOHBeprupa HH3 MapIUjaTHUX cyMa. AKO je pen
KOHBEpPIreHTaH, CyMa pejia je jeIHaKa JIMMecy HHU3a MaplujaTHuX cyma

0

s:II(imsk:Zan.

-0
n=1

T'eomempujcku peo je pen

a+ag+aqg®+..+aq"+...,rneje a0, qz0.

Xapmonujcku peo je pen



Anmeprnupajyhu peo je pe KoJ Kora y3aCTOITHH WIAHOBH UMajy CYIPOTHE 3HaKe, HIIp.

Dynxyuonannu peo je 36up 6eckonHauno (mpedpojuBo MHOTO) (GYHKIHja, IPH YEMY je
f,D-R DOR

DR A AR TR A IRE S S

n=1

Cmenenu peo je nocedban pex GyHKIHT]a Z f, saxojuje f, (X) =a, (X - xo)n , OJTHOCHO
n=0

Z”:an(x—xo)n =a, +a (X=X ) +ay(x=x, )" +...+a,(x—x,)" +...
n=0

Paoujyc xonseepeenyuje cteneHor peaa je 0poj

-
- lim supy/|a, |

[Toka3yje ce na cTeneHu pe] KOHBeprupa y UHTEpBaly (X0 -0, %t ,0) 1, EBEHTYaJTHO, Y HEKO]

0J1 Tavaka HEeroBor pyoda.

Teopema 1. (Tejroposa dopmyna) Heka ¢ynknmja f wmma Ha mHTEpBaTy (a, b) CBE

u3Boje a0 creneHa N+1 3akipyuno. Tama 3a mpou3BOJBHY Tauky X, D(a, b) u 3a UxO (a, b)

0= 1)+ 00 o) P00y TG yg (0
rze je
R, (0= BX) e+ g x,)
(1) °

3a HEKO 6’, 0<6<1.

Teopema 2. (Tejropos peo) Heka ¢ynkumja f wuma Ha HWHTEpBaIy (a, b) H3BOJIE
HPOM3BOJBHOT pefa. Taja 3a IPOM3BOJBbHY TauKy X, [ (a, b) BaXKu
3



3a oHe X[ (a, b) 3a KOje HHU3 OCTaTaKa {Rn (X)} TEIKU HYJIIH.

MHoro BuIlle 0 KOHBEPreHIHjH, O PABHOMEPHO] W allCOJIYTHO] KOHBEPreHIHjH, Kao U O
paaujycy KoHBepreHnmje pehm hemo kama yBeaeMo KOMIUICKCHY paBaH M Kaja JePUHHUIIEMO
penoBe y KOMILIEKCHO] paBHH.

KOMIIVIEKCHA PABAH

[Tomaszehn ox mpernocraBke ma cMmo Beh ymo3Hat ca KOMIUIEKCHHM OpojeBHMa,
HaBemheMO YKpaTKO OCHOBHE IIOjMOBE y BE3M ca CHCTEMOM KOMIUICKCHHX OpojeBa H
olepanyjama y mbeMmy.

Ilowe komnnexcnux oOpojesa C nepuwHHIIEMO Kao CKyn ypeheHHX IapoBa peaTHUX
OpojeBa y KojeM cy JeduHUCaHH 30Mp U MPOU3BOJI Ha ciiefchn HaunH:

1) (6 y2)+ 06, ¥2) = (% + %0, ¥, + v,),
) (% ¥2) 106, ¥2) = (%% = V1Yo X, Y, + X,14).

V toMm ciyuajy je (0,0) Heympannu, a (1,0) Jjeounuunu enemenm Koje o3HauaBamo ca 0,
oxHocHo ca 1. C xpyre cTpaHe, IOTHOJbE

{(x,O) : (x t R)}

noska C je m3oMopdHO TOJBY peaqHHX OpojeBa R, ma komiuiekcan Opoj (X,O) MOYKEMO

UJICHTH()HUKOBATH ca peaaTHhM OpojeM X. Ako map (0,1) 00eIexXrMO ca i, OHIa CBaKH €JIEMEHT Z

nojra C uMa o0JIuK
z=(xy)=(x0)+(01)((y.0) = x +iy.

C o0063upom Ha kopecnoHAeHIN]y ckyma C u JlekapToBe paBHH JOOH]aMO KOMWIEKCHY
pasan (kojy Takohe oznagaBamo ca C), mpu uemy 3a Tauke Jlekaprose paBuu Baxku (1) u (2).
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CreneHu peoBH Y KOMILJIEKCHOj pABHH

+00

Pen Z Z, KOMIUIEKCHUX OpojeBa je KOHBEpPIe€HTaH aKo HEroB HU3 HaplUjaJHUX cyMa
k=0

n
S, = Z Z, ¥Ma KOHA4YHy I'paHU4YHY BPEJHOCT S; Ta 'PaHU4YHA BPEIHOCT 30Be ce cyma pena. [Ipu
k=0

TOME ce KOHBepreHnuja au3osa y C yBoM Ha ciiMmyaH Ha4nH Kao y R.

+00
Hekaje z, = x, +i Ly, u Heka je nat pex Z z, .
k=0

400 +00 +00
Jlema 1. Pen z Z, KOHBEprupa akko KOHBEPrupajy peloBU Z X, " Z Y, . llITaBume,
k=0 k=0 k=0

+00 +00 +00
aKo je UZZXk u T:ZXK,Taﬂaje sz =o+ilr.
k=0 k=0 k=0

+00 +oo
Pex )z, amcoiyTHO KOHBEprupa ako pex »_|Z,| kouseprupa.
k=0 k=0

W3 HejeqHakOCTH |Xn| , |yn| < |Zn| < |Xn| + |yn| , CIIEIN 11a pen i Z, arcCoJIyTHO KOHBEpPrupa axkko
k=0

+00 +00 +00

KOHBEPrUpajy peoBH » |X | u D_|Y,|, Tj. aKo anconyTHO KOHBEprupajy M peioBH » X, H
k=0 k=0 k=0

+00



+00 +00
Jlema 2. Axo KOHBEprupajy penoBu sz =au Zcq( =b, Tajga KoHBeprupa u pen
k=0 k=0

+00
Z (Zk + cq() =—azxb. Ilpm nomatHOM YyCJIOBY arcoilyTHe KOHBEpPIeHIIMje OBHX peIoBa

+o00 n
KOHBEprupa u pej Z C,.rmeje c, = z Z,w,_, W cyma oBor pezaje alb.
k=0 k=0

Hoxka3. [IpBo TBpheme je jeqHOCTaBHO. 3a JI0Ka3 JIPYror 03HAYUMO

z,+z,+..+z, =a, (nON), Lin;a;]:a,
w+w+..+w =b (NON) limb, =b,
§|zn|=a, §|a)n|=b

[Ipown3Bosban pes 00IMKa
Y Z W Tz W tZ Wt tZ W ..
p p 1 127712 In " n
p=1

aricoTyTHO KoHBeprupa. Hamme, Heka je

:S*

‘zila)h‘+‘zi2wj2‘+...+‘zipwjp )

p -Ta mapryjagHa cyma peaa z Zipa)jp‘ . Ca n, o3Hauumo

p=1

No = MaXiyeei s froees o -

Tana je

)< atb.

S, < 021|+|22|+...+‘znO Na)l|+|a)2|+...+‘a)n0




[Mapumjanae cyme pena z Zipa)jp‘ Cy orpaHWueHe, ma oH KoHBeprupa. OnmaBzie cieiu 1a pen

p=1
i Z @, anconyTHO KoHBeprupa. llpema Tome, penocrern cabupama He yTHue Ha 30up
p=1
nobujeHor peaa. Jla bucmo oapeuan Taj 30up, MOXKEMO ra HAITUCATH Y OO0JIUKY
2, + (lez tZ,0, * Zzwl) + (les t 2,00+ 2300, + 200, + Zsa)l)
+..+(zw + 0, +.. 2,0, + 2,0 .t Z,00) F .

[Tapuujanae cyme oBor pena (pauyHajyhm cBakum m3pa3 y 3arpaau Kao jefaH WIaH) MOXKEMO
3amucaTu y oOJIMKY:

a, b, a,b,, a,b,, ..., a,b,,..

n n

Kaxo je lima,b, =ab, toje ) 7z w, =ab.

p=1

OYHKIIMOHATHU pej Z fk(Z), rae cy ¢ynknuje f, nedunmcane na HekoM ckymy M
k=0

KOMILIEKCHE paBHH, HA3HBAMO pasromepho koneepeenmuum va M , axo 3a cako &€ >0 moctoju

Ny = Ny (£) TaKo na

ifk(z)(as

k=n+1

3a cBako N >N, u cBako z[IM . JegHocTaBHO ce ImpoBepaBa Jla U3 paBHOMEPHE KOHBEPIeHIIH]e

pena Ha ckynmy M cream aa peq KoHBeprupa 3a cBako z[JM u y oOMYHOM CMHUCITY.
BajepmTpacos Tect

Heka je M Hu3 HeHeraTwBHHX OpojeBa, GpyHkuuje f, nedumHncane Ha Hekom ckymy E,

W HeKa Cy UCIYH-eHH cienehn ycaoBu:

(a) |fn(z)| <M, 3acBako zUE,



(b) i M, KoHBeprupa.
n=0

Tana pen Z fk(z) paBHOMEPHO KOHBeprupa Ha E .
k=0

Jlema 3. (HempexkmaHocT cyme pema) Heka je M moackyn ckyma C u Heka cy
ucIymeHn cienehn ycnosu:

(a) f, cy Hempexunne Ha M

(b) i fk(z) paBHOMEpPHO KOHBeprupa Ha M .

k=0

Tana je pynkmnmja f nedunucana ca f(z) = z f, (Z) HempekuaHa Ha M .
k=0

+00
k
Pen o6mmka Z a, (z - a) 30B€ Ce cmenenu ped 0Ko maixe a.
k=0

Teopema 3. (AbesioBa TeopeMa) AKO CTEIECHH pe Zak (Z— a)k KOHBEprupa y Hekoj
k=0

Tauku Z,, TaJa OH KOHBEpPrupa u Ha Kpyry B = {Z : |Z—81 < |Z0 - a|}, U Ha CBAaKOM KOMITAKTHOM

IMOACKYITY B Ttor Kpyra KOHBEprupa arcoJIyTHO U paBHOMCPHO.

Hoxa3. Hexa zUB u Heka je (= _Z; Taja je |q| <lmu ak(z—a)k :ak(zo —a)kq",

0
Kl .
k = 0. Kaxo pen KoHBeprupa y Tauku Z,, HU3 {ak (Z0 - a) } j€ OrpaHHyEH U MOXE CE€ IPUMEHUTH

Bajepmtpacos tecr.



+00
Mocaenuma. Axo je ¢ynkmmja f 3amata cremeHuM penoMm Z:ak(z—a)k y
k=0

B' (a; r) = {Z :0< |Z—31 < r}, 3a Heko I >0, taga ce pynkuuja f Moxe nmomeduHMCcaTH y TAYKH

a, Tako Jia je HoBa (DYHKIIMja HEMPEKUIHA y TAUKU a.

Teopema 4. (Komu-Axamapa) Heka je

n - +oo

A=1limyla,| u rR=1.
A

Tana

(a) ako je A =+ (1j. R=0), pen z a, (Z - a)k KOHBEpIrupa caMo y TauKH a.
k=0

(b) akoje A =0 (1j. R=+®), pen i a (z-a)* xomeprupa 3a caxo z[IC.

k=0

+00

(a) ako je O0<A <o, pen Zak (Z—a)k arncoNlyTHO KOHBEprupa Ha B(a; R); a ako je
k=0

|Z - 81 > R, muBeprupa.

Bpoj R ce 30Be padujyc konsepeenyuje cTeneHor peza.

Jlema 4. Axo pen Zan (z— ZO)n uMa TO3UTHBaH pajaujyc KoHBepreHuuje R, onna ce
n=0

OH YHYTap CBOT Kpyra KOHBEpPIreHIIHje MOXke TU(EpPEeHIINPATH MPOU3BOJFHO MHOTO ITyTa YiIaH-To-
yniad. JlobujeHu penoBu UMajy UCTH pajiijyc KOHBEPreHIH]e Kao U MOJIa3HH.

VY peanHOj aHAIM3W BaXXHY YIJIOTY MMa eKcnoxeHyujaina QyHKIHja, Koja ce 03HavyaBa ca
exp(x) win €. Ha npumep, eKcrioHeHIHjaaHa GYHKIH]ja MOXKE 1a ce AeUHHUIIE Kao PeIleHhe

mudepeHIjanHe jeqHaunHe f (X) =f (X) ca Mo4eTHUM ycjioBom f (O) =1 .Oryna, u3 Tejnopose
dbopmyie cienu



exp(x) = ix—n

o n!

Hamomenmmo nma je exp moHoToHO pactyha ¢yHkmmja Ha R w &ma m3riema MOTITYHO

Pa3IMYKUTO OJI TPUTOHOMETPHjCKUX (QyHKIHUja COS U SiN. 3amemyjyhu peaqHy HpPOMEHJBUBY X
KOMIUICKCHOM TIPOMEHJBMBOM 2y TPETXO0JHO] (OPMYJIM JIOJIA3MMO JI0 JCHUHHIIH]E
eKCITOHEeHITHjaJTHe (DYHKITHje ca KOMITJICKCHAM apTyMEHTOM.

Nedpunumnuja. 3a KOMIUIEKCHO Z I[e(bI/IHI/IHJe ce

n

& Z
exp(z) = e =ZF!'

n=0

. . . : 1
Hemocpenno ce mobuja aa je paamjyc KOHBEpreHIMje OBOT pea R=—— =0, ma pexq

limn|—
n-e\ nl

YHA(DOPMHO ¥ ariCOTyTHO KOHBEPTHpa Ha CBAKOM KOMITAKTY YHYTap Kpyra KOHBEpreHImje, Tj. Ha
CBAaKOM KOMIIaKTy KoMIUIeKkcHe paBHM. [lo jemu 2 cienu 5@ 3a NMpPOW3BOJFHE KOMILIEKCHE

6p0jeBe anu b Baxku

& o Z [E”: z(zl'[&b";)j i(li(nj ] i(a+.b) -

i=0 n=0 n||0| n=0

Jlokazainm cMO Ba)XHO CBOJCTBO €KCHOHEHIMjamHe (yHKIUje Koje hemMo Ha3BaTH aouyuoHom
meopemo.

Teopema 5. 3a mpou3BospbHE KOMILIEKCHE OpojeBe a i b paxu

ea @b = ea+b

Teopema 6. 3a excrioHeHIMjaHy QyHKIH]Y Baxe cieaeha cBojcTBa:

(a) e’ 20,

10



(b) )=e,
(C) peCTpHKIIHja X[ Ha pealHy ocy je pactyha dpyHkimja, € — +oo, X - +0o;

e -0, X -0,

(a) er=2

(e) explz) = expz,
(f)  3apeamso t ‘e”‘ =1,

(g) 32 z=x+iy e’ =e".

Jlokas. Kako je e’e”> =e° =1 ciene cBojcTBa (a) u (d) JudepeHimpameM CTEMEHOT
+00 Zn

pena (kopuctehu emy 4) 3aKby4yjeMo Ja BaxKu (b) . Kopucrehn exr(z) = Z—I , 3aKJbYUYjEMO
n=0 n

Jla je eXf MOHOTOHO pacTyha Ha HO3UTHBHOM JIEIy PeallHe oce U ja € — +oo, X — +oo. JIpyru

JIeo TBphema (C) je mocnemuna jenHakoctn €€ =1.

Hexka je Sn(z)zz . U3 nedununuje excnonenuujanHe ¢QyHkuuje cienu S, (Z) - e’ u

Sn(z) ~ €, kaga N - +oo. Oryna Snizi L €% H KaKo je Snfzj:Sn(E), nobuja ce (e). Ha

OCHOBY (e) nobwuja ce

2

‘eit‘ — eit eit — eite—it — eo =1.

Jla 6ucMo Jtokazanu (g) MOKEMO IPUMEHUTH auIuoHe Gopmyne, 1j. €° = e*e” .
n

Y dopmynu eX[:(Z) = iz—' CTaBUMO Z = iX
n=0 Ik

. JloGuja ce

explix) = g%

11



i2k X2k - (_ 1)k X2k H (iX)2k+1 — | 2k+1X2k+1 - I(_ 1)k X2k+l, Halas’ ce

. g Kk
Kaxo je (ix)* =
+00 2n +00 X2n+1

e™ :Z(—l)”mﬂ DZ(—l)“m.

n=0

PeayHy v iMarmHapHU JIe0 MOCIIEIBET N3pasa MpeJIcTaBbajy oapehere GpyHkmje pearHe
IpOMEHJbHBE Koje fieMo Ha3BaTH KOCHHYCOM U CHHYCOM, PECIIeKTHBHO. J[akie, yBOIMMO

cienehy neuHUIH]Y.

Hepunnuuja 3a XUOR, ¢ynkimje COSX u SINX neduHHUIIEMO, PECHEKTHBHO, Kao

peayHi ¥ IMaruHAapHK 120 KOMILIEKCHOT 6poja € *, Tj. momohy dopmyie
e'* =cosx+isinx, xOR.

[Tocnenmwa popmyna HasuBa ce Ojneposa ghopmyna.

+00 2n +00 X

e, no aepmumuinje cosx=3 (A oy sinx=2 () oy
a I/I :

n=0

N3 Ojnepose dopmyie cienu

ix + e—ix X _ e—ix
COSX = — sinx =

n

I[To ananoruju ce Mory aedurrcatd (YHKIHje KOCHHYC M CHHYC KOMILIEKCHOT apryMeHTa

iz 4 e—iz iz _ e—iz
cosz=—— sinz = ,
2 - 2i ’
OJIHOCHO
+00 ZZn ] +00 Z2n+1
cosz=Y (-1)" sinz=>Y"(-1)"
prd (2n) perd (2n+1)

12



HaBoauMo joIm Heka CBOjCTBa YBEACHUX TPUTOHOMETPH]CKHX (DYHKITH]a.

(1) (m3BOaM TpuroHOMeTpHjcKHMX (yHKIH]ja) AKo audepeHmupamo obde crpane Gpopmyiie
Koja je exBuBalicHTHa OjJIepOBOM HJICHTUTETY, KOpHUINhemeM NpaBwia O JU(EPECHIHpALY
CTEIEHUX Pe/ioBa J00HjaMo

(cost)+i {sint) = ie" = -sint +icost,
Otyna, n31Bajajyhu pealHu ¥ UMarmHapHH JICO CIIS/IH
(cost)=-sint, (sint)=cost .

(2) (medurnmmja 6poja 71) Uz €" = cost +isint ciemn

t2n

cost = g(— 1)" )

(202k +2))  (22k +2))

B 2 +00 N t2n B
c032—1—2+§+2(—1) T =

_}_ o |: 22(2k+1) 22(2k+2) :|_
n=3 (2!’])! 3 =

B 1 0 24k+2 24k+4 B 1 ) 24k+2 B
T3 ki(4k +2) (ak +4)!} T3 2 . ok + 3)ak +4)-4] =

oTyaa COS2 < —%. Kako je co0=1 u kaxo je QpyHxuja f(t)= cos memnpekwaHa Ha R, TO

IIOCTOjY HajMamy NMO3UTHBAH Opoj t, Takas na je cost, = 0.
Jledpuaummmo
T=2,.
Kopucrehu oBy nedpurunmjy Opoja 71, jJako ce gokazyje u
8) (a) €72=i,e"=i2=-1, e =(-1)° =1,
(b) e*™ =1, 3a craxu neo 6poj Nn.

U3 (a) U aJIMIIIOHE TeopeMe 3a QYHKIUjy eX[ cieau

13



(4) e =e%e®™ =e’. Jlakne, excromenmmjanHa (YHKIHjA je TEPHOTMUHA

OCHOBHUM IIEPUOJIOM 2711

Xunepbonuuke ¢ynxyuje (XUnepOOIMIKHA CHHYC M KOCHHYC) Ae()UHHIIY ce TTOMONy

z -z

shz=—e —€ ch z:e €
2 nu
OJIHOCHO
+00 2n +00 Z2n+1
chz—;m ) Shz_g—(Znﬂ)!

Jlako je yBeputH ce y cienehe Bese n3mel)y TpUrOHOMETPH]CKUX B XUIIEPOOTUIKUX (DYHKIIH]a:
sinz =sinx[chy +icosx[shy cosz = cosx[chy —isin[shy
sinfiy)=i3hy codiy)=ch y
Crenjanso, jeqHa o mocieauna Gopmyie
ea+b - eaeb

cy caenehe nBe hopMysie Koje ce Takohe Ha3uBajy aduyuone ghopmyie.

()

Ta W3jeIHaYaBabeM pealTHUX U IMarnHapHUX JIEJIoBa JOOMjaMo

14



I'JIABA |1
AE®OPUHUCABE TPUTOHOMETPUJCKUX @ YHKIIUJA
IHOMORY ®YHKIIMOHAJIHUX JETHAYNHA

Jla 6ucMo TOKa3aiM KaKo ce TPHTOHOMETpHjcKe (DYHKIHje MOTY YBECTH KOpHIThemeM
(YHKITMOHAITHUX jeTHAYMHA, JJOKAKUMO cjieiehy Teopemy.

Teopema 7. Ilocroju jeauHcTBeH map QyHKIHUja u

neduHUCAHNX Ha IIeJI0j peaHoj paBoj KOju 3a70B0OJbaBa cienehe yciose:

3a mpouw3BOJpHE peanHe OpojeBe : u

Cy 3aJIOBOJbCHH cjie/iehyl YCIIOBH:

15



(2)

®3)

3a

BaKU HEjEeTHAKOCT
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Jloka3 oBor TBphema hemo mogenutu Ha 1Ba nena. [IpBo heMo noka3aTu jeTUHCTBEHOCT, a 3aTHM

MOCTOjame PYHKIIH]a u Koje 3a/10B0JbaBajy yciose (1), (2)u (3).

Q) JloKka3 je THHCTBEHOCTH.

Jla OucMo JToKasaiiy jeIMHCTBEHOCT, JOBOJBHO je MoKa3aTH ciieacha aBa TBphema:

(a) Dynkumje u KOj€ 3aJI0B0JbaBajy TOpe HaBeIeHa CBOjCTBA

Cy HEMpPEeKUIHE Ha peaHoj MpaBoj

(6) Bpemnoctu ¢dynkimja u onpehene cy Ha jeIMHCTBEH

Ha4YWH Ha HEKOM I'yCTOM CKYITy Tadaka Ha peajiHOj IIPaBoj

(a)

Axko y (1) 3ameHHMO u u kopuctehu u

no0ujamo

17



(4)

Axo oBe jelHayMHE IOMHOXHMO DEIOM ca S(X) u C(X) u cabepeMo HX, Kopuctehu na je
S?(x)+C?(x)=1 modmjamo C(-x)=C(x). Ananorso, ako MOMHOXHMO jeIHAUHHE pefOM ca
C(X) u —S(X) U cabepeMo HX, J00HjaMoO S(— X):—S(X). Ha Taj mayun nobujamo na je

byHkuuja C(X) napHa, a QyHKIHja S(X) HelapHa.

U3 (1) mobujamo

e AT

" aHAJIOTHO

)

AKXO 0JTy3MeMO OBe JIBe jeTHaYMHE T001jaMo

s(x")-8(x) =2 BD( X';X”j ES( X Z_Xj (5)

Henpexuanoct ¢yHkimje S(X) cieu JUPeKTHO u3 (3) M W3 jeJHAKOCTH S(O) =0.

CnenujanHo, aKo je (Xn) IPOM3BOJbAH HU3 apryMeHara KOju TeXU HYJHU 37IeCHA, TO U3 OJHOCA
0< S(Xn) < X, ciead Aa ¥ oAroBapajyhu Hu3 BpeAHOCTH QyHKIH]e (S(Xn )) KOHBEprupa Ka HyJIn
Tj. CIEIMjaJTHO Ka BPEIHOCTH S(O). N3 memapHocTH (pyHKIIH]E S(X) CJIeJTd HEMPEKUIHOCT ClIeBa

y HYJIH, T1a CJIeJU J1a je QyHKIHja S(X) HenpekuaHa y Taukd X = 0.
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Henpekuaaoct ¢QyHKIHjE S(X) y mpom3BoJbHO] Tauku ciean u3 (5). Heka je X
MPOM3BOJbHA TaUKa peaiHe MpaBe H (Xn) HU3 KOjU KOHBEpPTUpa Ka X. AKO O3Ha4MMO X'= X H

X''= X, u 3ameHumMo y (5)

S(x,)-S(x) = 2@(“2"“}[5(’(“2_’() (6)

X, = X

Kako je S(X) HETPEKUIHA y HYJIU H S(O) =0, cnenu na je IimS(

n- oo

jIO. Kako je Hm3

X+ X,
C > OrpaHHYeH, JIeCHA (a caMMM THM M JieBa) cTpaHa u3pasa (6) mMa 3a rpaHuYHY

Bpeanoct 0. To 3naum na je lim S(Xn) = S(X), Tj. pyHKIIHja S(X) je HeTpeKuHa y TauKu X .

n- oo

AHaJIOTHO ce JI0Ka3yje HEMPEeKUIHOCT PyHKIIH]je C(X) u u3 (5) cienu
X''+x' x"=x'
C(x'")-C(x')=-2 .
)=o) =-2is o 5

Axo y jemnakoct (5)3amenumo X'= X+ 271 u X'= X g006mjamo

(0)

S(x + 271) - S(x) = 2C(x + 77) B(77).

Kako je S(7)= S(%T +%Tj =2 ES(%TJ BD(]—ZTJ =0, cnenm na je S(X + 27T) = S(X) 3a CBaKo X

OJIaKJIe CJIeJTU TIEPUOUIHOCT (QYHKITH]e S(X) ca mepuojaoM 271 . Oxatie crieau Jia je S(ZIT) =0.

Axo y apyry jeanakocT u3 (1) 3amenumo X'= X u X'= 271 u kopuctehu na je 8(277) =0,

N

cremu C(x+277) = C(x)[C(277) ma cemw ma je C(277)=1. 3amenom y (1) X'=g " XH:E’ a

3aTUM U X'=71 U X'=7 ciemu C(X+27T)=C(X), ma je caMuM TUM U (yHKIHja C(X)

MIePUOIMYHA Ca TIEPHOJIOM 271 .

CB0jCTBO NEPHOAMYHOCTH HaM JI03BOJbABA Ja C€ y HAIIUM pa3MaTparmbiMa OrpaHHYHMO
Ha CErMEHT [O,ZIﬂ. N3 (2), (3) m HenmpekuaHOCTH (QYHKIIH]jE S(X), ClIeIn J1a Cy BPEIHOCTH

byHkuuje S(X) Ha CETMEHTY [O, %T} HEHeraTHBHE IIPU YeMYy je S(X) =0 camo y tauku X=0.
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Vs (1) u menapuoctu dynxmmje S(x) noGmjamo S(7r— x) = S(77) [C(- x) - C(77) B(x), ma y3

S(ﬂ) =0 u C(ZT) =-1 cnemn S(]T - X) = S(X) 3a XD[O,%T] To 3paum na cy m Ha cerMeHTy

m . .
{E , IT:| BpETHOCTH (YHKIIH]E S(X) HEHETaTUBHE U MIPH TOME j€ Ha TOM CEIrMEHTY S(X) =0 camo
3a X=171.

W3 jennakoctu S(27T— X) = —S(X), Ko0ja ce 1001]ja aHaJIOTHO jeTHAKOCTH S(IT— X) = S(X) ,
CJIeJIU Jla CY Ha CETMEHTY [7T,27ﬂ BPEJHOCTH (YHKITHje S(X) HETaTHBHE HJIM HyJIa ¥ TIPA TOME je

S(X):O caMO Ha KpajeBUMa cermMeHTa. AHaJOrHo, yTBphyjemMo da je ¢yHKIHja C(X)
s 3 T
HEHEraTHBHA HA CETMEHTY O,E u 7,277 , @ HEraTHBHA WJIM HYJIa HA CETMEHTY EhrY u

) ) n 3n
JelHaKa je HyJId caMO y TauKama E " 7 .

[TpumeTtumo na u3 (1) cnequ

3amemwyjyhu X = X'+X" y (7) u npumenusim (1) jorn jeaHoM, 1001jaMo

82( x';x"} _1- c(x) BD(X'g +S(x') 5(x")

CZ( x';x"j _1+ c(x) BD(X"Z) - S(x) 5(x") .

OBe jeTHAKOCTH ITOKAa3yjy Jia aKo Cy IO3HaTe BpeJHOCTH (QYHKITH]a S(X) " C(X) y Taukama X' |
XI+Xll

X', Taga je jenMHCTBEHO ofpeheHa BpeAHOCT THX (PYHKIUja y TaYKh MIOIITO Cy HaMm U3

rope HaBeJCHHUX pa3MaTpama IMO3HATH 3HAIM (YHKIIHja S(X) u C(X) Ha CerMEHTY [0,2771. Kako
je mepuona oBUX (yHKIMja 271, TO HaM je MO3HAT U 3HAK OBUX (YHKIHja y OUJIO KOjO] TaYKU
peaiHe mpase.

Kao mocnemuma Tora mTo Cy BpeIHOCTH (GYyHKIIHja S(X) u C(X) onpehene Ha
JeTMHCTBEH HaunH y Taukama O, g, 71 1 271 cerMeHTa [0,27ﬂ, npuMemyjyhu rope modujeHe

je,Z[HaKOCTI/I MOXEMO Ha je,Z[I/IHCTBeH Ha4YWH OAPCAUTHU BPCIHOCTU OBHUX (I)yHKI_II/Ija Yy TadykaMa
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p7

obinka o CErMeHTa [O,ZIﬂ (pOZ, nON u p<2™). Kako je ckyn 6pojesa oBor o61auka

CBYyJIa TYCT CKYN Tayaka Ha CErMEHTY [0,2771, cienu na ¢y pyHkmmje S(X) u C(X) onpehene Ha

JEIMHCTBEH HAYMH Ha 11€J10] peajHo] MpaBoj.

2) Jloka3 mocrojama.
)
Jlokazahemo ommtHje TBpheme.

[Tocroje ¢yHKIH]E S(X) u C(X), HENPEeKUJHEe Ha TIIeJI0j peajHoj IpaBoj Koje

3a710B0JbaBajy crenehe yciose:
T S(x+x") = S(x) e (x") + C(x) (")
C(x+x") = Clx)e(x") - S(x) ts(x") (1*)

S%(x)+C?(x)=1

s(d) =1, c(d)=0 (2%)
rze je d Heku GHUKCcaH MO3UTHBAH OPO].

3 3a 0< x<d Baxwu HejeanakocT 0 < S(X) <LXx (3%

mpu 4emy, ako je d :g’ tagaje L =1.
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OnapeauMo TPBO BPETHOCTH (PYHKITH]ja S(X) u C(X) Ha CKYIy {S} Tayaka CerMeHTa [O,d]

pOdZ, nON, p<2". Ougpenumo BpeIHOCTH (PYHKIIH]ja

. pd
O/l KOjUX je cBaka obiMKa S=-_—,

S

n

2
S(S”*l)zs(s_ﬁj:V%’ C(S““):C(S_z?j:\/“—czs“:- ®)

4K C(d) = C(EJ = C(So) =0 mnomohy pekypentHux ¢opmyia (8) oapehyjemo BpeaHOCTH

S(X) u C(x) y Taukama S, = % n= 0}... Kako je s,,;, =—, 10 u3 (7) cnexu

20
dynkmmja S(X) n C(X) y cBum Taukama obnmka S, = o 3ajeqHo ca 10OHMjeHUM BPEIHOCTUMA

byHkuuja S(X) u C(X) y Taukama S, nobujamo u BpeqHocTH y Taukama O u d .

"’

pOdZ, nON, p<2". Smamo Ja ce CBakM IO IO3MTHBAH OpOj MOXE 3allUCcaTH Kao cyma

Onpenumo caja BpeTHOCTH (YHKITHja S(X) u C(X) y CBHUM TadKama CKyIia {S}, S

cTernieHa Opoja 2

n .
p=> a 2" raeje a nyna um jexan.
i=1

Opnartne je

S= p?:Zn:a'—:zalEﬁ (9)

Ha taj HaunH cBaku Opoj S MOXKeMO IMPEACTaBUTH Kao KOHAYHy cCyMy OpojeBa S, IIpH 4eMy CMO
Beh onpeaniam BpeqHOCTH S(s) u C(s ) Kopucrehn (1*) caga MoxeMo oIpeuTH BPEAHOCTH
dyuxmmja S(x) u C(x) y Tauxama cxyma {s}.

Moskemo 3anucatu S= X'+X", rae je X=a;S u X'= Za1§ . Bpennoct S(S) payyHamo
i=2

n
kopuctehu (1*). Takohe, moxemo yzetu 1 X'=a;S; +a,S, u X'= Za1§ . Jla 6ucmo nokazanu
i=3
Jla y3acTomHe mpuMeHe jeqHakoctu (1*) majy mcTm pesynraT He3aBUCHO OJ HauWHa OWparba
cabupaka y cymu (9), 10BOJBHO je Jia JJokaxeMo cienehe ogHoce:
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e ]= e
Cl(x+x")+x"] = Clx+(x"+x")].

TaurocT 0BUX 0O/IHOCA CE YTBPhyje HEMOCPEIHO ABOCTPYKOM IIpUMEHOM jeanakocTu (1%).

Hexka S',S”,S'+S"D{S} u npeacrasumo S',S",S+S" y Buay cyme (9). Kako cmo mokazanu
Jla BpeaHOCTH (YyHKIHUja S(S) u C(S) 3a CyMy HEKMX apryMeHaTa He 3aBHCe O]] HayMHa
rpynucama cabupaka Te cyme, cieau aa ako S',S', S'+S"D{S} Tajia BpeIHOCTH PYHKIIH]ja S(S) u
C(S) y THM TaykaMa 3a/I0BOJbaBajy mpBe aBe jeaHakoctd u3 (1*). U3 mepununuja yaximja
S(x) u C(x) y raukama O u d, ciemn ma je S?(0)+C2(0)=1 u S?(d)+C2(d)=1. U3
pekypentrux dopmyra (8) cmemm Taunoct TBphema S2(s,)+C3(s,)=1 3a cpako s,, a

HETIOCPETHOM TIPOBEPOM
e 07 = 8°(0)+ 2+ ()
ciemu Tauroct TBphema S2(s)+C2(s) =1 3a cBe Tauke ckyma {s}.
JIoKaXMMO cajia J1a 3a CBe Tauke CKyma {S}, pasmuunte ox O i d Baxke HejeqHAKOCTH
0<S(s)<1, 0<C(s)<1 (10).

3a oBaj noka3 kopuctruhemo mHAYKIHMjy. CBakoM Opojy N JoAeiIuMo TpyIly elleMeHara CKyma
. d . .

{S} KOJ€ MOKEMO MPEACTaBUTH Y OOJIUKY % , 0< p<2" rue je p memapan 6poj. Enemente e

rpyme hemo 3Batu exemenTuMa pena N. CBaku enemMeHT peaa N+ 1 jexu usmely 1Ba yzactonHa

eJIeMEHTa UM je TopeaK He Behu 0J1 N U KOju ce pas3luKyjy 3a TyKUHY on Tj. 3a Iy’)KUHY S, .

IIpBu enement pena N+1 jenHak je S.,,. CBu octamu enemeHTH pega N+1 mory ce noOutu

J0J1aBalbeM BPEAHOCTH S, ,; Ha PA3JIMIUATE CJICMEHTE pena N.

N3 (8) ciequn

Ha oBaj HaumH cMo Jtoka3anu Ja cy Hejeanakoctd (10) taune 3a enemente peaa 1.
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[TpernocraBumo cana fa nejearakoct (10)Bake 3a cBe enemenTe pena 10 N ykbydyjyhu u n.
Tana, mo npBoj jemnakoctu u3 (1*) BpeaHOCTH S(S) Cy TIO3UTHBHE Y CBHM Taukama pefa N+1 u
o (1*) e Behe ox 1.

Axo y mpBy jemHakocT u3 (1*) samenmmo X'=d w X'=-S m kopucrehu mapHocT
dyHKIHje |_E—_| no0njaMo
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na cjead 1a je 3a QyHKIHujy

3aTO ITO aKo je |-_"|.E pena

WHIYKIAJA CJIEIN Ja je 3a CBe TadyKe CKyma

Heka je

tauHa HejeaHakocT (10).

. Tama cy u

, Tama je u

tauHa HejegHakocT (10) u 3a enemenTe pena

pena
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N3 (5) u nwejennakoctu (10) criemam na cieam Ja je gyHkuuja

pactyha. U3 oxgHOCa cienu aa je QyHKIHMja omanajyha Ha cKymy

[lcomaTpajmo cama HU3 U TIOKOXHMO Jia je "

(mocTojarbe OBUX TPAaHMYHHUX BPEIHOCTH CIEAd W3 MOHOTOHOCTH H

OTpPaHUYCHOCTH (YHKIIH]a u Ha CKYILy

3a Japu 10Ka3 mocMaTpajMo HH3 , TIe je .13 (8) cienu
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OpnaBne je

[axae, na je Hu3 omnagajyhu um orpaHudeH M HMMa TPaHUUHY
BPEJHOCT K0jy heMo o3HauuTH ca , TJ.
(11)
Kaxo Kang , TO j€ 1 y3 OTPAaHUYEHOCT |_E—_| clenn
lim S(s,) = lim(t(s, ) (C(s,)) = 0 (12)

Tomro je C(s)>0, 3 (12)un u3 S*(s, )+ C?(s,) =1 cienn na je

limC(s,) =1, (13)

n-oo
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aus (11)m (13)creau

im &) = (14)

n-oo Sn

Kaxko je S(s) _2 C5(502) (S0 < S{sha) , TIa je Hu3 (S(S")j pactyhu. 3atum, u3 (11) u (14)
S 2 &n"'l Sn+l S

n n

clIeau

S(s,) < L, <t(s,)- (15)

Hexa je (Sn*) OWMJIO KOjU KOHBEPIeHTaH Ka HyJIM HU3 BPEHOCTH S U3 CKyIa {S} Tana je
3a Omiio koje N moryhe oxpenutu uHaeke K tako na je 0< Sn* <S,. Otyzaa, 10 MOHOTOHOCTU
byHKIH]E S(X) Ha CKyIly {S} umamo ma je 0< S(Sn*)< S(Sk) na w3 (12) cnemn na je
lim S(sn* ) =0.

n-oo

Heka je (Sn ) MOHOTOHO pacTyhy KOHBEpreHTaH Ka X HH3 eJeMeHaTa CKyIa {S} Tana,

KakKo je (S(Sn )) pacTyhu u orpaHuYeH HU3, HOCTOJU I'PAHUYHA BPEIHOCT Llrrolo S(s,") = S(x). Heka

. " . N S ||_S ]
je (s,") 6mmo xoju kKoHBeprenTam ka X enemenara ckyma {s} (S,"# x). Tama Hu3 ( — j
) ] Snn_snl
KOHBEprupa Ka HyIH, Ma je 10 MIPeTXOJHO JJoKazaHoM lim =0. U3 B) u
n- oo

orpaHWYeHOCTH (pyHKIIH]je C(X) cienu

; ) _ T Sn”-'-snI |Sn”_snl| —
lim|s(s, ") S(sn)|—ln|[r;loc( > jE‘B@ > J-O.

Hpyrum pednma, .Lml S(s,")=S(x). 360or mpomssomHOCTH HE3a (Sn”), TO 3HAYU

MOCTOjafbe TPaHWYHE BPEIHOCTH (YyHKIH]jE S(S) nepuHUCaHe Ha {S} Yy CBaKOj Tauykh X

cerMeHTa [O, d] :

lim S(s) = S(x).

S- X
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U3 omnoca S° (S)+C2(S)=1 U HEHETaTHMBHOCTH (yHKIHUje C(S) Ha CKYILy {S} cleu

MIOCTOjarbe TPAaHUYHE BPETHOCTH (PYHKIIH]jE C(S) y CBaKOj TAUYKH CETMEHTA [O, d] . O3Ha9MMO
lim C(s) = C(x).
S-X

Hexka je X mpou3Bospan Opoj cermeHTa [O,d] ,a S' u S" 6wmio xoju OpojeBu U3 cKymna S}
KOJH 3a70BOJbaBAjy HejemHakocT S<X<S". Jlokazahemo ma je tama u S(s)< S(x) < S(s")

(C(s)>C(x)>C(s") ce nokasyje ananorso).

Hexa je (Sn ) KOHBEpPreHTaH Ka X pactyhm HH3 OpojeBa M3 CKyIa {S} TaKaB Jla CBU €JIeMeHTH S, '
3a710BOJbABajy HejemHakocT S'<S,'<X. Kako Ha ckymy {S} ¢dyHKIHja S(S) pacte, TO HH3
(S(Sn ) - S(S')) pacTe U UMa MO3UTHBHE BpenHocTu. Ha Taj HayuH je S(S') < S(X). Heka cy cana
X' m X' 1Ba mpou3BOJbHA Opoja cerMeHTa [O,d] KOjHU 3a710BOJbaBa]y HejemHakocT X'< X''. Ako je
S' Heku Opoj U3 cKyma {S} TakaB Ja je X'<S'< X', To IO JOKa3aHOM BaKH S(X') < S(S') < S(X' )
Tj. S(X') < S(x' ) (nejennaumnna S(X) < S(S' ) ce JoKa3yje aHaylorHo). OBHME CMO JOKa3alu

MOHOTOHOCT (DyHKIIH]e S(X) Ha CETMEHTY [O, d].

Pa3sMOTPHMO TPOM3BOJBAH OPOj S M3 CKyIa {S} U [Ba KOHBEpreHTHa Ka S Hu3a (S,') u

(Sn") elleMeHara CKyIa {S} TakBUX JAa je S,'<S<s,". Ilo MmoHOTOHOCTU (yHKIIH]jE S(S) Ha

ckymy {s} Baxe nejenmaxocrn (s, ") < S(s) < S(s,"). Moo je lim S(s,’) = lim S(s, ") u momro
n—oo n- oo

cy jennaxe BpemmocTn S(S), oBMMe cMoO J0Ka3aNMH 1A ce TpaHWUHE BPEIHOCTH Y TAuKaMa CKyTia

{S} MOKJIarajy ca BpeAHOCTUMA Te (pyHKIHje y oAroBapajyhuM taukama cKyrma {S} .

Hexka je (Sk ) IIPOM3BOJbAH HU3 €JIEMEHaTa CKyla {S} KOjU KOHBEprupa ciieBa Tauku X .

Kaxo je |I<im S(s,') = S(x), 3a mpomsBomBHO £ >0 MOXKEMO OJPEIUTH eEMEHT S,' OBOT HH3a 3a

koju Baxu 0< S(X)—S(Sk ) <¢. IlocmarpajMo caja MpoU3BOJbAH HU3 (xn) KOjU KOHBEprupa
cieBa ka X. Heka je N Opoj moueB of kora Baxku S,'< X, < X. 300r pacra ¢pyHnkmuje npu n= N
BaKE  HEjeJHAKOCTH S(& ) < S(Xn) < S(X). Vnoopenmumo  je  ca  HejegHakomhy
0< S(X)— S(Sk ) < &. VckopucTuBimM OBe HejelHAKOCTH, nobOujamo nma 3a N=N Baxu
0< S(X)— S(Xn) <¢&. JlpyruMm pedyrma, TpaHUYIHA BPEIHOCT (PyHKIIH]jE S(X) y Tauykd X clieBa

jeHaKa je HbeHOj BPeIHOCTH y Toj Tauku. OBUM CMO J0Ka3alld HEMPEeKUIHOCT cjieBa (pyHKIH]je
S(X) y Tauku X. HempekwaHOCT 37ecHa W HEMPEeKUIHOCT (PYHKIIH]je C(X) ce J0Ka3zyjy

aHaJIOTHO.
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Kopucrehu dpopmyie S(X + d) = C(X) u C(X + d) = —S(X) oxpehyjemo dyHKIH]E S(X) u
C(X) Ha CErMEHTYy [d ,Zd]. [IpumenuBImK oBe Qopmyie joul jeaHoM, (pyHKIHUje MUPUMO Ha
CETMEHT [2d ,4d]. Ha oBaj HaunH nedurHmEemMo Te (YHKIH]E 32 CBE MTO3UTUBHE BPETHOCTH X . 3a

HeraTuBHe BpenHocTH, (yHKuuje nedunumemo xkopucrehu ocoOuHe MapHOCTH U HEMAPHOCTH
dyHxuuja S(X) u C(X).

Ha xpajy, mokazahemo nma ¢yHKIHje S(X) u C(X) 3aJI0BOJbaBajy ycioe 17, 2° m 3

dbopmyHcaHe Ha TIOYETKY J0Ka3a moctojama (1%, 2* u 3*).

[Ipumernmo 1na, ako S', S w S+S'" mpumangajy cKyiy {S}, TO 3a OBE BPEIHOCTH
aprymenta Baxe ¢opmyne (1*). M3 mokazaHor cieam TauyHOCT OBHX (opMyia 3a BPEIHOCTH
aprymenTa d +s' u S, rue S',S"D[O,d]. [TonaBspajyhu oBa pa3maTpama, J0KazyjeMo Ja cy

pd

onHocu (1*) tayHM 3a cBe BPEJHOCTH OECKOHAYHE IpaBe O0JIHMKa on p,nUZ . IlomTo Te

BPEJHOCTH 00pa3yjy CBYyJa T'YCT CKYI peajHe IpaBe, To he 30T HempeKuIHOCTH (YHKITH]a S(X)

u C(X) OJTHOCH OMTH Ta4HHM 3a CBE BPEJAHOCTH X.

[Tomro je ycnoB (2*) kopuimheH NMPHIMKOM KOHCTPYKIHje (QYHKIH]ja S(X) u C(X),
ocraje ma ce yrBpau TadHoct ycioBa (3*). Ilpumerumo ma ako cy S, S m S+S" eneMeHTH
CKyIa {S} cerMeHra [O,d] u Bake HejenHakoctu 0 < S(S') <Ls n 0< S(S' ) <Ls", o mo npBoj
dopmymn u3  (1*) wu  mejemmakoctu  (10) Takohe Bake M HEjeIHAKOCTH
0< S(S'+S")< Ls+Ls"= L(S'+S"). Uckopuctupmu 10, (9), (10) m (15) mobujamo ga cy
HejenHakocTu 0 < S(S) < Ls TayHe 3a cBako S u3 {S} cerMeHra [O,d]. ITormTo je Taj ckyn cByna
IycT Ha [O,d], a S(X) HenpekuaHa (yHKIHja, TO 3a CBaKO XD[O,d] BaXH HEjeTHAKOCT
0< S(X) < Lx. OBuMe CMO MOTBPIMIIA U TAYHOCT TBphema (3*).

. . _d
[Tlpumernumo na L 3aBucm on m3bopa d. Cmemujanno, ako y3memo d :?’ Tajaa

s, =S—k”. ITo xoHCTpyKuUjH S(Sn *) = S(Sn) u lim M =limk G@ =kD. Axo
n-oo S n-oo

n n

n3zabepeMo k=% onpehyjeMo Ha cermMeHTy lO,d*] TakBe (yHKIIH]je S(X) u C(X) Koje

3aJ10BOJbaBajy HejeaHakocT 0 < S(X) <X.

. . . 7l .
['eomeTpujcko Tymaueme mnokaszyje nma ako je d :E’ TO je ZS(Sn) TayHO JY)XKUHA

CTpaHHUIle TPABIJIHOT 2" -TOYIJIa YIIHCAHOT Y KPY)KHHUILY MOTynpednuka 1, 25, mykuHa Kpy>KHOT
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JyKa Haj TETUBOM ZS(Sn) u Zt(Sn) Jy’KWHA CTpaHe MpaBUIHOT 2"-TOyrjia OMHCAHOT OKO Te
kpyxuuie. Hejeqnakoct (15)y Tom ciydajy mMa o0k S(Sn) <s, < t(Sn), ma je y ToM ciiydajy

L =1. Tume je TBpheme TeopeMe MOTIIYHO JOKa3aHO.

Hepuannumja. OyHkumje S(X) u C(X) Ydje T0CTOjarhe M JeIMHCTBEHOCT TapaHTyje

JI0Ka3aHa TeopeMa, Ha3UBaJy €€ CUHYCHOM U KOCUHYCHOM YHKYUJOM.

[Tomenumo Ha Kpajy na ce cBe (opmyse Koje ce CTaHIapIHO KOpUCTe y paay ca
TPUTOHOMETPH]CKUM (YHKITHjaMa M3BOJE JTUPEKTHO M3 aJIUIIMOHKMX (PopMyJa Koje ¢y, ca CBoje
CTpaHe, WiH Jieo AepuHHIMje (Kao y OBOj TJIaBU) HIIH CJIeJie JaKo U3 mbe (Kao y ciydajy yBohema
nomohy penoBa).
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