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4 SADR�AJ



Poglav	e 1

Uvod

Familija F zatvorena za uniju je neprazna konaqna kolekcija skupova,
takva da za svaka dva skupa A,B ∈ F va�i A ∪B ∈ F .

Franklova hipoteza (1979). U familiji F zatvorenoj za uniju pos-
toji element koji je sadr�an u barem polovini skupova F .

Franklova hipoteza jedan je od najquvenijih problema iz kombinatorike
i postoji veliki broj radova na ovu temu. Me�utim, do sada nije dokazana
niti opovrgnuta, a postignuti su samo parcijalni rezultati u vezi sa ovim
problemom.
Me�u najqex�im pristupima u ispitiva�u ove hipoteze, je dokaziva�e
hipoteze za prvih konaqno mnogo sluqajeva. Postoje dva naqina na koji
je ovo ra�eno: dokazava�e hipoteze za |F| ≤ n ili dokazava�e hipoteze za
|∪F| ≤ m. Na primer, dokazano je da je za |∪F| ≤ 11 zadovo	ena Franklova
hipoteza [2].

Jedan od pristupa problemu je da se prona�e mala familija G takva da
bilo koja familija F zatvorena za uniju koja sadr�i G zadovo	ava Fran-
klovu hipotezu, pri qemu je element koji se pojav	uje u barem polovini
skupova jedan od elemenata koji pripada ∪G.

Glavna tehnika korix�ena u ovom radu (dode	iva�e te�ina elemen-
tima i skupovima) prime�ena je u radovima Markovi�a [1] i Box�aka i
Markovi�a [2], gde je uvedena kao modifikacija tehnike prikazane kod Po-
nena (Poonen)[4]. Elementi ove tehnike mogu se prilagoditi za izvrxava�e
na raqunaru, xto mo�e da zameni komplikovanu analizu mogu�ih varijan-
ti.

U Poglav	u 2 nalaze se definicije i teorema potrebne za izvo�e�e ka-
snijih dokaza, kao i leme koji se odnose na sve familije zatvorene za uni-
ju. Ve�ina ovih lema je dokazana u drugim radovima. Dobro konstruisan
raqunarski program omogu�uje potvrdu postoje�ih, ali i uvo�e�e novih
teorema koje se drukqije ne bi mogle dokazati. Takva je i Lema 2.5 kod
koje je uma�en uslov da neka familija bude Franklova u odnosu na rezul-
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6 POGLAV�E 1. UVOD

tat Morisa(Morris)[3]. U Poglav	u 3 nalaze se rezultati za | ∪ F| = 11
koji su, uz ma�e izmene, preuzeti iz rada Box�aka i Markovi�a [2]. Raqu-
narskom analizom je potvr�en priliqno obiman dokaz da je svaka familija
zatvorena za uniju, qiji su skupovi sastav	eni od maksimalno 11 eleme-
nata, Franklova. Upotreba efikasnih raqunarskih algoritama omogu�ava
nam pomera�e ove granice. U Poglav	u 4 nalazi se dokaz da je svaka fami-
lija sastav	ena od 12 elemenata Franklova. To je, koliko je nama poznato,
do sada najda	e dokle se stiglo po pita�u broja elemenata od kojih je
sastav	ena familija zatvorena za uniju. U Poglav	u 5 nalaze se pseudo-
kodovi algoritama korix�enih za dokaziva�e lema izlo�enih u ovom radu.



Poglav	e 2

Opxti rezultati

Kroz ovaj rad F se odnosi na familiju zatvorenu za uniju, a
X =

⋃
A∈F A =

⋃F je skup svih elemenata koji se pojav	uju u F .
Familija F je Franklova ako je za �u zadovo	ena Franklova hipoteza.
Slede�a definicija i teorema preuzete su iz [2] i osnova su raqunarske
analize koja je predstav	ena u ovom radu.

Definicija 2.1. Bilo koju funkciju w : X → {x ∈ R|x ≥ 0}, takvu
da je w(a) > 0 za neko a ∈ X, zovemo funkcija te�ine. Te�ina w(S), za
S ⊆ ∪F je jednaka

∑

x∈S

w(x). Broj 1
2w(X) je ci	ana te�ina i oznaqava se

sa t(w).

Teorema 2.1.Familija F je Franklova ako i samo ako postoji funkci-
ja te�ine w : X → R, definisana na skupu X =

⋃F , takva da je

∑

S∈F
w(S) ≥ t(w)|F|

Dokaz. Neka je na(F) broj pojav	iva�a elementna a u skupovima iz F .
Pretpostavimo da je F Franklova familija. Tada postoji element a ∈ X
za koji je na(F) ≥ 1

2 |F|. Biramo funkciju te�ine w takvu da je w(a) = 1 i
w(x) = 0 za x 6= a. Tada je t(w) = 1

2 i

∑

S∈F
w(S) = na(F) ≥ 1

2
|F| = t(w)|F|

Pretpostavimo da F nije Franklova, tj. za svako a ∈ X je na(F) < 1
2 |F|.

Uzmimo proizvo	nu funkciju te�ine w. Tada
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8 POGLAV�E 2. OPXTI REZULTATI

∑

S∈F
w(S) =

∑

S∈F

∑

a∈S

w(a) =
∑

a∈X

w(a)
∑

S∈F ,a∈S

1 =

∑

a∈X

w(a)na(F) <
∑

a∈X

w(a)
|F|
2

= t(w)|F|.

Leme 2.1 i 2.2 se mogu na�i u raznim radovima, npr. u [1].

Lema 2.1. Ako familija F sadr�i jednoelementni skup, tada je F
Franklova.
Dokaz. Neka {a} ∈ F . Razmatramo skupove iz F koji ne sadr�e a. Za bilo
koji takav skup K, skup K

⋃ {a} mora tako�e biti qlan familije F . Na
taj naqin imamo injekciju od skupova u F koji ne sadr�e a u skupove u F
koji sadr�e a, pa a mora biti qlan barem polovine skupova iz F .

Definicija 2.2. Neka su S,K ⊆ X i S ∩ K = ∅. Interval oblika
C = [K, K ∪ S] = {K ∪ L|L ⊆ S} zovemo S-hiperkocka (S-hypercube).

Za neki skup ka�emo da je na nivou k S-hiperkocke ako je k kardinal-
nost �egovog preseka sa S. Skup na nivou 0 hiperkocke (skup K) zovemo
do�i skup hiperkocke, dok skup K ∪ S zovemo gor�i skup hiperkocke.
Nivo k hiperkocke C je familija koja se sastoji od skupova koji pripadaju
C i kardinalnost �ihovog preseka sa skupom S je k, odnosno
Ck = {L|L ∈ C, |L ∩ S| = k}

Neka je F familija skupova zatvorenih za uniju, w funkcija te�ine
i L ⊆ ∪F . Razliku izme�u te�ine nekog skupa i ci	ane te�ine nazivamo
uqex�e skupa i obele�avamo sa u(L) = w(L)− t(w).
Uqex�e hiperkocke C definixemo sa
u(C) =

∑

L∈C∩F
u(L).

Analogno definixemo i u(Ck).
Uqex�e familije mo�emo predstaviti na slede�i naqin:

u(F) =
∑

S∈F
u(S) =

∑

S∈F
(w(S)− t(w)) =

∑

S∈F
w(S)− t(w)|F|

Oqigledna posledica ove jednaqine i Teoreme 2.1 je da ako za familiju
F postoji funkcija te�ine w takva da je u(F) ≥ 0 tada je F Franklova.
Posebno, ako je za svaku S-hiperkocku C, u(C) ≥ 0, tada je F Franklova.

Lema 2.2. Ako familija F sadr�i dvoelementni skup, tada je F Fran-
klova.
Dokaz. Neka {a, b} ∈ F . Dodelimo funkciju te�ine w qlanovima X = ∪F
tako da je w(a) = w(b) = 1 i w(x) = 0 za sve ostale x ∈ X. Dobijamo da je
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t(w) = 1.
Uzimamo proizvo	nu hiperkocku C = [K, K ∪ {a, b}], gde je K ⊆ X\{a, b}.
Imamo da je: u(K) = −1, u(K ∪ {a}) = u(K ∪ {b}) = 0 i u(K ∪ {a, b}) = 1.
Ako K ∈ F tada i K∪{a, b} ∈ F . Sledi da je u(C0)+u(C2) ≥ 0 i u(C1) = 0, pa
je u(C) ≥ 0. Poxto nejednakost va�i za svaku hiperkocku C bi�e u(F) ≥ 0,
pa je je F Franklova.

Zbog naqina izbora skupa S, za sve S-hiperkocke koje razmatramo bi�e
S ∈ F . Posledica toga je da za hiperkocku koja ima neprazan presek sa F
gor�i skup te hiperkocke je u F .
Slede�a formulacija nalazi se u radu [5], a prihva�ena je i kod [3].

Neka je B familija skupova zatvorena za uniju, za koju je | ∪ B| = n.
Za familiju B koja ima osobinu, da za bilo koju familiju zatvorenu za
uniju A ⊇ B, neki od n elemenata iz B se nalazi u barem polovini skupova
familije A ka�emo da je FC(n)-familija. Ka�emo da je familija FC ako
je FC(n) za neko n.
Dakle, jednoelementni skup je FC(1)-familija, dok je dvoelementni skup
FC(2)-familija.

Slede�a teorema je formulisana u radu Morisa [3], dok se pojedini de-
lovi dokaza nalaze u [2],[4] i [5].

Lema 2.3. Neka F sadr�i tri razliqita troelementna skupa koji su
svi podskupovi istog petoelementnog skupa. Tada je F Franklova famili-
ja.
Dokaz. Raxqla�ujemo dokaz na sluqajeve koji nisu analogni. Mo�emo podeli-
ti familije na klase koje sadr�e tri troelementna skupa od pet elemenata,
takve da se permutacijom elemenata familija razliqitih klasa ne mo�e
dobiti ista familija. Za nala�e�e takvih sluqajeva prime�ujemo algori-
tam familije qiji se pseudo-kod nalazi u poglav	u Programska realizacija.
Algoritam pronalazi i xtampa predstavnike svake od klasa.
Dobijamo qetiri neanalogne familije skupova:
1) F sadr�i skupove {a, b, c}, {a, b, d} i {a, c, d}.
2) F sadr�i skupove {a, b, c}, {a, b, d} i {a, b, e}.
3) F sadr�i skupove {a, b, c}, {a, b, d} i {a, c, e}.
4) F sadr�i skupove {a, b, c}, {a, b, d} i {c, d, e}.
Na prvom delu dokaza prikazujemo princip rada algoritma koji koristimo
za dokaziva�e, dok ostale delove dokaza proveravamo uz pomo� raqunara
primenom algoritma qiji je opis dat u Poglav	u 5.
Dokaz 1) Biramo funkciju te�ine w, tako da w(a) = w(b) = w(c) = w(d) =
1 i w(x) = 0 za x ∈ X − {a, b, c, d, e}, pa je t(w) = 2.
Razmatramo proizvo	nu {a, b, c, d}-hiperkocku C = [K,K

⋃{a, b, c, d}]. Imamo
da je u(K) = −2, u(K

⋃{a, b, c, d}) = 2. Uqex�e skupova sa nivoa 1 hiperkocke
je -1, sa nivoa 2 je 0, a sa nivoa 3 je 1. Ukoliko je bilo koji skup iz C u F ,
onda je i gor�i skup tako�e u F .
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Ako K ∈ F , onda tri skupa sa nivoa 3 pripadaju F i tada je u(C) = 3. Da
bi smo postigli da uqex�e hiperkocke C bude negativno sva qetiri skupa
sa nivoa 1 moraju biti u F . Ali, tada su i sva qetiri skupa sa nivoa 3 u
F i opet imamo da je u(C) ≥ 0.
Ako K /∈ F , onda su jedini skupovi koji imaju negativno uqex�e na nivou
1, i da bi bilo u(C) < 0 mora ih biti barem tri u F . Tada su u F barem
tri skupa sa nivoa 3, kao i gor�i skup hiperkocke, pa je opet u(C) ≥ 0.
2) biramo te�ine w(a) = w(b) = 3, w(c) = w(d) = w(e) = 2 i w(x) = 0 za
x ∈ X − {a, b, c, d, e}.
3) biramo te�ine w(a) = 6, w(b) = w(c) = 5, w(d) = w(e) = 3 i w(x) = 0 za
x ∈ X − {a, b, c, d, e}.
4) biramo te�ine w(a) = w(b) = w(c) = w(d) = 2, w(e) = 1 i w(x) = 0 za
x ∈ X − {a, b, c, d, e}.
Prime�ujemo Algoritam 1 na sluqajeve 2), 3) i 4) i raqunar potvr�uje da
je u(F) ≥ 0, odnosno familija F je Franklova.
Slede�a lema preuzeta je iz [3].

Lema 2.4. Neka F sadr�i qetiri razliqita troelementna skupa koji
su svi podskupovi istog xestoelementnog skupa. Tada je F Franklova.
Dokaz. Prime�ujemo algoritam za odre�iva�e neanalognih kombinacija
od qetiri troelementna skupa. Pri tom odbacujemo familije koje sadr�e
FC(5)-familije. Dobijamo dve suxtinski razliqite familije:
1) {a, b, c}, {a, b, d}, {c, e, f} i {d, e, f}.
2) {a, b, c}, {a, d, e}, {b, d, f} i {c, e, f}.
U obe varijante dode	ujemo te�ine w(x) = 1 za x ∈ {a, b, c, d, e, f} i w(x) = 0
inaqe. Raqunarski program prime�uje Algoritam 1 i za sve familije koje
sadr�e neku od ove dve kombinacije troelementnih skupova va�i u(F) ≥ 0,
odnosno familija je Franklova.

Slede�a lema predstav	a uma�en uslov da neka familija bude Fran-
klova, u odnosu na Teoremu 3 u radu [3]. Tamo je dokazano, kao posledica
Leme 2.4, da je dovo	no da familija sadr�i xest troelementnih skupo-
va koji su podskupovi istog sedmoelementog skupa da bi bila Franklova.
Raqunarska analiza nam omogu�uje da doka�emo da su dovo	na qetiri tak-
va skupa.

Lema 2.5. Neka F sadr�i qetiri razliqita troelementna skupa koji
su svi podskupovi istog sedmoelementnog skupa. Tada je F Franklova.
Dokaz. Pomo�u raqunarskog programa pravimo sve kombinacije od qetiri
troelementna skupa qija je unija sedmoelementni skup. Pritom, odbacujemo
poznate FC-familije, kao i familije koje se mogu dobiti permutacijom ve�
prona�enih sluqajeva. Postoji ukupno osam razliqitih mogu�nosti i one
su tabelarno prikazane zajedno sa te�inama koje dode	ujemo elementima
familije. Primenom Algoritma 1, za svaki od ovih sluqajeva dobijamo da
je uqex�e familije uvek ve�e ili jednako 0, pa je familija F Franklova.
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Skupovi w(a) w(b) w(c) w(d) w(e) w(f) w(g) t(w)
{a, b, c}{a, b, d}{a, e, f}{a, e, g} 2.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 4.0
{a, b, c}{a, b, d}{a, e, f}{b, e, g} 2.0 2.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 4.5
{a, b, c}{a, b, d}{a, e, f}{c, e, g} 3.0 2.0 3.0 1.0 3.0 2.0 2.0 8.0
{a, b, c}{a, b, d}{a, e, f}{e, f, g} 6.0 4.0 3.0 3.0 4.0 4.0 2.0 13.0
{a, b, c}{a, b, d}{c, e, f}{d, e, g} 3.0 3.0 3.0 3.0 2.0 1.0 1.0 8.0
{a, b, c}{a, b, d}{c, e, f}{e, f, g} 3.0 3.0 4.0 2.0 3.0 3.0 2.0 10.0
{a, b, c}{a, d, e}{a, f, g}{b, d, f} 2.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 4.0
{a, b, c}{a, d, e}{b, d, f}{c, e, g} 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 1.0 1.0 6.0

U slede�oj tabeli dat je pregled dovo	nih uslova da familija F bude
Franklova.

Lema Skupovi koji pripadaju F FC-familije
2.1. |A| = 1 FC(1)
2.2. |A| = 2 FC(2)

2.3. |Ai| = 3, i = {1, 2, 3}, |
3⋃

i=1

Ai| ≤ 5 FC(5)

2.4. |Ai| = 3, i = {1, 2, 3, 4}, |
4⋃

i=1

Ai| = 6 FC(6)

2.5. |Ai| = 3, i = {1, 2, 3, 4}, |
4⋃

i=1

Ai| = 7 FC(7)
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Poglav	e 3

Rezultati za |X| = 11

Teorema i leme koje koje se nalaze u ovom poglav	u, uglavnom su preuzete
iz [2] gde se nalazi i �ihov obiman dokaz. Pri dokaziva�u lema �emo ko-
ristiti algoritme koji su opisani u poglav	u Programska realizacija.
Dokazi prate veoma sliqan xablon: neka odre�eni skupovi Ai, i = {1, 2, ..., n}
pripadaju F . Dodelimo te�ine svim elementima familije. Specijalno, el-
ementima iz ∪F\∪Ai dode	ujemo te�ine 1 (za razliku od dokaza u prethod-
nom poglav	u, gde su �ihove te�ine 0). U okviru proizvo	ne hiperkocke
ispitujemo familije zatvorene za uniju i odre�ujemo minimalnu vrednost
uqex�a. Pri tom iz razmatra�a odbacujemo familije koje sadr�e pod-
familije za koje smo ve� dokazali da je familija koja ih sadr�i Fran-
klova. Ispitujemo da li se od ovako odre�enih hiperkocki mo�e dobiti
familija sa negativnim uqex�em, i ako to nije mogu�e zak	uqujemo da je
familija koja sadr�i date skupove Franklova.
Dakle, hiperkocke koje ispitujemo u lemi ne sadr�e FC-familije, kao ni
familije za koje smo dokazali, u lemama koje joj prethode, da je familija
koja ih sadr�i Franklova.

Lema 3.1. Ako je |X| = 11 i F sadr�i dva troelementna skupa sa
dvoelementnim presekom, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c} i {a, b, d} ta dva skupa u F . Razmatramo funkci-
ju te�ine w, tako da je w(a) = w(b) = 8, w(c) = w(d) = 6 i w(x) = 1
za x ∈ X − {a, b, c, d}. Imamo da je t(w) = 17.5. Te�ine elemenata koje se
ovde koriste prime�ene su i u dokazima u [2], a uzete su tako da skupovi
koji u startu pripadaju F imaju pozitivno uqex�e. Neka je C {a, b, c, d}-
hiperkocka sa do�im skupom K. Skup K saqi�avaju neki od preostalih
elemenata i za taj skup nam je bitan samo broj elemenata (mo�e ih biti od
0 do 7 u ovom sluqaju). Korix�e�em Algoritma 2, dobijamo slede�e mini-
malne vrednosti uqex�a hiperkocki. Za svaki od sluqajeva ispisana je i
jedna od hiperkocki koje imaju to minimalno uqex�e:

13
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 2.0 {}{a, b, c}{a, b, d}{a, b, c, d}

/∈ F 10.5 {a, b, c, d}
1 /∈ F 7.0 {c, d}{a, b, c, d}
2 /∈ F 3.0 {c}{a, b, c}{d}{a, b, d}{c, d}{a, b, c, d}
3 ∈ F −8.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}

{a, d}{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}{a, b, c, d}
/∈ F 6.5 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}{a, d}

{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}{a, b, c, d}
4 ∈ F 1.5 {}{c}{a, b, c}{d}{a, b, d}{c, d}{a, b, c, d}

/∈ F 13.0 {c, d}{a, b, c, d}
5 ∈ F 8.5 {}{c}{a, b, c}{d}{a, b, d}{c, d}{a, b, c, d}

/∈ F 15.0 {c, d}{a, b, c, d}
6 ∈ F 15.5 {}{c}{a, b, c}{d}{a, b, d}{c, d}{a, b, c, d}

/∈ F 16.5 {a, b, c, d}
7 ∈ F 22.5 {}{c}{a, b, c}{d}{a, b, d}{c, d}{a, b, c, d}

/∈ F 17.5 {a, b, c, d}
Skupovi {a, b, c} i {a, b, d}, kao i skup X =

⋃F pripadaju familiji F ,
pa ona ima neprazan presek sa hiperkockama za koje je |K| = 0 i |K| = 7
(u da	em tekstu: sa prvom i posled�om hiperkockom). One zajedno imaju
uqex�e barem 2 + 17.5 = 19.5. Samo hiperkocke za koje je |K| = 3 i K ∈ F
mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih skupova takvih
hiperkocki: G = {K|K ∈ F , K ⊆ X − {a, b, c, d}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ 2−2∗8+17.5 = 3.5, pa je familija F Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ 2− 3 ∗ 8 + 15.5 + 17.5 = 11.

3. | ∪ G| = 7, tada je u(F) ≥ 2− 3 ∗ 8 + 22.5 = 0.5.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Lema 2.4 i 2.5).

Lema 3.2. Ako je |X| = 11 i F sadr�i tri qetvoroelementna podskupa
petoelementnog skupa, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c, d}, {a, b, c, e} i {a, b, d, e} ta tri skupa u F . Razma-
tramo funkciju te�ine w, sa w(a) = w(b) = w(c) = w(d) = w(e) = 4, i
w(x) = 1 za x ∈ X − {a, b, c, d, e}. Tada je t(w) = 13. Neka je C {a, b, c, d, e}-
hiperkocka sa do�im skupom K. Primenom Algoritma 2 dobijamo slede�e
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rezultate:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 1.0 {}{a, c, d}{a, b, c, d}{a, b, e}

{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}
/∈ F 6.0 {c, d, e}{a, b, c, d, e}

1 /∈ F 8.0 {a, b, c, d, e}
2 /∈ F 3.0 {a}{a, b}{a, c}{b, c}{a, b, c}{a, d}{b, d}{a, b, d}

{c, d}{a, c, d}{b, c, d}{a, b, c, d}
{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}

3 ∈ F −10.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}{a, d}
{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}

{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}
/∈ F 0.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}{a, d}{b, d}

{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}{a, b, c, d}
{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}

4 ∈ F 8.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{a, b, c, d}
{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 11.0 {a, b, c, d, e}
5 ∈ F 20.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c, d}

{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}
/∈ F 12.0 {a, b, c, d, e}

6 ∈ F 28.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c, d}
{a, b, c, e}{a, b, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 13.0 {a, b, c, d, e}
Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i one
zajedno imaju uqex�e barem 1+13 = 14. Samo hiperkocke za koje je |K| = 3
i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih skupova
takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 2, tada je u(C) ≥ 1− 10 + 13 = 4, pa je familija F Franklova.

• |G| = 2 i neka je

1. | ∪ G| = 4, tada je familija F Franklova (posledica Leme 3.1)

2. | ∪ G| = 5, tada je u(F) ≥ 1− 2 ∗ 10 + 20 + 13 = 14.

3. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ 1− 2 ∗ 10 + 28 = 9.

• |G| = 3 i neka je
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1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. |∪G| = 6, tada u G postoje dva skupa qija je unija qetvoroelement-
ni ili petoelementni skup i tada je u(F) ≥ 1−3∗10+8+28 = 7,
odnosno u(F) ≥ 1− 3 ∗ 10 + 20 + 28 = 19.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 3.3. Ako je |X| = 11 i F sadr�i tri qetvoroelementna skupa
koji svi sadr�e ista tri elementa, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c, d}, {a, b, c, e} i {a, b, c, f} ta tri skupa u F . Razma-
tramo funkciju te�ine w, sa w(x) = 3 za x ∈ {a, b, c, d, e, f}, i w(x) = 1 za
sve ostale x ∈ X. Tada je t(w) = 11.5. Neka je C {a, b, c, d, e, f}-hiperkocka
sa do�im skupom K. Dobijamo slede�e rezultate:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −0.5 {}{b, c, d}{a, b, c, d}{a, c, e}{a, b, c, e}

{a, b, c, d, e}{a, b, f}{a, b, c, f}
{a, b, c, d, f}{a, b, c, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 4.0 {d, e, f}{a, b, c, d, e, f}
1 /∈ F 6.0 {d, e, f}{a, b, c, d, e, f}
2 /∈ F 3.5 {d}{a, d}{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}

{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}{a, b, c, d, f}{a, b, c, d, e, f}
3 ∈ F −6.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}

{a, d}{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}
{a, b, c, d}{e}{a, e}{b, e}{a, b, e}{c, e}

{a, c, e}{b, c, e}{a, b, c, e}{d, e}{a, d, e}{b, d, e}
{a, b, d, e}{c, d, e}{a, c, d, e}{b, c, d, e}{a, b, c, d, e}
{a, b, c, f}{a, b, c, d, f}{a, b, c, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 2.5 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}
{a, d}{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}
{a, b, c, d}{e}{a, e}{b, e}{a, b, e}{c, e}

{a, c, e}{b, c, e}{a, b, c, e}{d, e}{a, d, e}{b, d, e}
{a, b, d, e}{c, d, e}{a, c, d, e}{b, c, d, e}{a, b, c, d, e}
{a, b, c, f}{a, b, c, d, f}{a, b, c, e, f}{a, b, c, d, e, f}

4 ∈ F 18.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}
{a, d}{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}
{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}{a, b, c, f}
{a, b, c, d, f}{a, b, c, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 10.5 {a, b, c, d, e, f}
5 ∈ F 37.5 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}

{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}{a, b, c, f}
{a, b, c, d, f}{a, b, c, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 11.5 {a, b, c, d, e, f}
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Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i one
zajedno imaju uqex�e barem −0.5 + 11.5 = 11. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F , K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 2, tada je u(C) ≥ −0.5−6+11.5 = 5, pa je familija F Franklova.

• |G| = 2 i neka je

1. | ∪ G| = 4, tada je familija F Franklova (posledica Leme 3.1).

2. | ∪ G| = 5, tada je u(F) ≥ −0.5− 2 ∗ 6 + 37.5 = 25.

• |G| > 2, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

Lema 3.4. Ako je |X| = 11 i F sadr�i dva qetvoroelementna podskupa
petoelementnog skupa, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c, d} i {a, b, c, e} ta dva skupa u F . Razmatramo funkci-
ju te�ine w, sa w(x) = 4 za x ∈ {a, b, c, d, e}, i w(x) = 1 za sve ostale x ∈ X.
Tada je t(w) = 13. Neka je C {a, b, c, d, e}-hiperkocka sa do�im skupom K.
Primenom Algoritma 2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −2.0 {}{a, c, d}{a, b, c, d}{a, b, e}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 6.0 {a, d, e}{a, b, c, d, e}
1 /∈ F 4.0 {d, e}{a, b, c, d, e}
2 /∈ F 2.0 {d}{a, d}{b, d}{a, b, d}{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}
3 ∈ F −4.0 {}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}

{a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}
/∈ F 6.0 {b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}

{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}
4 ∈ F 1.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}

{a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}
/∈ F 10.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}

{a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}
5 ∈ F 12.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 12.0 {a, b, c, d, e}
6 ∈ F 19.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 13.0 {a, b, c, d, e}
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Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem −2 + 13 = 11. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ −2−2∗4+13 = 3, pa je familija F Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ −2− 3 ∗ 4 + 19 = 5.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 3.5. Ako je |X| = 11 i F sadr�i dva troelementna skupa koji
imaju jedan zajedniqki element, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c} i {a, d, e} ta dva skupa u F . Razmatramo funkciju
te�ine w, sa w(a) = 8, w(x) = 4 za x ∈ {b, c, d, e}, i w(x) = 1 za sve ostale
x ∈ X. Tada je t(w) = 15. Neka je C {a, b, c, d, e}-hiperkocka sa do�im skupom
K. Primenom Algoritma 2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −4.0 {}{a, b, c}{a, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 9.0 {a, b, c, d, e}
1 /∈ F 10.0 {a, b, c, d, e}
2 /∈ F 5.0 {a}{b, c}{a, b, c}{d, e}{a, d, e}{b, c, d, e}{a, b, c, d, e}
3 ∈ F 0.0 {}{a}{b, c}{a, b, c}{a, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 12.0 {a, b, c, d, e}
4 ∈ F 6.0 {}{a}{b, c}{a, b, c}{a, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 13.0 {a, b, c, d, e}
5 ∈ F 12.0 {}{a}{b, c}{a, b, c}{a, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 14.0 {a, b, c, d, e}
6 ∈ F 18.0 {}{a}{b, c}{a, b, c}{a, d, e}{a, b, c, d, e}

/∈ F 15.0 {a, b, c, d, e}
Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i one
zajedno imaju uqex�e ve�e ili jednako 0. Poxto ostale hiperkocke imaju
nenegativno uqex�e bi�e u(F) ≥ 0, pa je familija F Franklova.
U sluqajevima kao xto je ovaj, ubudu�e ne�emo eksplicitno naglaxavati
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da je taqnost leme direktna posledica rezultata prikazanih u tabeli.

Lema 3.6. Ako je |X| = 11 i F sadr�i dva disjunktna troelementna
skupa, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c} i {d, e, f} ta dva skupa u F . Razmatramo funkciju
te�ine w, sa w(x) = 2.5 za x ∈ {a, b, c, d, e, f}, i w(x) = 1 za sve ostale
x ∈ X. Tada je t(w) = 10. Neka je C {a, b, c, d, e, f}-hiperkocka sa do�im
skupom K. Primenom Algoritma 2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −10.0 {}{a, b, c}{d, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 0.0 {a, b, c}{d, e, f}{a, b, c, d, e, f}
1 /∈ F 3.0 {a, b, c}{d, e, f}{a, b, c, d, e, f}
2 /∈ F 6.0 {a, b, c}{d, e, f}{a, b, c, d, e, f}
3 ∈ F 0.5 {}{a}{a, b, c}{d, e, f}{a, d, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 7.0 {a}{a, b, c}{a, d, e, f}{a, b, c, d, e, f}
4 ∈ F 6.0 {}{a, b, c}{d, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 9.0 {a, b, c, d, e, f}
5 ∈ F 10.0 {}{a, b, c}{d, e, f}{a, b, c, d, e, f}

/∈ F 10.0 {a, b, c, d, e, f}
Lema 3.7. Ako je |X| = 11 i F sadr�i qetvoroelementni skup i �egov

troelementni podskup, tada je F Franklova.
Dokaz. Neka su {a, b, c} i {a, b, c, d} ta dva skupa u F . Razmatramo funkciju
te�ine w, sa w(a) = w(b) = w(c) = 3, w(d) = 2, i w(x) = 1 za sve ostale
x ∈ X. Tada je t(w) = 9. Neka je C {a, b, c, d}-hiperkocka sa do�im skupom
K. Primenom Algoritma 2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −7.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d}

/∈ F 2.0 {a, b, c, d}
1 /∈ F 3.0 {a, b, c, d}
2 /∈ F 2.0 {a, d}{a, b, c, d}
3 /∈ F 0.0 {d}{a, d}{a, b, c, d}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{a, b, c}{d}{a, d}{a, b, c, d}

/∈ F 3.0 {d}{a, b, c, d}
5 ∈ F 6.0 {}{a, b, c}{d}{a, b, c, d}

/∈ F 5.0 {d}{a, b, c, d}
6 ∈ F 10.0 {}{a, b, c}{d}{a, b, c, d}

/∈ F 7.0 {d}{a, b, c, d}
7 ∈ F 14.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d}

/∈ F 9.0 {a, b, c, d}
Lema 3.8. Ako je |X| = 11 i F sadr�i petoelementni skup i �egov

troelementni podskup, tada je F Franklova.
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Dokaz. Neka su {a, b, c} i {a, b, c, d, e} ta dva skupa u F . Razmatramo funkci-
ju te�ine w, sa w(a) = w(b) = w(c) = 3, w(d) = w(e) = 1.5, i w(x) = 1 za sve
ostale x ∈ X. Tada je t(w) = 9. Neka je C {a, b, c, d, e}-hiperkocka sa do�im
skupom K. Primenom Algoritma 2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −6.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d, e}

/∈ F 3.0 {a, b, c, d, e}
1 /∈ F 2.0 {a, d, e}{a, b, c, d, e}
2 /∈ F 0.0 {d, e}{a, d, e}{a, b, c, d, e}
3 /∈ F 1.5 {d}{a, d}{a, b, c, d}{d, e}{a, d, e}{a, b, c, d, e}
4 ∈ F 3.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c}{a, b, c, d, e}

/∈ F 5.0 {d, e}{a, b, c, d, e}
5 ∈ F 8.0 {}{a}{a, b, c}{a, b, c, d, e}

/∈ F 7.0 {d, e}{a, b, c, d, e}
6 ∈ F 12.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d, e}

/∈ F 9.0 {a, b, c, d, e}
Lema 3.9. Ako je |X| = 11 i F sadr�i petoelementni skup i �egov

qetvoroelementni podskup, tada je F Franklova.
Dokaz.Neka su {a, b, c, d} i {a, b, c, d, e} ta dva skupa u F . Razmatramo funkci-
ju te�ine w, sa w(a) = w(b) = w(c) = w(d) = w(e) = 2, i w(x) = 1 za sve
ostale x ∈ X. Tada je t(w) = 8. Neka je C {a, b, c, d, e}-hiperkocka sa do�im
skupom K. Primenom Algoritma 2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −6.0 {}{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}

/∈ F 2.0 {a, b, c, d, e}
1 /∈ F 0.0 {a, e}{a, b, c, d, e}
2 /∈ F 0.0 {e}{a, b, c, d, e}
3 ∈ F 3.0 {}{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}

/∈ F 1.0 {e}{a, e}{a, b, c, d, e}
4 ∈ F 2.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}

/∈ F 4.0 {e}{a, b, c, d, e}
5 ∈ F 8.0 {}{a}{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}

/∈ F 6.0 {e}{a, b, c, d, e}
6 ∈ F 12.0 {}{a, b, c, d}{a, b, c, d, e}

/∈ F 8.0 {a, b, c, d, e}
Lema 3.10. Ako je |X| = 11 i F sadr�i troelementni skup, tada je F

Franklova.
Dokaz. Neka je {a, b, c} ∈ F . Razmatramo funkciju te�ine w, sa w(a) =
w(b) = w(c) = 4 i w(x) = 1 za sve ostale x ∈ X. Tada je t(w) = 10. Neka je C
{a, b, c}-hiperkocka sa do�im skupom K. Primenom Algoritma 2 dobijamo:
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −8.0 {}{a, b, c}

/∈ F 2.0 {a, b, c}
1 /∈ F 3.0 {a, b, c}
2 /∈ F 4.0 {a, b, c}
3 /∈ F 2.0 {a}{a, b, c}
4 ∈ F 0.0 {}{a, b, c}

/∈ F 4.0 {a}{a, b, c}
5 ∈ F 1.0 {}{a}{a, b, c}

/∈ F 6.0 {a}{a, b, c}
6 ∈ F 4.0 {}{a, b, c}

/∈ F 8.0 {a, b, c}
7 ∈ F 6.0 {}{a, b, c}

/∈ F 9.0 {a, b, c}
8 ∈ F 8.0 {}{a, b, c}

/∈ F 10.0 {a, b, c}
Lema 3.11. Ako je |X| = 11 i F sadr�i qetvoroelementni skup, tada

je F Franklova.
Dokaz. Neka je {a, b, c, d} ∈ F . Razmatramo funkciju te�ine w, sa w(a) =
w(b) = w(c) = w(d) = 2.5 i w(x) = 1 za sve ostale x ∈ X. Tada je t(w) = 8.5.
Neka je C {a, b, c, d}-hiperkocka sa do�im skupom K. Primenom Algoritma
2 dobijamo:

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −7.0 {}{a, b, c, d}

/∈ F 1.5 {a, b, c, d}
1 /∈ F 2.5 {a, b, c, d}
2 /∈ F 0.5 {b, c}{a, d}{a, b, c, d}
3 /∈ F 1.5 {a}{a, b, c, d}
4 ∈ F 1.0 {}{a, b, c, d}

/∈ F 2.0 {a}{b}{a, b}{a, b, c, d}
5 ∈ F 2.0 {}{a}{a, b, c, d}

/∈ F 5.5 {a}{a, b, c, d}
6 ∈ F 5.0 {}{a, b, c, d}

/∈ F 7.5 {a, b, c, d}
7 ∈ F 7.0 {}{a, b, c, d}

/∈ F 8.5 {a, b, c, d}
Lema 3.12. Ako je |X| = 11 i F sadr�i petoelementni skup, tada je F

Franklova.
Dokaz. Neka je {a, b, c, d, e} ∈ F . Razmatramo funkciju te�ine w, sa w(a) =
w(b) = w(c) = w(d) = w(e) = 2 i w(x) = 1 za sve ostale x ∈ X. Tada je
t(w) = 8. Neka je C {a, b, c, d, e}-hiperkocka sa do�im skupom K. Primenom
Algoritma 2 dobijamo:
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −6.0 {}{a, b, c, d, e}

/∈ F 2.0 {a, b, c, d, e}
1 /∈ F 3.0 {a, b, c, d, e}
2 /∈ F 4.0 {a, b, c, d, e}
3 /∈ F 3.0 {a, b}{a, c}{b, c}{a, b, c}{a, b, c, d, e}
4 /∈ F 2.0 {a}{b}{a, b}{a, b, c, d, e}
5 ∈ F 3.0 {}{a}{a, b, c, d, e}

/∈ F 6.0 {a}{a, b, c, d, e}
6 ∈ F 6.0 {}{a, b, c, d, e}

/∈ F 8.0 {a, b, c, d, e}
Teorema 3.1. Ako je |X| = 11 tada je familija F Franklova.

Dokaz. Dokazano je za |X| = 11 da je familija koja sadr�i neprazan skup sa
ma�e od xest elemenata Franklova. Neka familija F sadr�i samo skupove
(pored praznog skupa) koji imaju barem xest elemenata. Biramo funkciju
te�ine w(x) = 1 za svako x ∈ X i tada imamo t(w) = 5.5. Imamo da je
u(∅) + u(X) = 0 dok je uqex�e bilo kog tre�eg skupa ve�e od 0. To znaqi da
je i u(F) ≥ 0, odnosno familija F za koju je |⋃F| = 11 je Franklova.

U slede�oj tabeli dat je pregled dokazanih lema.

Lema Skupovi koji pripadaju F
3.1. |A| = 3, |B| = 3, |A ⋂

B| = 2
3.2. |A| = 4, |B| = 4, |C| = 4, |A ⋃

B
⋃

C| = 5
3.3. |A| = 4, |B| = 4, |C| = 4, |A ⋂

B
⋂

C| = 3
3.4. |A| = 4, |B| = 4, |A ⋂

B| = 3
3.5. |A| = 3, |B| = 3, |A ⋂

B| = 1
3.6. |A| = 3, |B| = 3, |A ⋂

B| = 0
3.7. |A| = 3, |B| = 4, A ⊂ B
3.8. |A| = 3, |B| = 5, A ⊂ B
3.9. |A| = 4, |B| = 5, A ⊂ B
3.10. |A| = 3
3.11. |A| = 4
3.12. |A| = 5



Poglav	e 4

Rezultati za |X| = 12

U ovom poglav	u nalaze se leme potrebne za dokaz da je familija zatvore-
na za uniju, qiji se skupovi sastoje od maksimalno 12 elemenata, Fran-
klova. Uz svaku od lema date su vrednosti funkcije te�ine, a tabelarno
je prikazano minimalno uqex�e hiperkocki, kao i skupovi sa negativn-
im uqex�em, koji pripadaju familiji. Radi preglednosti, nisu ispisani
ostali skupovi koji pripadaju familiji, a koji se dobijaju zatvara�em
familije za uniju. Na kraju poglav	a nalazi se teorema za |X| = 12, kao i
tabelarni prikaz lema.

Lema 4.1. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, d}, {a, b, c, e}, tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 12.0 12.0 9.0 9.0 6.0 1.0 27.5

23
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 30.0 {}

/∈ F 17.0 {c, d, e}
1 /∈ F 19.0 {c, d, e}
2 /∈ F 7.5 {d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}{c, d, e}
3 ∈ F −18.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}

{a, d}{b, d}{c, d}
/∈ F 6.5 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}{a, d}

{b, d}{c, d}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{b}{c}{a, c}{b, c}{d}{a, d}

{b, d}{c, d}
/∈ F 21.5 {e}{c, e}{d, e}

5 ∈ F 15.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}
/∈ F 25.5

6 ∈ F 29.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}
/∈ F 26.5

7 ∈ F 43.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}
/∈ F 27.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem 17+27.5 = 44.5. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ 17− 2 ∗ 18 + 27.5 = 8.5, pa je familija F Fran-
klova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ 17− 3 ∗ 18 + 29 + 27.5 = 19.5.

3. | ∪ G| = 7, tada je u(F) ≥ 17− 3 ∗ 18 + 43 = 6.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Lema 2.4 i 2.5).

Lema 4.2. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 5.0 5.0 5.0 12.0 12.0 12.0 1.0 28.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 15.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, f}

/∈ F 22.5
1 /∈ F 23.5
2 /∈ F 22.5 {a}{b, c}{a, b, c}{a, d}{a, e}{b, c, e}{a, f}
3 ∈ F −20.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c}{d}{a, d}{b, d}

{a, b, d}{e}{a, e}{b, e}{a, b, e}{d, e}{f}
{a, f}{b, f}{a, b, f}{d, f}{e, f}

/∈ F 5.5 {a}{b}{a, b}{a, b, c}{d}{a, d}{b, d}
{a, b, d}{e}{a, e}{b, e}{a, b, e}{d, e}{f}

{a, f}{b, f}{a, b, f}{d, f}{e, f}
4 ∈ F 4.0 {}{a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}

{f}{a, f}{d, f}{e, f}
/∈ F 26.5

5 ∈ F 28.0 {}{a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{f}
{a, f}

/∈ F 27.5
6 ∈ F 48.0 {}{a, b, c}{d}{e}{f}

/∈ F 28.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem 15+28.5 = 43.5. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F , K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ 15− 2 ∗ 20 + 28.5 = 3.5, pa je familija F Fran-
klova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ 15− 3 ∗ 20 + 48 = 3.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.3. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 6.0 6.0 6.0 9.0 9.0 6.0 1.0 24.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 6.0 {}{a, b, c}

/∈ F 18.0
1 /∈ F 19.0
2 /∈ F 12.0 {f}{a, f}{d, f}{a, d, f}{e, f}{a, e, f}
3 ∈ F −15.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c}{d}{a, d}{b, d}

{e}{a, e}{b, e}{d, e}
/∈ F 6.0 {a}{b}{a, b}{a, b, c}{d}{a, d}{b, d}

{e}{a, e}{b, e}{d, e}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}

{f}{a, f}{d, f}{e, f}
/∈ F 20.0 {a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}

{f}{a, f}{d, f}{e, f}
5 ∈ F 15.0 {}{a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}

/∈ F 23.0
6 ∈ F 30.0 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}

/∈ F 24.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e barem 6 + 24 = 30. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ 6−2∗15+24 = 0, pa je familija F Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. |∪G| = 6, tada unija neka dva od ta tri skupa mora biti petoele-
mentni skup: a)Neka dva skupa imaju dvoelementni presek; tre�i
skup sadr�i preostala dva elementa od xest elemenata i mora
imati jednoelementni presek sa barem jednim od ova dva skupa.
b)Neka dva skupa nemaju zajedniqkih elemenata; tre�i skup �e sa
jednim od ova dva skupa imati jednoelementni presek.
Imamo da je u(C) ≥ 6 − 3 ∗ 15 + 15 + 30 = 6, pa je familija F
Franklova.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.4. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, d, e}, tada je F Franklova.
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Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 11.0 7.0 7.0 7.0 7.0 1.0 23.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −3.0 {}

/∈ F 16.0
1 /∈ F 12.0 {b, c}
2 /∈ F 9.0 {b}{a, b}{b, c}
3 ∈ F −6.0 {}{a}{b, c}

/∈ F 1.0 {b}{c}{b, c}{d}{b, d}{c, d}{e}{b, e}
{c, e}{d, e}

4 ∈ F 0.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}
/∈ F 19.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}

5 ∈ F 6.0 {}{a}{b, c}
/∈ F 21.0

6 ∈ F 12.0 {}{a}{b, c}
/∈ F 22.0

7 ∈ F 18.0 {}{a}{b, c}
/∈ F 23.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e barem −3 + 18 = 15. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ −3−2∗6+18 = 3, pa je familija F Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ −3− 3 ∗ 6 + 12 + 18 = 9.

3. |∪G| = 7, tada postoje dva skupa iz G qija je unija petoelementni
ili xestoelementni skup (ako je unija dva skupa qetvoroelement-
ni skup, unija tre�eg skupa sa jednim od ova dva nije qetvoroele-
mentni skup). Dakle, imamo da je u(F) ≥ −3− 3 ∗ 6 + 6 + 18 = 3
ili u(F) ≥ −3− 3 ∗ 6 + 12 + 18 = 9.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Lema 2.3 i 2.4).
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Lema 4.5. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 6.0 6.0 4.0 1.0 17.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 2.0 {}{d, e, f}

/∈ F 10.0 {d, e, f}
1 /∈ F 12.0
2 /∈ F 9.0 {a}{a, b}{a, c}{b, c}{a, b, c}{b, e}{a, b, e}

{c, e}{a, c, e}{b, c, e}{a, f}{b, f}{a, b, f}
{c, f}{a, c, f}{b, c, f}{e, f}{a, e, f}{b, e, f}

{c, e, f}
3 ∈ F −2.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}

{a, e}{b, e}{c, e}{f}{a, f}{b, f}{a, b, f}
{c, f}{a, c, f}{b, c, f}{e, f}

/∈ F 4.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}
{e}{a, e}{b, e}{c, e}{f}{a, f}{b, f}
{a, b, f}{c, f}{a, c, f}{b, c, f}{e, f}

4 ∈ F 5.0 {}{a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}
/∈ F 15.0

5 ∈ F 20.0 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}
/∈ F 16.0

6 ∈ F 29.0 {}{d}{e}
/∈ F 17.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e barem 2 + 17 = 19. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| ≤ 3, tada je u(C) ≥ 2−3∗2+17 = 13, pa je familija F Franklova.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.6. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, c, g}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f g x ∈ X − {a, b, c, d, e, f, g} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0 1.0 16.5



29

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 30.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{a, b, c, f}

{d, e, f}{a, b, c, g}{d, e, g}{d, e, f, g}
/∈ F 11.0 {d, e, f, g}

1 /∈ F 12.5
2 /∈ F 0.5 {a, b, c}{d}{a, d}{a, e}{d, e}{a, d, e}{a, f}

{d, f}{a, d, f}{e, f}{a, e, f}{d, e, f}{a, g}
{d, g}{a, d, g}{e, g}{a, e, g}{d, e, g}{f, g}

{a, f, g}{d, f, g}{e, f, g}
3 ∈ F −9.0 {}{a}{a, b}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}{a, d}

{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}{e}
{a, e}{b, e}{a, b, e}{c, e}{a, c, e}{b, c, e}
{d, e}{a, d, e}{b, d, e}{c, d, e}{f}{a, f}
{b, f}{a, b, f}{c, f}{a, c, f}{b, c, f}{d, f}

{a, d, f}{b, d, f}{c, d, f}{e, f}{a, e, f}{b, e, f}
{c, e, f}{d, e, f}

/∈ F 4.5 {a}{a, b}{a, c}{b, c}{a, b, c}{d}{a, d}
{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}{e}
{a, e}{b, e}{a, b, e}{c, e}{a, c, e}{b, c, e}
{d, e}{a, d, e}{b, d, e}{c, d, e}{f}{a, f}
{b, f}{a, b, f}{c, f}{a, c, f}{b, c, f}{d, f}

{a, d, f}{b, d, f}{c, d, f}{e, f}{a, e, f}{b, e, f}
{c, e, f}{d, e, f}

4 ∈ F 26.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}
{d}{a, d}{b, d}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}
{e}{a, e}{b, e}{a, b, e}{c, e}{a, c, e}{b, c, e}

{d, e}{a, d, e}{b, d, e}{c, d, e}
/∈ F 15.5

5 ∈ F 70.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}
{a, d}{b, d}{c, d}{e}{a, e}{b, e}{c, e}

{d, e}
/∈ F 16.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem 11+16.5 = 27.5. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F , K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f, g}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| ≤ 2, tada je u(C) ≥ 11− 2 ∗ 9 + 16.5 = 9.5, pa je familija F Fran-
klova.

• |G| > 2, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).
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Lema 4.7. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, d, e}, {a, b, d, f}, {a, b, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 5.0 5.0 4.0 4.0 4.0 4.0 1.0 16.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 22.0 {}{c, d, e}{c, d, f}

/∈ F 10.0
1 /∈ F 11.0
2 /∈ F 8.0 {a, b}{c}{a, d}{b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}

{a, e}{b, e}{c, e}{a, c, e}{b, c, e}{d, e}
{a, d, e}{b, d, e}{c, d, e}{a, f}{b, f}{c, f}

{a, c, f}{b, c, f}{d, f}{a, d, f}{b, d, f}{c, d, f}
{e, f}{a, e, f}{b, e, f}{c, e, f}{d, e, f}

3 ∈ F 7.0 {}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}{a, d}{b, d}
{c, d}{e}{a, e}{b, e}{c, e}{d, e}{c, d, e}

/∈ F 4.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}{a, d}
{b, d}{c, d}{e}{a, e}{b, e}{c, e}{d, e}

{c, d, e}
4 ∈ F 26.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}{f}

{c, f}{d, f}{e, f}
/∈ F 14.0

5 ∈ F 53.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}{f}
{c, f}{d, f}{e, f}

/∈ F 15.0
6 ∈ F 80.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}

/∈ F 16.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e ve�e ili jednako 0. Poxto ostale hiperkocke
imaju nenegativno uqex�e bi�e u(F) ≥ 0, pa je familija F Franklova.
U sluqajevima kao xto je ovaj, ubudu�e ne�emo eksplicitno naglaxavati
da je taqnost leme direktna posledica rezultata prikazanih u tabeli.

Lema 4.8. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, c, g}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f g x ∈ X − {a, b, c, d, e, f, g} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 14.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 29.0 {}{d, e, f}{d, e, g}{a, d, f, g}{a, e, f, g}{d, e, f, g}

/∈ F 7.0 {d, e, f, g}
1 /∈ F 9.0 {d, e, f, g}
2 /∈ F 3.5 {d}{a, d}{d, e}{a, d, e}{a, f}{d, f}{a, d, f}

{e, f}{a, e, f}{d, e, f}{a, g}{a, d, g}{e, g}
{a, e, g}{d, e, g}{f, g}{a, f, g}{d, f, g}{e, f, g}

{d, e, f, g}
3 ∈ F 7.5 {}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{a, d, e}{f}

{a, f}{d, f}{a, d, f}{e, f}{a, e, f}{d, e, f}
{a, g}{d, g}{a, d, g}{e, g}{a, e, g}{d, e, g}

{f, g}{a, f, g}{d, f, g}{e, f, g}
/∈ F 3.0 {b}{d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}{b, d, e}

{f}{b, f}{d, f}{b, d, f}{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
{g}{b, g}{d, g}{b, d, g}{e, g}{b, e, g}{d, e, g}

{f, g}{b, f, g}{d, f, g}{e, f, g}
4 ∈ F 38.5 {}{b}{d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}{b, d, e}

{f}{b, f}{d, f}{b, d, f}{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
{g}{b, g}{d, g}{b, d, g}{e, g}{b, e, g}{d, e, g}

{f, g}{b, f, g}{d, f, g}{e, f, g}
/∈ F 13.5

5 ∈ F 77.5 {}{d}{e}{d, e}{f}{d, f}{e, f}{d, e, f}
{g}{d, g}{e, g}{d, e, g}{f, g}{d, f, g}{e, f, g}

/∈ F 14.5

Lema 4.9. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 5.0 5.0 5.0 4.0 4.0 4.0 1.0 16.5



32 POGLAV�E 4. REZULTATI ZA |X| = 12

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 15.0 {}{a, b, c}{d, e, f}

/∈ F 6.0 {d, e, f}
1 /∈ F 7.0 {d, e}{b, d, e}{d, e, f}
2 /∈ F 1.5 {d}{b, d}{b, e}{d, e}{b, d, e}{d, f}{b, d, f}

{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
3 ∈ F −11.5 {}{d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}{b, d, e}{f}

{b, f}{d, f}{b, d, f}{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
/∈ F 0.5 {d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}{b, d, e}{f}

{b, f}{d, f}{b, d, f}{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
4 ∈ F 4.0 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{f}

{a, f}{d, f}{e, f}{d, e, f}
/∈ F 14.0 {d, e, f}

5 ∈ F 28.0 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{f}
{a, f}{d, f}{e, f}

/∈ F 15.5
6 ∈ F 48.0 {}{d}{e}{d, e}{f}{d, f}{e, f}

/∈ F 16.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem 6 + 16.5 = 22.5. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 2, tada je u(C) ≥ 6−11.5+16.5 = 11, pa je familija F Franklova.

• |G| = 2, tada je i unija ta dva skupa u F , pa je u(C) ≥ 6 − 2 ∗
11.5 + 4 + 16.5 = 3.5 ili u(C) ≥ 6 − 2 ∗ 11.5 + 28 + 16.5 = 27.5 ili
u(C) ≥ 6− 2 ∗ 11.5 + 48 = 31, pa je familija Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ 6− 3 ∗ 11.5 + 48 = 19.5.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.10. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {e, f, g}, tada je F Franklova.
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Element a b c d e f g x ∈ X − {a, b, c, d, e, f, g} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 13.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −9.0 {}{a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{e, f, g}{a, e, f, g}

/∈ F 4.0 {a, b, c}{a, b, c, d}{a, b, c, e}{e, f, g}{a, e, f, g}
1 /∈ F 6.0 {a, c}{a, b, c}{a, b, e}{a, c, e}{b, c, e}{e, f, g}
2 /∈ F 0.0 {a, b, c}{d}{a, d}{a, e}{d, e}{a, d, e}{e, f, g}
3 ∈ F −4.0 {}{a}{a, b}{a, c}{b, c}{a, b, c}{e}{a, e}

{b, e}{a, b, e}{c, e}{a, c, e}{b, c, e}{e, f, g}
/∈ F 1.0 {a}{a, b, c}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}

{a, d, e}{e, f, g}
4 ∈ F 9.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{e}

{a, e}{b, e}{c, e}
/∈ F 12.0

5 ∈ F 24.0 {}{a}{e}{a, e}
/∈ F 13.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i one
zajedno imaju uqex�e barem −9+13 = 4. Samo hiperkocke za koje je |K| = 3
i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih skupova
takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f, g}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 2, tada je u(C) ≥ −9− 4 + 13 = 0, pa je familija F Franklova.

• |G| = 2, tada je i unija ta dva skupa u F , pa je u(C) ≥ −9−2∗4+9+13 =
5 ili u(C) ≥ −9− 2 ∗ 4 + 24 = 7, pa je familija Franklova.

• |G| > 2, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

Lema 4.11. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, c, d}, {d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 7.0 3.0 3.0 1.0 15.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −8.5 {}{a, b, c}{d, e, f}

/∈ F 5.5 {a, e, f}{d, e, f}
1 /∈ F 4.0 {e, f}{d, e, f}
2 /∈ F 8.0 {e, f}{d, e, f}
3 ∈ F −2.5 {}{c}{a, b, c}{c, d}{e, f}{c, e, f}

/∈ F 4.5 {a, b}{c}{a, c}{b, c}{a, b, c}{e}{a, e}
{b, e}{a, b, e}{c, e}{a, c, e}{b, c, e}{a, f}
{b, f}{a, b, f}{c, f}{a, c, f}{b, c, f}{e, f}

{a, e, f}{b, e, f}{c, e, f}
4 ∈ F 4.0 {}{c}{d}{c, d}{e, f}{c, e, f}

/∈ F 13.5
5 ∈ F 13.0 {}{d}

/∈ F 14.5
6 ∈ F 19.0 {}{d}

/∈ F 15.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem −8.5+15.5 = 7. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ −8.5 − 2 ∗ 2.5 + 15.5 = 2, pa je familija F
Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ −8.5− 3 ∗ 2.5 + 19 = 3.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.12. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {a, b, c, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 5.0 5.0 5.0 4.0 4.0 4.0 1.0 16.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 13.5 {}{b, d, e}{d, e, f}

/∈ F 6.0 {d, e, f}
1 /∈ F 7.0 {d, e}{b, d, e}{d, e, f}
2 /∈ F 6.0 {d}{b, e}{d, e}{b, d, e}{b, f}{d, f}{b, d, f}

{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
3 ∈ F −3.5 {}{d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}{b, d, e}{b, f}

{d, f}{b, d, f}{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
/∈ F 0.5 {d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}{b, d, e}{f}

{b, f}{d, f}{b, d, f}{e, f}{b, e, f}{d, e, f}
4 ∈ F 1.5 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{f}

{a, f}{d, f}{e, f}{d, e, f}
/∈ F 14.0 {a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{f}{a, f}

{d, f}{e, f}{d, e, f}
5 ∈ F 24.5 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{f}

{a, f}{d, f}{e, f}
/∈ F 15.5

6 ∈ F 43.5 {}{d}{e}{d, e}{f}{d, f}{e, f}
/∈ F 16.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem 6 + 16.5 = 22.5. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F , K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| ≤ 3, tada je u(C) ≥ 6− 3 ∗ 3.5 + 16.5 = 12, pa je familija F Fran-
klova.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.13. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {c, d, e}, tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 6.0 6.0 6.0 1.0 16.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 1.5 {}

/∈ F 9.5
1 /∈ F 9.5 {d, e}
2 /∈ F 9.0 {a}{b}{a, b}{a, b, c}{a, b, e}
3 ∈ F −0.5 {}{a}{b}{a, b}{a, c}{b, c}{a, d}{b, d}

{c, d}
/∈ F 10.0 {a}{b}{a, b}{a, c}{b, c}{a, d}{b, d}

4 ∈ F 0.5 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}
/∈ F 13.0 {c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}

5 ∈ F 11.5 {}{c}{d}{e}
/∈ F 14.5

6 ∈ F 22.5 {}{c}{d}{e}
/∈ F 15.5

7 ∈ F 32.0 {}{c}{d}
/∈ F 16.5

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom, i
one zajedno imaju uqex�e barem 1.5 + 16.5 = 18. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| ≤ 3, tada je u(C) ≥ 1.5 − 3 ∗ 0.5 + 16.5 = 16.5, pa je familija F
Franklova.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Lema 2.4 i 2.5).

Lema 4.14. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d, e},
{a, b, c, d, f}, {a, b, c, d, g}, {e, f, g}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f g x ∈ X − {a, b, c, d, e, f, g} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 13.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 6.0 {}{a, b, c, d}{a, e, f}{e, f, g}{a, e, f, g}

/∈ F 3.0 {e, f, g}{a, e, f, g}
1 /∈ F 3.0 {e, f}{a, e, f}{e, f, g}
2 /∈ F 6.0 {a}{b}{a, b}{a, b, e}{a, b, f}{e, f}{a, e, f}

{b, e, f}{a, b, g}{a, e, g}{b, e, g}{a, f, g}
{b, f, g}{e, f, g}

3 ∈ F −9.0 {}{a}{b}{a, b}{a, e}{b, e}{a, b, e}{a, f}
{b, f}{a, b, f}{e, f}{a, e, f}{b, e, f}{a, g}
{b, g}{a, b, g}{e, g}{a, e, g}{b, e, g}{f, g}

{a, f, g}{b, f, g}{e, f, g}
/∈ F 1.0 {a}{b}{a, b}{a, e}{b, e}{a, b, e}{a, f}

{b, f}{a, b, f}{e, f}{a, e, f}{b, e, f}{a, g}
{b, g}{a, b, g}{e, g}{a, e, g}{b, e, g}{f, g}

{a, f, g}{b, f, g}{e, f, g}
4 ∈ F 9.0 {}{a}{b}{a, b}{e}{a, e}{b, e}{f}

{a, f}{b, f}{e, f}{g}{a, g}{b, g}{e, g}
{f, g}

/∈ F 12.0
5 ∈ F 32.0 {}{a}{e}{a, e}{f}{a, f}{e, f}{g}

{a, g}{e, g}{f, g}
/∈ F 13.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e barem 3 + 13 = 16. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F , K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f, g}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 2, tada je u(C) ≥ 3− 9 + 13 = 7, pa je familija F Franklova.

• |G| = 2, tada je i unija ta dva skupa u F , pa je u(C) ≥ 3−2∗9+9+13 = 7
ili u(C) ≥ 3− 2 ∗ 9 + 32 = 17, pa je familija Franklova.

• |G| > 2, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

Lema 4.15. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, d, e}, {d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 7.0 7.0 4.0 1.0 18.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 3.0 {}

/∈ F 12.0
1 /∈ F 8.0 {e, f}
2 /∈ F 11.0 {e, f}
3 ∈ F −5.0 {}{a}{b}{a, b}{a, b, c}{a, d}{b, d}{a, f}

{b, f}{a, b, f}{d, f}
/∈ F 7.0 {a}{a, d}{f}{a, f}{d, f}{e, f}

4 ∈ F 0.0 {}{a}{e}{a, e}{f}{a, f}{d, f}{e, f}
/∈ F 13.0 {f}{d, f}{e, f}

5 ∈ F 14.0 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{f}{a, f}
{d, f}{e, f}

/∈ F 17.0
6 ∈ F 24.0 {}{d}{e}{e, f}

/∈ F 18.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e barem 3 + 18 = 21. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki:
G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e, f}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| ≤ 3, tada je u(C) ≥ 3− 3 ∗ 5 + 18 = 6, pa je familija F Franklova.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.4).

Lema 4.16. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {a, b, d, e}, tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 4.5 4.5 4.0 4.0 4.0 1.0 14.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −1.0 {}{a, c, e}{b, c, e}

/∈ F 5.0 {c, d, e}
1 /∈ F 5.0 {c, d}{c, e}{c, d, e}
2 /∈ F 2.0 {a, b}{c}{c, d}{c, e}{d, e}
3 ∈ F −5.0 {}{c}{d}{c, d}{c, e}{d, e}

/∈ F 6.0 {c}{d}{c, d}{c, e}{d, e}
4 ∈ F 0.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}

/∈ F 10.0 {c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}
5 ∈ F 12.0 {}{c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}

/∈ F 12.0
6 ∈ F 24.0 {}{c}{d}

/∈ F 13.0
7 ∈ F 32.0 {}{c}{d}

/∈ F 14.0

Familija F ima neprazan presek sa prvom i posled�om hiperkockom,
i one zajedno imaju uqex�e barem −1 + 14 = 13. Samo hiperkocke za koje je
|K| = 3 i K ∈ F mogu imati negativno uqex�e. Neka je G familija do�ih
skupova takvih hiperkocki: G = {K|K ∈ F ,K ⊆ X − {a, b, c, d, e}, |K| = 3}.
Imamo slede�e sluqajeve:

• |G| < 3, tada je u(C) ≥ −1−2∗5+14 = 3, pa je familija F Franklova.

• |G| = 3 i neka je

1. | ∪ G| < 6, tada je familija F Franklova (posledica Leme 2.3).

2. | ∪ G| = 6, tada je u(F) ≥ −1− 3 ∗ 5 + 24 + 14 = 22.

3. | ∪ G| = 7, tada je u(F) ≥ −1− 3 ∗ 5 + 32 = 16.

• |G| > 3, tada je familija F Franklova (posledica Lema 2.4 i 2.5).

Lema 4.17. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 12.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −12.0 {}{a, b, c}{d, e, f}

/∈ F 0.0 {a, b, c}{d, e, f}
1 /∈ F 2.0 {a, b}{a, b, c}{d, e, f}
2 /∈ F 6.0 {a, b}{a, b, c}{a, b, d}{c, d}{d, e, f}
3 ∈ F 0.0 {}

/∈ F 0.0 {a}{d}{a, d}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{d}{a, d}

/∈ F 8.0 {a}{d}{a, d}
5 ∈ F 8.0 {}

/∈ F 11.0
6 ∈ F 12.0 {}

/∈ F 12.0

Lema 4.18. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c},
{a, b, d}, tada je F Franklova.

Element a b c d x ∈ X − {a, b, c, d} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 4.0 1.0 12.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −8.0 {}

/∈ F 4.0
1 /∈ F 4.0 {a, b}
2 /∈ F 4.0 {c, d}
3 /∈ F 1.0 {a, b}{c}{d}{c, d}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{b}

/∈ F 8.0
5 ∈ F 6.0 {}{a}{b}{c}

/∈ F 9.0
6 ∈ F 14.0 {}{a}

/∈ F 10.0
7 ∈ F 19.0 {}{a}

/∈ F 11.0
8 ∈ F 24.0 {}

/∈ F 12.0

Lema 4.19. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d, e},
{a, b, c, d, f}, {d, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 4.0 4.0 4.0 1.0 13.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −0.5 {}{d, e, f}

/∈ F 6.0 {d, e, f}
1 /∈ F 8.0 {d, e, f}
2 /∈ F 6.5 {e, f}
3 /∈ F 7.0 {a}{d}{a, d}{a, e}{e, f}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{a, f}

{d, f}{e, f}
/∈ F 9.5 {a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{a, f}{d, f}

{e, f}
5 ∈ F 9.5 {}{d}{e}{d, e}{f}{d, f}{e, f}

/∈ F 12.5
6 ∈ F 20.5 {}{d}{e}{f}

/∈ F 13.5

Lema 4.20.Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c}, {c, d, e, f},
tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 2.0 2.0 2.0 1.0 10.5

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −9.0 {}{a, b, c}{c, d, e, f}

/∈ F 1.0 {a, b, e}{c, d, e, f}
1 /∈ F 1.0 {a, b, c}{d, e, f}{c, d, e, f}
2 /∈ F 0.5 {c, e}{d, e}{c, d, e}{d, f}{c, d, f}{d, e, f}
3 /∈ F 0.0 {d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}{c, d, e}{d, e, f}
4 ∈ F 1.5 {}{c}{d}{c, d}{d, e, f}

/∈ F 8.0 {c}{d}{c, d}{d, e, f}
5 ∈ F 8.5 {}{c}

/∈ F 9.5
6 ∈ F 13.5 {}{c}

/∈ F 10.5

Lema 4.21.Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c}, {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 11.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −7.0 {}{a, b, c}

/∈ F 2.0 {a, d, e}
1 /∈ F 5.0
2 /∈ F 3.0 {d, e}
3 /∈ F 0.0 {d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}
4 ∈ F 0.0 {}{a}{b}{a, b}{d}{a, d}{b, d}

/∈ F 7.0 {a}{b}{a, b}{d}{a, d}{b, d}
5 ∈ F 9.0 {}{a}{b}{c}

/∈ F 9.0
6 ∈ F 20.0 {}{a}{b}

/∈ F 10.0
7 ∈ F 27.0 {}{a}

/∈ F 11.0

Lema 4.22.Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c}, {b, c, d, e},
tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 4.0 5.0 5.0 3.0 3.0 1.0 13.5

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −4.0 {}

/∈ F 3.0 {a, d, e}
1 /∈ F 7.5
2 /∈ F 6.0 {d, e}{a, d, e}
3 /∈ F 1.0 {d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{a, d, e}
4 ∈ F 0.5 {}{a}{d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}

/∈ F 8.5 {a}{a, b}{a, c}
5 ∈ F 7.0 {}{a}{b}{c}

/∈ F 11.5
6 ∈ F 15.5 {}{a}{b}

/∈ F 12.5
7 ∈ F 21.5 {}{a}

/∈ F 13.5

Lema 4.23.Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c}, {a, b, d, e, f},
tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 4.0 4.0 4.0 2.0 2.0 2.0 1.0 12.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −4.0 {}

/∈ F 2.0 {d, e, f}
1 /∈ F 3.0 {d, e, f}{a, d, e, f}{b, d, e, f}
2 /∈ F 4.0 {d, e}{a, d, e}{b, d, e}{d, f}{a, d, f}{d, e, f}
3 /∈ F 2.0 {d}{a, d}{b, d}{e}{a, e}{b, e}{d, e}

{a, d, e}{b, d, e}{d, e, f}
4 ∈ F 2.0 {}{a}{b}{d}{a, d}{b, d}

/∈ F 10.0
5 ∈ F 10.0 {}{a}{b}{c}

/∈ F 11.0
6 ∈ F 18.0 {}{a}

/∈ F 12.0

Lema 4.24.Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c}, {d, e, f, g},
tada je F Franklova.

Element a b c d e f g x ∈ X − {a, b, c, d, e, f, g} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 2.0 2.0 2.0 2.0 1.0 11.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −10.0 {}{a, b, c}{d, e, f, g}

/∈ F 1.0 {a, b, c}{d, e, f, g}
1 /∈ F 4.0 {a, b, c}{d, e, f, g}
2 /∈ F 3.0 {d, f}{a, d, f}{e, g}{a, e, g}{d, e, f, g}
3 /∈ F 0.0 {d}{a, d}{e}{a, e}{d, e}{a, d, e}
4 ∈ F 3.0 {}{b}{d}{b, d}{e}{b, e}{d, e}

/∈ F 10.0
5 ∈ F 10.0 {}

/∈ F 11.0

Lema 4.25. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skup {a, b, c}, tada je F
Franklova.

Element a b c x ∈ X − {a, b, c} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 1.0 9.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −9.0 {}

/∈ F 0.0
1 /∈ F 1.0
2 /∈ F 2.0
3 /∈ F 3.0
4 /∈ F 1.0 {a}{b}
5 ∈ F 0.0 {}{a}

/∈ F 4.0 {a}
6 ∈ F 3.0 {}

/∈ F 6.0
7 ∈ F 5.0 {}

/∈ F 7.0
8 ∈ F 7.0 {}

/∈ F 8.0
9 /∈ F 9.0

Lema 4.26. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, {a, b, c, d, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 2.0 1.0 11.5

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 0.0 {}{a, c, d, f}{b, d, e, f}

/∈ F 5.0 {a, d, e, f}
1 /∈ F 4.0 {d, e, f}
2 /∈ F 2.5 {b, c}{a, b, c}{a, e}{a, b, e}{c, e}{a, c, e}

{b, c, e}{a, f}{b, f}{a, b, f}{a, c, f}{b, c, f}
{a, e, f}{b, e, f}{c, e, f}

3 /∈ F 1.0 {b}{a, b}{a, c}{b, c}{a, d}{b, d}{c, d}
{f}{a, f}{b, f}{a, b, f}{c, f}{a, c, f}{b, c, f}

{d, f}{a, d, f}{b, d, f}{c, d, f}
4 ∈ F 4.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}

{a, d}{b, d}{c, d}
/∈ F 9.5

5 ∈ F 21.5 {}{b}{c}{b, c}{d}{b, d}{c, d}
/∈ F 10.5

6 ∈ F 32.5 {}{b}{c}
/∈ F 11.5

Lema 4.27. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, d, e}, {a, b, c, d, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 1.0 9.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −7.0 {}{a, b, c, d}{a, b, e, f}{c, d, e, f}

/∈ F 1.0 {a, b, c, e}{b, c, d, e}{a, b, d, f}{a, c, d, f}
1 /∈ F 0.0 {a, b, c}{a, b, d}{c, d, e}{c, d, f}
2 /∈ F 0.0 {a, b}{a, b, c}{a, b, d}{c, d}{a, c, d}{b, c, d}

{a, b, e}{a, c, e}{b, c, e}{a, d, e}{b, d, e}
{c, d, e}

3 /∈ F 0.0 {a}{a, b}{a, c}{b, c}{a, d}{b, d}{c, d}
{a, e}{b, e}{c, e}{d, e}

4 ∈ F 1.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}
{a, d}{b, d}{c, d}

/∈ F 6.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}{a, d}
{b, d}{c, d}

5 ∈ F 16.0 {}{a}{b}
/∈ F 8.0

6 ∈ F 24.0 {}{a}
/∈ F 9.0

Lema 4.28. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, e}, tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 2.0 2.0 1.0 10.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −5.0 {}

/∈ F 3.0
1 /∈ F 1.0 {a, d, e}{b, d, e}
2 /∈ F 0.0 {c, d}{d, e}{c, d, e}
3 /∈ F 1.0 {d}{e}{d, e}
4 ∈ F 4.0 {}{d}{c, d}{c, e}{d, e}

/∈ F 3.0 {c}{d}{c, d}{e}{c, e}{d, e}
5 ∈ F 8.0 {}{d}{e}{d, e}

/∈ F 7.0 {d, e}
6 ∈ F 15.0 {}{d}{e}

/∈ F 9.0
7 ∈ F 22.0 {}{d}

/∈ F 10.0

Lema 4.29. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d, e},
{a, b, c, d, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 12.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F 0.0 {}

/∈ F 6.0
1 /∈ F 5.0 {a, e, f}
2 /∈ F 3.0 {e, f}{a, e, f}
3 /∈ F 6.0 {a}{a, b}{b, c}{b, d}{c, d}
4 ∈ F 6.0 {}{a}{a, b}{a, d}{b, d}

/∈ F 0.0 {a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}{d}{a, d}
{b, d}{c, d}

5 ∈ F 7.0 {}{a}{b}{a, b}{c}{a, c}{b, c}
/∈ F 10.0 {e, f}

6 ∈ F 18.0 {}{a}{b}
/∈ F 12.0

Lema 4.30. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, c, d, e}, tada je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 11.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −6.0 {}

/∈ F 4.0
1 /∈ F 3.0 {a, b, e}{c, d, e}
2 /∈ F 3.0 {b, c}{a, d}
3 /∈ F 0.0 {e}{a, e}
4 ∈ F 1.0 {}{a}{a, b}{a, c}{b, c}

/∈ F 3.0 {e}{a, e}
5 ∈ F 3.0 {}{a}{b}

/∈ F 6.0 {e}
6 ∈ F 9.0 {}{a}{b}

/∈ F 8.0 {e}
7 ∈ F 14.0 {}{a}

/∈ F 10.0 {e}

Lema 4.31. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skupove {a, b, c, d},
{a, b, e, f}, tada je F Franklova.

Element a b c d e f x ∈ X − {a, b, c, d, e, f} t(w)
Te�ina 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 1.0 12.0
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −6.0 {}

/∈ F 6.0
1 /∈ F 7.0
2 /∈ F 2.0 {a, b}{c, d}{e, f}
3 /∈ F 6.0 {a}{c, d}
4 ∈ F 6.0 {}{a, b}{c, d}

/∈ F 10.0
5 ∈ F 5.0 {}{a}{b}{a, b}

/∈ F 11.0
6 ∈ F 12.0 {}{a}{b}

/∈ F 12.0

Lema 4.32. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skup {a, b, c, d}, tada je
F Franklova.

Element a b c d x ∈ X − {a, b, c, d} t(w)
Te�ina 2.5 2.5 2.5 2.5 1.0 9.0

|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −8.0 {}

/∈ F 1.0
1 /∈ F 2.0
2 /∈ F 3.0
3 /∈ F 0.5 {a}
4 ∈ F 0.0 {}

/∈ F 2.5 {a}
5 ∈ F 0.0 {}{a}{b}

/∈ F 4.0 {a}{b}
6 ∈ F 3.5 {}{a}

/∈ F 6.5 {a}
7 ∈ F 6.0 {}

/∈ F 8.0
8 ∈ F 8.0 {}

/∈ F 9.0

Lema 4.33. Ako je |X| = 12 i familija F sadr�i skup {a, b, c, d, e}, tada
je F Franklova.

Element a b c d e x ∈ X − {a, b, c, d, e} t(w)
Te�ina 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 1.0 8.5
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|K| K min(u(C)) Skupovi hiperkocke za min(u(C))
0 ∈ F −7.0 {}

/∈ F 1.5
1 /∈ F 2.5
2 /∈ F 2.5 {a, b, c}{a, d, e}
3 /∈ F 3.0 {b, c}
4 /∈ F 2.5 {a}{a, b}
5 ∈ F 0.5 {}{a}{b}

/∈ F 4.0 {a}{b}
6 ∈ F 4.5 {}{a}

/∈ F 7.0 {a}
7 ∈ F 7.0 {}

/∈ F 8.5

Teorema 4.1. Ako je |X| = 12 tada je familija F Franklova.
Dokaz. Dokazano je za |X| = 12 da je familija koja sadr�i neprazan skup sa
ma�e od xest elemenata Franklova. Neka familija F sadr�i samo skupove
(pored praznog skupa) koji imaju barem xest elemenata. Biramo funkci-
ju te�ine w(x) = 1 za svako x ∈ X i tada imamo t(w) = 6. Imamo da je
u(∅) + u(X) = 0, dok je uqex�e bilo kog tre�eg skupa ve�e ili jednako 0.
To znaqi da je i u(F) ≥ 0, odnosno familija F za koju je |⋃F| = 12 je
Franklova.

U slede�oj tabeli dat je pregled dokazanih lema.
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4.1. {a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, c, e}
4.2. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {d, e, f}
4.3. {a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {d, e, f}
4.4. {a, b, c}, {a, d, e}
4.5. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {d, e, f}
4.6. {a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, c, g}
4.7. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, d, e}, {a, b, d, f}, {a, b, e, f}
4.8. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}, {a, b, c, g}
4.9. {a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}
4.10. {a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {e, f, g}
4.11. {a, b, c}, {a, b, c, d}, {d, e, f}
4.12. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, f}
4.13. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {c, d, e}
4.14. {a, b, c, d, e}, {a, b, c, d, f}, {a, b, c, d, g}, {e, f, g}
4.15. {a, b, c, d}, {a, b, c, d, e}, {d, e, f}
4.16. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, d, e}
4.17. {a, b, c}, {d, e, f}
4.18. {a, b, c}, {a, b, d}
4.19. {a, b, c, d, e}, {a, b, c, d, f}, {d, e, f}
4.20. {a, b, c}, {c, d, e, f}
4.21. {a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e}
4.22. {a, b, c}, {b, c, d, e}
4.23. {a, b, c}, {a, b, d, e, f}
4.24. {a, b, c}, {d, e, f, g}
4.25. {a, b, c}
4.26. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}, {a, b, c, d, f}
4.27. {a, b, c, d}, {a, b, c, d, e}, {a, b, c, d, f}
4.28. {a, b, c, d}, {a, b, c, e}
4.29. {a, b, c, d, e}, {a, b, c, d, f}
4.30. {a, b, c, d}, {a, b, c, d, e}
4.31. {a, b, c, d}, {a, b, e, f}
4.32. {a, b, c, d}
4.33. {a, b, c, d, e}
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Poglav	e 5

Programska realizacija

Raqunar je u dokazima korix�en u tri situacije:

• Pronala�e�e suxtinski razliqitih familija datog tipa - prona-
la�e�e predstavnika klasa familija koje se sastoje od odre�enog
broja skupova sa istim brojem elemenata. Od predstavnika razliqi-
tih klasa ne mo�e se permutacijom elemenata dobiti ista familija
skupova.

• Provera da li je data familija FC-familija - za zadatu podfami-
liju skupova i date te�ine elemenata pronalazi minimalno uqex�e
familije koja sadr�i tu podfamiliju. Ukoliko je minimalno uqex�e
jednako nuli (takvo uvek postoji, poxto je uqex�e partitivnog skupa
jednako 0), podfamilija je FC-familija.

• Pronala�e�e minimalne vrednosti uqex�a hiperkocki - za zadatu
podfamiliju skupova i date te�ine elemenata pronalazi minimalno
uqex�e svih hiperkocki koje imaju neprazan presek sa familijom
koja sadr�i zadatu podfamiliju.
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5.1 Pronala�e�e suxtinski razliqitih fa-
milija datog tipa

Slede�i algoritam slu�i za pronala�e�e predstavnika klasa familija
koje se sastoje od odre�enog broja skupova sa istim brojem elemenata. Od
predstavnika razliqitih klasa ne mo�e se permutacijom elemenata dobiti
ista familija skupova.

Algoritam familije
Ulaz:
- n - broj elemenata od kojih su saqi�eni skupovi
- k - veliqina svakog od skupova (k ≤ n)
- m - broj skupova u familiji
Izlaz:
- Za date brojeve n, k i m xtampa sve suxtinski razliqite familije od m
k-qlanih skupova, koji su svi podskupovi skupa [n] = {0, 1, 2, ..., n− 1}.

L je lista svih k-qlanih podskupova skupa [n].
F = (A1, A2, ..., Am) je familija sastav	ena od m razliqitih
k-qlanih skupova sa elemenatima iz [n] i neka su Ai = L[pi] pore�ani
tako da je p1 < p2 < ... < pm.
Familiji F pridru�uje se broj h(F) =

∑m
i=1 pi−1

(
n
m

)i−1.
M je niz koji sadr�i sve familije F .
P je matrica dimenzija n!× n, gde je niz P [i] i-ta permutacija elemenata iz [n].
for(i = 0; i <

(
n
m

)m; i + +)
I[i] = false

for(i = 0; i < M.length; i + +)
F = M[i]
if(!I[h(F)])

print F
I[h(F)] = true
for(j = 0; j < P.length; j + +)

I[h(permutovanje(F , P [j]))] = true

Algoritam permutovanje
Ulaz:
- F - familija skupova qiji se elementi permutuju
- permutacije - niz koji pokazuje kako vrxiti permutaciju

element i me�amo elementom permutacije[i]
Izlaz:
- G - familija permutovanih skupova familije F .
for(k = 0; k < F .length; k + +)

G[k] = F [k]
Svaki element i iz G[k] zameni elementom permutacije[i]

return G
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5.2 Provera da li je data familija FC-familija
Algoritam 1 za zadatu podfamiliju skupova i date te�ine elemenata pro-
nalazi minimalno uqex�e familije koja sadr�i tu podfamiliju. Ukoliko
je minimalno uqex�e jednako nuli (takvo uvek postoji, poxto je uqex�e
partitivnog skupa jednako 0), podfamilija je FC-familija.

Algoritam 1
Ulaz:
- A1, A2, ..., Am - skupovi koji po pretpostavci pripadaju familiji
- tezine - niz te�ina elemenata iz

⋃m
i=1 Ai

Izlaz:
- min - globalna prome�iva koja predstav	a minimalnu vrednost
uqex�a familije koja sadr�i skupove A1, A2, ..., Am

S =
⋃m

i=1 Ai

n = |S|.
[Bez sma�e�a opxtosti, recimo da je S = {0, 1, 2, ..., n− 1}.]
[Neka je P partitivni skup S, |P(S)| = 2|S| = 2n.
Svakom X ∈ P odgovara broj h(X) = (xn−1xn−2...x0)2, pri qemu je
xi = 0 ako i /∈ X, odnosno xi = 1 ako i ∈ X. Obrnuto, svakom broju
i ∈ {0, 1, ..., 2n − 1} odgovara skup Xi za koji je h(Xi) = i.]

w(X) =
∑n−1

i=0 tezine[i] ∗ xi za h(X) = (xn−1xn−2...x0)2.

t(w) = 1
2

∑
x∈S w(x) = 1

2w(S)

for(i = 0; i < 2n; i + +)
u[i] = w(Xi)− t(w)

L = ∅ [L je niz u koji smextamo skupove sa negativnim uqex�em.]

for(i = 0; i < 2n; i + +)
if(u[i] < 0)

dodati i u L
C = {S}
min = u[h(S)]
rekurzija1(C, 0)
print(min)
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Algoritam rekurzija1
Ulaz:
- C - hiperkocka za koju vrximo proveru
- g - dubina pretrage do koje se doxlo
- L - niz skupova sa negativnim uqex�em
- min - minimalna vrednost uqex�a hiperkocki koje su proverene
Izlaz:
- min �e sadr�ati minimalno uqex�e familije

if(g < |L|)

if(u(C) +
|L|−1∑

i≥g

u(L[i]) < min)

if(L[g] /∈ C)
C1 = Z(C ∪ L[g]) [Z(G) oznaqava zatvore�e familije G za uniju.]
if(u(C1) < min)

min = u(C1)
rekurzija1(C1, g + 1)

rekurzija1(C, g + 1)
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5.3 Pronala�e�e minimalne vrednosti uqex�a
hiperkocki

Algoritam 2 za zadatu podfamiliju skupova i date te�ine elemenata pro-
nalazi minimalno uqex�e svih hiperkocki koje imaju neprazan presek sa
familijom koja sadr�i zadatu podfamiliju.
Algoritam 2
Ulaz:
- A1, A2, ..., Am - skupovi koji po pretpostavci pripadaju familiji
- tezine - niz te�ina elemenata iz

⋃m
i=1 Ai

- brojElemenata - ukupan broj elemenata familije, tj. 11 ili 12
- brojLeme - redni broj leme
Izlaz:
- min - globalna prome�iva koja predstav	a minimalnu vrednost
uqex�a hiperkocke koja sadr�i skupove A1, A2, ..., Am

S =
⋃m

i=1 Ai

n = |S|.
[Bez sma�e�a opxtosti, recimo da je S = {0, 1, 2, ..., n− 1}.]
[Neka je P partitivni skup S, |P(S)| = 2|S| = 2n.
Svakom X ∈ P odgovara broj h(X) = (xn−1xn−2...x0)2, pri qemu je
xi = 0 ako i /∈ X, odnosno xi = 1 ako i ∈ X. Obrnuto, svakom broju
i ∈ {0, 1, ..., 2n − 1} odgovara skup Xi za koji je h(Xi) = i.]
[Neka je k broj elemenata osnove K hiperkocke [K,K ∪ S].
U svim sluqajevima koje razmatramo te�ina svakog od
elemenata iz K �e biti jednaka 1, odnosno w(K) = k.]
w(X) =

∑n−1
i=0 tezine[i] ∗ xi za h(X) = (xn−1xn−2...x0)2.

t(w) = 1
2

∑
x∈S w(x) = 1

2w(S)

for(k = 0; k < brojElemenata− n; k + +)
for(i = 0; i < 2n; i + +)

u[i] = w(Xi)− t(w) + k
L = ∅ [L je niz u koji smextamo skupove sa negativnim uqex�em.]
for(i = 0; i < 2n; i + +)

if(u[i] < 0 and Xi 6= ∅)
dodati i u L

C = {∅, S} [Raqunamo minimalno uqex�e hiperkocke za koju K ∈ F .]
min = u[h(C)]
rekurzija2(C, 0)
print(min)
C = {S} [Raqunamo minimalno uqex�e hiperkocke za koju K /∈ F .]
min = u[h(C)]
rekurzija2(C, 0)
print(min)
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Algoritam rekurzija2
Ulaz:
- C - hiperkocka za koju vrximo proveru
- g - dubina pretrage do koje se doxlo
- k - broj elemenata osnove K hiperkocke
- L - niz skupova sa negativnim uqex�em, ∅ /∈ L
- min - minimalna vrednost uqex�a hiperkocki koje su proverene
Izlaz:
- min �e sadr�ati minimalno uqex�e hiperkocke

if(g < |L|)

if(u(C) +
|L|−1∑

i≥g

u(L[i]) < min)

if(L[g] /∈ C)
C1 = Z(C ∪ L[g]) [Z(G) je zatvore�e familije G za uniju.]
if(provera(C1))

if(u(C1) < min)
min = u(C1)

rekurzija2(C1, g + 1)
rekurzija2(C, g + 1)

Algoritam provera
Ulaz:
- C - hiperkocka za koju vrximo proveru
- k - vrednost |K|
- brojLeme - broj leme
Izlaz:
- false - ako je za neku podfamiliju hiperkocke C dokazano
da je familija koja ih sadr�i Franklova
- true - inaqe
v[A] = l + k, A ∈ Cl

[Niz v sadr�i nivo hiperkocke kome pripada skup, uve�ano za k.]
forall(Ai ∈ C)

if(v[Ai] == 1 or v[Ai] == 2)
returnfalse

forall(A1, A2, A3 ∈ C)
if(v[A1] == 3 and v[A2] == 3

and v[A3] == 3 and v[A1 ∪A2 ∪A3] < 6)
returnfalse

for(i = brojLeme; i > 0; i−−)
if(! provera i(C)) [Proverava da li C zadovo	ava uslove Leme i.]

return false
return true
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